
Η περ�ιοδο̋ ταλ�αντωση̋ εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋ συναρτ�ησει του πλ�ατου̋ ταλ�αντωση̋

Η κ�ινηση εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋ στο οµογεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ �ενταση̋ g προσδιορ�ιζεται
απ�ο την εξ�ισωση

θ̈ + ω2 sin θ = 0

�οπου ω2 = g/l, l το µ�ηκο̋ τη̋ α1αρο�υ̋ ρ�α1δου, και θ η γων�ια που σχηµατ�ιζει η ρ�α1δο̋ µε
τη κατακ�ορυφο (η κ�ινηση τ£ωρα διαδραµατ�ιζεται στον κ�υκλο−π < θ ≤ π). �Εχουµε υπο-
θ�εσει �οτι η κ�ινηση του εκκρεµο�υ̋ περιορ�ιζεται σε �ενα κατακ�ορυφο επ�ιπεδο. �Ετσι �οπω̋

�εχουν ληφθε�ι οι γων�ιε̋ η θ�εση θ = 0 (µε θ̇ = 0) ε�ιναι το σηµε�ιο ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋
(αντιστοιχε�ι στη χαµηλ�οτερη θ�εση), εν£ω η θ�εση θ = π που αντιστοιχε�ι στην υψηλ�οτερη
θ�εση του σωµατιδ�ιου ε�ιναι το ασταθ�ε̋ σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Αποδε�ιξτε τη παραπ�ανω πρ�ο-
ταση. Ε�ιναι η παραπ�ανω εξ�ισωση γραµµικ�η ;
Αυτ�ο το φυσικ�ο σ�υστηµα �εχει τερ�αστια σηµασ�ια, δι�οτι η µελ�ετη του οδηγε�ι στη κατα-

σκευ�η ρολογι£ων, και αποτ�ελεσε το εφαλτ�ηριο αν�απτυξη̋ και µελ�ετη̋ πολλ£ων φαινοµ�ε-
νων. Μπορε�ι σ�ηµερα να �εχουµε βρε�ι καλ�υτερου̋ τρ�οπου̋ να µετρ�αµε το χρ�ονο, αλλ�α το
σ�υστηµα αυτ�ο παραµ�ενει χρ�ησιµο και πρ£ωτιστο παρ�αδειγµα.
Θεωρ�ηστε �οτι το εκκρεµ�ε̋ αρχικ�α βρισκ�οταν στη θ�εση θ0 µε µηδενικ�η αρχικ�η γωνιακ�η

ταχ�υτητα. Πριν προχωρ�ησουµε σε αναλυτικ�η περιγραφ�η τη̋ κ�ινηση̋ ολοκληρ£ωστε αριθ-
µητικ�α την εξ�ισωση του εκκρεµο�υ̋ και προσδιορ�ιστε τη κ�ινηση θ(t) που προκ�υπτει για
ω = 1. Θα δε�ιτε �οτι προκ�υπτει περιοδικ�η κ�ινηση και προσδιορ�ιστε την εξ�αρτηση τη̋ πε-
ρι�οδου απ�ο τη γων�ια θ0 για 0 < θ0 < 3π/2. Προ̋ το�υτο θεωρ�ηστε αρκετ�ε̋ γων�ιε̋ στο
δι�αστηµα αυτ�ο, £ωστε να µπορ�εσετε να κατασκευ�ασετε µ�ια ακρι1�η γραφικ�η παρ�ασταση
τη̋ περι�οδου T συναρτ�ησει του πλ�ατου̋ ταλ�αντωση̋ θ0 (προσ�εξτε το β�ηµα τη̋ αριθµη-
τικ�η̋ ολοκλ�ηρωση̋). Θα �εχετε κ�ανει σωστ�α τον υπολογισµ�ο αν για µικρ�α πλ�ατη η περ�ιο-
δο̋ ε�ιναι περ�ιπου 2π/ω. Π�οσο τρ�εχει π�ισω �ενα ρολ�ὀ του το�ιχου που εκτελε�ι ταλ�αντωση
µε πλ�ατο̋ θ0 = π/2 απ�ο �ενα ρολ�ὀ που εκτελε�ι µικρ�ε̋ αρµονικ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ µε περ�ιοδο
2π/ω ;

Κ�αντε και τον εξ�η̋ αριθµητικ�ο υπολογισµ�ο. Λ�α1ετε ω = 1 και προσδ�ιοριστε τη κ�ινηση
θ(t) που προκ�υπτει αν αρχικ�α το εκκρεµ�ε̋ �ηταν στη θ�εση θ(0) = 0 µε ταχ�υτητα θ̇(0) = 2.
Τι συµ1α�ινει τ£ωρα ;
Τ£ωρα θα προσπαθ�ησουµε να υπολογ�ισουµε αναλυτικ�α την εξ�αρτηση τη̋ περι�οδου

απ�ο το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋. Επ�ιση̋ θα διερευν�ησουµε διεξοδικ�α το χαρακτ�ηρα τη̋
κ�ινηση̋.
Αποδε�ιξτε �οτι η γωνιακ�η ταχ�υτητα του εκκρεµο�υ̋ στη γων�ια θ ικανοποιε�ι τη σχ�εση :

θ̇2 = 2ω2(cos θ − cos θ0) , (1)

και αποδε�ιξτε �οτι για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ θα �εχουµε περιοδικ�η κ�ινηση πλ�ατου̋ θ0, δη-
λαδ�η θα ε�ιναι θ(t) ≤ θ0 για κ�αθε t και αποδε�ιξτε �οτι υπ�αρχει �ενα̋ ελ�αχιστο̋ αριθµ�ο̋ T
(η περ�ιοδο̋) ο οπο�ιο̋ ικανοποιε�ι για κ�αθε t τη σχ�εση

θ(t + T ) = θ(t) .

Σχεδι�αστε για διαφορετικ�ε̋ τιµ�ε̋ του θ0 τι̋ τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋ στο χ£ωρο των "φ�α-

σεων" (θ, θ̇).
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Αποδε�ιξτε επ�ιση̋ �οτι η περ�ιοδο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι

T (θ0) =
2
√

2

ω

∫ θ0

0

dθ
√

cos θ − cos θ0

.

Θ�ελουµε να προσεγγ�ισουµε το ολοκλ�ηρωµα αυτ�ο (που ε�ιναι �ενα ελλειπτικ�ο ολοκλ�η-
ρωµα) συναρτ�ησει τη̋ θ0. Για µικρ�ε̋ γων�ιε̋ µπορο�υµε να προσφ�υγουµε στην εξ�ισωση
κ�ινηση̋ και να κ�ανουµε την προσ�εγγιση sin θ ≈ θ, οπ�οτε χωρ�ι̋ �αλλο προκ�υπτει προσεγ-
γιστικ�α η κ�ινηση του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η

θ̈ + ω2θ = 0

ο οπο�ιο̋ εκτελε�ι ισ�οχρονη ταλ�αντωση (δηλαδ�η η περ�ιοδο̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι ανεξ�αρτητη
απ�ο το πλ�ατο̋ ταλ�αντωση̋) περι�οδου T = 2π/ω, δηλαδ�η αναµ�ενουµε για µικρ�α πλ�ατη η
περ�ιοδο̋ να �εχει το �οριο :

lim
θ0→0

T (θ0) =
2π

ω

Πω̋ �οµω̋ µπορο�υµε να βρο�υµε τι̋ διορθ£ωσει̋ στη περ�ιοδο για µεγαλ�υτερε̋ τιµ�ε̋ του
θ0 ; Για να το επιτ�υχουµε αυτ�ο κ�ανουµε µερικο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ στην σχ�εση (1). ∆ε�ιξτε
πρ£ωτα απ�ο �ολα �οτι η (1) µπορε�ι να γραφε�ι ισοδ�υναµα στη µορφ�η :

θ̇2 = 4ω2(sin2(θ0/2) − sin2(θ/2)) . (2)

�Επειτα ορ�ιστε τη γων�ια φ �ετσι £ωστε

sin(θ/2) = sin(θ0/2) sinφ

οπ�οτε η (2) λαµ1�ανει τη µορφ�η

φ̇2 = ω2(1 − sin2(θ0/2) sin2 φ)

και η περ�ιοδο̋ τη̋ κ�ινηση̋ ε�ιναι

T (θ0) =
4

ω

∫ π/2

0

dφ
√

1 − ǫ2 sin2 φ

�οπου ǫ = sin(θ0/2). Γρ�αφοντα̋ το ολοκλ�ηρωµα τη̋ περι�οδου µε αυτ�ον τον τρ�οπο ε�ιναι
πλ�εον ε�υκολο να προσδιορ�ισουµε την εξ�αρτηση τη̋ περι�οδου απ�ο τη παρ�αµετρο ǫ, και
συνεπ£ω̋ την εξ�αρτηση του ολοκληρ£ωµατο̋ απ�ο το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋. Προ̋ το�υτο
αναπτ�υσσουµε την ολοκληρωτ�εα ποσ�οτητα ω̋

1
√

1 − ǫ2 sin2 φ
= 1 +

1

2
ǫ2 sin2 φ +

1 · 3
2 · 4

ǫ4 sin4 φ + · · ·

Το αν�απτυγµα αυτ�ο ε�ιναι µ�ια συγκλ�ινουσα σειρ�α, και ολοκληρ£ωνοντ�α̋ την υπολογ�ιστε
το αν�απτυγµα τη̋ περι�οδου

T (θ0) =
2π

ω

(

1 +

(

1

2

)2

ǫ2 +

(

1 · 3
2 · 4

)2

ǫ4 + · · ·

)

.
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Αυτ�η η �εκφραση δ�ινει την εξ�αρτηση τη̋ περι�οδου απ�ο το πλ�ατο̋. Παρατηρε�ιτε �οτι η πε-
ρ�ιοδο̋ αυξ�ανει µον�οτονα µε το πλ�ατο̋. Συγκρ�ινατε την προσ�εγγιση στην οπο�ια κρατ�ατε
µ�ονο του̋ πρ£ωτου̋ δ�υο �ορου̋ στο αν�απτυγµα αυτ�ο µε τι̋ περι�οδου̋ που υπολογ�ισατε
µε την αριθµητικ�η ολοκλ�ηρωση. Μ�εχρι πιο πλ�ατο̋ το σχετικ�ο λ�αθο̋ στην εκτ�ιµηση ε�ιναι
µικρ�οτερο του 1 τοι̋ εκατ�ο ;
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