
Συµπεριφορ�α ταλαντωτ�η σε υπεραπ�οσ1εση

�Οταν ������� ο αρµονικ�ος ταλαντωτ�ης µε απ�οσ1εση��
	��
����
	����� ������� (1)

δεν εκτελε�ι πλ�εον ταλαντωτικ�η κ�ινηση. Η γενικ�η κ�ινηση δ�ινεται στη περ�ιπτωση αυτ�η απ�ο
�αθροισµα εκθετικ£ων συναρτ�ησεων :��������� �"!$#&%(')	+*,!$#.-/'0�

(2)

µε εκθ�ετες 132 � 45�7698 � � 45� �� (3)

Ε�ιναι ενδιαφ�ερον �οτι στη περ�ιπτωση αυτ�η ο τελικ�ος χρ�ονος απ�οσ1εσης της κ�ινησης και
συνεπ£ως ο χαρακτηριστικ�ος χρ�ονος απ�οκατ�αστασης της ισορροπ�ιας ::<; � =13> � =4?�@	BA � � 4C� �� (4)

αυξ�ανεται και καθ�ισταται �απειρος για �ED�F . Πρ�αγµατι για ���&G
�IHJH =13>LK 4?�@	M�CN = 4 � ���
� �PO � 4 � ���
� (5)

και ο χαρακτηριστικ�ος χρ�ονος εκθετικ�ης απ�οσ1εσης θα ε�ιναι :� ; K �
�� �� � (6)

ο οπο�ιος ε�ιναι ευθ�εως αν�αλογος του συντελεστ�η της απ�οσ1εσης � . Με τον τρ�οπο αυτ�ο
βρ�ισκουµε �οτι για �I�J�Q��� η κ�ινηση δ�ινεται κατ�α πρ�οσεγγιση απ�ο :������� K �"!SRUT<VWYXV[Z 	+*,! R �]\,'E^ (7)

Παρατηρο�υµε δηλαδ�η �οτι η κ�ινηση χαρακτηρ�ιζεται απ�ο δ�υο κλ�ιµακες χρ�ονων : τη γρ�η-
γορη κλ�ιµακα = G_�]�
�`� και τη βραδε�ια κλ�ιµακα �
�`Ga� �� . Οι δ�υο αυτ�ες κλ�ιµακες προκ�υπτουν
απ�ο δ�υο διαφορετικ�ες ισορροπ�ιες των �ορων εξ�ελιξης του ταλαντωτ�η. Η γρ�ηγορη κλ�ιµακα
προκ�υπτει �οταν κατ�α προσ�εγγιση η επιτ�αχυνση εξισορροπε�ιται απ�ο τη δ�υναµη της τρι-
1�ης : ��
	��
���� K � ^

(8)

Αυτ�ο συµ1α�ινει αρχικ�α αν ο ταλαντωτ�ης �εχει ταχ�υτητα πρ£ωτης τ�αξης οπ�οτε ο �ορος �
�b��I�J�� �� � και η δ�υναµη επαναφορ�ας ε�ιναι αµελητ�εα. Συνεπ£ως αρχικ�α ο ταλαντωτ�ης σχεδ�ον
ακαρια�ια (σε χρονικ�α δι�αστηµα τ�αξης = G_�]�
�`� ) φρεν�αρει τη ταχ�υτητα και την καθιστ�α
τ�αξης = G
� . Μ�ολις επιτευχθε�ι η µε�ιωση της ταχ�υτητας η κ�ινηση συνεχ�ιζει αργ�α υπ�ο την
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 Position of overdamped harmonic oscillator , γ = 5 , ω
0
 = 1 ; x(0)=1 ; v(0) =1

10−3 10−2 10−1 100 101
0

2

4

6

8

10

12

t

 Balance of terms in overdamped harmonic oscillator , γ = 5 , ω
0
 = 1 ; x(0)=1 ; v(0) =1
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Σχ�ηµα 1: Π�ανω γραφικ�η παρ�ασταση : Εξ�ελιξη της θ�εσης του ταλαντωτ�η συναρτ�ησει του
χρ�ονου µε ����c και �d�0� = . Οι αρχικ�ες συνθ�ηκες ε�ιναι ���e�P�7� = και ����e�P�7� = . Ε�ιναι
σχεδιασµ�ενες δ�υο καµπ�υλες : η ακρι1�ης εξ�ελιξη που δ�ινεται απ�ο την ακρι1�η λ�υση (2) και
η εξ�ελιξη σ�υµφωνα µε τη προσ�εγγιση (7). Οι δ�υο εξελ�ιξεις ε�ιναι δυσδι�ακριτες και η προ-
σ�εγγιση ε�ιναι εξαιρετικ�η. Κ�ατω γραφικ�η παρ�ασταση : Η εξ�ελιξη του µ�ετρου των �ορων
της διαφορικ�ης εξ�ισωσης. Παρατηρε�ιστε �οτι αρχικ�α και για χρ�ονο = G_�]�
�`����� ^ = η δ�υ-
ναµη της τρι1�ης εξισορροπε�ιται κατ�α προσ�εγγγιση απ�ο την επιτ�αχυνση εν£ω αµ�εσως µετ�α
�εχουµε σχεδ�ον τ�ελεια ισορροπ�ια µεταξ�υ τρι1�ης και δ�υναµης επαναφορ�ας. Για πι�ο λ�ογο η
προσ�εγγιση της ισορροπ�ιας µεταξ�υ της δ�υναµης της τρι1�ης και της δ�υναµης επαναφορ�ας
που ισχ�υει για χρ�ονους �f� = ε�ιναι καλ�υτερη ;
επιρρο�η της δ�υναµης επαναφορ�ας µε τ�ετοιο τρ�οπο £ωστε η δ�υναµη της τρι1�ης να εξισορ-
ροπε�ιται απ�ο τη δ�υναµη επαναφορ�ας :�
�b��
	g� �� � K � ^ (9)

Οταλαντωτ�ης τ�οτε επαν�ερχεται στη κατ�ασταση ισορροπ�ιας αργ�α µε χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο�
�`Ga� �� . Ο �ορος της επιτ�αχυνσης ε�ιναι αµελητ�εος επειδ�η�� K �h � � Ga��i� � �
�b�� K �
�3��
�`Ga� �� (10)

οπ�οτε ο λ�ογος των �ορων ε�ινα : �� �� K ��� ���� HJH = ^ (11)

Στο Σχ. 1 επι1ε1αι£ωνεται ποσοτικ�α η ποιοτικ�η συπεριφορ�α της κ�ινησης.
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Σχ�ηµα 2: Ο χαρακτηριστικ�ος χρ�ονος αποκατ�αστασης της ισορροπ�ιας συναρτ�ησει του συ-
ντελεστ�η απ�οσ1εσης � . Η συχν�οτητα �εχει ληφθε�ι ���j� = . Για �kHl��� �εχουµε χαρακτηρι-
στικ�ο χρ�ονο εκθετικ�ης µε�ιωσης :<; � = G
� . Για �M� ��� �εχουµε δ�υο χρ�ονους προσαρµογ�ης
του ταλαντωτ�η : τον χρ�ονο = G3m 1 R m (κ�ατω καµπ�υλη) ο οπο�ιος για �`Ga�����J� = προσεγγ�ιζει
τον = G_�]�
�`� (διακεκοµµ�ενη κ�ατω καµπ�υλη) και τον αργ�ο χρ�ονο προσαρµογ�ης :<; � = G3m 13> m
(�ανω καµπ�υλη) ο οπο�ιος προσεγγ�ιζει τον :<; K �
�`Ga� �� (διακεκοµµ�ενη �ανω καµπ�υλη) για�`Ga���b�J� = . Ταχ�υτερη επαναφορ�α του συστ�ηµατος προς τη κατ�ασταση ισορροπ�ιας επι-
τυγχ�ανεται �οταν �εχουµε κρ�ισιµη απ�οσ1εση ( �E�n�d� ).
�Ηδη ε�ιδαµε �οτι �οταν ��Ho��� �εχουµε ταλαντωτικ�ες λ�υσεις µε χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο

απ�οσ1εσης = G
� . Αυτ�ες οι ταλαντωτικ�ες λ�υσεις δεν ε�ιναι βε1α�ιως περιοδικ�ες λ�υσεις αφο�υ
το πλ�ατος της ταλ�αντωσης φθ�ινει, αλλ�α ο χρ�ονος µεταξ�υ µεγ�ιστων της θ�εσης του ταλα-
ντωτ�η ε�ιναι p � �
qA � �� 4k� � ^ (12)

Η τρι1�η δηλαδ�η οδηγε�ι σε µ�ια α�υξηση του χρονικο�υ διαστ�ηµατος µεταξ�υ διαδοχικ£ων
µεγ�ιστων κ�ατι που ανεµ�ενετο δεδοµ�ενου �οτι η ταχ�υτητα του ταλαντωτ�η µειο�υται απ�ο τη
τρι1�η. Στο �οριο �rDs��� ο χρ�ονος µεταξ�υ διαδοχικ£ων µεγ�ιστων απειρ�ιζεται και ο χαρα-
κτ�ηρας της λ�υσης αλλ�αζει για ���o��� οπ�οτε τις ταλαντωτικ�ες λ�υσεις διαδ�εχονται οι εκ-
θετικ�α µειο�υµενες λ�υσεις (2) οι οπο�ιες, �οπως ε�ιδαµε, εκµηδεν�ιζουν µε γρ�ηγορο ρυθµ�ο τη
ταχ�υτητα και µε βραδ�υ ρυθµ�ο τη θ�εση του ταλαντωτ�η. Συνεπ£ως εν£ω ο χαρακτηριστικ�ος
χρ�ονος αποκατ�αστασης της ισορροπ�ιας εµειο�υτο �οσο µεγ�αλωνε ο συντελεστ�ης της απ�οσ-
1εσης � για �QHB�d� , ο χαρακτηριστικ�ος χρ�ονος απ�οσ1εσης αυξ�ανεται �οταν �Q�B��� . Στο
Σχ. 2 σχεδι�αζεται η εξ�αρτηση του χαρακτηριστικο�υ χρ�ονου, :<; , αποκατ�αστασης της ισορ-
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ροπ�ιας συναρτ�ησει του συντελεστ�η της τρι1�ης � . Συνεπ£ως ο γρηγορ�οτερος ρυθµ�ος απο-
κατ�αστασης της ισορροπ�ιας επιτυγχ�ανεται �οταν �E�n��� οπ�οτε ο χαρακτηριστικ�ος χρ�ονος
αποκατ�αστασης της ισορροπ�ιας ε�ιναι = Ga��� .
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