
Κυκλική κίνηση-Οδογράφος 
 

Έστω ότι έχουµε ένα σωµατίδιο 
που κινείται σε µία κυκλική 
τροχιά ακτίνας . Τότε αν 
ορίσουµε το επίπεδο της 
κίνησης ως το επίπεδο 

και ορίσουµε τη Τρίτη 
διεύθυνση του καρτεσιανού 
συστήµατος τη κάθετη στο 
επίπεδο, όπως γνωρίζετε η θέση 
του σωµατιδίου µπορεί να 

γραφεί: , , , όπου η γωνία  είναι κάποια 
συνάρτηση του χρόνου. Η γωνιακή ταχύτητα ορίζεται ως η χρονική παράγωγος της 

γωνίας:  . Συνεπώς το διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου είναι  

 
όπου τα και είναι µοναδιαία σταθερά διανύσµατα στη διεύθυνση αντιστοίχως των 
αξόνων και . Η θέση του σωµατιδίου µπορεί να γραφεί και ως  

,                (1) 
όπου  το µοναδιαίο ακτινικό διάνυσµα. Το µέτρο της θέσης 
του σωµατιδίου είναι σταθερό και ίσο µε την ακτίνα του κύκλου . 
Επειδή τα διανύσµατα κα είναι σταθερά η ταχύτητα  είναι: 

 
το οποίο µπορεί να γραφεί ως  

     (2) 
όπου το διάνυσµα είναι το µοναδιαίο διάνυσµα  , το οποίο 
είναι κάθετο στο ακτινικό διάνυσµα. Μπορούµε αµέσως να καταλήξουµε στην (2) 
διαφορίζοντας κατευθείαν την (1) παρατηρώντας ότι επειδή το  είναι µοναδιαίο 

τότε και .  Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το µέτρο της ταχύτητας είναι 

 . Όταν η κυκλική κίνηση είναι οµαλή η γωνιακή ταχύτητα είναι σταθερή και 
το µέτρο της ταχύτητας είναι και αυτό σταθερό. 
 

Οµοίως επειδή το είναι µοναδιαίο διάνυσµα τότε: και ένας απλός 

υπολογισµός δίνει . Οπότε διαφορίζοντας την (2) καταληγουµε ότι η 

επιτάχυνση είναι  

 

έχει δηλαδή δύο συνισταµένες µία συνισταµένη κατά την εφαπτοµένη της κυκλικής 
τροχιάς που προκαλείται από τη γωνιακή επιτάχυνση του σωµατιδίου , η οποία 
λέγεται και επιτρόχια επιτάχυνση,  και µία ακτινική συνιστώσα, τη κεντροµόλο 



επιτάχυνση , η οποία ισούται µε  .  Εάν το σωµατίδιο εκτελεί οµαλή κυκλική έχει 

µόνο ακτινική επιτάχυνση ίση µε , όπου η σταθερή γωνιακή επιτάχυνση. 
Συνεπώς για να εκτελεί κυκλική κίνηση πρέπει να ασκείται στο σωµατίδιο κεντρική 
δύναµη.  
 
Όπως το άκρο του διανύσµατος θέσης διαγράφει τη τροχιά του σωµατιδίου έτσι και 
το άκρο του διανύσµατος της ταχύτητας διαγράφει µία καµπύλη η οποία λέγεται 
οδογράφος. Για την οµαλή κυκλική κίνηση η οδογράφος είναι ένας κύκλος ακτίνας 

, όπου   η σταθερή γωνιακή ταχύτητα. ¨Ένα κινητό που διαγράφει την 
οδογράφο έχει γωνιακή ταχύτητα πάλι , οπότε η ταχύτητα του κινητού  θα είναι η 
επιτάχυνση του σωµατιδίου η οποία και θα είναι ακτίνα κύκλου οδογράφου) = 

.   
 

Το επίπεδο εκκρεµές 
 
Θεωρείστε τώρα το επίπεδο εκκρεµές (βλ. σχήµα). Το σώµα κινείται επί του κύκλου 
και η θέση του προσδιορίζεται από τη γωνία  που σχηµατίζει το (θεωρούµενο ως 
αβαρές) νήµα µε τη κατακόρυφο. Η ταχύτητα της µάζας δίνεται από , το 
µοναδιαίο διάνυσµα  είναι κάθετο στην ακτίνα του κύκλου και έχει διεύθυνση 
κατά την εφαπτοµένη του κύκλου και φορά ίδια µε την αύξηση της γωνίας. Από την 
έκφραση της επιτάχυνσης βρίσκουµε την ακτινική και γωνιακή εξίσωση της κίνησης 
ως: 

 

Παρατηρούµε ότι οι εξισώσεις κίνησης εµπεριέχουν δύο άγνωστες συναρτήσεις του 
χρόνου την γωνία   και την άγνωστη τάση του νήµατος . Για να 
προσδιορίσουµε τη κίνηση πρέπει να απαλείψουµε τις άγνωστες εσωτερικές δυνάµεις 
(τάσεις, αντιδράσεις) . Για να το επιτύχουµε όµως αυτό έχουµε κάνει παραδοχές για 
το χαρακτήρα των τάσεων. Π.χ. στο εκκρεµές έχουµε κάνει τη λογική παραδοχή ότι η 
τάση έχει διεύθυνση κάθετη στη κίνηση δηλαδή η τάση ασκείται κατά την ακτινική 
διεύθυνση. Βλέπουµε λοιπόν ότι για να προσδιορίσουµε τη κίνηση στο πλαίσιο της 
µηχανικής του Νεύτωνα σε ένα πολύπλοκο µηχανικό σύστηµα πρέπει να 
απαλείψουµε τις εµφανιζόµενες εσωτερικές δυνάµεις και αφού τις απαλείψουµε να 
προσδιορίσουµε την συµπεριφορά του συστήµατος όταν επιδρούν εξωτερικές 
δυνάµεις. Επιπλέον για να επιτευχθεί αυτό το πρόγραµµα πρέπει να γίνουν 
ξεχωριστές παραδοχές για τη δοµή των εσωτερικών δυνάµεων.  Η απαλοιφή των 
εσωτερικών δυνάµεων είναι γενικά µια πολύπλοκη διαδικασία και για αυτό, ιστορικά 
τουλάχιστον, έγιναν προσπάθειες για την ανακάλυψη µίας διαφορετικής θεµελίωσης 
της µηχανικής   στην οποία δεν υπεισέρχονται οι εσωτερικές δυνάµεις για το 
προσδιορισµό της κίνησης του µηχανικού συστήµατος. 
Στη περίπτωση του εκκρεµούς η απαλοιφή της τάσης είναι ιδιαιτέρως εύκολη. Η 
επιτρόχια εξίσωση δεν συµπεριλαµβάνει την άγνωστη τάση και συνεπώς µπορεί να 
λυθεί για τη θέση. Τότε η θέση µπορεί να αντικατασταθεί στη δεύτερη εξίσωση για 
να προσδιορισθεί η τάση. 



 
Η λύση της επιτρόχιας κίνησης 
γράφεται γενικά υπό τη µορφή 
ελλειπτικών συναρτήσεων.   
 
Για µικρές κινήσεις προσεγγίζουµε 

 και βρίσκουµε ότι το 
εκκρεµές εκτελεί τότε ισόχρονες 

ταλαντώσεις µε περίοδο . 

Για µεγαλύτερα πλάτη η ταλάντωση 
παύει να είναι ισόχρονη και η 
περίοδος αυξάνεται µε το πλάτος. 
Έχουµε ήδη υπολογίσει ότι η 
περίοδο σε δεύτερη προσέγγιση ως 
προς το µέγιστο γωνιακό πλάτος  
της ταλάντωσης είναι 

 

 
οπότε η περίοδος µεγαλώνει κατά 1/103  όταν το πλάτος της ταλάντωσης γίνει 

.   
 
 

 
Κίνηση σωµατιδίου στο επίπεδο 

 
Σωµατίδιο κινείται πάνω στο επίπεδο. Η θέση του δίνεται από το διάνυσµα . Η 

ταχύτητα του σωµατιδίου είναι . Το µέτρο της ταχύτητας είναι , όπου 

το διαφορικό µήκος τόξου. Αν λοιπόν θεωρήσουµε το µήκος τόξου ως 
παράµετρο που ορίζει τη τροχιά τότε η θέση του σωµατιδίου πάνω στη τροχιά είναι 

   και το διάνυσµα της ταχύτητας είναι  

 

όπου το µοναδιαίο διάνυσµα  έχει τη κατεύθυνση της 

εφαπτοµένης στη τροχιά και η γωνία είναι η γωνία που σχηµατίζεται από την 

εφαπτοµένη και τον άξονα . Από το σχήµα φαίνεται ότι  και  

και συνεπώς οι γωνίες αυτές υπολογίζονται από την εξίσωση της τροχιάς.  



 
Για να υπολογίσουµε την 
επιτάχυνση θεωρούµε το 
σωµατίδιου σε δύο διαδοχικές 
θέσεις που απέχουν  µονάδες 
χρόνου. Σε αυτό το απειροστό 
χρονικό διάστηµα το µέτρο της 
ταχύτητας γίνεται  και η 
διεύθυνση της ταχύτητας 
αλλάζει κατά  (βλ. σχήµα). 
Παρατηρούµε από το διπλανό 
σχήµα ότι η επιτάχυνση έχει δύο 
συνιστώσες. Η επιτρόχια 
συνιστώσα (στη διεύθυνση της 
εφαπτοµένης της τροχιάς) 
δίδεται από: 

, 

ενώ η κεντροµόλος συνιστώσα δίδεται από: 

, 

όπου  η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς. Παρατηρούµε από το σχήµα ότι η 
κεντροµόλος επιτάχυνση είναι αντίθετη στην κάθετο στην καµπύλη οπότε αν το 
κάθετο διάνυσµα στη τροχιά το συµβολίσουµε µε τότε η επιτάχυνση παίρνει τη 
µορφή  

. 

Οπότε αν γνωρίζουµε τη ταχύτητα και την επιτάχυνση µπορούµε να προσδιορίσουµε 
την ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς. Μπορείτε να δώσετε την έκφραση που δίνει 
την ακτίνα καµπυλότητας; 
 
Έστω τώρα ότι έχουµε ένα «ελεύθερο» σωµατίδιο που κινείται επί µίας επίπεδης 
καµπύλης π.χ. µία χάνδρα πάνω σε ένα σύρµα.  Το σωµατίδιο δεν είναι πραγµατικά 
ελεύθερο, ασκούνται σε αυτό δυνάµεις από το σύρµα. Το θεωρούµε ελεύθερο επειδή 
δεν ασκούνται σε αυτό εξωτερικές δυνάµεις. Θεωρούµε ότι το σωµατίδιο κινείται 
χωρίς τριβή, και συνεπώς η αντίδραση του σύρµατος, , πρέπει να είναι κάθετη 
στην εφαπτοµένη της τροχιάς αλλοιώτικα θα επιβράδυνε τη κίνηση. Συνεπώς 

θεωρούµε ότι . Η εξίσωση κίνησης τότε είναι . Η 

επιτρόχια εξίσωση της κίνησης είναι προφανώς  και συνεπώς η χάντρα 

κινείται µε σταθερό µέτρο ταχύτητας.  
 


