
Τι είναι τα διανύσµατα 
 

Μέχρι τώρα έχουµε  εξετάσει τις επιπτώσεις των νόµων του Νεύτωνα σε ένα 
µονοδιάστατο κόσµο. Θα  αναπτύξουµε τώρα τη  µηχανική στο χώρο των τριών 
διαστάσεων. Αποδεικνύεται όµως ιδιαιτέρως χρήσιµο και αποτελεσµατικό να 
αναπτύξουµε τη θεωρία αυτή µε τη βοήθεια του διανυσµατικού λογισµού. Σκοπός της 
παρούσας διάλεξης είναι να γίνει κατανοητό το τι είναι τα διανύσµατα και ποιος είναι 
ο λόγος που οι περισσότεροι φυσικοί νόµοι µπορούν να γραφούν σε διανυσµατική 
µορφή.1  Με το διανυσµατικό λογισµό εισάγονται νέα σύµβολα στη φυσική και  
διαµορφώνεται  έτσι µια νέα γλώσσα  µε την οποία µπορούµε να διατυπώσουµε τους 
φυσικούς νόµους.  Μπορεί  να σκέφτεστε  ότι η εισαγωγή νέων συµβόλων είναι ένα 
τυπικό ή ακόµη και αισθητικό θέµα και δεν έχει ιδιαίτερη ουσία δεδοµένου ότι τα 
ίδια συµπεράσµατα µπορούν να εξαχθούν και χωρίς τη χρήση των συµβόλων αυτών2.  
Αλλά µία τέτοια θεώρηση παραβλέπει το γεγονός ότι η κατάλληλη γλώσσα είναι 
ουσιαστικό συστατικό για την ανάπτυξη της σκέψης και τη διατύπωση των 
συλλογισµών. Σκεφθείτε για παράδειγµα τη σηµασία της εισαγωγής του συµβόλου 
της παραγώγισης ή της ολοκλήρωσης στη ανάπτυξη της φυσικής. Η ανάπτυξη λοιπόν 
της κατάλληλης γλώσσας για τη περιγραφή των φυσικών νόµων είναι κλειδί για τη 
κατανόηση των φυσικών φαινοµένων. Ο Gibbs µπορεί να ήταν κάπως υπερβολικός 
όταν έγραφε «…ο ενδοιασµός µου για τα πλεονεκτήµατα των διαφόρων συµβολισµών 
ήταν αυτό που µε έκανε να αναβάλω τη δηµοσίευση των αποτελεσµάτων της έρευνάς 
µου…. Δεν µπορούσα να προχωρήσω σε δηµοσίευση διότι είχα την αίσθηση ότι υπήρχε 
κάτι ακατέργαστο στη χρήση των συµβόλων», παρόλα αυτά όµως τα λόγια του 
τονίζουν µια σηµαντική αλήθεια. 

Ο λόγος που χρησιµοποιούµε τα διανύσµατα είναι διότι µε τον τρόπο αυτό οι 
φυσικοί νόµοι παίρνουν µια µορφή ανεξάρτητη από την επιλογή του συστήµατος 
αναφοράς. Φυσικές προτάσεις που είναι εκφρασµένες µε διανύσµατα ισχύουν 
ανεξαρτήτως από την επιλογή του συστήµατος αναφοράς. 

Ας πάρουµε, για παράδειγµα, κάποιο σύστηµα ορθογωνίων αξόνων. Οι 
συντεταγµένες ενός σωµατιδίου δίνονται τότε από την τριάδα  και αν οι 
προβολές της δύναµης στους άξονες του καρτεσιανού συστήµατος που επιλέξαµε  
είναι  τότε η κίνηση του σωµατιδίου ικανοποιεί σύµφωνα µε τον δεύτερο 
νόµο του Νεύτωνα τις τρεις εξισώσεις: 

,  ,   .     (1) 

Λαµβάνουµε τώρα ένα νέο  ορθογώνιο σύστηµα αξόνων  το οποίο ας 
υποθέσουµε ότι έχει την ίδια αρχή.  Μπορεί να δειχθεί ότι µπορούµε να καταλήξουµε 
στο  νέο σύστηµα αξόνων στρέφοντας το αρχικό σύστηµα γύρω από κάποιο άξονα 
κατά µία συγκεκριµένη γωνία3. Για να απλουστεύσουµε την επεξεργασία θεωρούµε 
                                                             
1 Τα διανύσµατα εισήχθησαν στη φυσική στις αρχές του 20ου αιώνα από τον Josiah Willard Gibbs [βλ. 
J. W. Gibbs, Vector Analysis (Yale University Press, New Haven, 1901)].  
2 Ο ίδιος ο Maxwell, κατασκεύασε τις φερώνυµες εξισώσεις δίχως τη χρήση διανυσµάτων! 
3 Αυτή η πρόταση είναι το συµπέρασµα του θεωρήµατος του Euler. Μια γεωµετρική απόδειξη του 
θεωρήµατος είναι η εξής: Σχηµατίστε µια σφαίρα µε κέντρο την αρχή των αξόνων Ο.  Ο άξονας  
τέµνει τη σφαίρα στο Α, και ο άξονας στο Β. Γνωρίζοντας τα Α και Β προσδιορίζεται πλήρως το 
πρώτο καρτεσιανό σύστηµα. Έστω ότι η νέα θέση του συστήµατος αναφοράς δίδεται από τις 
αντίστοιχες τοµές Α΄  και Β΄  οι οποίες και προσδιορίζουν το δεύτερο καρτεσιανό σύστηµα. Φέρω τον 
µεγάλο κύκλο που ενώνει τα Α και Α΄ και λαµβάνω το διάµεσο σηµείο Α1 του τόξου ΑΑ΄ και φέρω το 
µεσοκάθετο τόξο Α1Χ. Οµοίως φέρω το µέγιστο κύκλο που συνδέει τα Β και Β΄  και στο διάµεσο 
σηµείο Β1 το µεσοκάθετο τόξο Β1Υ. Τα τόξα Α1Χ και Β1Υ τέµνονται στο σηµείο Ω της σφαίρας. Τότε 



ότι η στροφή γίνεται περί τον άξονα  και συνεπώς οι συντεταγµένες στα δύο 
συστήµατα συνδέονται µέσω του (γραµµικού) µετασχηµατισµού στροφής: 

, 
         ,     (2) 

.  
Aς υπολογίσουµε τις προβολές της δύναµης στο νέο σύστηµα αξόνων.   Αυτό απαιτεί 
τον προσδιορισµό των προβολών των  δυνάµεων στους νέους άξονες που δεν µπορεί 
να γίνει παρά αν δεχθούµε  την αρχή ότι  οι δυνάµεις που ασκούνται σε ένα σώµα  
µπορούν να προστεθούν µε τον κανόνα του παραλληλογράµµου4. Θα έχουµε τότε  ότι 

 διότι ο άξονας παραµένει ο ίδιος.  Η δύναµη στον άξονα  θα δίνεται από 
την προβολή στον άξονα αυτό της δύναµης  που ασκείται κατά τη διεύθυνση του 
άξονα  και την προβολή της δύναµης  που ασκείται κατά τη διεύθυνση του 
άξονα · δηλαδή  . Οµοίως υπολογίζουµε την . Συνεπώς 
οι προβολές της δύναµης µετασχηµατίζονται ως εξής: 

 
, 

              ,          (3) 
. 

 
Παρατηρούµε ότι οι συντεταγµένες της δύναµης µετασχηµατίζονται µε τον ίδιο τρόπο 
όπως και οι συντεταγµένες της θέσης.  Το συµπέρασµα αυτό βασίζεται στις φυσικές 
παραδοχές της Νευτώνειας µηχανικής για τη φύση της δύναµης, που είναι 
αποτέλεσµα πειραµάτων και παρατηρήσεων.  

Θέλουµε να διερευνήσουµε κατά πόσο οι νόµοι του Νεύτωνα συνεχίζουν να 
ισχύουν στο νέο σύστηµα συντεταγµένων, δηλαδή αν ισχύει ότι  

,   ,   .  (4) 

Διαφορίζοντας την  (1) µπορούµε να υπολογίσουµε την  επιτάχυνση  στους νέους 
άξονες. Καταλήγουµε ότι  

, 

           ,     (5) 

                                 . 

Επειδή γνωρίζουµε ότι ισχύει ο νόµος του Νεύτωνα (1) στο αρχικό σύστηµα 
αναφοράς, το δεξιό µέλος της (5) δίνει, κάνοντας χρήση του κανόνα 
µετασχηµατισµού της δύναµης (3): 
 

                                                             
το σύστηµα προκύπτει από το µε στροφή περί τον άξονα ΟΩ έτσι ώστε το Α να 
συµπέσει µε το Α΄. Αποδείξτε ότι αυτή η κατασκευή είναι ορθή, δηλαδή αποδείξτε ότι όταν το Α 
συµπέσει µε το Α΄, τότε και το Β θα συµπέσει µε το Β΄ . 
4 Αυτό είναι το πρώτο πόρισµα του Νεύτωνα. Ο Νεύτων ουσιαστικά προϋποθέτει ότι η δύναµη είναι 
«διανυσµατικό» µέγεθος, δίχως να το γράφει εκπεφρασµένα, και ότι ισχύει η αρχή της ανεξαρτησίας 
των δυνάµεων. 
  



, 

, 

. 

Συνεπώς ο νόµος του Νεύτωνα ισχύει και στο νέο σύστηµα αναφοράς. Αυτό σηµαίνει 
ότι δεν έχει σηµασία τι κατεύθυνση έχει το σύστηµα αναφοράς. Οι νόµοι του 
Νεύτωνα θα ισχύουν σε οποιοδήποτε σύστηµα αναφοράς που έχει στραφεί ως προς 
το αρχικό.  Άρα οι νόµοι του Νεύτωνα δεν εξαρτώνται από κάποια διεύθυνση στο 
χώρο, είναι δηλαδή ισοτροπικοί.   

Αν συµβολίσουµε τώρα τις τρείς συνιστώσες της δύναµης µε ένα σύµβολο 

 και της επιτάχυνσης  µε το  ο 

δεύτερος νόµος του Νεύτωνα µπορεί να γραφεί ως  

                 (Α) 

όπου µε την ισότητα  µεταξύ των συµβόλων εννοούµε ισότητα των συνισταµένων. Η 
πρόταση αυτή για να έχει έννοια απαιτεί ότι οι συνισταµένες του συµβόλου της 
δύναµης  και του συµβόλου της επιτάχυνσης µετασχηµατίζονται µε τον ίδιο τρόπο 
όταν οι καρτεσιανοί  άξονες στραφούν· αλλοιώτικα δεν θα ισχύει ο ίδιος νόµος σε 
όλα τα συστήµατα αναφοράς ανεξαρτήτως από την κατεύθυνση τους στο χώρο. 
Επειδή όµως η δύναµη εξ ορισµού µετασχηµατίζεται όπως και οι συντεταγµένες της 
θέσης, καθώς επίσης η επιτάχυνση µετασχηµατίζεται και αυτή όπως και οι 
συντεταγµένες της θέσης, ο νόµος του Νεύτωνα µπορεί να γραφεί µε την συµβολική 
µορφή (Α).  Ο νόµος εκπεφρασµένος µε τα νέα σύµβολα παίρνει µορφή η οποία  
είναι ανεξάρτητη του συστήµατος αναφοράς.    

Γενικά, τριάδες αριθµών που έχουν την ιδιότητα να µετασχηµατίζονται όπως 
και οι συντεταγµένες της θέσης στις στροφές λέγονται διανύσµατα. Φυσικά µεγέθη 
που είναι αναλλοίωτα στις στροφές λέγονται µονόµετρα ή βαθµωτά µεγέθη. Στην 
περίπτωση του νόµου του Νεύτωνα η δύναµη είναι διάνυσµα επειδή µετά από 
διενέργεια πειραµάτων έγινε αντιληπτό ότι η δύναµη είναι διάνυσµα και αυτό 
αποτυπώθηκε ως νόµος· ενώ στην περίπτωση της επιτάχυνσης, η επιτάχυνση είναι 
διάνυσµα διότι µετασχηµατίζεται όπως και οι µετατοπίσεις, όντας µέγεθος παράγωγο 
της θέσης. Είναι πολύ σηµαντικό να συνειδητοποιήσετε ότι ο διανυσµατικός 
χαρακτήρας των βασικών φυσικών ποσοτήτων είναι αποτέλεσµα πειράµατος. Οι 
νόµοι της φύσης όταν γράφονται σε διανυσµατική µορφή αποτυπώνουν τη βασική 
παραδοχή ότι το σύµπαν είναι ισοτροπικό δηλαδή δεν υπάρχει κάποια επιλεγµένη 
διεύθυνση. 

Τις βασικές ιδιότητες των διανυσµάτων τις γνωρίζετε. Ήδη ορίσαµε τι 
σηµαίνει ισότητα µεταξύ δύο διανυσµάτων. Είναι εύκολο να επιβεβαιώσει κανείς ότι 
το άθροισµα των συνισταµένων δύο διανυσµάτων ορίζει ένα νέο διάνυσµα, το οποίο 
και ορίζουµε ως άθροισµα των διανυσµάτων. Επίσης αν πολλαπλασιάσουµε τις 
συνισταµένες ενός διανύσµατος  µε κάποιο αριθµό  τότε πάλι έχουµε ένα νέο 
διάνυσµα  που το συµβολίζουµε . Έτσι ορίζεται και η διαφορά δύο διανυσµάτων 

. Αν οι συνισταµένες ενός διανύσµατος είναι συναρτήσεις του 
χρόνου τότε η παράγωγος των συνισταµένων σχηµατίζει πάλι ένα διάνυσµα το οποίο 



και λέγεται χρονική παράγωγος του διανύσµατος. Έτσι αποδεικνύεται ότι  η ταχύτητα 
και η επιτάχυνση   είναι διανύσµατα. 

Πρέπει να γίνει σαφές ότι κάθε τριάδα αριθµών δεν σχηµατίζει διάνυσµα. Για 
να είναι διάνυσµα πρέπει να µετασχηµατίζεται καταλλήλως Π.χ. εάν το 

 σχηµατίζει διάνυσµα τότε η τριάδα δεν σχηµατίζει 

διάνυσµα.  Αντιθέτως η τριάδα σχηµατίζει ένα διανυσµατικό τελεστή 

(αποδείξτε το). Ο τελεστής συµβολίζεται ως  και λέγεται ανάδελτα ή βαθµίδα. 
Συνεπώς όταν δράσει ο τελεστής αυτός σε ένα βαθµωτό πεδίο  τότε 
σχηµατίζεται το διάνυσµα  που ονοµάζεται βαθµίδα του πεδίου .   

  
Πίνακες στροφής και ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί 

 
Εάν οι συντεταγµένες ενός διανύσµατος   γραφούν διαδοχικά σε µορφή 

στήλης τότε όταν µεταβαίνουµε σε ένα νέο καρτεσιανό σύστηµα αξόνων που 
προκύπτει από το αρχικό µε στροφή περί τον άξονα  κατά γωνία  τότε οι νέες 
συντεταγµένες του διανύσµατος θα είναι  , όπου  είναι ο  πίνακας 
της στροφής περί τον άξονα κατά γωνία : 

 

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι ο πίνακας  είναι ορθογώνιος δηλαδή 
ότι , όπου Ι ο µοναδιαίος πίνακας και ο ανάστροφος του R.  
Συνεπώς οι  ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί αφήνουν αναλλοίωτη την απόσταση 
µεταξύ δύο σηµείων δηλαδή αν η απόσταση δύο σηµείων είναι το διάνυσµα  στο 
ένα καρτεσιανό σύστηµα και  στο µετασχηµατισµένο σύστηµα θα ισχύει ότι η 
ευκλείδια απόσταση πού δίνεται5 από το  είναι αναλλοίωτο (θα επανέλθουµε 
αργότερα στο σηµείο αυτό). Γενικότερα µπορεί να δειχθεί ότι κάθε µετασχηµατισµός  
στροφής είναι ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός 6 .  

Αποδεικνύεται όµως ότι ισχύει εν µέρει και το αντίστροφο· δηλαδή ότι οι 
ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί είναι µετασχηµατισµοί στροφής. Για να εξετάσουµε το 
θέµα αυτό ας περιοριστούµε στις 2 διαστάσεις και ας θεωρήσουµε τον ορθογώνιο 

µετασχηµατισµό . Επειδή ο µετασχηµατισµός έχει ληφθεί ορθογώνιος τα  

4 στοιχεία του πίνακα θα πρέπει να ικανοποιούν τις 3 σχέσεις: , 
,  και συνεπώς ο µετασχηµατισµός αυτός αφήνει µία 

παράµετρο ελεύθερη.  Άρα οι ορθογώνιοι  µετασχηµατισµοί σε δύο διαστάσεις 
προσδιορίζονται από µία παράµετρο. Αν θέσουµε και  
τότε  οι παραπάνω σχέσεις ικανοποιούνται και προκύπτει ο µετασχηµατισµός της 
στροφής. Η ελεύθερη δε παράµετρος αναγνωρίζεται ως η γωνία στροφής. Αλλά δεν 
έχουµε εξαντλήσει όλες τις λύσεις. Επειδή ο Α είναι ορθογώνιος θα πρέπει 

 , και επειδή για κάθε πίνακα ισχύει ότι: , θα ισχύει 
                                                             
5 Εδώ το διάνυσµα γράφεται ως στήλη. 
6 Θα το δείξουµε αυτό αργότερα όταν γράψουµε τη γενική µορφή του µετασχηµατισµού στροφής. 



επίσης ότι η ορίζουσα κάθε ορθογωνίου πίνακα είναι . Παρατηρούµε ότι οι λύσεις 
που γράψαµε έχουν ορίζουσα µονάδα. Εποµένως χρειάζεται να προσθέσουµε µια 
δεύτερη οικογένεια λύσεων  µε ορίζουσα  η οποία µπορεί να παραχθεί από το 
µετασχηµατισµό της ανάκλασης  και , ο πίνακας του οποίου είναι ο  

, δρώντας πάνω στον προηγούµενο µετασχηµατισµό της στροφής. 

Συνεπώς οι ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί σε δύο διαστάσεις αναγνωρίζονται 
ως στροφές (ή γενικότερα ως στροφές µε ανάκλαση). Τα ίδια συµπεράσµατα 
µπορούν να εξαχθούν για τους ορθογώνιους µετασχηµατισµούς σε τρεις διαστάσεις 
(πόσες ελεύθερες παράµετρες –γωνίες- απαιτούνται τώρα για το προσδιορισµό του 
µετασχηµατισµού;). 
 
 

Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων 
 

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι η στροφή του καρτεσιανού 
συστήµατος που δίνεται από το µετασχηµατισµό (2) αφήνει αναλλοίωτη την 
ποσότητα  η οποία δεν είναι άλλη από την απόσταση του σηµείου 

από την αρχή των  αξόνων. Δηλαδή κατά τις στροφές ισχύει ότι: 
.  Η ισχύς της πρότασης αυτής για κάθε στροφή είναι 

διαισθητικά προφανής διότι το µήκος ενός διαστήµατος αναµένεται να είναι 
µονόµετρο µέγεθος, δηλαδή µέγεθος ανεξάρτητο από το σύστηµα αναφοράς7 και 
πράγµατι µπορεί να αποδειχθεί ότι µια γενική στροφή, επειδή είναι ορθογώνιος 
µετασχηµατισµός, δεν µεταβάλλει το µήκος των διαστηµάτων. Ορίζουµε λοιπόν το 
µέτρο ενός διανύσµατος ως το µονόµετρο µέγεθος που δίνεται από : 

. 
Επειδή οι συντεταγµένες του  µετασχηµατίζονται όπως και της θέσης κατά τις 
στροφές είναι προφανές ότι το µέτρο του διανύσµατος είναι µία αναλλοίωτη 
ποσότητα, δηλαδή ένα µονόµετρο µέγεθος. Μπορούµε τότε να ορίσουµε το 
«γινόµενο» ενός διανύσµατος µε τον εαυτό του ως το  το οποίο 
όπως αποδείξαµε είναι µονόµετρο µέγεθος και άρα για τον υπολογισµό του αρκεί να 
επιλέξουµε ένα καρτεσιανό σύστηµα για να υπολογίσουµε το αναλλοίωτο άθροισµα 

.  Με τον τρόπο αυτό τα διανύσµατα αποκτούν µέτρο. Μοναδιαίο 
διάνυσµα θα λέγεται το διάνυσµα που έχει µέτρο 1.  Όταν έχουµε δύο διανύσµατα 
µπορούµε να γενικεύσουµε το γινόµενο ενός διανύσµατος µε τον εαυτό του και να 
ορίσουµε το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων ως εξής:  

 . 
Θα αποδείξουµε ότι το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων ορίζει πάλι ένα 
µονόµετρο µέγεθος.  Γράφοντας το διανύσµατα υπό µορφή στηλών έχουµε  ότι 

, οπότε  πρέπει να αποδείξουµε ότι  ύστερα από κάποιο 
µετασχηµατισµό στροφής, R. Επειδή τα  και  είναι διανύσµατα οι συντεταγµένες 
τους µετασχηµατίζονται ως εξής:  και , συνεπώς το εσωτερικό 

                                                             
7 Οι µετασχηµατισµοί που αφήνουν το µήκος αναλλοίωτο λέγονται ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί και 
σχηµατίζουν οµάδα. Οι ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί είναι γραµµικοί και έχουν ορίζουσα ±1. Οι 
στροφές είναι η υποοµάδα των ορθογωνίων µετασχηµατισµών που έχουν ορίζουσα 1.   



γινόµενο είναι αναλλοίωτο διότι , επειδή ο µετασχηµατισµός 
R είναι ορθογώνιος. Mπορούµε να αποδείξουµε όµως την αναλλοιώτητα του 
εσωτερικού γινοµένου άµεσα  από την αναλλοιώτητα του µέτρου ενός διανύσµατος, 
παρατηρώντας ότι τα ,  , και είναι αναλλοίωτα στις στροφές 
και άρα αναλλοίωτο είναι και το το οποίο ισούται µε το 

. 
  Για τον υπολογισµό του εσωτερικού γινοµένου αρκεί να λάβουµε ως άξονα  
στην κατεύθυνση του διανύσµατος . Τότε , όπου ,  τα 
µέτρα των αντιστοίχων διανυσµάτων και  η γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ τους.  
Όταν δηλαδή το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι µηδέν τότε οι φορείς των 
διανυσµάτων είναι κάθετες και τα διανύσµατα λέµε ότι είναι κάθετα.   
  Είναι σύνηθες να συµβολίζουµε τα µοναδιαία διανύσµατα µε φορά τις 
διευθύνσεις των αξόνων  αντιστοίχως µε ,  και . Τότε επειδή  
κ.λ.π. καθώς και το εσωτερικό γινόµενο δύο διαφορετικών µοναδιαίων διανυσµάτων 
είναι µηδενικό π.χ. , τότε µπορούµε να αναλύσουµε κάθε διάνυσµα ως εξής: 

 και µε τον τρόπο αυτό µπορούµε να κατασκευάσουµε το 
διάνυσµα από τις συντεταγµένες του. 

Όταν δύο διανύσµατα  και είναι συναρτήσεις του χρόνου τότε θα 

έχουµε ότι .  Μια ειδική περίπτωση της σχέσης αυτής 

εµφανίζεται συχνά στη µηχανική: αν το τότε 

, όπου µε  συµβολίζουµε τώρα το µέτρο του 

διανύσµατος. Προσέξτε ότι στη παραπάνω σχέση το αριστερό σκέλος είναι το 
εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων ενώ το δεξιό σκέλος είναι το σύνηθες γινόµενο 
δύο αριθµών.  Ένα χρήσιµο πόρισµα της σχέσης αυτής που θα συναντήσουµε 
επανηλειµένα είναι το ακόλουθο: 
Εάν ένα διάνυσµα που εξαρτάται από µια µεταβλητή, , έχει σταθερό µέτρο  τότε 
το διάνυσµα είναι κάθετο στο διάνυσµα της παραγώγου του ως προς τη µεταβλητή. 

Αργότερα θα χρησιµοποιήσουµε αυτή την ιδιότητα για να περιγράψουµε 
διανυσµατικά την κυκλική κίνηση.  
 

Δύο λήµµατα 
 

1. Εάν το  είναι ένα τυχαίο διάνυσµα και η τριάδα  είναι τέτοια ώστε σε 
κάθε σύστηµα αξόνων η ποσότητα να είναι αναλλοίωτη (είναι ένα 

βαθµωτό µέγεθος) τότε το είναι διάνυσµα. Εδώ προϋποτίθεται ότι γνωρίζουµε πως 
να βρούµε τις συνιστώσες του  σε κάθε ορθογώνιο σύστηµα αξόνων.  
Απόδειξη: Έστω R µια στροφή των αξόνων τότε . Επειδή  , θα 
έχουµε ότι . Επειδή το  είναι τυχαίο θα πρέπει και 
επειδή ο R είναι ορθογώνιος , δηλαδή το  είναι διάνυσµα. 
 



2. Εάν η συνιστώσα κάποιου φυσικού µεγέθους σε τυχαία κατεύθυνση , , είναι 
, όπου  οι συνιστώσες σε τρεις ορθογώνιους άξονες τότε το 

είναι διάνυσµα.  
Απόδειξη: Απλοποιούµε το πρόβληµα εργαζόµενοι µε στροφές περί τον άξονα . 
Έστω ότι κατά τη στροφή ο άξονας  και . Λαµβάνουµε πρώτα ως  
µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση του άξονα . Τότε  το , όπου 

 η γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ των  και  και συνεπώς από την υπόθεση: 
. 

Οµοίως λαµβάνοντας το  µοναδιαίο διάνυσµα κατά τη διεύθυνση του  θα έχουµε 
. 

Οπότε το είναι πράγµατι διάνυσµα.  
 

Αθροιστική σύµβαση - Τανυστές 
 

Ένα διάνυσµα προσδιορίζεται στον τριδιάστατο χώρο µε τρεις αριθµούς, τις 
συντεταγµένες του ως προς κάποιο καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς. Συνήθως 
ονοµάζουµε αυτές τις συνιστώσες,  συντεταγµένες του διανύσµατος. Αντ’ 
αυτού µπορούµε να τις αριθµούµε οπότε θα τις ονοµάζουµε µε τον αριθµό του άξονα 
που αντιστοιχεί στην πρώτη, δεύτερη και τρίτη συντεταγµένη. Οπότε το διάνυσµα  
προσδιορίζεται και από τις συντεταγµένες του   όπου  και η ισότητα  
γράφεται και ως . Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων γράφεται 

τότε: . Παρατηρούµε ότι  ο δείκτης  εµφανίζεται δυο φορές και επειδή 

αθροίζεται θα µπορούσε να αντικατασταθεί µε κάποιο άλλο γράµµα π.χ. θα 

µπορούσαµε να γράψουµε το εσωτερικό γινόµενο  ισοδυνάµως ως . Οι 

επαναλαµβανόµενοι δείκτες οι οποίοι εµφανίζονται σε άθροισµα γινοµένων  
συντεταγµένων λέγονται εικονικοί δείκτες (dummy indices)8. Οι δείκτες που δεν 
επαναλαµβάνονται δηλώνουν τη συγκεκριµένη συντεταγµένη του διανύσµατος.  Στις 
περιπτώσεις επαναλαµβανόµενων δεικτών σε γινόµενα συντεταγµένων   το σύµβολο 
του αθροίσµατος  µπορεί και να  παραληφθεί και να συµφωνηθεί ότι όταν 
εµφανίζονται ζευγάρια δεικτών σε γινόµενα συνισταµένων διανυσµάτων οι δείκτες 
αυτοί είναι εικονικοί και εννοείται ότι αθροίζονται. Η σύµβαση αυτή λέγεται 
αθροιστική σύµβαση ή σύµβαση του Einstein. Με την αθροιστική σύµβαση το 
εσωτερικό γινόµενο γράφεται: .  Χρειάζεται όµως προσοχή να µην 
επαναλαµβάνεται το ίδιο γράµµα δείκτη πάνω από δύο φορές διότι η έκφραση δεν 
έχει σαφές νόηµα, π.χ. η έκφραση στερείται νοήµατος.  Αν π.χ. θέλουµε να 
γράψουµε την έκφραση  µε την αθροιστική σύµβαση πρέπει να την 
γράψουµε ως  κάνοντας χρήση δύο διαφορετικών εικονικών 
δεικτών.   
 

                                                             
8 Dummy index σηµαίνει κατά λέξη βουβός δείκτης ή δείκτης που υπάρχει µόνο κατ’ όνοµα.  Θα 
µπορούσε να µεταφραστεί µη δηλωτικός δείκτης, ή δείκτης µπαλαντέρ, αλλά µάλλον πολύ πιο κοµψή 
είναι η µετάφραση που αναφέρεται στο κείµενο. 



Ένα άλλο παράδειγµα. Έστω R ένας µετασχηµατισµός στροφής. Τότε µε αθροιστική 
σύµβαση οι συντεταγµένες ενός διανύσµατος στο µετασχηµατισµένο σύστηµα 
αναφοράς θα είναι: , όπου  το στοιχείο της  γραµµής και της  στήλης 
του πίνακα στροφής. 

Όπως όταν γράφουµε  εννοούµε τις τρεις συντεταγµένες του διανύσµατος 
, που συνιστούν τον πίνακα στήλη , έτσι και όταν γράφουµε  

εννοούµε τους 9 αριθµούς που σχηµατίζονται από όλα τα δυνατά γινόµενα των 
συνισταµένων των δύο διανυσµάτων που συνιστούν τον  πίνακα µε στοιχείο 
στην  γραµµή και  στήλη το . Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να θεωρήσουµε 
ότι οι  αριθµοί  σχηµατίζουν έναν  υπερκύβο. Επειδή κάθε 

γράµµα του αντικείµένου αυτού µετασχηµατίζεται ως διάνυσµα σε στροφές των 
αξόνων  οι  αυτοί αριθµοί µετασχηµατίζονται  σε στροφές των αξόνων µε τον εξής 
τρόπο: 

,       (*) 

χρησιµοποιώντας την αθροιστική σύµβαση. Γενικότερα όταν οι  αριθµοί που 
συµβολίζονται µε  µετασχηµατίζονται σε στροφές των αξόνων σύµφωνα µε τη 
σχέση (*) τότε λέγεται ότι σχηµατίζουν ένα τανυστή  τάξης, και αποτελούν 
γενίκευση των διανυσµάτων τα οποία είναι στην ουσία τανυστές πρώτης τάξης.  

Ένας πολύ χρήσιµος τανυστής δευτέρας τάξης είναι ο µοναδιαίος πίνακας 
(δείξτε ότι είναι τανυστής). Με δείκτες  ο τανυστής αυτός συµβολίζεται µε το δέλτα 
του  Kronecker :  

 

Οι συνισταµένες ενός διανύσµατος τότε µπορούν να γραφούν ως εξής: , το 

δε εσωτερικό γινόµενο µπορεί να γραφεί ως: . Οµοίως επειδή το ίχνος 
του µοναδιαίου πίνακα είναι 3 θα έχουµε ότι .  

Μια πολλή χρήσιµη ταυτότητα που εµφανίζεται συχνά όταν παραγωγίζουµε 

συναρτήσεις πολλών µεταβλητών είναι η .  Ένα παράδειγµα: έχουµε δείξει 

ότι η βαθµίδα  σχηµατίζει ένα διάνυσµα µε συνιστώσες τις (βλ. Στ΄ σειρά 

ασκήσεων).  Ας υπολογίσουµε τη βαθµίδα της ακτινικής απόστασης ενός σηµείου 
από την αρχή των αξόνων , όπου . Θα έχουµε: 

 

δηλαδή αποδείξαµε ότι . Με άλλα λόγια η βαθµίδα της ακτινικής απόστασης 

είναι το µοναδιαίο ακτινικό διάνυσµα, που συµβολίζουµε και ως . Επίσης ορίζουµε 
τη Λαπλασιανή (Laplacian) ως τον τελεστή που προκύπτει από το εσωτερικό 



γινόµενο:  . Είναι χρήσιµο για να εµπεδώσετε τα 

παραπάνω να δείξετε ότι για  έχουµε ότι . 

'Ενας άλλος πολύ χρήσιµος τανυστής είναι ο πλήρως αντισυµµετρικός 
τανυστής που είναι µηδέν εάν δύο τουλάχιστον δείκτες είναι ίσοι, +1 όταν οι 

 αποτελούν κυκλική  µετάθεση των 1,2,3 (δηλαδή τα  είναι ένας από τους 
ακόλουθους συνδυασµούς123, 231, 312), και  άλλως (αποδείξτε ότι είναι 
τανυστής). Παρατηρήστε ότι ο  έχει συντεταγµένες 

 δηλαδή οι συντεταγµένες δίνονται από την 
ορίζουσα του διανύσµατος: 

 

Οµοίως η ορίζουσα ενός πίνακα µπορεί να γραφεί ως . Μια πολύ 
χρήσιµη ταυτότητα είναι η ακόλουθη που αφορά 81 αριθµούς: 

 
Για να αποδείξουµε αυτή τη σχέση πρέπει να εξετάσουµε περιπτώσεις. Αν  και 

 τότε και τα δύο ε έχουν το ίδιο πρόσηµο ή είναι ίσα µε µηδέν, ενώ αν  
και  τα δύο ε έχουν αντίθετο πρόσηµο ή είναι ίσα µε µηδέν, από τις περιπτώσεις 
αυτές προκύπτουν τα πρόσηµα των γινοµένων των δ. 

 
 
 

 
 


