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Δυναµικό-Δυναµική ενέργεια 
 

Σε προηγούµενο κεφάλαιο εξετάσαµε την περίπτωση µονοδιάστατης κίνησης 
σε πεδίο δυνάµεων εξαρτώµενο από τη θέση. Είδαµε ότι υπάρχει τότε µια ιδιόµορφη 
ποσότητα που διατηρείται: το άθροισµα της κινητικής ενέργειας και της δυναµικής 
ενέργειας. Η δυναµική ενέργεια κατασκευάστηκε ως 

. 

Θα πρέπει να παρατηρήσουµε εδώ ότι η δυναµική ενέργεια χαρακτηρίζεται από µια 
αυθαιρεσία· µπορεί κανείς να προσδώσει όποια τιµή επιθυµεί στη σταθερά 

δίχως να επηρεάσει καθόλου τη δυναµική του προβλήµατος. Απλώς η επιλογή 
της τιµής τής δυναµικής ενέργειας σε κάποια θέση  καθορίζει και την ολική 
ενέργεια του σωµατιδίου. Συνήθως επιλέγεται η τιµή µηδέν είτε για κάποια 
συγκεκριµένη ξεχωριστή θέση του σωµατιδίου (π.χ. στην επιφάνεια της Γης όταν 
θεωρείται το πεδίο βαρύτητας της Γης οµογενές), είτε σε άπειρη απόσταση από την 
αρχική του θέση όταν το πεδίο δυνάµεων εξασθενεί ολοένα και περισσότερο µε την 
απόσταση (π.χ. σε άπειρη απόσταση από τη Γη αν ληφθεί υπόψη η ελάττωση της 
βαρυτικής δύναµης µε την απόσταση από το κέντρο της Γης). Αντίστοιχη αυθαιρεσία, 
εξάλλου, ενυπάρχει και στην κινητική ενέργεια, αφού σύµφωνα µε τη Γαλιλαιΐκή 
συµµετρία οποιοδήποτε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι ισοδύναµο, όσον 
αφορά την περιγραφή της κίνησης ενός µηχανικού συστήµατος. Η ενέργεια λοιπόν αν 
και δεν είναι κάποια µετρήσιµη ποσότητα, διατηρείται µε την έννοια ότι η µεταβολή 
της κατά τη διάρκεια της κίνησης παραµένει µηδενική· οιαδήποτε µεταβολή της 
δυναµικής ενέργειας ενός µηχανικού συστήµατος θα συνοδεύεται από αντίστοιχη 
µεταβολή της κινητικής του ενέργειας. 

Η διατήρηση της ενέργειας ενός σωµατιδίου κινούµενου σε µία διάσταση, 
οδηγεί αυτόµατα στην εύρεση της τροχιάς του: 

, 

πρόκειται, όπως λέγεται, για ολοκληρώσιµο1 πρόβληµα. Πάλι, βέβαια, η τροχιά 
προσδιορίζεται πλήρως από δύο αρχικές συνθήκες, την αρχική θέση  και την 
ενέργεια  του σωµατιδίου. Η επιλογή δε του προσήµου, παραµένει αδιευκρίνιστη 
αφού η αντιστροφή του χρόνου αποτελεί συµµετρία των µηχανικών συστηµάτων. Αν 
εµείς επιβάλουµε στο χρόνο να ρέει µε µια συγκεκριµένη φορά, θα πρέπει να 
επιλέξουµε το πρόσηµο εκείνο που κάνει το χρόνο, σύµφωνα µε την παραπάνω 
σχέση, να µεγαλώνει. 

Η παραπάνω διαφορική εξίσωση πρώτου βαθµού µας επιτρέπει, προτού καν την 
επιλύσουµε για να προσδιορίσουµε την τροχιά του σωµατιδίου, να καθορίσουµε, για 
κάθε τιµή της ενέργειας, βασικά χαρακτηριστικά της κίνησης: αν η κίνηση είναι 
φραγµένη, πού επιτρέπεται και πού δεν επιτρέπεται να βρίσκεται το σωµατίδιο, πόσο 
γρήγορα κινείται, αν η κίνηση είναι περιοδική κλπ. 

                                                             
1 Η ολοκληρωσιµότητα του προβλήµατος δεν εµφανίζεται κατ’ ανάγκη σε κίνηση σε περισσότερες από 
µία διαστάσεις, και δεν σηµαίνει ότι το ολοκλήρωµα προσδιορισµού της τροχιάς µπορεί να γραφεί σε 
κλειστή µορφή· µπορεί κάλλιστα να υπολογιστεί αριθµητικά. 



Ας σχεδιάσουµε ένα διάγραµµα δυναµικής ενέργειας τυχαίου σχήµατος και ας 
υποθέσουµε ότι η κινητική ενέργεια σε κάποια στιγµή της κίνησης του σώµατος είναι 
τέτοια ώστε η ολική ενέργεια να είναι . Θα µπορούσε η ολική ενέργεια να είναι ; 
Φυσικά όχι· η κινητική ενέργεια είναι η διαφορά ολικής και δυναµικής ενέργειας και 
δεν µπορεί ποτέ να είναι αρνητική. Αν η ολική ενέργεια ήταν ; Το ότι η κινητική 
ενέργεια είναι θετική, , απαγορεύει την κίνηση σε περιοχές όπου 

. Για παράδειγµα το σωµατίδιο δεν θα µπορέσει ποτέ να βρεθεί στην 
περιοχή αριστερά της θέσης   του διαγράµµατος, όπως δεν θα καταφέρετε ποτέ να 
περάσετε πίσω από έναν τοίχο, όσο γρήγορα και εάν τρέξετε καταπάνω του2. Αµέσως 
λοιπόν µπορεί κανείς να καθορίσει τις επιτρεπτές περιοχές κίνησης του σωµατιδίου: 

. 
Το σωµατίδιο θα κινείται σε µία µόνο από αυτές 
τις περιοχές, αδυνατώντας να διασχίσει τις 
ενδιάµεσες απαγορευµένες περιοχές. (α) Εάν η 
επιτρεπόµενη περιοχή είναι φραγµένη, το 
σωµατίδιο θα ταλαντώνεται µεταξύ των ακραίων 
θέσεων, ή όπως ονοµάζονται σηµεία αναστροφής 
(turning points), στα οποίες θα µηδενίζεται η 
ταχύτητα αφού . Μεταξύ 
των θέσεων αυτών η ταχύτητα θα είναι τόσο µεγαλύτερη όσο µεγαλύτερη είναι η 
απόσταση της ενέργειας από το «πηγάδι» της δυναµικής ενέργειας. (β) Εάν η 
επιτρεπόµενη περιοχή είναι απλώς ένα σηµείο το σωµατίδιο θα παραµείνει στο 
σηµείο αυτό (π.χ. το ) επ’ άπειρο. (γ) Εάν η επιτρεπόµενη περιοχή είναι µη 
φραγµένη, τότε εφόσον η αρχική ταχύτητα κατευθύνεται προς την κατεύθυνση 
έλλειψης φράγµατος το σωµατίδιο θα συνεχίσει αυτή την κίνηση, ενώ αν η αρχική 
ταχύτητα κατευθύνεται προς κάποιο φράγµα, το σωµατίδιο θα φτάσει στο σηµείο 
αυτό, θα σταµατήσει, θα αντιστρέψει τη φορά κίνησης και θα αποµακρυνθεί στο 
άπειρο. Αν η ολική ενέργεια είναι Ε3 τότε υπάρχουν τρεις δυνατές περιοχές κίνησης 
για το σωµατίδιο: είτε αυτό θα κινείται στη φραγµένη περιοχή αριστερά του σηµείου 
x5, είτε στην ανοιχτή περιοχή δεξιά του σηµείου x5, είτε θα παραµένει ακίνητο στο 
σηµείο x5. Αν τέλος η ενέργεια είναι Ε4, το σωµατίδιο θα κινείται δίχως κανένα 
περιορισµό, είτε συνεχώς προς τα δεξιά, είτε συνεχώς προς τα αριστερά. 

Έχοντας µάθει να διαβλέπουµε την κίνηση ενός σωµατιδίου, κοιτάζοντας το 
διάγραµµα της δυναµικής ενέργειας και γνωρίζοντας την ολική ενέργεια αυτού, ας 
υπολογίσουµε το χρόνο ταλάντωσης ενός σωµατιδίου που είναι περιορισµένο σε 
κάποιο πηγάδι δυναµικής ενέργειας. 

, 

όπου  η περίοδος ταλάντωσης και  (µε ) τα όρια κίνησης του 
σωµατιδίου, τα σηµεία δηλαδή όπου . Η ολοκλήρωση δίνει 
προφανώς τη µισή περίοδο αφού περιγράφει την κίνηση της µισής διαδροµής. Η 

                                                             
2 Η εικόνα αυτή διαφοροποιείται στην κβαντική µηχανική. Παρά το γεγονός ότι η ενέργεια 
εξακολουθεί να έχει νόηµα ως διατηρήσιµη ποσότητα, ένα σωµατίδιο έχει πιθανότητες να βρεθεί σε 
κλασικά απαγορευµένες περιοχές. Ακόµη και εσείς θα µπορούσατε να περάσετε πίσω από έναν τοίχο, 
θα έπρεπε όµως να δοκιµάζετε αδιάκοπα για χρόνο πολύ µεγαλύτερο από …την ηλικία του 
Σύµπαντος! 



υπόλοιπη διαδροµή, από το  στο , πραγµατοποιείται µε αντίστροφη ταχύτητα και 
εύκολα φαίνεται ότι απαιτεί τον ίδιο χρόνο µε το πρώτο µισό της διαδροµής. Η 
περιοδικότητα του φαινοµένου κρύβει την αρχή λειτουργίας οποιουδήποτε µηχανικού 
ρολογιού. Αρκεί να σας δώσει κάποιος ένα πεδίο δυνάµεων στο οποίο εµπεριέχεται 
ένα σηµείο ελαχίστου της δυναµικής ενέργειας. Τοποθετήστε ένα σωµατίδιο στην 
περιοχή του ελαχίστου και δώστε σε αυτό τέτοια κινητική ενέργεια ώστε η ολική του 
ενέργεια να το αναγκάζει να µένει δέσµιο στο αντίστοιχο πηγάδι. Κάθε διαδροµή του 
σωµατιδίου προς τη µια κατεύθυνση θα µπορούσε να είναι το «τικ» του ρολογιού –το 
«τακ» θα αποτελείται από την εκτέλεση της διαδροµής µε την αντίθετη φορά. Αν 
ρυθµίσετε µάλιστα έτσι τα πράγµατα ώστε η περίοδος να είναι πολύ µικρή το ρολόι 
σας θα είναι πολύ ακριβές! (Δοκιµάστε να υπολογίσετε µε τη βοήθεια του παραπάνω 
ολοκληρώµατος την περίοδο ενός αρµονικού ταλαντωτή.) 

Αυτό που θα πρέπει να αποδείξουµε είναι ότι το παραπάνω ολοκλήρωµα δεν 
απειρίζεται (προσέξτε ότι στα όρια ολοκλήρωσης ο παρονοµαστής της ολοκληρωτέας 
ποσότητας µηδενίζεται!) Ας υποθέσουµε ότι πολύ κοντά στο σηµείο τοµής της 
ευθείας που καθορίζει το ενεργειακό επίπεδο, και του διαγράµµατος της δυναµικής 
ενέργειας, η δυναµική ενέργεια περιγράφεται από τη σχέση (οι δύο γραµµές 
τέµνονται υπό γωνία) 

, 

όπου  αν το  είναι κάτω φράγµα της επιτρεπόµενης περιοχής και αντίστροφα 
αν είναι άνω φράγµα. Το πιθανό προβληµατικό κοµµάτι του ολοκληρώµατος είναι 

, το οποίο είναι πεπερασµένο. Εποµένως µπορούµε να αισθανόµαστε 

σίγουροι για το ότι η ταλάντωση θα διαρκέσει πεπερασµένο χρόνο. 
Εκτός εάν η υπόθεση που κάναµε δεν ευσταθεί. Δηλαδή, αν η ευθεία της 

ενέργειας και η καµπύλη της δυναµικής ενέργειας δεν τέµνονται υπό γωνία στο 
σηµείο  αλλά εφάπτονται. Τότε, , όπου . Το 

ολοκλήρωµα κοντά στο σηµείο  απειρίζεται (δείξτε το) οπότε είτε χρειάζεται 
άπειρο χρόνο για να φύγει το σωµατίδιο από το σηµείο αυτό (µάλλον θα ήταν 
λογικότερο να πούµε ότι το σωµατίδιο θα µείνει για πάντα εκεί), είτε αν κινείται προς 
το σηµείο αυτό θα χρειαστεί άπειρο χρόνο για να το φτάσει (λόγω συµµετρίας του 
2ου νόµου του Νεύτωνα σε αντιστροφή του χρόνου). 

Υπάρχουν δύο είδη σηµείων σε ένα 
διάγραµµα δυναµικής ενέργειας που αξίζει 
να εξετάσουµε ξεχωριστά: ο «πυθµένας» 
ενός «πηγαδιού δυναµικής ενέργειας» και 
η «κορυφή» ενός «όρους δυναµικής 
ενέργειας». Όπως είπαµε παραπάνω και τα 
δύο σηµεία αποτελούν θέσεις ισορροπίας. 
(Θυµηθείτε ότι όταν η ολική ενέργεια 
ακουµπάει στα σηµεία αυτά η ταχύτητα 
του σωµατιδίου µηδενίζεται εκεί, και στη 
µεν πρώτη περίπτωση το σωµατίδιο µένει 
παγιδευµένο στο σηµείο αυτό, στη δε 
άλλη χρειάζεται άπειρο χρόνο για να αποµακρυνθεί έστω και λίγο από το σηµείο 
αυτό.)  Αν όµως η ολική ενέργεια του σωµατιδίου είναι λίγο µεγαλύτερη; Προφανώς 
στην περίπτωση του πυθµένα το σωµατίδιο θα ταλαντώνεται γύρω από το σηµείο 



αυτό, ενώ στην περίπτωση της κορυφής θα αποµακρυνθεί από το σηµείο αυτό είτε 
προς τη µια κατεύθυνση είτε προς την αντίθετη εφόσον του επιτρέπεται (για 
παράδειγµα στο διάγραµµα της δυναµικής ενέργειας του παραπάνω σχήµατος το 
σωµατίδιο θα µπορέσει να κινηθεί µόνο προς τα δεξιά). Λέµε λοιπόν ότι τα τοπικά 

ελάχιστα της δυναµικής ενέργειας, όπου , αποτελούν σηµεία ευσταθούς 

ισορροπίας, ενώ τα τοπικά µέγιστα, όπου , αποτελούν σηµεία ασταθούς 

ισορροπίας. Σκεφθείτε µε τη βοήθεια ενός παραδείγµατος, τι συµβαίνει όταν ένα 
σηµείο είναι σηµείο καµπής. 

Αν επιχειρήσουµε να µελετήσουµε την ταλάντωση γύρω από ένα σηµείο 
ευσταθούς ισορροπίας θα διαπιστώσουµε για άλλη µια φορά πόσο σηµαντική και 
βασική είναι η µελέτη του αρµονικού ταλαντωτή. Ας υποθέσουµε ότι η ενέργεια ενός 
σωµατιδίου υπερβαίνει την τιµή της δυναµικής ενέργειάς του στον «πυθµένα» του 
πηγαδιού ελάχιστα: . Όντας ελάχιστο της δυναµικής ενέργειας το σηµείο 
και αναπτύσσοντας τη δυναµική ενέργεια γύρω από το σηµείο αυτό καταλήγουµε 

στην ακόλουθη µορφή:  , όπου . 

Αν υποθέσουµε επιπλέον ότι  (η περίπτωση  αποτελεί µια 
ειδική περίπτωση η οποία δεν είναι δυνατόν να εµφανίζεται στη φύση αφού ένα 
φυσικό µέγεθος δεν µπορεί να έχει τιµή ίση µε κάποιον συγκεκριµένο ρητό αριθµό), 
µπορούµε να υπολογίσουµε την περίοδο ταλάντωσης γύρω από το σηµείο αυτό: 

. 

(Τα σηµεία  στα όρια του πρώτου ολοκληρώµατος είναι τα όρια κίνησης, 
δηλαδή, οι ρίζες του παρονοµαστή.) Είναι αξιοσηµείωτο ότι η περίοδος ταλάντωσης 
εξαρτάται µόνο από τη µάζα του σωµατιδίου και από το πόσο «οξύς» είναι ο 
πυθµένας της δυναµικής ενέργειας και όχι από την ενέργεια του σωµατιδίου (µε την 
προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολύ κοντά στον πυθµένα), ακριβώς, δηλαδή, ότι 
συµβαίνει και µε τον αρµονικό ταλαντωτή. Εξάλλου, το ανάπτυγµα της δυναµικής 
ενέργειας που γράψαµε παραπάνω δεν είναι τίποτε άλλο από τη δυναµική ενέργεια 
ελατηρίου µε σκληρότητα  και η περίοδος στην οποία καταλήξαµε είναι η 
περίοδος ταλάντωσης ενός ελατηρίου αυτής της σκληρότητας, στο άκρο του οποίου 
είναι τοποθετηµένο το σωµατίδιο. Όταν, λοιπόν, µελετάµε µηχανικά (και όχι µόνο) 
συστήµατα κοντά σε κατάσταση ευσταθούς3 ισορροπίας (αυτό άλλωστε κάνουµε 
πάρα πολύ συχνά στη µελέτη της φύσης), µελετάµε στην ουσία έναν ή περισσότερους 
αρµονικούς ταλαντωτές µε όλα τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των ταλαντωτών που 
είδαµε στο σχετικό κεφάλαιο. 

Είναι άραγε ο αρµονικός ταλαντωτής, η µοναδική περίπτωση µορφής 
δυναµικής ενέργειας που οδηγεί σε ισόχρονες ταλαντώσεις; Για να απαντήσουµε στο 
ερώτηµα αυτό ας παραµορφώσουµε την καµπύλη δυναµικής ενέργειας ενός 
αρµονικού ταλαντωτή όπως στο διπλανό σχήµα. Δηλαδή, ας µετατοπίσουµε και το 

                                                             
3 Συστήµατα σε κατάσταση ασταθούς ισορροπίας δεν θα µπορούσαµε να παρατηρούσαµε στη φύση 
γιατί η παραµικρή διαταραχή θα αποµάκρυνε τα συστήµατα αυτά πολύ γρήγορα από την κατάσταση 
της ισορροπίας. 



αριστερό και το δεξιό σκέλος της παραβολής κατά ένα διάστηµα που εξαρτάται από 
την τιµή της δυναµικής ενέργειας που αντιστοιχεί στο σηµείο αυτό: 

. Ο χρόνος κίνησης κοντά σε ένα σηµείο  θα είναι:  

. 

Εφόσον όµως , λόγω συµµετρι-κότητας της καµπύλης , το 
συνολικό χρονικό διάστηµα που ξοδεύει το 
σωµάτιο κατά την κίνησή του στην 
παραµορφωµένη καµπύλη δυναµικής 
ενέργειας, στις δύο περιοχές όπου η δυναµική 
ενέργεια είναι  είναι 

, ανεξάρτητο 

δηλαδή της παραµόρφωσης  της 
καµπύλης. Συνεπώς, η ταλάντωση στο 
παραµορφωµένο πηγάδι δυναµικού θα είναι 
ισόχρονη, όπως και στον αρµονικό 

ταλαντωτή! Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ ότι το συµπέρασµα στο οποίο καταλήξαµε 
περί ανεξαρτησίας της περιόδου ταλάντωσης από την παραµόρφωση της αρχικής 
καµπύλης ισχύει για κάθε µορφή συµµετρικού πηγαδιού· απλώς, η ιδιότητα του 
ισόχρονου, ανεξαρτήτως της ολικής ενέργειας, ανήκει µόνο στο πηγάδι δυναµικής 
ενέργειας του αρµονικού ταλαντωτή και σε όλα τα πηγάδια που πηγάζουν από αυτό 
µε τον παραπάνω µετασχηµατισµό. 
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