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• Εξίσωση αναλλοίωτη σε κάποιο µετασχηµατισµό: Ας υποθέσουµε ότι κάποιος 
εντοµολόγος διατυπώνει, ύστερα από µακροχρόνιες παρατηρήσεις στην Αφρική 
και την περιοχή του Αµαζονίου, τον ακόλουθο νόµο διαµόρφωσης πληθυσµού σε 
µια καινούρια φωλιά: «Όταν µια οµάδα εντόµων εγκατασταθεί σε κάποιο 
καινούριο χώρο και φτιάξει φωλιά στη συνέχεια ο ρυθµός αύξησης του πληθυσµού 
των εντόµων µεταβάλλεται σύµφωνα µε το νόµο  

, 

όπου  ο πληθυσµός των εντόµων κάθε χρονική στιγµή, και  θετικές 
σταθερές.» Αν δεχτούµε ότι ο νόµος αυτός είναι ορθός, θα είχε καµιά σηµασία αν 
η µελέτη του πληθυσµού γίνει σήµερα, αύριο, ή µετά από ένα χρόνο; Φυσικά όχι. 
Στη γλώσσα της φυσικής θα λέγαµε ότι ο νόµος αυτός είναι αναλλοίωτος σε 
µεταθέσεις στο χρόνο. Το ίδιο και όσον αφορά µεταθέσεις στο χώρο, αφού ο 
νόµος κατά τον εντοµολόγο ισχύει για κάθε περιοχή του πλανήτη πού έκανε τις 
παρατηρήσεις του. Σε αντιστροφή όµως του χρόνου, είναι ο παραπάνω νόµος 
εξίσου ορθός; Αν παρακολουθούσατε το βίντεο της εξέλιξης του πληθυσµού, 
προκειµένου να επαληθεύσετε το νόµο, και ξαφνικά αποφασίζατε να το «τρέξετε 
ανάποδα» θα βλέπατε έναν µικρό πληθυσµό να συρρικνώνεται αντί να αυξάνεται, 
αντίθετο δηλαδή και µε τις παρατηρήσεις και µε την κοινή λογική που υπαγορεύει 
την αύξηση του πληθυσµού µέχρι ο πληθυσµός να φτάσει σε κάποιο όριο, όπου η 
θνησιµότητα θα υπερκεράσει τη γεννητικότητα. Ο παραπάνω λοιπόν νόµος δεν 
είναι αναλλοίωτος σε αντιστροφή του χρόνου. 

• Ας επανέλθουµε όµως στο 2ο νόµο του Νεύτωνα, το νόµο που διατείνεται ότι 
µπορεί να προβλέψει το οσοδήποτε µακρινό µέλλον των µηχανικών συστηµάτων. 
Είναι η εξίσωση  αναλλοίωτη σε κάποιο µετασχηµατισµό; Ένας προφανής 
τέτοιος µετασχηµατισµός είναι η αντιστροφή του χρόνου . 
Λαµβάνοντας υπόψη την αρχική υπόθεση (µε την οποία απ’ ότι φαίνεται 
συµφωνούν όλες οι γνωστές θεµελιώδεις δυνάµεις) ότι δηλαδή  η δύναµη που 
ασκείται σε ένα υλικό σηµείο είναι συνάρτηση της θέσης µόνο αυτού , 

ισχύει ότι . Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα 

παραµένει αναλλοίωτος όταν αντικαταστήσει κανείς το  µε το . Αυτό σηµαίνει 
δύο πράγµατα: (α) Ότι όλα τα µηχανικά συστήµατα που εξελίσσονται σύµφωνα µε 
το 2ο νόµο του Νεύτωνα και υπόκεινται σε δυνάµεις θεµελιώδους φύσης δεν 
µπορούν να ορίσουν το βέλος του χρόνου. Αν έβλεπε κανείς την ταινία εξέλιξης 
ενός τέτοιου συστήµατος να τρέχει ανάποδα δεν θα το καταλάβαινε, όλα θα 
φαίνονταν να διαδραµατίζονται µε απόλυτα φυσιολογική σειρά. (β) Ότι όπως 
µπορεί κάποιος λύνοντας την περίφηµη εξίσωση του Νεύτωνα –είτε αναλυτικά, 
είτε  αριθµητικά όπως είδαµε στο µάθηµα– να προβλέψει το µέλλον ενός 
µηχανικού συστήµατος, οσοδήποτε µακρινό και αν είναι αυτό, µπορεί να 
προβλέψει εξίσου καλά και το παρελθόν του1. Για παράδειγµα, µπορεί να 
διερευνήσει κανείς, πράγµα το οποίο γίνεται από κάποιους ερευνητές, το παρελθόν 

                                                             
1 Αρκεί να προσέξει κανείς να µην προχωρήσει τόσο «πίσω», ώστε να ξεφύγει από τα όρια ισχύος της 
θεωρίας που υποθέτει ότι περιγράφει ορθά το σύστηµά του. 



του Ηλιακού συστήµατος, ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις του Νεύτωνα, για τους 
πλανήτες και τον Ήλιο, προς τα πίσω στο χρόνο. 

• Είναι εύκολο να πειστεί κανείς ότι ο 2ος νόµος του Νεύτωνα είναι αναλλοίωτος 
και σε χρονικές µεταθέσεις ( , όπου  κάποιος σταθερός αριθµός), 
γεγονός το οποίο αντικατοπτρίζει την οµογένεια του χρόνου, το ότι δηλαδή δεν 
υπάρχει κάποια συγκεκριµένη αρχή του χρόνου (µην ξεχνάτε ότι η Μεγάλη 
Έκρηξη, το Big Bang, αναφέρεται σε θεωρίες οι οποίες ξεπερνούν τα όρια ισχύος 
της νευτώνειας θεωρίας). Όλες οι χρονικές στιγµές είναι ισοδύναµες. Αυτό 
αποτυπώνεται στην αντίληψη του Νεύτωνα για το χρόνο: «Ο χρόνος υπάρχει 
ανεξάρτητα από το υλικό σύµπαν και είναι άπειρος, άναρχος, γραµµικός και 
συνεχής.» 

• Το αναλλοίωτο ενός φυσικού νόµου σε κάποιο µετασχηµατισµό συχνά αναφέρεται 
στη φυσική ως συµµετρία του φυσικού αυτού νόµου στον συγκεκριµένο 
µετασχηµατισµό. Η ορολογία αυτή αποτελεί επέκταση της γεωµετρικής 
συµµετρίας και έχει το ακόλουθο νόηµα: «κάτι είναι συµµετρικό αν δρώντας πάνω 
του µε κάποιο τρόπο αυτό παραµένει όπως ήταν αρχικά.»2 

• Τέλος η διανυσµατική διατύπωση του 2ου νόµου του Νεύτωνα υποκρύπτει µία 
ακόµη συµµετρία της φύσης, το γεγονός ότι όλες οι διευθύνσεις του χώρου είναι 
ισοδύναµες. Η ισοτροπία αυτή του χώρου µας δίνει το δικαίωµα να επιλέγουµε το 
σύστηµα των αξόνων για την περιγραφή οποιουδήποτε µηχανικού συστήµατος, 
στραµένο όπως εµείς το θέλουµε. Η εξίσωση που διέπει λοιπόν την κίνηση ενός 
µηχανικού συστήµατος δεν µπορεί παρά να είναι διανυσµατική3. Την ιδιότητα 
αυτή των διανυσµάτων, να παραµένουν αναλλοίωτα στις στροφές, θα µελετήσουµε 
εκτενέστερα σε κατοπινό κεφάλαιο. 

• Κατασκευή του 2ου νόµου του Νεύτωνα από συµµετρίες: Από παρατηρήσεις 
είναι γνωστό ότι η αρχική θέση και η αρχική ταχύτητα ενός σωµατιδίου 
καθορίζουν πλήρως την τροχιά του. Για να πεισθείτε οδηγήστε ένα αυτοκίνητο 
προς το χείλος ενός γκρεµού είτε µε σταθερή ταχύτητα 20 km/h, είτε ξεκινώντας 
µε µεγαλύτερη ταχύτητα και φρενάροντας έτσι ώστε να φτάσει το αυτοκίνητο και 
πάλι µε ταχύτητα 20 km/h στο γκρεµό. Και στις δύο περιπτώσεις η τροχιά που θα 
διαγράψει το αυτοκίνητο πέφτοντας στο γκρεµό θα είναι ακριβώς η ίδια. Αν πάλι 
βέβαια σας φαίνεται ιδιαίτερα επικίνδυνο να επιχειρήσετε κάτι τέτοιο αρκεστείτε 
στην επιβεβαίωση των πειραµατιστών του 17ου αιώνα. Εφόσον λοιπόν η θέση του 
κινητού και η πρώτη χρονική παράγωγος της θέσης του, και µόνο αυτές, αρκούν 
για την περιγραφή της κίνησης ενός κινητού µέσα σε ένα πεδίο δυνάµεων, δεν 
µπορεί παρά ο δυναµικός νόµος της κίνησης να είναι µια δευτεροβάθµια ως προς 
το χρόνο εξίσωση που συνδέει το αίτιο της κίνησης (τη δύναµη) µε τη θέση. 
Σηµειώστε ότι αυτό που θέλουµε να αναπαραγάγουµε είναι η διαφορική εξίσωση 
που θα πρέπει να ικανοποιεί η θέση του κινητού ως συνάρτηση του χρόνου, 
δεδοµένης της δύναµης. Η γενικότερη µορφή της διαφορικής µας εξίσωσης είναι 

 
, 

  
όπου  κάποιες συναρτήσεις των  οι οποίες πρέπει να 
προσδιοριστούν. (Στην παραπάνω εξίσωση θεωρήσαµε µονοδιάστατη κίνηση κατά 

                                                             
2 Την γενική αυτή ερµηνεία της συµµετρίας έδωσε ο Γερµανός µαθηµατικός Hermann Weyl. 
3 Στην πραγµατικότητα, η εξίσωση επιβάλλεται να είναι γενικά τανυστική. Η πιο απλή και τετριµµένη 
µορφή τανυστή είναι ένα βαθµωτό µέγεθος (περίπτωση η οποία δεν θα διευκόλυνε την περιγραφή ενός 
δυναµικού νόµου που να οδηγεί σε κίνηση). Το αµέσως επόµενης τάξης τανυστικό µέγεθος είναι το 
διάνυσµα. 



µήκος του άξονα-x, ώστε να µην περιπλέξουµε τα πράγµατα µε τη χρήση 
διανυσµάτων. Θα µπορούσε όµως κανείς, εύκολα, να επεκτείνει την απόδειξη 
θεωρώντας την αντίστοιχη διανυσµατική εξίσωση 2ου βαθµού.) Από τον 1ο νόµο 
του Νεύτωνα γνωρίζουµε ότι όταν  το κινητό συνεχίζει να κινείται µε 
σταθερή ταχύτητα, εποµένως , και συνεπώς . Η οµογένεια του 
χώρου και η οµογένεια του χρόνου, δηλαδή η ισοδυναµία µεταξύ των διαφόρων 
σηµείων του χώρου (κανένα σηµείο του χώρου δεν διαφέρει από τα άλλα ως προς 
την κατάληξη ενός συγκεκριµένου πειράµατος) και των χρονικών στιγµών (δεν 
υπάρχει κανένας λόγος να κάνεις σήµερα κάτι που µπορείς να κάνεις αύριο, οι 
φυσικοί νόµοι θα «δουλέψουν» εξίσου καλά και αύριο), επιβάλουν στη συνάρτηση 

 να µην εξαρτάται ούτε από τη θέση του κινητού, ούτε από το χρόνο. 
Εποµένως, ο δυναµικός νόµος των µηχανικών συστηµάτων δεν µπορεί παρά να 
είναι  

. 
Στο σηµείο αυτό θα έπρεπε να εγκαταλείψουµε την προσπάθεια να καταλήξουµε 
στο 2ο νόµο του Νεύτωνα, αν δεν υπήρχε καµία άλλη συµµετρία την οποία να 
µπορέσουµε να εκµεταλλευτούµε για να φτάσουµε στην πιο απλή διατύπωση του 
φυσικού νόµου εξέλιξης των µηχανικών συστηµάτων. Υπάρχει όµως άλλη µια 
συµµετρία, την οποία γνωρίζουµε καλά, αλλά δεν έχουµε µάθει να την 
αναγνωρίζουµε ως τέτοια. Πρόκειται για το γεγονός ότι σε ένα πλοίο, εφόσον η 
θάλασσα είναι ήρεµη και το πλοίο δεν στρίβει, εκτελούµε όλες τις κινήσεις 
φυσιολογικά ωσάν να βρισκόµασταν στη στεριά χωρίς να βλέπουµε κάτι περίεργο 
να συµβαίνει στο κατάστρωµα του πλοίου. Όπως γράφει ο Γαλιλαίος : 

«…Κλείσου µε κάποιο φίλο σε κεντρική εσωτερική καµπίνα ενός µεγάλου 
πλοίου, και έχε µαζί σου λίγες µύγες, µερικές πεταλούδες, και µερικά 
πτηνά. Πάρε µαζί σου ένα µικρό ενυδρείο µε ένα ψάρι και ανάρτησε µία 
φιάλη γεµάτη νερό που αδειάζει στάλα - στάλα σε µια πλατιά λεκάνη. Όταν 
το πλοίο είναι ακίνητο παρατήρησε προσεκτικά πως τα πτηνά πετούν µε 
ίση ταχύτητα προς όλες τις κατευθύνσεις. Το ψάρι επίσης κολυµπάει 
ανέµελα προς όλες της κατευθύνσεις και οι σταγόνες πέφτουν ρυθµικά στη 
λεκάνη… Αφού παρατηρήσεις όλα αυτά µε προσοχή… διάταξε  το πλοίο να 
σαλπάρει και να ταξιδέψει µε κάποια σταθερή ταχύτητα, προσέχοντας η 
κίνηση του πλοίου να είναι οµαλή και χωρίς διαταραχές.  Τότε δεν θα 
παρατηρήσεις καµία αλλαγή σε όσα παρατήρησες προηγουµένως, ούτε θα 
είσαι σε θέση να προσδιορίσεις κατά πόσο το πλοίο κινείται ή παραµένει 
ακίνητο…  Οι σταγόνες θα πέφτουν µε τον ίδιο τρόπο στη λεκάνη και στο 
ίδιο σηµείο, χωρίς να µετακινούνται προς τη πρύµνη, παρότι όταν οι 
σταγόνες  κινούνται στον αέρα το πλοίο µετακινείται προς τα µπροστά. Το 
ψάρι στο ενυδρείο κολυµπάει προς τα εµπρός µε την ίδια ευκολία που 
κολυµπάει προς τα πίσω, και κατευθύνεται  προς το δόλωµα µε την ίδια 
ευκολία ανεξαρτήτως από το που βρίσκεται αυτό. Τέλος οι πεταλούδες και 
οι µύγες συνεχίζουν ανέµελα το πέταγµά τους προς όλες τις κατευθύνσεις, 
και δεν συγκεντρώνονται προς τη πρύµνη  ως θα συνέβαινε αν 
κουραζόντουσαν προκειµένου να διατηρήσουν τη θέση τους στο κινούµενο 
πλοίο…» (Galileo Galilei “Dialogue Concerning the Two Chief World 
Systems – Ptolemaic & Copernican” µετάφραση στα αγγλικά Drake, 
University of California Press 1967, p.186-187).   

Με τον τρόπο αυτό διατυπώνει ο Γαλιλαίος αυτό που αναφέρεται σήµερα ως η 
αρχή της Γαλιλαιϊκής σχετικότητας: όλα τα µηχανικά συστήµατα συµπεριφέρονται 
ακριβώς το ίδιο όταν βρίσκονται πάνω σε ένα σύστηµα αναφοράς το οποίο 
κινείται µε σταθερή ταχύτητα σε σχέση µε κάποιο άλλο «καλό» σύστηµα 
αναφοράς (τέτοιο, δηλαδή, ώστε όταν δεν ασκείται δύναµη σε κάποιο υλικό 



σηµείο αυτό να κινείται 
ευθύγραµµα και οµαλά). Ο 
µετασχηµατισµός αυτός µεταξύ δύο 
συστηµάτων που κινούνται µε 
σταθερή σχετική ταχύτητα  καλείται 
Γαλιλαιϊκός µετασχηµατισµός και 
απαιτούµε να αποτελεί συµµετρία 
των µηχανικών συστηµάτων, 
δηλαδή ο δεύτερος νόµος του 
Νεύτωνα πρέπει να είναι 
αναλλοίωτος στους Γαλιλαιϊκούς 
µετασχηµατισµούς. Είναι εύκολο να 

διαπιστώσει κανείς ότι, σε µία τουλάχιστον διάσταση, ο µετασχηµατισµός αυτός 
γράφεται (βλ. Σχήµα) 

 

όπου  η θέση και η χρονική στιγµή ενός συµβάντος στο κινούµενο σύστηµα 
και  η ταχύτητα αποµάκρυνσης του κινούµενου από το ακίνητο σύστηµα4. Για 
να είναι ο θεµελιώδης νόµος κίνησης των µηχανικών συστηµάτων ανεξάρτητος 
του συστήµατος αναφοράς, δεν θα πρέπει η συνάρτηση  να εξαρτάται από την 
ταχύτητα του σωµατιδίου, αφού το υπόλοιπο κοµµάτι της εξίσωσης δεν αλλάζει µε 
τον µετασχηµατισµό (  όπως εύκολα µπορείτε να διαπιστώσετε 

µε δύο απλές παραγωγίσεις). Τι αποµένει λοιπόν παρά να είναι η  µια σταθερά 
σχετιζόµενη µε το σωµατίδιο. Ιδού λοιπόν ο 2ος νόµος του Νεύτωνα ως απόρροια 
των συµµετριών της φύσης. 
 

. 
 
Όσον αφορά, τη σταθερά , που απλά αποκαλούµε «µάζα», και τη δυνατότητα 
µέτρησης αυτής, ο 3ος νόµος του Νεύτωνα έρχεται να δώσει απαντήσεις. Ας 
θεωρήσουµε δύο σωµατίδια που αλληλεπιδρούν µόνο µεταξύ τους µέσω κάποιας 
δύναµης. Οι δύο δυνάµεις που ασκούνται στα δύο σωµατίδια οφείλουν να είναι 
ίσες και αντίθετες, συνεπώς ο λόγος των δύο επιταχύνσεων είναι αντιστρόφως 
ανάλογος των δύο «µαζών» των σωµατιδίων: 

. 

Ορίζοντας ως µοναδιαία µάζα αυτή κάποιου σωµατιδίου, οποιαδήποτε άλλη µάζα 
µπορεί να προσδιοριστεί µέσω της µέτρησης των επιταχύνσεων κατά την 
αλληλεπίδραση τους. Θα πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι η αναφορά στον 3ο νόµο 
του Νεύτωνα δεν είναι απαραίτητη αφού ο 2ος νόµος είναι αρκετός για τη 
µέτρηση της µάζας. Γνωρίζοντας τη δύναµη και την επιτάχυνση που προκαλεί 
αυτή σε ένα κινητό, υπολογίζουµε τη µάζα µε µια απλή διαίρεση. Απλά ο 3ος 
νόµος µας δίνει τη δυνατότητα να µετρήσουµε ευκολότερα τη µάζα χωρίς να 
γνωρίζουµε το µέγεθος της δύναµης. Όταν µάλιστα πρόκειται για κάποια 
θεµελιώδη δύναµη την οποία ερευνούµε και δεν γνωρίζουµε εκ των προτέρων –

                                                             
4 Στην πραγµατικότητα δεν είναι δίκαιο να ονοµάζουµε το ένα σύστηµα ακίνητο και το άλλο κινούµενο, 
από τη στιγµή που όπως είπαµε δεν έχει τίποτε το εξέχον το ένα σε σχέση µε το άλλο. 



όπως για παράδειγµα η δύναµη της Παγκόσµιας έλξης την εποχή του Νεύτωνα– 
δεν µπορούµε να τη χρησιµοποιήσουµε για τη µέτρηση της µάζας των σωµάτων. 

• Μέχρι στιγµής η µάζα είναι µια ιδιότητα της ύλης, η οποία µετράει την αδράνεια 
αυτής σε αλλαγές της κινητικής της κατάστασης.  Πώς µπορούµε να πειστούµε ότι 
αυτή η ιδιότητα σχετίζεται µε το ποσό της ύλης, όπως διαπίστωσε για πρώτη φορά 
ο Νεύτων,  και όχι µε το χρώµα της ή την σκληρότητά της. Υποθέστε ότι δύο ίδιες 
δυνάµεις, π.χ. από δύο πανοµοιότυπα ελατήρια τεντωµένα κατά το ίδιο µήκος 
ασκούνται παράλληλα και ανεξάρτητα σε δύο όµοιες µεταλλικές σφαίρες. 
Προφανώς οι δύο σφαίρες θα επιταχυνθούν το ίδιο. Πλησιάστε τα δύο πειράµατα 
έτσι ώστε οι δύο σφαίρες µόλις να αγγίζουν η µία την άλλη. Αφού η κίνηση των 
δύο σφαιρών είναι απολύτως ίδια, µπορούµε να κολλήσουµε τις δύο σφαίρες 
χωρίς τίποτε να αλλάξει στην κίνησή τους. Το πείραµα όπως έχει διαµορφωθεί 
περιλαµβάνει µία δύναµη διπλάσια της αρχικής και ένα σώµα µε διπλάσια 
ποσότητα ύλης από την κάθε σφαίρα, κινούµενο όµως µε την ίδια επιτάχυνση 
όπως και πριν. Εποµένως η µάζα των δύο σφαιρών µαζί είναι διπλάσια από τη 
µάζα της κάθε σφαίρας. Το νοητικό αυτό πείραµα δείχνει ότι µάζα και ποσότητα 
ύλης είναι άµεσα συνδεδεµένα.5 

• ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Στην προηγούµενη διάλεξη είδαµε µιας εντελώς διαφορετική 
θεώρηση από την παρούσα. Η διατύπωση του 2ου νόµου του Νεύτωνα από τον 
ίδιο τον Νεύτωνα ήταν απλώς µια πρόταση αναφορικά µε το πώς «δουλεύουν» τα 
µηχανικά συστήµατα, µια λαµπρή ιδέα µε αφορµή κάποια πειραµατικά δεδοµένα, 
η οποία, από ότι φάνηκε, έδινε απόλυτα ικανοποιητικές προβλέψεις για 
οποιοδήποτε µηχανικό σύστηµα. Η κατασκευή του νόµου του Νεύτωνα που 
παραθέσαµε παραπάνω, αποτελεί µια πολύ βαθύτερη προσέγγιση του 
προβλήµατος, η οποία ξεκινά από την παρατήρηση κάποιων αρχικών στοιχείων 
που καθορίζουν την κίνηση, καθώς και από θεµελιώδεις συµµετρίες της φύσης. 

• Η ικανότητα προβλεψιµότητας που έχει κανείς, έχοντας στα χέρια του τον 
θεµελιώδη νόµο της µηχανικής, έχει ήδη φανεί, όταν δείξαµε πώς µε έναν απλό 
(αλλά ίσως κουραστικό και χρονοβόρο) αριθµητικό υπολογισµό µπορούµε να 
µάθουµε το µέλλον και το παρελθόν οποιουδήποτε µηχανικού συστήµατος, όσο 
πολύπλοκο και αν είναι αυτό (για παράδειγµα ενός γαλαξία). Στη συνέχεια θα 
δούµε µερικά απλά και διδακτικά παραδείγµατα µηχανικών συστηµάτων, η 
εξέλιξη των οποίων µπορεί να υπολογιστεί ακριβώς µε αναλυτικό τρόπο. 

• χρονοεξαρτώµενες δυνάµεις: Ας υποθέσουµε ότι σε ένα υλικό σώµα δυνάµενου 
να κινείται σε µια διάσταση ασκείται µια δύναµη . Τότε ο 2ος νόµος του 
Νεύτωνα παίρνει τη µορφή: 

, 

όπου  η στιγµιαία ταχύτητα του 
σώµατος. Η έκφραση της επιτάχυνσης 
µέσω της ταχύτητας αντί της θέσης, 
διευκολύνει την επίλυση της διαφορικής 
εξίσωσης η οποία από 2ης τάξης γίνεται 

1ης. Η λύση αυτής δίνει  

                                                             
5 Θα µπορούσε κανείς να παρατηρήσει ότι όχι µόνο η ποσότητα ύλης αλλά και η εξωτερική επιφάνεια 
είναι διπλάσια. Εποµένως ίσως η µάζα σχετίζεται µε την εξωτερική επιφάνεια ενός κινητού! Αρκεί να 
ανοίξετε µια εσωτερική κοιλότητα στην αρχική σφαίρα και να µετρήσετε την καινούρια µάζα για να 
πεισθείτε πως ένας τέτοιος ισχυρισµός είναι λανθασµένος. 



. (1) 

Όσον αφορά τη θέση του κινητού αρκεί άλλη µια ολοκλήρωση . 

Ως παράδειγµα τέτοιας δύναµης θεωρήστε ένα τρένο το οποίο προωθείται µε 
διαδοχικές ώσεις σταθερής δύναµης  οι οποίες διαρκούν κάποιο χρονικό 
διάστηµα . Ξεκινώντας από την ακινησία το τρένο αυξάνει την ταχύτητά του 
κατά  ύστερα από κάθε ώση (βλ. εξίσωση (1)). Αντίστοιχα η θέση του 

τρένου ύστερα από την (i+1)-οστή ώση θα είναι, όπως προκύπτει από τη διπλή 
ολοκλήρωση , όπου  η θέση του τρένου ύστερα από 

την i-οστή ώση και το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί µέχρι να ξεκινήσει η 
(i+1)-οστή ώση. Αν, για ευκολία, θεωρήσουµε ότι η διάρκεια της ώσης µικραίνει 
απεριόριστα, ενώ η δύναµη µεγαλώνει κατά τρόπο τέτοιο ώστε =σταθερό, 

. Αυτό σηµαίνει ότι κατά την απειροστή διάρκεια της ώσης, το τρένο δεν 
προλαβαίνει να αλλάξει θέση. Μόνο η ταχύτητά του αυξάνεται. Έτσι µετά από  
τέτοιες ώσεις µε χρονική απόσταση  η µία από την επόµενη, το τρένο θα έχει 

ταχύτητα  και θα έχει διανύσει  

(επιβεβαιώστε το). Με µια απλή αναδιάταξη των όρων 

, 

όπου  ένα χρονικό διάστηµα που περικλείει µεγάλο αριθµό ώσεων. Το 
αποτέλεσµα µοιάζει µε αυτό της οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης, µε επιτάχυνση 
αυτήν που θα προκαλούσε µια δύναµη  αν ασκούνταν συνεχώς! 

Συνάρτηση δέλτα: Στο σηµείο αυτό θα ήταν χρήσιµο να εισάγουµε ένα 
µαθηµατικό αντικείµενο το οποίο πρωτοχρησιµοποιήθηκε από τους φυσικούς (πιο 
συγκεκριµένα τον Paul Dirac). Πρόκειται για µια οριακή περίπτωση συνάρτησης, 
παρόµοια µε τον παλµό δύναµης που συναντήσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, 
στο όριο που . Πιο συγκεκριµένα φανταστείτε µια συνάρτηση η οποία έχει 
τη µορφή τετραγωνικού παλµού, δηλαδή 

 

και στη συνέχεια θεωρήστε το όριό της για : . Όπως 
όλες οι συναρτήσεις , έτσι και η  έχει ολοκλήρωµα, σε όλο το χώρο 
των x ίσο µε τη µονάδα. 

. 

Πολλαπλασιάζοντας την περίεργη αυτή «συνάρτηση»6 µε µια άλλη συνεχή 
(τουλάχιστον στο σηµείο ) συνάρτηση τι θα συνέβαινε; Προφανώς, το 
αποτέλεσµα θα µηδενίζονταν σε όλες τις άλλες περιοχές µακριά από το σηµείο 

                                                             
6 Πιο σωστά η συνάρτηση δέλτα είναι ένα συναρτησοειδές και όχι µια συνάρτηση. Για παράδειγµα ποια 
η τιµή αυτής της … «συνάρτησης» στο σηµείο x=0, το οποίο ανήκει µέσα στο πεδίο ορισµού της; 



 και κάτι παράξενο θα συνέβαινε στην περιοχή του µηδενός. Ας εξετάσουµε 
πρώτα πως θα φερόταν η  σε µια ανάλογη περίπτωση, και λαµβάνοντας στη 
συνέχεια το όριο να εξάγουµε τα συµπεράσµατά µας για την . 

. 

Η ιδιότητα αυτή  της συνάρτησης δέλτα την καθιστά 

ιδιαιτέρως χρήσιµη. Τέλος άλλη µια ιδιότητα της συνάρτησης δέλτα που θα άξιζε 
να αναφέρουµε, και µπορείτε εύκολα να επιβεβαιώσετε µε µια παραγοντική 

ολοκλήρωση, είναι η ακόλουθη: , όπου ο τόνος 

συµβολίζει παράγωγο ως προς x. Η σπουδαιότητα της συνάρτησης δέλτα φάνηκε 
έµµεσα στο παράδειγµα των παλµικών ώσεων που είδαµε παραπάνω. Όταν το 
αίτιο της κίνησης, της δηµιουργίας ενός πεδίου, κλπ. έχει έντονο τοπικό (χωρικά ή 
χρονικά) χαρακτήρα, η συνάρτηση δέλτα περιγράφει πολύ ικανοποιητικά τούτο. 
Επιπλέον οι καταπληκτικές ιδιότητες της συνάρτησης δέλτα, την κάνουν πολύ 
ελκυστική στη µελέτη του αποτελέσµατος αιτίων πολύπλοκων µε όχι και τόσο 
τοπικό χαρακτήρα. Γνωρίζοντας κανείς το αποτέλεσµα της δράσης ενός «δέλτα-
αιτίου» µπορεί να µάθει και το αποτέλεσµα ενός πολύ πιο σύνθετου αιτίου, αφού 
µπορεί να θεωρήσει το σύνθετο αυτό αίτιο ως συνάθροιση πολλών τέτοιων 
«δέλτα-αιτίων». Για να εξασκηθείτε µε τις ιδιότητες των συναρτήσεων δέλτα 

δείξτε ότι . 

• δυνάµεις εξαρτώµενες από την ταχύτητα: Στη συνέχεια θα εξετάσουµε την 
περίπτωση δύναµης της µορφής . Ο 2ος νόµος του Νεύτωνα παίρνει τώρα τη 
µορφή: 

. 

Και σε αυτή την περίπτωση, λύνοντας το αριστερό ολοκλήρωµα παίρνουµε 
αυτόµατα µια σχέση µεταξύ της ταχύτητας 
του κινητού και του χρόνου. Με άλλα λόγια 
ξέρουµε κάθε χρονική στιγµή την ταχύτητα 
του κινητού. Μια δεύτερη ολοκλήρωση της 
ταχύτητας µας προσφέρει και τη θέση του 
κινητού.  
Ας εξετάσουµε ως παράδειγµα εφαρµογής 
τέτοιας δύναµης την κάθοδο ενός 
αλεξιπτωτιστή µέσα στο πεδίο βαρύτητας 
της Γης. Θα θεωρήσουµε την αντίσταση του 
αέρα στο αλεξίπτωτο ανάλογη της 

ταχύτητας καθόδου. Έτσι, , όπου  το βάρος και η µάζα του 

αλεξιπτωτιστή. Εφαρµόζοντας την παραπάνω ολοκλήρωση θα καταλήξουµε στη 
σχέση  



. 

Επιλέξτε ένα χρονικό διάστηµα αρκετά µεγάλο 
σε σχέση µε τη σταθερά χρόνου  που 
ορίζει το πρόβληµα και θα καταλήξετε στο 
ακόλουθο αξιοσηµείωτο αποτέλεσµα: 

. Η σχέση αυτή που συνδέει 

δύναµη και ταχύτητα είναι στην πραγµατικότητα ο δυναµικός νόµος της κίνησης 
της αριστοτέλειας µηχανικής. Μάλιστα ο Αριστοτέλης εξήγαγε αυτή τη σχέση 
µετρώντας την κίνηση στερεών σωµάτων κατά την κάθοδό τους µέσα σε ένα 
σωλήνα µε υγρό:  

«Και αν η αυτή δύναµη µεταφέρει µέσα σε ορισµένο χρόνο το αυτό 
αντικείµενο σε αυτήν εδώ την ορισµένη απόσταση, για να το µεταφέρει στο 
µισό της απόστασης χρειάζεται το µισό του χρόνου…» Αριστοτέλης, Φυσική 
Ακρόασις, βιβλίο Η΄, κεφ. 5, 250a., µτφρ. Κ. Δ. Γεωργούλης. 

Προκειµένου να υπολογίσουµε το διάστηµα που έχει διανύσει ο αλεξιπτωτιστής 
µέχρι κάποιο χρόνο, ολοκληρώνουµε την ταχύτητα οπότε προκύπτει 

. 

Ασυµπτωτικά, για µεγάλους χρόνους σε σχέση 
µε τη σταθερά χρόνου , η θέση δίνεται από 

την , όπου ο πρώτος 

όρος περιγράφει την οµαλή κίνηση που 
παρατηρούσε ο Αριστοτέλης, ενώ ο δεύτερος 

όρος σχετίζεται µε την «προϊστορία» της κίνησης, όλα δηλαδή όσα συνέβησαν 
µέχρι το κινητό να αποκτήσει την οριακή του ταχύτητα. Προφανώς η ανακριβής 
χρονοµέτρηση του Αριστοτέλη δεν του επέτρεψε να δει τον δεύτερο αυτό όρο και 
ίσως να του δηµιουργήσει αµφιβολίες. 

• Δύναµη εξαρτώµενη από τη θέση: Τέλος ας θεωρήσουµε µια δύναµη της 
µορφής . Στην περίπτωση αυτή πρέπει να λύσει κανείς την οµογενή 
διαφορική εξίσωση 2ης τάξης:  για να υπολογίσει τη θέση του 
κινητού σε κάθε χρονική στιγµή. Συχνά η λύση αυτή δεν είναι εύκολο να βρεθεί. 
Μπορούµε όµως να καταλήξουµε σε ένα πολύ χρήσιµο συµπέρασµα στην 
περίπτωση τούτη. Ας γράψουµε τον 2ο νόµο του Νεύτωνα στη µορφή: 

. 

Ορίζοντας µια νέα συνάρτηση , όπου  µια τυχαία 

σταθερά, και ολοκληρώνοντας τον 2ο νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε: 

. 

Το αποτέλεσµα αυτό είναι εντυπωσιακό και απρόσµενο. Όποια και αν είναι η 
µορφή της δύναµης, υπάρχει µια ποσότητα η οποία κατά τη διάρκεια της κίνησης 
διατηρείται σταθερή, είναι, όπως λέµε στη φυσική, σταθερά της κίνησης ή αλλιώς 
ολοκλήρωµα της κίνησης. Η ύπαρξη σταθερών σε ένα φυσικό πρόβληµα αφενός 



µεν διευκολύνει σε µεγάλο βαθµό τους υπολογισµούς (στην περίπτωση µας 
µπορούµε να γνωρίζουµε την ταχύτητα σαν συνάρτηση της θέσης και µε µία 
ακόµη ολοκλήρωση να υπολογίσουµε και τη θέση σαν συνάρτηση του χρόνου), 
αφετέρου δε υποκρύπτει κάποια συµµετρία του εν λόγω προβλήµατος. Στην 
ποσότητα αυτή που κατασκευάσαµε και δείξαµε ότι παραµένει σταθερή, 
αναγνωρίζουµε την ενέργεια του κινητού. Στο ερώτηµα τι είναι ενέργεια, δεν 
µπορούµε να δώσουµε καµία άλλη απάντηση παρά µόνο να δείξουµε σιωπηρά 
την ποσότητα αυτή που γράψαµε και δείξαµε πως παραµένει σταθερή. Εκτός από 
την κινητική ενέργεια  και τη δυναµική ενέργεια  που εµφανίστηκαν 

εδώ ως ποσότητες σχετιζόµενες µε την κινητική κατάσταση και τη θέση, 
αντίστοιχα, του κινητού, γνωρίζουµε ότι σε ευρύτερα φυσικά συστήµατα 
υπάρχουν και άλλες αντίστοιχες ποσότητες που ονοµάζουµε θερµική ενέργεια, 
χηµική ενέργεια, πυρηνική ενέργεια κλπ., οι οποίες όλες µαζί αθροιζόµενες 
δίνουν τη διατηρούµενη ποσότητα του συστήµατος που ονοµάζουµε ολική 
ενέργεια. Οι ενεργειακές αυτές ποσότητες, όµως, εµπίπτουν κατ’ ουσίαν σε µία 
από τις δύο κατηγορίες ενέργειας που είδαµε παραπάνω. Για παράδειγµα η 
θερµική ενέργεια δεν είναι τίποτε άλλο από την κινητική ενέργεια των άτακτα 
κινούµενων µορίων της ύλης, η χηµική ενέργεια που απελευθερώνεται σε µια 
χηµική αντίδραση δεν είναι παρά η δυναµική ηλεκτρική ενέργεια των 
ηλεκτρονίων των µορίων που αναδιατάσσονται. Τέλος η πυρηνική ενέργεια που 
απελευθερώνεται κατά τη µεταστοιχείωση είναι στην πραγµατικότητα η 
ηλεκτροστατική δυναµική ενέργεια µεταξύ τµηµάτων του πυρήνα, η οποία κάνει 
αισθητή την ύπαρξή της όταν ο πυρήνας για κάποιο λόγο παραµορφώνεται και οι 
πυρηνικές δυνάµεις δεν αντέχουν να κρατήσουν τον πυρήνα σε µια δέσµια 
κατάσταση. 
Στο σηµείο αυτό θα ήταν σκόπιµο να τονίσουµε ότι η διατηρούµενη αυτή 
ποσότητα, η ενέργεια, δεν θα ήταν τόσο θεµελιώδους σηµασίας, αν οι 
θεµελιώδεις δυνάµεις στη φύση δεν ήταν σχεδόν7 όλες, δυνάµεις που εξαρτώνται 
από τη θέση και µόνο των σωµάτων –µην ξεχνάτε ότι η διατήρηση της ενέργειας 
προήλθε ως επακόλουθο αυτής της ιδιότητας. 
Ύστερα από όλη αυτή τη συζήτηση για την ενέργεια, ας επανέλθουµε στο 
πρόβληµα υπολογισµού της θέσης ενός κινητού, όταν επιδρά επάνω του µια 
δύναµη που εξαρτάται από τη θέση. Φανταστείτε ότι το τρένο που είδαµε σε 
προηγούµενο παράδειγµα επιταχύνεται, ξεκινώντας από την ακινησία, µε 
διαδοχικούς χωρικούς παλµούς δύναµης της µορφής 8, 

όπου  και  µια σταθερά (η απόσταση µεταξύ των διαδοχικών, 
απειροστού εύρους παλµών). Αν υπολογίσει κανείς την αντίστοιχη δυναµική 
ενέργεια θα καταλήξει, εκµεταλλευόµενος τις ιδιότητες της δέλτα συνάρτησης, 
στη 

, 

                                                             
7 Οι ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις Lorentz είναι δυνάµεις που εξαρτώνται και από την ταχύτητα. Δεν 
παύουν όµως και αυτές να είναι συντηρητικές δυνάµεις (διατηρούν την ενέργεια) αφού ασκούνται 
κάθετα στην κίνηση των φορτίων. 
8 Το γιατί η έκφραση Fα έχει διαστάσεις δύναµης F επί θέσης α δικαιολογείται αν σκεφθείτε τι 
διαστάσεις έχει η συνάρτηση δέλτα. 



όπου το  δηλώνει το ακέραιο µέρος 
του αριθµού . Η µορφή της δυναµικής 
ενέργειας φαίνεται στο διπλανό 

διάγραµµα. Έτσι η ταχύτητα του τρένου αφότου περάσει τον n-στό παλµό (ο 
πρώτος παλµός είναι αυτός για ) µπορεί εύκολα να υπολογιστεί από την 
εξίσωση διατήρησης της ενέργειας: 

. 

Η αυθαιρεσία ως προς το πρόσηµο δηλώνει ότι η κίνηση µπορεί να γίνεται είτε 
προς αυξανόµενο είτε προς ελαττούµενο x. Επιλέγοντας την προς τα θετικά x 
κίνηση, η µετάβαση του τρένου από τον n-στο παλµό στον επόµενο θα διεξαχθεί 
µε ταχύτητα  εποµένως θα διαρκέσει χρόνο . Με άλλα 

λόγια το τρένο θα έχει διανύσει διάστηµα  σε χρόνο  

. 

Το τελευταίο αυτό άθροισµα για µεγάλα n είναι περίπου ίσο µε , 

οπότε το διάστηµα  απαιτεί χρόνο για να διανυθεί 

  

Και στο παράδειγµα αυτό καταλήξαµε, για µεγάλους τουλάχιστον χρόνους, στην 
έκφραση της οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης υπό την επίδραση σταθερής 
δύναµης. Παρά την οµοιότητα των τελικών αποτελεσµάτων αυτού του 
παραδείγµατος και του παραδείγµατος της χρονοεξαρτώµενης δύναµης, ποια 
µέθοδο θα προτιµούσατε για τα τρένα της πόλης σας αν η τιµή παραγωγής του 
κάθε παλµού είτε χρονικού, είτε χωρικού ήταν η ίδια; (Συγκρίνετε την ταχύτητα 
που πετυχαίνει κάθε µέθοδος ύστερα από πολλούς, πολλούς παλµούς.) 
 


