
Στροφορµή σωµατιδίου -Από τους νόµους του Κέπλερ στο νόµο της παγκόσµιας 
βαρύτητας του Νεύτωνα 

 
Εάν ένα σωµατίδιο βρίσκεται στη θέση ως προς την αρχή ενός αδρανειακού 
συστήµατος αναφοράς και έχει ορµή τότε η στροφορµή του σωµατιδίου ως προς το 
σύστηµα αναφοράς ορίζεται ως . Το εξωτερικό γινόµενο ορίζει στις τρεις 
διαστάσεις ένα διάνυσµα που είναι κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα διανύσµατα   
και  και έχει τη διεύθυνση της κίνησης ενός δεξιόστροφου κοχλία που στρέφεται 
µε φορά από το προς το , το δε µέτρο της στροφορµής ισούται µε  το εµβαδόν 
του παραλληλογράµµου που σχηµατίζεται από τα δύο διανύσµατα: , όπου 
το µέτρο του διανύσµατος της θέσης, το µέτρο του διανύσµατος της ορµής και  
η γωνία που σχηµατίζουν τα δύο διανύσµατα  Συνεπώς η στροφορµή είναι ανάλογη 
του ρυθµού που σαρώνει η επιβατική ακτίνα  εµβαδόν. Διότι σε ένα απειροστό 
χρονικό διάστηµα, , η επιβατική ακτίνα ενός σωµατιδίου θα βρεθεί από τη θέση 
στη θέση  και έτσι η επιβατική ακτίνα του σωµατιδίου θα διαγράψει στο 

χρονικό αυτό διάστηµα επιφάνεια ίση σε µέτρο µε και συνεπώς  

. 

 
Εάν η στροφορµή ενός σωµατιδίου είναι σταθερή τότε το σωµατίδιο θα εκτελεί 
επίπεδη κίνηση: θα κινείται στο σταθερό επίπεδο που είναι κάθετο στο σταθερό 
διάνυσµα , διότι ανά πάσα στιγµή το διάνυσµα της θέσης  θα είναι κάθετο στο 
σταθερό διάνυσµα της στροφορµής  : . Σε αυτή τη περίπτωση η επιβατική 
ακτίνα του σωµατιδίου σε ίσους χρόνους θα διαγράφει ίσες επιφάνειες.  
Η τελευταία διατύπωση σας φέρνει στο νου τον δεύτερο νόµο του Κέπλερ σύµφωνα 
µε τον οποίο οι τροχιές των πλανητών είναι επίπεδες και διαγράφουν σε ίσους 
χρόνους ίσες επιφάνειες.  Από την παραπάνω συζήτηση αµέσως αναγνωρίζουµε ότι 
εφόσον  η κίνηση των πλανητών είναι επίπεδη θα πρέπει το διάνυσµα της 
στροφορµής να έχει σταθερή διεύθυνση και επειδή η επιβατική ακτίνα διαγράφει σε 
ίσους χρόνους ίσες επιφάνειες θα πρέπει και το µέτρο της στροφορµής να είναι 
σταθερό, συνεπώς η στροφορµή του πλανήτη ως προς τον ήλιο διατηρείται. 
Ανακαλύψαµε δηλαδή ότι ο δεύτερος νόµος του Κέπλερ έχει την  ισοδύναµη 
διατύπωση:  η στροφορµή των πλανητών ως προς τον Ήλιο είναι σταθερή! 
Πότε  όµως  η στροφορµή ενός σωµατιδίου ως προς κάποιο σηµείο αναφοράς  είναι 
σταθερή; Από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα  έχουµε: 

 

άρα 

 

όπου  η ροπή της δύναµης ως προς το ίδιο σηµείο αναφοράς που επιλέξαµε 
για τον ορισµό της στροφορµής. Συνεπώς για να διατηρείται η στροφορµή κατά τη 
κίνηση πρέπει (εφόσον η δύναµη δεν είναι µηδενική) η δύναµη να είναι κατά την 
ακτινική διεύθυνση, δηλαδή η δύναµη να είναι κεντρική.  
 



Το ερώτηµα το οποίο θα απαντήσουµε τώρα είναι δεδοµένων των νόµων του Κέπλερ 
και των νόµων της µηχανικής του Νεύτωνα µπορούµε να προσδιορίσουµε το νόµο 
της δύναµης µεταξύ δύο ουρανίων σωµάτων ;  Θα υποθέσουµε ότι το ένα από τα δύο 
ουράνια σώµατα, ο Ήλιος, έχει πολύ µεγαλύτερη µάζα από τους πλανήτες έτσι ώστε 
να αµελήσουµε τη κίνηση του (θα δούµε αργότερα πως µπορούµε να 
συµπεριλάβουµε και τη κίνηση του Ήλιου). 
 
Είδαµε ήδη ότι ο δεύτερος νόµος του Κέπλερ αποκαλύπτει  ότι η δύναµη που 
ασκείται µεταξύ των πλανητών είναι κεντρική. Θα υποθέσουµε εξαρχής ότι η δύναµη 
την οποία θέλουµε να προσδιορίσουµε είναι συντηρητική και συνεπώς το δυναµικό 
της δύναµης πρέπει να είναι συνάρτηση µόνο του µέτρου της απόστασης του πλανήτη 
από τον Ήλιο:  (Δείξτε ότι δεν µπορεί να υπάρχει εξάρτηση από τις γωνίες).  

Πράγµατι εάν   και η δύναµη είναι πράγµατι 

κεντρική και συνεπώς επειδή η ροπή ως προς το κέντρο της δύναµης µηδενίζεται η 
στροφορµή ως προς το κέντρο της δύναµης διατηρείται.  
 
Για να προσδιορίσουµε την εξάρτηση της δύναµης από την ακτίνα θα 
χρησιµοποιήσουµε τον πρώτο νόµο του Κέπλερ ο οποίος αναφέρει ότι η τροχιά των 
πλανητών γύρω από τον 'Ηλιο είναι ελλειπτική µε τον  Ήλιο στην µία εστία της 
έλλειψης.  Επειδή, η τροχιά είναι επίπεδη αρκούν για τον προσδιορισµό της οι 
πολικές συντεταγµένες της θέσης του πλανήτη ως προς τον Ήλιο . Ο δεύτερος 
νόµος του Νεύτωνα σε πολικές συντεταγµένες γράφεται:  

                 (1) 
.                (2) 

Η πρώτη εξίσωση εξισώνει την ακτινική επιτάχυνση µε την ακτινική δύναµη και η 
δεύτερη εξίσωση µηδενίζει τη γωνιακή επιτάχυνση δεδοµένου ότι η δύναµη έχει µόνο 
ακτινική συνισταµένη. Η γωνιακή εξίσωση (2) ολοκληρώνεται αµέσως 

(πολλαπλασιάστε την µε ) και δίνει  δηλαδή  όπως αναµέναµε η 

στροφορµή του σωµατιδίου είναι σταθερή   . (Και αυτό διότι η ταχύτητα σε 
πολικές συντεταγµένες έχει συνιστώσες , ενώ η θέση  οπότε η 
στροφορµή είναι .). Συνεπώς  

.                      (3) 

Η παραπάνω σχέση είναι ιδιαιτέρως ενδιαφέρουσα . Μαθαίνουµε ότι εάν ξέρουµε τη 
στροφορµή και την απόσταση του πλανήτη από τον Ήλιο τότε γνωρίζουµε και τη 

γωνιακή του ταχύτητα. Επίσης επειδή το  έχει σταθερό πρόσηµο ο πλανήτης 

πρέπει να περιστρέφεται πάντοτε γύρω από τον ήλιο µε την ίδια φορά. Ο πλανήτης 
δεν µπορεί να αντιστρέψει την πορεία του, αν το έκανε η στροφορµή δεν θα ήταν 
διατηρήσιµο µέγεθος! 
  
Αντικαθιστώντας την (3) στην (1) λαµβάνουµε µία εξίσωση ως προς  : 

. 



'Εστω ότι γνωρίζουµε τη τροχιά , θα προσδιορίσουµε τη δύναµη που 
ασκείται στον πλανήτη. Θα µπορούσαµε κατευθείαν µε παραγωγίσεις 
χρησιµοποιώντας και τη σχέση (3) να καταλήξουµε στη δύναµη. Υπάρχει όµως µία 
αντικατάσταση η οποία καθιστά αυτή τη διαδικασία ιδιαιτέρως κοµψή. Θεωρούµε ως 
µεταβλητή την γωνιακή ταχύτητα: . Τότε λόγω της (3) έχουµε ότι  

 , 

και επειδή από τη (3) , θα έχουµε: 

 

όπου ο τόνος συµβολίζει παραγώγιση ως προς τη γωνία . Οµοίως βρίσκουµε ότι: 

, 

οπότε η χρονικά εξαρτώµενη ακτινική εξίσωση κίνησης µετατρέπεται σε διαφορική 
εξίσωση της τροχιάς: 

,          (4) 

όπου , ο νόµος της δύναµης εκφρασµένος στη µεταβλητή . 
 
Επανερχόµαστε στο πρόβληµα που αντιµετώπιζε ο Νεύτωνας: εάν η τροχιά των 
πλανητών γύρω από τον ήλιο σύµφωνα µε τις παρατηρήσεις του Κέπλερ είναι 
ελλειπτική µε τον Ήλιο στη µία εστία της έλλειψης τότε να προσδιορισθεί η δύναµη 
που ασκείται µεταξύ των πλανητών και του Ήλιου.  Χρειάζεται να γράψουµε την 
εξίσωση της έλλειψης σε πολικές συντεταγµένες. Η εξίσωση της έλλειψης µε τον 
Ήλιο σε µία από της εστίες σε πολικές συντεταγµένες είναι: 

   µε .       (5) 

Η παραπάνω εξίσωση δίνει την εξίσωση όλων των κωνικών τοµών. Η παράµετρος 
λέγεται εκκεντρότητα και για την έλλειψη είναι , για την παραβολή , και 
για την υπερβολή . Ο κύκλος προκύπτει όταν .  Η εξίσωση της έλλειψης 

(5) γράφεται ως προς τη µεταβλητή :  και αντικαθιστώντας 

στην (4) έχουµε ότι  και συνεπώς , δηλαδή η δύναµη 

που απαιτείται για να είναι η τροχιά ελλειπτική είναι: 

 όπου          (6) 

Δηλαδή για να είναι η τροχιά του πλανήτη ελλειπτική µε τον Ήλιο στη µία εστία η 
δύναµη πρέπει να είναι ελκτική και να είναι αντίστροφος του τετραγώνου της 
απόστασης από τον Ήλιο.  
 
Για να φθάσουµε στη τελική διατύπωση του νόµου της βαρύτητας του Νεύτωνα θα 
πρέπει να χρησιµοποιήσουµε και τον τρίτο νόµο του Κέπλερ σύµφωνα µε τον οποίο 

 , όπου µία σταθερά , η περίοδος του πλανήτη γύρω από τον ήλιο και 
ο µεγάλος ηµιάξονας της ελλειπτικής τροχιάς. Ο νόµος αυτός του Κέπλερ διαφέρει 



από τους άλλους δύο διότι αφορά την κίνηση όλων των πλανητών του ηλιακού 
συστήµατος και µας δίνει τη πληροφορία ότι η σταθερά  είναι η ίδια για τη Γη, τον 
Άρη, τον Δία κ.λ.π. Η πληροφορία αυτή θα αξιοποιηθεί για να καταλήξουµε στο νόµο 
της παγκόσµιας βαρύτητας του Νεύτωνα.   
 

Υπολογίζουµε πρώτα την 
περίοδο περιστροφής ενός 
πλανήτη περί τον ήλιο. 
Επειδή σε µία περιστροφή 
η επιβατική ακτίνα του 
πλανήτη περιγράφει όλη 
την έλλειψη σαρώνει σε 
µία περίοδο το εµβαδόν 
της έλλειψης που δίνεται 
από , όπου ο 
µεγάλος ηµιάξονας και 

ο µικρός 
ηµιάξονας της έλλειψης. 
Επειδή  όµως από το 
δεύτερο νόµο του Κέπλερ 
ο ρυθµός σάρωσης του 

εµβαδού είναι σταθερός και δίνεται από θα έχουµε ότι 

, δηλαδή .  Πρέπει να εκφράσουµε τον 

µεγάλο ηµιάξονα συναρτήσει των παραµέτρων της έλλειψης . Η ελάχιστη 

απόσταση του πλανήτη από τον Ήλιο (το περιήλιο) είναι , ενώ η µέγιστη 

(το αφήλιο) , οπότε (βλ. σχήµα)  .  

 

Συνεπώς , και επειδή  από τη (6)  η περίοδος 

περιστροφής θα είναι: 

 

δηλαδή πράγµατι όταν η κίνηση είναι ελλειπτική το τετράγωνο της περιόδου είναι 
ανάλογο µε το κύβο του µεγάλου ηµιάξονα. Αλλά όπως ήδη αναφέραµε ο τρίτος 

νόµος του Κέπλερ µας πληροφορεί επιπλέον ότι η ποσότητα είναι σταθερά για 

όλους του πλανήτες δηλαδή για δύο πλανήτες µάζας , θα πρέπει να ισχύει 
συµφώνως µε τον τρίτο νόµο του Κέπλερ: 

, 

δηλαδή θα πρέπει , όπου η µάζα του πλανήτη και µία σταθερά 
την οποία θεωρούµε ότι εξαρτάται από τη µάζα του Ήλιου. Έχουµε δηλαδή ότι η 



ελκτική δύναµη που ασκείται από τον Ήλιο σε κάποιο πλανήτη έχει µέτρο: 

. Από το τρίτο νόµο του Νεύτωνα όµως και εφόσον ισχύει ο ίδιος 

νόµος αλληλεπίδρασης θα πρέπει αυτή η δύναµη να  είναι ίση και αντίθετη στη 
δύναµη που ασκείται από τον πλανήτη στον Ήλιο, θα πρέπει δηλαδή: 

δηλαδή , όπου  µία σταθερά του ηλιακού µας 
συστήµατος. Ο νόµος της έλξης µεταξύ των πλανητών στο ηλιακό µας σύστηµα και 
του Ήλιου λαµβάνει έτσι  τη γνώριµη µορφή: 

. 

Ο Νεύτων έκανε βεβαίως άλλο ένα βήµα, πέρα από τα πειραµατικά δεδοµένα, και 
πρότεινε ότι ο νόµος  αυτός διέπει τη βαρυτική αλληλεπίδραση µεταξύ δύο 
οποιονδήποτε σωµάτων και  πρότεινε ότι η  είναι µία παγκόσµια σταθερά. 
Παρατηρούµε ότι στο νόµο της βαρυτικής έλξης που καταλήξαµε υπεισέρχονται οι 
αδρανειακές µάζες. Βεβαίως αυτό δεν µπορεί να ληφθεί ως απόδειξη ότι οι βαρείες 
µάζες ισούνται µε τις αδρανειακές, διότι αυτό προϋποθέτει ότι ανυψώνουµε τους 
νόµους του Κέπλερ σε θεµελειακούς νόµους της φύσης.  Αλλά αυτό δεν είναι αληθές. 
Θεωρήσαµε τον Ήλιο ακλόνητο στο στερέωµα και αµελήσαµε την αλληλεπίδραση 
µεταξύ των πλανητών. Αν ο Κέπλερ είχε ακριβότερες παρατηρήσεις θα διαπίστωνε 
ότι ο λόγος του τετραγώνου της περιόδου ως προς τον κύβο του µεγάλου ηµιάξονα 
δεν είναι ακριβώς σταθερός. Για τον Ερµή ο λόγος αυτός  είναι 2.510 (σε µονάδες 

, µία Γήινη ηµέρα),  για την Αφροδίτη 2.509, για τη Γη 2.509, τον Άρη 
2.508, τον Δία 2.511, τον Ουρανό 2.510, τον Ποσειδώνα 2.512. Επίσης ακριβείς 
παρατηρήσεις της κίνησης του Ερµή έχουν δείξει ότι το περιήλιο του πλανήτη 
αλλάζει θέση, µεταπίπτει, κατά κάθε 100 χρόνια. Το µεγαλύτερο µέρος της 
µετάπτωσης αυτής, εκτός από αιώνα, µπορεί να εξηγηθεί λαµβάνοντας υπόψη 
την αλληλεπίδραση του πλανήτη µε τους υπόλοιπους πλανήτες, αλλά αυτό δεν αρκεί. 
Με τη γενική θεωρία της σχετικότητας, η οποία προβλέπει µία µικρή διόρθωση στο 
νόµο της βαρύτητας, µπορεί να εξηγηθούν τα υπολειπόµενα . Δεν µπορεί παρά να 
αναρωτηθούµε: αν ο Κέπλερ διέθετε τις σηµερινές παρατηρήσεις  θα διατύπωνε τους 
νόµους του  οι οποίοι είχαν  καταλυτική σηµασία στην ανάπτυξη της Φυσικής; 
 
 


