
Στροβιλισµός πεδίου δυνάµεων  
 

Θεωρείστε ένα απειροστό απλό χωρίο στο χώρο τόσο µικρό ώστε να µπορεί να 
θεωρηθεί ότι βρίσκεται σε ένα επίπεδο. Έστω ότι το χωρίο αυτό περικλείει εµβαδόν  
µέτρου .  Το έργο που εκτελείται από το πεδίο δυνάµεων όταν  διατρέξουµε τη 
κλειστή καµπύλη  που ορίζει το σύνορο του χωρίου  µε φορά αντίθετη µε αυτή των 
δεικτών του ρολογιού (που λαµβάνεται ως η θετική φορά) είναι  (αν 

διατρέχαµε την καµπύλη µε αρνητική φορά τότε το έργο θα ήταν  ) .  Το έργο 
γύρω από µία κλειστή καµπύλη λέγεται κυκλοφορία και µετράει πόσο περιστροφή 

έχει το πεδίο της δύναµης. Σχηµατίζουµε τώρα 
το όριο (θα δούµε σε λίγο ότι υπάρχει αυτό το 

όριο)   .  Το όριο αυτό θα εξαρτάται 

από το πεδίο της δύναµης αλλά και από τον 
προσανατολισµό του χωρίου στο χώρο. Τον 
προσανατολισµό τον ορίζουµε µε το κάθετο 
διάνυσµα  στο χωρίο και τη φορά του καθέτου 
διανύσµατος την επιλέγουµε µε τον  κανόνα του 
δεξιόστροφου κοχλία: όταν το σύνορο 
διαγράφεται µε  τη θετική φορά  τότε το κάθετο 

διάνυσµα  έχει την διεύθυνση κίνησης ενός δεξιόστροφου κοχλία που περιστρέφεται 
όπως διαγράφεται το σύνορο.   
Αν πάρουµε ένα καρτεσιανό σύστηµα µπορούµε σε κάθε σηµείο του χώρου να 
ορίσουµε τρείς στροβιλισµούς. Τον  στροβιλισµό ως το  

 

για µία διαφορική επιφάνεια στο  επίπεδο  µε εµβαδόν µέτρου  και 
διεύθυνση τον άξονα , και παροµοίως τον   και τον στροβιλισµό. Η τριάδα 

 θα αποδείξουµε ότι αποτελεί διάνυσµα , το οποίο και λέγεται το 
διάνυσµα του στροβιλισµού, ,  του πεδίου. 

. 
Για να αποδείξουµε ότι ο στροβιλισµός είναι πράγµατι  διάνυσµα πρέπει να 
αποδείξουµε ότι µετασχηµατίζεται στις στροφές όπως και οι µετατοπίσεις. Ο 
διανυσµατικός χαρακτήρας βασικών φυσικών αντικειµένων, όπως λ.χ. η δύναµη, 
αποδεικνύεται µόνο πειραµατικά και λαµβάνεται ως νόµος της φύσης. Ο 
διανυσµατικός χαρακτήρας παραγώγων φυσικών µεγεθών όπως λ.χ. η ταχύτητα, η 
επιτάχυνση, η στροφορµή , η βαθµίδα κ.λ.π.  µπορεί να αποδειχθεί όµως από τον 
ορισµό τους.  Δεδοµένου ότι γνωρίζουµε ότι η δύναµη είναι διάνυσµα µπορούµε 
χωρίς πείραµα να ελέγξουµε τον διανυσµατικό χαρακτήρα του στροβιλισµού 
εξετάζοντας το µετασχηµατισµό των συντεταγµένων του στις στροφές.   Για να 
δείξουµε το διανυσµατικό χαρακτήρα αρκεί  να πάρουµε µιά διαφορική επιφάνεια σε 
µία τυχαία διεύθυνση  και να δείξουµε ότι ο στροβιλισµός σε αυτή την επιφάνεια, 

,  είναι  , όπου οι συνισταµένες του 
καθέτου διανύσµατος σε ένα καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς.  Προς τούτο 
κατασκευάζουµε κατά αρχάς  ένα ορθό τετράεδρο ΟΑΒΓ µε ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ=1, και ΟΑ 



κατά τον άξονα , ΟΒ κατά τον άξονα 
και ΟΓ κατά τον άξονα   (βλ. Σχήµα).  

Υπολογίζουµε το έργο γύρω από τα σύνορα 
των  4 εδρών του τετραέδρου διανύοντας το 
σύνορο  µε τη φορά που σηµειώνεται στο 
σχήµα. Το συνολικό έργο γύρω απο τα 
σύνορα των 4 εδρών   είναι τότε µηδέν, 
διότι κάθε ακµή διανύεται δις µε αντίθετη 
διεύθυνση  κάθε φορά,  δηλαδή:  

. 

Επειδή όταν ληφθεί το τετράεδρο 
αρκούντως µικρό   

κ.ο.κ. θά έχουµε ότι: 
 

και επειδή  , όπου η συνιστώσα της καθέτου στην ΑΒΓ έδρα  κ.ο.κ.  

αποδεικνύεται ότι ως προς το δεδοµένο  ότι ισχύει . 
Αλλά ο ίδιος συλλογισµός ισχύει για οποιοδήποτε ορθό τετράεδρο διότι πάντοτε   

 κ.ο.κ. 1.  Άρα ο στροβιλισµός είναι πράγµατι διάνυσµα.  

 
 

Το Θεώρηµα του Stokes 
 
Υπολογίζουµε τώρα το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα γύρω από µία  καµπύλη, , 

. Θεωρούµε µία επιφάνεια της οποίας το σύνορο είναι η   και καλύπτουµε 
την επιφάνεια µε καµπύλες που καλύπτουν την επιφάνεια ως ένα πλέγµα (βλ. Σχήµα). 
Τότε  όπου τα ολοκληρώµατα στο δεξιό µέλος της ισότητας είναι 

γύρω από τα σύνορα των επιφανειών του πλέγµατος. Εάν το πλέγµα εκλεπτυνθεί 
αρκετά , επειδή    όπου το διάνυσµα  έχει µέτρο το εµβαδόν 

της διαφορικής επιφάνειας µέλους του πλέγµατος και διεύθυνση την κάθετο στην 
επιφάνεια µε τη σύµβαση του δεξιόστροφου κοχλία2, έχουµε ότι: 
                                                             
1 Με τον τρόπο αποδείξαµε επίσης ότι και η επιφάνεια µπορεί να εκφρασθεί ως 
διάνυσµα. 
2 Το ότι µία διαφορική επιφάνεια είναι διάνυσµα φαίνεται εδώ και από την εξής 
ιδιότητα: εάν  είναι διάνυσµα και οι τρείς συνιστώσες ενός φυσικού µεγέθους 

 είναι τέτοιοι ώστε το  να είναι µονόµετρο µέγεθος τότε οι τρείς 
αριθµοί σχηµατίζουν διάνυσµα, . Συνεπώς επειδή το  είναι διάνυσµα και εξ 
ορισµού  είναι µονόµετρο µέγεθος τότε και το  είναι διάνυσµα. 
Κατευθείαν µπορούµε να δούµε το διανυσµατικό χαρακτήρα τού εµβαδού µε το να 



 

όπου είναι κάποια επιφάνεια της οποίας το σύνορο είναι το .  
 
Αυτό είναι το 
θεώρηµα του 
Stokes.  Ο Stokes 
είχε την ίδια έδρα 
Μαθηµατικών που 
είχε ο Νεύτων στο 
Πανεπιστήµιο του 
Cambridge. Το 
περιεχόµενο του 
θεωρήµατος ήταν 
θέµα διαγωνισµού 
υποτροφίας που 

έδωσε ο Stokes το 1854. Ο Maxwell απάντησε το θέµα του διαγωνίσµατος και δεν 
είναι περίεργο ότι το θεώρηµα αυτό έχει κεντρικό ρόλο στην θεωρία του 
ηλεκτροµαγνητισµού που ανέπτυξε αργότερα. Το περιεχόµενο του θεωρήµατος αυτού 
και µία πρώτη απόδειξη περιέχεται σε επιστολή που στάλθηκε από τον  Thomson 
(αργότερα Lord Kelvin)  το 1850 στον Stokes. Το θεώρηµα αυτό είναι πολύ 
σηµαντικό,  αποτελεί γενίκευση του θεµελιώδους θεωρήµατος του ολοκληρωτικού 
λογισµού, και λέγεται ότι κάθε γενιά µαθηµατικών δίνει από τότε και από µία νέα 
απόδειξη του θεωρήµατος σε πιο γενικευµένους χώρους.  Ο Stokes είναι γνωστός για 
τη συµβολή του στη ανάπτυξη της υδροδυναµικής όπου ο στροβιλισµός του πεδίου 
ταχυτήτων είναι κεντρική έννοια. Είναι τόσο κεντρική ώστε σήµερα η κυριότερη 
ποσότητα που σηµειώνεται στους µετεωρολογικούς χάρτες να είναι ο στροβιλισµός.   
 

Υπολογισµός των συνισταµένων του στροβιλισµού 
 
Ας υπολογίσουµε την 
συνισταµένη του στροβιλισµού 

του πεδίου της δύναµης . 
Σχηµατίζουµε προς τούτο ένα 
παραλληλόγραµµο (βλ. Σχήµα) στο 
επίπεδο   µε κέντρο Ο στο 
σηµείο  (δεν αναφέρουµε την 
τρίτη συντεταγµένη διότι είναι 
σταθερή) και πλευρές παράλληλες 
στους άξονες και µήκους  και . 
Αν διανύσουµε το σύνορο µε τη 
φορά ΑΒΓΔ το εµβαδόν 

είναι κατά τη διεύθυνση 
του τρίτου άξονα και συνεπώς   

                                                             
ορίσουµε το εµβαδόν διαφορικού χωρίου που έχει πλευρές ,   το εξωτερικό 
γινόµενο .  



. 

Υπολογίζουµε πρώτα το έργο που καταναλώνεται στη διαδροµή ΑΒ. Αυτό θα 
είναι κατά προσέγγιση : 

 

ενώ το έργο στη απέναντι διαδροµή ΓΔ θα είναι: 

 

Αναπτύσσοντας κατά Taylor βρίσκουµε ότι το συνολικό έργο στις δύο διαδροµές που 
είναι παράλληλες στον άξονα είναι:  

+όροι ανωτέρας τάξεως. 

Η µερική παράγωγος υπολογίζεται στο κέντρο Ο του χωρίου και δεν έχουµε 
συµπεριλάβει  όρους ανωτέρας τάξεως διότι αυτοί θα µηδενισθούν όταν διαιρέσουµε 
δια του µέτρου του εµβαδού του χωρίου  για να προσδιορίσουµε τον 
στροβιλισµό στο όριο που το εµβαδόν αυτό τείνει στο µηδέν. 
 
Οµοίως έχουµε ότι   

 και , 

οπότε το συνολικό έργο στις δύο διαδροµές που είναι παράλληλες στον άξονα  
είναι: 

+ όροι ανωτέρας τάξως. 

Συνεπώς το όριο  της ποσότητας   υπάρχει (κάτι που είχαµε 

θεωρήσει ως δεδοµένο προηγουµένως) και έχουµε ότι  

. 

Με κυκλική µετάθεση προσδιορίζουµε ότι το διάνυσµα του στροβιλισµού έχει τις 
εξής συνιστώσες σε κάποιο καρτεσιανό σύστηµα αξόνων: 

 

 
Παρατηρούµε ότι εάν η δύναµη είναι βαθµίδα κάποιας συνάρτησης δηλαδή 

 τότε ο στροβιλισµός µηδενίζεται. Συνεπώς κάθε 

συντηρητική δύναµη έχει µηδενικό στροβιλισµό.   
 
Στο παραπάνω συµπέρασµα µπορούµε να καταλήξουµε και από το θεώρηµα του 
Stokes. Εάν η δύναµη είναι συντηρητική τότε το έργο γύρω από οποιαδήποτε κλειστή 



καµπύλη στο χώρο είναι µηδενικό. Αλλά αυτό συνεπάγεται ότι θα πρέπει να είναι 
µηδενικό και το  για οποιαδήποτε επιφάνεια που έχει ως σύνορο τη καµπύλη, 

άρα θα πρέπει ο στροβιλισµός να µηδενίζεται. 
 
Τι µπορούµε να πούµε όµως για το αντίστροφο; Εάν ο στροβιλισµός ενός πεδίου 
παντού µηδενίζεται πάλι από το θεώρηµα του  Stokes θα πρέπει το έργο γύρω από µία 
οποιαδήποτε καµπύλη να µηδενίζεται, συνεπώς το πεδίο είναι συντηρητικό.  
Εδώ όµως χρειάζεται λίγο προσοχή. Κατά την απόδειξη του θεωρήµατος του Stokes 
κάναµε ουσιαστικά την υπόθεση ότι ο χώρος που εξετάζουµε είναι συνεκτικός, 
δηλαδή κάθε κλειστή καµπύλη µπορεί να συρρικνωθεί σε σηµείο παραµένοντας 
πάντα στο χώρο που εξετάζουµε , (που χρησιµοποιήσαµε αυτή τη παραδοχή;) επίσης 
θεωρήσαµε ότι το πεδίο δυνάµεως είναι συνεχώς παραγωγίσιµο (που 
χρησιµοποιήσαµε αυτή τη παραδοχή;). Αν λοιπόν ικανοποιούνται αυτές οι 
προϋποθέσεις τότε µηδενισµός του στροβιλισµού συνεπάγεται τη συντηρητικότητα 
του πεδίου.   
 Συνεπώς αποδείξαµε ότι ικανή και αναγκαία (υπό προϋποθέσεις) συνθήκη να είναι 
ένα πεδίο συντηρητικό είναι ο στροβιλισµός του να είναι µηδενικός. 
 
 
 


