
Κέντρο µάζας – Κρούσεις 
 

Ο τρίτος νόµος του Νεύτωνα ─τον οποίο µέχρι στιγµής δεν έχουµε καθόλου 
χρησιµοποιήσει εφόσον ενδιαφερόµασταν για την κίνηση ενός σωµατιδίου σε κάποιο 
πεδίο δυνάµεων το οποίο προερχόταν από το περιβάλλον του, και όχι για την κίνηση 
σωµατιδίων εξαιτίας της µεταξύ τους αλληλεπίδρασης─ µας επιτρέπει, όπως θα 
δούµε, να αντιµετωπίζουµε ένα σύνολο από σωµατίδια ως ένα αντικείµενο, και πιο 
συγκεκριµένα, όταν πρόκειται για στερεά σώµατα, µπορούµε να µελετάµε την κίνηση 
τους (όχι τις περιστροφές τους) ωσάν να ήταν σωµατίδια και όχι σώµατα µε 
πεπερασµένες διαστάσεις. Μάλιστα ο ίδιος ο Νεύτωνας αναγκάστηκε να εισάγει το 
νόµο αυτό προκειµένου να εξετάσει την κίνηση σωµάτων µε πεπερασµένες 
διαστάσεις όπως για παράδειγµα τις κινήσεις των πλανητών του ηλιακού µας 
συστήµατος. 

Ακολουθώντας τη γραµµή των προηγούµενων διαλέξεων, θα ασχοληθούµε µε 
ένα σύνολο σωµατιδίων τα οποία κινούνται σε ένα µονοδιάστατο κόσµο και τα οποία 
αλληλεπιδρούν µόνο µεταξύ τους µε δυνάµεις νευτώνειου1 τύπου, δίχως να υπάρχει 
κάποιο εξωτερικό πεδίο δυνάµεων το οποίο να επηρεάζει την κίνησή τους. 
Καταγράφοντας το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για κάθε ένα από τα Ν σωµατίδια θα 
έχουµε: 

 

όπου mi, , η µάζα και η επιτάχυνση του i-στού σωµατιδίου και  η δύναµη που 
ασκείται στο j-στό σωµατίδιο από το k-στό σωµατίδιο. Αν προσθέσουµε όλες αυτές 
τις Ν εξισώσεις καταλήγουµε στο εντυπωσιακό αποτέλεσµα: 

, 

αφού όλες οι δυνάµεις εµφανίζονται κατά ζεύγη µε αντιµετατεθιµένους δείκτες και 
εποµένως, µε αντίστοιχο άθροισµα για κάθε ζεύγος µηδέν (εξαιτίας του 3ου νόµου 
του Νεύτωνα). Αν ορίσουµε λοιπόν τον ακόλουθο γραµµικό συνδυασµό των θέσεων 
όλων των σωµατιδίων, 

, 

και δεδοµένου του αµετάβλητου της µάζας των σωµατιδίων, συµπεραίνουµε ότι η 
επιτάχυνση αυτής της ποσότητας R, που έχει διαστάσεις µήκους, είναι µηδενική. Με 
άλλα λόγια το R, κινείται µε σταθερή ταχύτητα! Είναι το R, η θέση κάποιου από τα 
σωµατίδια; Όχι κατ΄ ανάγκη, όπως µπορείτε εύκολα να διαπιστώσετε για δύο 

                                                             
1 Είθισται ο όρος δυνάµεις νευτώνειου τύπου να χρησιµοποιείται µε δύο εντελώς διαφορετικά νοήµατα: 
Είτε σε δυνάµεις που υπακούουν στον τρίτο νόµο του Νεύτωνα, δηλαδή ζεύγη δυνάµεων της µορφής 
δράση-αντίδραση, είτε σε δυνάµεις παγκοσµίου έλξεως, τον σχετικό νόµο για τις οποίες διατύπωσε και 
πάλι ο Νεύτων. Στις διαλέξεις θα χρησιµοποιούµε τον όρο µε το πρώτο του νόηµα. 



σωµατίδια. Το R αντιστοιχεί σε µια ιδεατή θέση, κάπου µέσα στην περιοχή2 που 
βρίσκονται διασκορπισµένα τα σωµατίδια και µάλιστα βρίσκεται πλησιέστερα στις 
µεγαλύτερες µάζες του συστήµατος (δοκιµάστε µε ένα σύστηµα αποτελούµενο από 
δύο πολύ ανόµοιες µάζες)· γι’ αυτό το λόγο ονοµάζεται κέντρο µάζας του 
συστήµατος. 

Από τις παραπάνω εξισώσεις βλέπουµε ότι σταθερό· µε άλλα λόγια το 
ιδεατό αυτό σηµείο, κάπου ανάµεσα στα σωµατίδια, κινείται µε σταθερή ταχύτητα, 
µε την ταχύτητα που είχε αρχικά και που µπορεί κανείς εύκολα να υπολογίσει αν 
γνωρίζει τις αρχικές ταχύτητες όλων των σωµατιδίων. Μπορεί να µην γνωρίζουµε τη 
θέση του κάθε σωµατιδίου, και ίσως η εύρεση αυτών να αποτελεί ένα πολύ δύσκολο 
µαθηµατικό πρόβληµα, αλλά γνωρίζουµε κάτι πολύ σηµαντικό και άσχετο µε τις 
λεπτοµέρειες των δυνάµεων που ασκούνται µεταξύ των σωµατιδίων: τη θέση του 
κέντρου µάζας ανά πάσα χρονική στιγµή. 

Το γεγονός ότι η ταχύτητα του κέντρου µάζας είναι σταθερή θυµίζει τη 
διατήρηση της ταχύτητας ενός ελευθέρου σωµατιδίου. Στην πραγµατικότητα η 
θεώρηση του κέντρου µάζας επιτυγχάνει ακριβώς αυτό: εξισώνει ένα σύστηµα από 
σωµατίδια, οσοδήποτε πολλά και αν είναι αυτά, µε ένα σωµατίδιο, µε µάζα όσο η 
ολική µάζα των σωµατιδίων, το οποίο βρίσκεται στο κέντρο µάζας αυτών. Ο τρίτος 
νόµος του Νεύτωνα µας επιτρέπει να αγνοούµε τι συµβαίνει «εσωτερικά» στο 
σύστηµα και να προσδιορίζουµε πανεύκολα τη «θέση» του συστήµατος, ωσάν να το 
βλέπαµε από πολύ µακριά και να το αντιµετωπίζαµε ως σηµείο. Μάλιστα, όπως θα 
δούµε στη συνέχεια, η θεώρηση του κέντρου µάζας εξακολουθεί να είναι χρήσιµη και 
σε περιπτώσεις όπου το σύστηµα δεν είναι αποµονωµένο, αλλά ασκούνται επιπλέον 
των εσωτερικών δυνάµεων και εξωτερικές δυνάµεις στα σωµατίδια, από το 
περιβάλλον του συστήµατος. 

Ας ξαναγράψουµε τώρα τη διατήρηση της ταχύτητας του κέντρου µάζας, ελαφρά 
όµως παραλλαγµένη: 

. 

Η µορφή αυτή έχει το ακόλουθο πλεονέκτηµα. Καθ’ όλη τη χρονική διάρκεια που 
µελετάµε το σύστηµα των σωµατιδίων µπορεί η µάζα τµηµάτων του συστήµατος να 
µεταβάλλεται, όχι όµως και η συνολική του µάζα. Για παράδειγµα, µπορεί να 
αποκοπεί κάποιο θραύσµα από ένα σώµα, χωρίς να µεταβληθεί η συνολική µάζα του 
συστήµατος στην οποία θα πρέπει να συνυπολογίσουµε και τη µάζα του θραύσµατος. 
Το γεγονός ότι η περίεργη αυτή ποσότητα είναι σταθερή είναι εντυπωσιακό και 
θεµελιακό (θυµηθείτε τη διατήρηση της ενέργειας). Ο περιορισµός που θέσαµε, ότι 
δηλαδή το σύστηµα πρέπει να είναι αποµονωµένο, καθόλου δεν µειώνει τη σηµασία 
της διατήρησης αυτής. Σχεδόν πάντα, µπορούµε να θεωρήσουµε ένα σύστηµα 
αποµονωµένο από το περιβάλλον του, όταν η επίδραση του περιβάλλοντος είναι 
µηδαµινή (π.χ. το ηλιακό µας σύστηµα), ή ο χρόνος που απαιτείται ώστε το 
περιβάλλον να κάνει αισθητή την παρουσία του στο σύστηµα είναι πολύ µεγάλος σε 
σχέση µε τον χαρακτηριστικό χρόνο που συµβαίνουν οι αλλαγές εντός του 
συστήµατος (ένα θερµικά µονωµένο δοχείο µε αέριο). Η διατηρούµενη αυτή 
ποσότητα ονοµάζεται ορµή του συστήµατος. Όπως και η διατήρηση της ενέργειας, 
έτσι και η διατήρηση της ορµής είναι συνέπεια κάποιας βαθύτερης συµµετρίας του 
σύµπαντος, και συγκεκριµένα της οµογένειας του χώρου, δηλαδή της συµµετρίας σε 
χωρική µετάθεση. 

                                                             
2 Είναι εύκολο να δειχτεί ότι . 



Στη συνέχεια, θα συνάγουµε τη διατήρηση της ορµής βασισµένοι αποκλειστικά 
και µόνο στο γεγονός ότι οι φυσικοί νόµοι πρέπει να µένουν ίδιοι όταν τους 
εξετάζουµε σε διαφορετικό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς καθώς και σε απλά 
επιχειρήµατα συµµετρίας. 

 Ας θεωρήσουµε δύο σωµατίδια ίδιας µάζας τα οποία κινούνται σε λείο οριζόντιο 
δάπεδο (φανταστείτε δύο πανοµοιότυπα βαγόνια κινούµενα πάνω σε αεροτροχιά) µε 

ταχύτητες  αντίστοιχα, τέτοιες 
ώστε το σωµατίδιο 1 να πλησιάζει το 
2. Ας κινηθούµε πάνω στη διεύθυνση 
κίνησης των σωµατιδίων µε τη µέση 
ταχύτητα αυτών δηλαδή µε 

. Στο αδρανειακό αυτό 

σύστηµα παρατήρησης τα σωµατίδια 
φαίνονται να κινούνται µε ταχύτητες 

, και  αντίστοιχα, 

δηλαδή µε ίσες και αντίθετες 
ταχύτητες (βλ. σχήµα). Εφόσον η 
κατάσταση είναι απολύτως 
συµµετρική (αν αντικαταστήσει 
δηλαδή κάποιος το δεξιά µε το 

αριστερά δεν πρόκειται να παρατηρήσει καµιά αλλαγή), αµέσως µετά τη σύγκρουση 
των δύο σωµατιδίων δεν µπορεί παρά να διατηρηθεί αυτή η συµµετρία, δηλαδή τα 
δύο σωµατίδια θα αποµακρύνονται το ένα από το άλλο µε ίδιες ταχύτητες. Αν στο 
σύστηµα αυτό παρατήρησης οι ταχύτητες µετά τη σύγκρουση είναι  και  

αντίστοιχα, στο αρχικό σύστηµα παρατήρησης οι ταχύτητες θα είναι  και 

 αντίστοιχα. Παρατηρεί λοιπόν κανείς ότι σε αυτή την περίπτωση η ολική 

ορµή του συστήµατος  διατηρείται. Βέβαια µε τον παραπάνω συλλογισµό 
δεν µπορέσαµε να υπολογίσουµε µονοσήµαντα την κίνηση που θα εκτελέσουν τα δύο 
σωµατίδια, αλλά αυτό είναι κάτι το οποίο εξαρτάται από τις λεπτοµέρειες της 
κρούσης. Για παράδειγµα, αν η κρούση είναι πλαστική, δηλαδή αν τα σωµατίδια 
συνενώνονται κατά την κρούση δεν µπορεί παρά να είναι , οπότε το 

συσσωµάτωµα θα κινείται µε ταχύτητα  (η λύση ακριβώς στην οποία θα 

καταλήγατε χρησιµοποιώντας τη διατήρηση της ορµής). Αν η κρούση είναι ελαστική, 
δηλαδή αν απαιτήσουµε να διατηρείται η ολική κινητική ενέργεια, αυτός ο 
ιδιόµορφος συνδυασµός µάζας και ταχύτητας, τότε εύκολα πάλι καταλήγει κανείς στο 
γνωστό αποτέλεσµα ανταλλαγής των ταχυτήτων.  

Προκειµένου να ελέγξουµε αν ισχύει γενικά η διατήρηση της ορµής σε 
οποιοδήποτε αποµονωµένο σύστηµα σωµάτων, θα θεωρήσουµε στη συνέχεια την 
κρούση δύο σωµατιδίων µε λόγο µαζών 1 προς 2. Όµως, και στην περίπτωση αυτή, 
το δεύτερο σώµα µε τη διπλάσια µάζα µπορεί να θεωρηθεί ως δύο ξεχωριστά 
σωµατίδια, τα οποία ύστερα από την αλληλουχία όλων των κρούσεων θα πρέπει να 
κινηθούν ως συσσωµάτωµα. Είδαµε, όµως, ότι σε κάθε κρούση δύο σωµατιδίων ίδιας 
µάζας η συνολική ορµή τους διατηρείται, ανεξάρτητα από τις λεπτοµέρειες της 



σύγκρουσης. Μπορεί λοιπόν κανείς να δείξει µε τον ίδιο αναλυτικό τρόπο όπως και 
προηγουµένως, µεταβαίνοντας δηλαδή στο σύστηµα αυτό που βλέπει τα εκάστοτε 
δύο συγκρουόµενα σωµατίδια να προσεγγίζουν το ένα το άλλο µε την ίδια ταχύτητα, 
ότι η συνολική ορµή και αυτού του συστήµατος διατηρείται. Όµοια δείχνεται ότι, 
κατά την κρούση οποιωνδήποτε δύο σωµατιδίων µε ρητό λόγο µαζών η συνολική 
ορµή τους διατηρείται. Προφανώς αυτό θα ισχύει και για σωµατίδια µε άρρητο λόγο 
µαζών αφού κάθε άρρητος µπορεί να προσεγγιστεί οσοδήποτε, µε κάποιο ρητό 
αριθµό. Όσο για τον µηχανισµό της κρούσης δεν χρειάστηκε να εξετάσουµε τις 
λεπτοµέρειες αυτού. Θα µπορούσε να είναι µια στιγµιαία και βίαιη κρούση, ή µια 
αργή οµαλή κρούση µέσω ενός ελατηρίου, ή ακόµη και µια έκρηξη που συµβαίνει 
κατά τη διάρκεια της επαφής των δύο σωµατιδίων· το σηµαντικό είναι ότι πάντα 
πρόκειται για αµοιβαία αλληλεπίδραση δύο σωµάτων. 

Αφού δείξαµε για άλλη µια φορά ότι η συνολική ορµή ενός αποµονωµένου 
συστήµατος διατηρείται, στηριζόµενοι σε απλά επιχειρήµατα συµµετρίας και µόνο, 
ας εξετάσουµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα αυτής της διατήρησης. Κατ’ αρχάς 
πόση είναι η ορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων µετρούµενη από ένα σύστηµα 
αναφοράς που κινείται µε την σταθερή ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος; 

. 

Το σύστηµα αυτό, αποκαλούµενο σύστηµα κέντρου µάζας, έχει αυτή την εξαιρετική 
ιδιότητα: η ολική ορµή του συστήµατος είναι µηδέν σε αυτό το σύστηµα αναφοράς, 
και προφανώς θα παραµείνει για πάντα τόσο, εφόσον η ολική ορµή διατηρείται. 
Πόση είναι η κινητική ενέργεια του συστήµατος σε αυτό το ιδιαίτερο σύστηµα 
αναφοράς; 

Δηλαδή, ισούται µε την ολική κινητική ενέργεια όπως µετράται στο αρχικό σύστηµα 
αναφοράς µείον την ενέργεια ενός υποθετικού σωµατιδίου µε µάζα όσο όλα τα 
σωµατίδια του συστήµατος το οποίο κινείται µε την ταχύτητα του κέντρου µάζας. 
Μπορούµε λοιπόν να διαχωρίσουµε την ολική κινητική ενέργεια του συστήµατος σε 
µια κινητική ενέργεια του κέντρου µάζας και µια εσωτερική κινητική ενέργεια ως 
προς το κέντρο µάζας: 

. 

Κανείς, θα µπορούσε να προσθέσει στις δύο κινητικές ενέργειες (ολική και 
εσωτερική) και τη δυναµική ενέργεια του συστήµατος, αφού αλλάζοντας σύστηµα 
αναφοράς οι αποστάσεις µεταξύ των σωµατιδίων δεν αλλάζουν, και όπως έχουµε 
συζητήσει σε προηγούµενο κεφάλαιο οι θεµελιώδεις αλληλεπιδράσεις στη φύση δεν 
µπορεί παρά να εξαρτώνται µόνο από την απόσταση µεταξύ των σωµατιδίων. 

Τέλος, ας επιτρέψουµε σε ένα σύστηµα σωµατιδίων να δέχεται και δυνάµεις από 
το περιβάλλον του (για παράδειγµα, ένα στερεό σώµα µέσα σε κάποιο πεδίο 
δυνάµεων). Τότε το άθροισµα όλων των εξισώσεων κίνησης (βλ. αρχή του παρόντος 
κεφαλαίου) θα δώσει: 

 

Το κέντρο µάζας του συστήµατος κινείται σαν να ήταν ένα σωµατίδιο µάζας Μ πάνω 
στο οποίο ασκούνται όλες µαζί οι εξωτερικές δυνάµεις που δέχονται τα σωµατίδια. 
Για παράδειγµα θεωρήστε µια οβίδα η οποία σε κάποια στιγµή της κίνησής της µέσα 



στο βαρυτικό πεδίο της Γης εκρήγνυται. (Πρόκειται για κίνηση σε δύο διαστάσεις, 
αλλά όσα έχουµε µάθει για τη µια διάσταση εφαρµόζονται κάλλιστα και στις δύο 
διαστάσεις.) Σύµφωνα µε τα παραπάνω, αν και τα θραύσµατα θα εξακοντιστούν σε 
όλες τις διευθύνσεις, το κέντρο µάζας αυτών θα εξακολουθήσει ανενόχλητο την 
παραβολική του τροχιά, µε µοναδική διαταραχή της κίνησης αυτού την εµφάνιση των 
αντιδράσεων του εδάφους κάθε φορά που κάποιο θραύσµα προσκρούει στο έδαφος, η 
οποία και µεταβάλλει στιγµιαία τη διεύθυνση της κίνησης του. 
 

Συστήµατα µεταβλητής µάζας 
 

Η γνώση των ιδιοτήτων του κέντρου µάζας είναι ιδιαίτερα χρήσιµη για έναν 
πολύ απλό λόγο: Προκειµένου να µάθουµε ποια είναι η κίνηση όλων των µερών του 
συστήµατος, αυτό που χρειάζεται να υπολογίσουµε είναι η κίνηση όλων των 
υπολοίπων µερών εκτός από ένα, αφού η γνώση της θέσης των υπολοίπων καθώς 
επίσης και του κέντρου µάζας προσδιορίζει τη θέση του τελευταίου. Ουσιαστικά το 
πλεονέκτηµα αυτό µας διευκολύνει στην εύρεση της κίνησης σωµάτων µε µεταβλητή 
µάζα. 

Ας θεωρήσουµε ένα κινητό του οποίου η µάζα µεταβάλλεται. Αν 
συµπεριλάβουµε τη µάζα του κινητού και τη µάζα που είτε προστίθεται σε αυτό είτε 
αφαιρείται από αυτό σε ένα σύστηµα, τότε µπορούµε να αγνοήσουµε τις δυνάµεις 
που αναπτύσσονται µεταξύ του κινητού και της µάζας που εισέρχεται ή εξέρχεται από 
αυτό αν εστιάσουµε την προσοχή µας στην ορµή όλου του συστήµατος. Σύµφωνα µε 
όσα είπαµε προηγουµένως η ορµή του συστήµατος θα αλλάξει µόνο εξαιτίας των 
εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται στο σύστηµα. Εποµένως µπορούµε να 
γράφουµε το 2ο νόµο του Νεύτωνα για το σύστηµα και στη συνέχεια λαµβάνοντας 
υπόψη τη σχετική κίνηση κινητού και εισερχόµενης/εξερχόµενης µάζας να 
υπολογίζουµε την κίνηση του κινητού µόνο. 

 

Για να γίνει πιο κατανοητή η παραπάνω διαδικασία θα θεωρήσουµε αρχικά ως 
παράδειγµα ένα βαγόνι τρένου µάζας M το οποίο είναι φορτωµένο µε Ν ανθρώπους 
µάζας m ο καθένας και οι οποίοι παίρνοντας φόρα πηδούν ένας-ένας από το βαγόνι µε 
µια συγκεκριµένη ταχύτητα ως προς αυτό V. Στο παράδειγµα αυτό, αγνοώντας την 
τριβή των τροχών του βαγονιού µε τις ράγες, η συνολική δύναµη που ασκείται στο 
σύστηµα βαγόνι + επιβάτες είναι µηδενική (στη διεύθυνση κίνησης του βαγονιού), 
εποµένως η ορµή του συστήµατος (στην ίδια διεύθυνση) είναι ίδια πριν και µετά την 
εκτόξευση κάθε επιβάτη (όχι όµως και η ορµή του συστήµατος στην αρχή και το 
τέλος συνολικά του συµβάντος, αφού η επαφή κάθε επιβάτη µε το έδαφος θα επιφέρει 
µια εξωτερική δύναµη που θα αλλάξει την ορµή του συστήµατος). Εποµένως 

 
Οι δύο όροι στο δεξιό σκέλος της εξίσωσης περιγράφουν (α) την ορµή του βαγονιού 
µε το πλήρωµα του όταν θα έχουν αποµείνει n-1 επιβάτες, και (β) την ορµή του 
ανθρώπου που θα εγκαταλείψει το βαγόνι µε σχετική ταχύτητα ως προς το βαγόνι -V. 
Λύνοντας βρίσκουµε 

. 

Ο αναδροµικός αυτός τύπος µας δίνει την τελική ταχύτητα του βαγονιού όταν θα το 
έχουν εγκαταλείψει όλοι οι επιβάτες του. Συγκεκριµένα, υποθέτοντας πώς αρχικά το 
βαγόνι ήταν ακίνητο ( ), βρίσκουµε 



. 

(Ελέγξτε ποια είναι η προτιµότερη λύση προκειµένου να αποκτήσει το βαγόνι τη 
µέγιστη δυνατή ταχύτητα, να πηδήξουν όλοι µαζί ή ένας-ένας.) Το παραπάνω 
άθροισµα δεν µπορεί να γραφεί σε πιο απλή µορφή, µπορεί όµως να δείξει κανείς, 

κατασκευάζοντας το διάγραµµα της , ότι 

. 

Το ολοκλήρωµα ισούται µε , ενώ η διαφορά το αριστερού και του δεξιού 

αθροίσµατος είναι . Εποµένως µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι η τελική ταχύτητα είναι  

, 

µε λάθος µικρότερο του , δηλαδή πολύ µικρό αν . Στο όριο 

που η εκροή µάζας είναι συνεχής, δηλαδή όταν , το παραπάνω 
αποτέλεσµα για την τελική ταχύτητα είναι ακριβές. Η µορφή αυτού εξηγεί γιατί οι 
πύραυλοι έχουν αρχική µάζα πολύ µεγαλύτερη του ωφέλιµου φορτίου τους, για να 
αποκτήσουν πολύ µεγάλη τελική ταχύτητα3. 
 Ας δούµε και ένα δεύτερο παράδειγµα, µε συνεχή τώρα µεταβολή µάζας και 
µάλιστα υπό την επίδραση εξωτερικής δύναµης. Ένα καρότσι µάζας Μ το οποίο 
σύρεται σε οριζόντιο δρόµο, άνευ τριβής, µε σταθερή δύναµη F, αλλά το οποίο, 
εξαιτίας της βροχής που πέφτει κατακόρυφα, γεµίζει σιγά-σιγά µε νερό. Γράφοντας 
το 2ο νόµο του Νεύτωνα για ένα απειροστό χρονικό διάστηµα, θα έχουµε 

, 

όπου το σύστηµα που θεωρούµε είναι το 
καρότσι µε το νερό που έχει µαζευτεί 
στο εσωτερικό του τη χρονική στιγµή t 
καθώς επίσης και η ποσότητα dm του 
νερού που πρόκειται να προστεθεί στο 
καρότσι το αµέσως επόµενο χρονικό 
διάστηµα dt. Όντας κατακόρυφη η 

πτώση των σταγόνων της βροχής η οριζόντια ορµή που µεταφέρουν αυτές είναι 
µηδενική (τελευταίος όρος στον αριθµητή). Εκτελώντας τις πράξεις και 
απορρίπτοντας όρους δεύτερης τάξης ως προς τα διαφορικά καταλήγουµε στη σχέση 

. 

                                                             
3 Ένας πραγµατικός πύραυλος κατευθυνόµενος στο διάστηµα βρίσκεται µέσα σε πεδίο δυνάµεων, 
συγκεκριµένα στο βαρυτικό πεδίο, εποµένως η σχέση στην οποία καταλήξαµε δεν είναι απολύτως 
ακριβής για έναν πύραυλο. Παρόλ’ αυτά εξακολουθεί να είναι ποιοτικά ορθή. 



Στο συγκεκριµένο παράδειγµα ο ρυθµός αύξησης της µάζας του καροτσιού dm/dt 
θεωρείται δεδοµένος και εξαρτάται από το πόσο ραγδαία είναι η βροχόπτωση· γενικά 
ο όρος dm/dt είναι κάποια γνωστή συνάρτηση του χρόνου. Ας υποθέσουµε για 
ευκολία ότι dm/dt=σταθερά=λ, οπότε . Τότε εύκολα µπορούµε να 
ολοκληρώσουµε τη διαφορική εξίσωση της κίνησης και να καταλήξουµε ότι 

. 

Η οριακή ταχύτητα F/λ στην οποία τείνει η ταχύτητα για , οφείλεται στο ότι η 
µάζα του καροτσιού έχει αυξηθεί τόσο πολύ ώστε η δύναµη δεν καταφέρνει να 
αυξήσει την ταχύτητα του καροτσιού. Αν θέλαµε να προσδώσουµε στο πρόβληµα µια 
πιο ρεαλιστική χροιά, θα έπρεπε να επιτρέψουµε στο καρότσι αφότου γεµίσει, να 
αρχίσει να ξεχειλίζει και το πρόσθετο νερό της βροχής να εγκαταλείπει το καρότσι. 
Βέβαια το νερό που θα χύνεται από το καρότσι θα έχει την ταχύτητα του καροτσιού 
µε αποτέλεσµα η ορµή του συστήµατος τη χρονική στιγµή t+dt να είναι 

, όπου  είναι η τελική µάζα που θα έχει αποκτήσει το 

καρότσι όταν θα είναι πλήρες. Έτσι η διαφορική εξίσωση για , θα 

µετατραπεί σε 

, 

µε λύση 

. 

(Στην παραπάνω λύση χρησιµοποιήθηκε η ταχύτητα που είχε αποκτηθεί µέχρι τη 
χρονική στιγµή βάσει της προηγούµενης λύσης.) Το ενδιαφέρον είναι ότι και πάλι 
η οριακή ταχύτητα που αποκτάται για  είναι F/λ. Ο λόγος όµως τώρα είναι 
διαφορετικός: Η δύναµη χρησιµοποιείται απλώς για να προσδώσει ορµή στο νερό που 
φτάνει στο καρότσι µε ταχύτητα µηδέν και στη συνέχεια χύνεται από το καρότσι µε 
την ταχύτητα του καροτσιού. Η σύγκλιση µάλιστα τώρα στην οριακή τιµή της 
ταχύτητας συµβαίνει πολύ πιο γρήγορα, εκθετικά.  
 
 

 


