
Στην περίπτωση της ταλάντωσης µε κρίσιµη απόσβεση οι δύο γραµµικώς 
ανεξάρτητες λύσεις εκφυλίζονται (καταλήγουν να ταυτίζονται). Στην περιοχή 
ασθενούς απόσβεσης ( ) δύο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις είναι οι 

 και , όπου .  Ο εκφυλισµός των 
λύσεων  στην κρίσιµη απόσβεση  διαφαίνεται διότι στο όριο   οι λύσεις 
για ασθενή απόσβεση γίνονται   ενώ η , και έτσι αποµένει µόνο 
µία µη τετριµµένη λύση. Επειδή όµως το πρόβληµα είναι γραµµικό µπορούµε να 
διαιρέσουµε την   µε οποιοδήποτε αριθµό και να συνεχίσουµε να έχουµε λύση. 
Διαιρώντας µε το  θα έχουµε ότι η δεύτερη ανεξάρτητη λύση θα είναι 

, οπότε η γενική λύση στη περίπτωση της κρίσιµης απόσβεσης είναι 

, όπου οι σταθερές προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες.  
 

Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις 
Θεωρούµε τώρα ότι ασκείται και µία εξωτερική δύναµη  στον 

ταλαντωτή. Η εξίσωση τώρα του ταλαντωτή µπορεί να γραφεί ως , όπου 

 ο διαφορικός τελεστής1  (  η φυσική συχνότητα του 

ελεύθερου ταλαντωτή). Επειδή  η εξίσωση είναι γραµµική (ο   είναι  ένας 
γραµµικός τελεστής δηλαδή έχει την ιδιότητα: 

)  η απόκριση του ταλαντωτή µπορεί να 
γραφεί  ως η υπέρθεση  όπου  η οµογενής λύση η οποία ικανοποιεί 
την εξίσωση του ταλαντωτή χωρίς εξωτερική δύναµη δηλαδή ικανοποιεί την εξίσωση 

 και  η ειδική λύση η οποία ικανοποιεί την εξίσωση . 
Η εξέλιξη του συστήµατος τότε, µπορεί να αναλυθεί πλήρως διότι οι οποιεσδήποτε 
αρχικές συνθήκες µπορεί να ικανοποιηθούν προσθέτοντας στην ειδική λύση την 
κατάλληλη οµογενή λύση έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι αρχικές συνθήκες. 

Την οµογενή λύση την έχουµε κατασκευάσει ήδη στο προηγούµενο κεφάλαιο 
και γνωρίζουµε ότι εάν υπάρχει απόσβεση, η λύση αυτή τείνει µε την πάροδο του 
χρόνου στο µηδέν, οπότε µετά από αρκετό χρόνο η απόκριση του ταλαντωτή θα 
δίνεται µόνο από την ειδική λύση. Η ασυµπτωτική αυτή απόκριση λέγεται 
εξαναγκασµένη απόκριση, ενώ η οµογενής λύση λέγεται και µεταβατική λύση διότι 
ρυθµίζει τη µετάβαση από τις ιδιαίτερες αρχικές συνθήκες στην εξαναγκασµένη 
απόκριση η οποία είναι ανεξάρτητη από τις αρχικές συνθήκες.  

Θα επικεντρώσουµε τώρα την προσοχή µας στο να υπολογίσουµε την 
εξαναγκασµένη απόκριση. Αυτή η λύση εξαρτάται γενικά από τη µορφή της 
εξωτερικής δύναµης, και θα νόµιζε κανείς ότι θα µπορούσαµε να εξάγουµε 
συµπεράσµατα, µόνο κατά περίπτωση, για την εξαναγκασµένη κίνηση του 
ταλαντωτή. Μπορούµε όµως να προχωρήσουµε και να κατανοήσουµε την 
εξαναγκασµένη συµπεριφορά του συστήµατος κάνοντας χρήση και πάλι  της 
γραµµικότητας και της χρονικής αναλλοιότητας της δυναµικής εξίσωσης µελετώντας 
µόνο τη συµπεριφορά του συστήµατος σε περιοδική δύναµη της µορφής  . 
 
                                                             
1 Ο τελεστής είναι απλώς ένα µαθηµατικό αντικείµενο το οποίο δρα επάνω σε 
οτιδήποτε τον ακολουθεί. 



Αυτό ισχύει διότι κάθε συνάρτηση  µπορεί να αναλυθεί σε αρµονικές, 
δηλαδή µπορεί  να γραφεί ως  το άθροισµα αρµονικών συναρτήσεων: 

, όπου το πλάτος των αρµονικών προσδιορίζεται από την 

εξωτερική δύναµη από τον τύπο: . Αν η λύση στη 

µονοχρωµατική αρµονική εξωτερική δύναµη   είναι η   τότε η κίνηση 
του σώµατος στο οποίο ασκείται η δύναµη  θα είναι το άθροισµα των 
µονοχρωµατικών αποκρίσεων  δηλαδή η εξαναγκασµένη απόκριση του 

ταλαντωτή θα δίνεται από την . Αυτό προκύπτει από τη 

γραµµικότητα της εξίσωσης. Διότι εφόσον η  ικανοποιεί εκ κατασκευής την 

εξίσωση , η λόγω της γραµµικότητας της  θα ικανοποιεί 
την εξίσωση: 

. 

Οπότε αρκεί να µελετήσουµε  τη συµπεριφορά του ταλαντωτή σε αρµονική 
εξωτερική δύναµη : 

, 

αν το καταφέρουµε αυτό µπορούµε να βρούµε τη λύση αθροίζοντας τις 
µονοχρωµατικές αποκρίσεις. 

Είναι προτιµότερο, όµως, να µεταφερθούµε στο µιγαδικό πεδίο και  να 
µελετήσουµε τη συµπεριφορά της  

, 

όπου . Τη φυσική διέγερση  την προσδιορίζουµε στο τέλος παίρνοντας το 
πραγµατικό µέρος  της µιγαδικής λύσης  (αυτό είναι δυνατόν, όπως συζητήσαµε και 
προηγουµένως,  διότι η εξίσωση είναι γραµµική και έχει πραγµατικούς  συντελεστές). 

Το πλεονέκτηµα της µεταφοράς  στο µιγαδικό πεδίο έγκειται στο γεγονός ότι 
οι εκθετικές συναρτήσεις είναι µη αναγώγιµες, και συνεπώς η επίλυση των 
διαφορικών εξισώσεων µετατρέπεται σε επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων. Εάν λοιπόν 
θέσουµε , δηλαδή η απόκριση είναι ίδια µε την εξωτερική 
δύναµη τότε θα έχουµε ότι  το  

 

και η φυσικά πραγµατοποιήσιµη λύση θα είναι  

 

όπου το  συµβολίζει το πραγµατικό µέρος και η  είναι η εξαναγκασµένη 
ταλάντωση του ταλαντωτή σε διέγερση συχνότητας . 



Αν γράψουµε την  ποσότητα  τότε  η µονοχρωµατική απόκριση 
είναι η περιοδική συνάρτηση   όπου το  προσδιορίζει  
τον πολλαπλασιαστή µεγέθυνσης της απόκρισης και η γωνία  τη φάση της 
απόκρισης σχετικά µε τη φάση της δύναµης. Αν π.χ.  η δύναµη και η απόκριση 
εξελίσσονται εν φάσει και όταν η δύναµη είναι µέγιστη και η απόκριση είναι µέγιστη.    
Αν η τότε η απόκριση  ακολουθεί τη  δύναµη και το µέγιστο της εξωτερικής 
δύναµης αντιστοιχεί σε ελάχιστο της απόκρισης.   

Θεωρούµε τώρα ότι η φυσική συχνότητα  που χαρακτηρίζει τον ταλαντωτή 
είναι δεδοµένη. Τότε το µέτρο της απόκρισης ως συνάρτηση της συχνότητας της 
εξωτερικής διέγερσης δίνεται από  

 

 
και η φάση δίνεται από τον τύπο: 

 

 
Την απόκριση σχεδιάζουµε στο παρακάτω σχήµα (συνεχής γραµµή) για την τιµή της 

απόσβεσης . Η απόκριση µεγιστοποιείται λίγο πριν από το  και η 

µέγιστη απόκριση τείνει στο άπειρο όταν ο συντελεστής απόσβεσης τείνει στο µηδέν.  
Όταν δηλαδή η εξωτερική 
διέγερση έχει συχνότητα κοντά 
στη φυσική συχνότητα του 
ταλαντωτή τότε ο ταλαντωτής 
απορροφά ενέργεια από την 
εξωτερική δύναµη και η 
απόκριση του είναι ιδιαιτέρως 
µεγάλη. Αυτό το φαινόµενο 
λέγεται συντονισµός (res-
onance).  Όταν η απόκριση 
αποκτήσει ιδιαιτέρως µεγάλο 
πλάτος τότε η γραµµική 
προσέγγιση µπορεί να είναι 
ανεπαρκής και ίσως πρέπει να 

συµπεριληφθούν οι µη γραµµικοί όροι για τη περιγραφή της συµπεριφοράς του 

συστήµατος. Όταν η συχνότητα διέγερσης είναι  πολύ µικρή ( ) τότε η 

απόκριση δίνεται κατά προσέγγιση από το  .  Σε αυτή την περίπτωση η 

επιτάχυνση και η δύναµη της τριβής είναι αµελητέα και έχουµε ισορροπία µεταξύ της 
δύναµης επαναφοράς  και της εξωτερικής δύναµης, οπότε ο πολλαπλασιαστής 

µεγέθυνσης της απόκρισης είναι .  Προσέξτε επίσης  ότι στην περίπτωση 

αυτή,  όπως θα δούµε και παρακάτω, δεν υπάρχει διαφορά φάσης µεταξύ δύναµης και 



απόκρισης.  Στο άλλο όριο  η δύναµη επαναφοράς είναι αµελητέα και η 

επιτάχυνση προσδιορίζεται κατευθείαν από την εξωτερική δύναµη οπότε και έχουµε 
ότι  και συνεπώς η  απόκριση είναι µικρή και η διαφορά φάσης είναι 
σχεδόν , δηλαδή η απόκριση καθυστερεί και όταν η δύναµη έχει µέγιστο η 
απόκριση έχει ελάχιστο.   

Η φάση της απόκρισης παρουσιάζεται στο διπλανό σχήµα. Παρατηρούµε ότι 
πάντα η απόκριση υστερεί της δύναµης (η γωνία  είναι αρνητική) και όπως 
αναλύσαµε για φυσικές συχνότητες µικρότερες της φυσικής η απόκριση έχει σχεδόν 
της ίδια φάση µε την εξωτερική διέγερση, ενώ για µεγαλύτερες έχει σχεδόν αντίθετη 
φάση. Όταν ο συντελεστής απόσβεσης είναι πολύ µικρός η µεταβολή της φάσης είναι 

ραγδαία στην περιοχή του 
συντονισµού όπου εκεί η φάση 
είναι ακριβώς , που όπως 
θα δούµε συνεπάγεται µεγάλη 
απορρόφηση ενεργείας. 

Όταν το  

µπορούµε να προσεγγίσουµε  τη 
συµπεριφορά του συστήµατος 

περί το ,  απλοποιώντας 

κάπως την έκφραση για το .   
Επειδή στην  περιοχή του 
συντονισµού  µπορούµε 
να  προσεγγίσουµε τη διαφορά 

  
και θα έχουµε κατά προσέγγιση  ότι: 

 

την οποία και σχεδιάζουµε (µε τελείες) µαζί µε την ακριβή έκφραση του πλάτους της 
απόκρισης. Παρατηρήστε ότι ακόµα και για  η έκφραση αυτή είναι 
ικανοποιητικά ακριβής ακόµα και για συχνότητες µακράν της συχνότητας 
συντονισµού. Από την προσεγγιστική αυτή έκφραση, εύκολα υπολογίζεται το εύρος 
της καµπύλης συντονισµού στο ύψος που αντιστοιχεί στο µισό της µέγιστης 
απόκρισης. Αποδεικνύεται ότι αυτό ισούται µε τον συντελεστή απόσβεσης . (Το 
συνολικό πλάτος της «καµπάνας» συντονισµού είναι .) 

Επειδή στον ταλαντωτή ασκείται εξωτερική δύναµη, ενέργεια µεταφέρεται από 
το εξωτερικό αίτιο στον ταλαντωτή όπου και συσσωρεύεται.  Εφόσον η δύναµη είναι 
της µορφής  και η απόκριση περιοδική, η ενέργεια του ταλαντωτή είναι µία 
περιοδική2 συνάρτηση η οποία έχει, όµως, µη µηδενική µέση τιµή. Για να 
υπολογίσουµε την εξέλιξη της ενέργειας του ταλαντωτή γράφουµε την 

                                                             
2 Όταν δεν υπάρχει εξωτερική δύναµη και ο ταλαντωτής ακολουθεί φθίνουσα ταλάντωση, η ενέργεια 
του ταλαντωτή δεν κυµαίνεται αλλά φθίνει εκθετικά µε το χρόνο. Υπό την παρουσία εξωτερικής 
διέγερσης, όµως, η ενέργεια παρουσιάζει περιοδικές διακυµάνσεις εφόσον άλλοτε µεταφέρεται 
ενέργεια από το διεγέρτη στον ταλαντωτή και άλλοτε από τον ταλαντωτή στο διεγέρτη. 



εξαναγκασµένη απόκριση στη µορφή  , όπου βρίσκει κανείς 
ότι: 

 και . 

Το  ονοµάζεται ελαστικό πλάτος και το  πλάτος απορρόφησης. Η ενέργεια  του 

ταλαντωτή είναι .  Συµβολίζουµε τη µέση τιµή µιας συνάρτησης 

του χρόνου  σε µία περίοδο µε , δηλαδή . Υπολογίζουµε 

πρώτα τη µέση τιµή του  : 

. 

Εδώ χρησιµοποιήσαµε τη γνωστή 

ιδιότητα ότι  και 

ότι  (δοκιµάστε να το 
αποδείξετε). Οµοίως βρίσκουµε ότι 

 και συνεπώς η µέση 
ενέργεια του ταλαντωτή είναι 

. 

Ο ρυθµός µεταφοράς ενέργειας από τη δύναµη στον ταλαντωτή δίνεται από το 
ρυθµό παραγωγής έργου , διότι εάν πολλαπλασιάσουµε την δυναµική 
εξίσωση µε την ταχύτητα έχουµε 

. 

Ο πρώτος όρος στην εξίσωση µεταβολής της ενέργειας είναι ο ρυθµός µεταφοράς 
ενέργειας από την εξωτερική δύναµη στο ταλαντωτή, ενώ ο δεύτερος όρος είναι η 
ενέργεια η οποία αναλώνεται από τη τριβή (η οποία είναι πάντα θετική).  Εάν 
πάρουµε τη µέση τιµή της εξίσωσης ενέργειας σε µία περίοδο τότε θα πρέπει να 
ισχύει , δηλαδή  στη µέση κατάσταση ισορροπίας η ενέργεια που 
µεταφέρεται από το εξωτερικό αίτιο  τελικά αναλώνεται (τι θα συνέβαινε σε 
διαφορετική περίπτωση;).  Αυτό το συµπέρασµα είναι µία ειδική περίπτωση του 
θεωρήµατος διαταραχών–ανάλωσης (fluctuation-dissipation theorem). 



Η µέση τιµή σε µία περίοδο του ρυθµού παραγωγής έργου είναι  

 

δηλαδή το  προσδιορίζει το ρυθµό απορρόφησης της ενέργειας. Ο άλλος όρος 
εναλλάσσει ενέργεια µεταξύ του ταλαντωτή και της πηγής, και για αυτό ονοµάζεται 
ελαστικός. Η µέση τιµή  µεταφοράς ενέργειας από την πηγή έχει µέγιστο όταν έχουµε 
συντονισµό. 

Θεωρήστε τώρα ότι δίνεται µία µοναδιαία ώθηση στον ταλαντωτή τη στιγµή 
, τότε η δύναµη που ασκείται µπορεί να γραφεί . Η 

εξαναγκασµένη τότε κίνηση του ταλαντωτή δίνεται για  

, 

όπου . Επειδή για κάθε συνάρτηση  ισχύει ότι 

 θα έχουµε στην περίπτωση γενικής δύναµης  απόκριση 

του ταλαντωτή: 

  

όπου η συνάρτηση  ορίζεται ως . 

Η συνάρτηση  που προσδιορίζει το αποτέλεσµα στιγµιαίας ώθησης 
στον ταλαντωτή τη χρονική στιγµή  λέγεται συνάρτηση Green, και ο 
προσδιορισµός της µας οδηγεί στον υπολογισµό της απόκρισης σε οποιαδήποτε 
εξωτερική διέγερση. Εδώ βρίσκεται και η ευρύτερη χρησιµότητα των συναρτήσεων 
Green στην επίλυση δύσκολων γραµµικών προβληµάτων (π.χ. στον 
ηλεκτροµαγνητισµό ή την κβαντοµηχανική). 

 
 


