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ΕΞΕΤΑΣΗ ΣΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ Ι 

Σεπτέµβριος 2004 
 

Τµήµα Π. Ιωάννου & Θ.  Αποστολάτου 
Θέµα 1 (25 µονάδες) 
Ένα εκκρεµές µήκους l  κρέµεται έτσι ώστε η σηµειακή µάζα να βρίσκεται ακριβώς πάνω στην 
επιφάνεια της Γης όταν ισορροπεί. Θέλουµε να υπολογίσουµε τη συχνότητα µικρών ταλαντώσεων 
αυτού του εκκρεµούς θεωρώντας ότι το l  δεν είναι αµελητέο σε σχέση µε την ακτίνα της Γης R . 
Η επιτάχυνση της βαρύτητας στην επιφάνεια της Γης θεωρείται γνωστή. 
(α) Γράψτε την κινητική και τη δυναµική ενέργεια του εκκρεµούς όταν αυτό σχηµατίζει γωνία  
µε την κατακόρυφο και έχει γωνιακή ταχύτητα . 
(β) Θεωρήστε µικρή τη γωνία  του εκκρεµούς και αναπτύξτε τη δυναµική ενέργεια µέχρι όρους 
δεύτερης τάξης ως προς αυτή.  
(γ) Από τη σύγκριση της εξίσωσης διατήρησης της ενέργειας του εκκρεµούς µε την αντίστοιχη 
ενός αρµονικού ταλαντωτή υπολογίστε τη συχνότητα του εκκρεµούς. 
(δ) Υπολογίστε το όριο αυτής της συχνότητας για l / R→ 0  και για l / R→∞ . Ποια είναι η 
µικρότερη δυνατή συχνότητα που µπορεί να έχει ένα εκκρεµές; 
 
Θέµα 2 (25 µονάδες) 
(α) Δύο ίδιοι σφαιρικοί πλανήτες, αµελητέων διαστάσεων κινούνται στο διάστηµα µακριά από 
άλλα βαρυτικά σώµατα σε παράλληλες τροχιές µε την ίδια ταχύτητα και προς την ίδια 
κατεύθυνση. Αν η αρχική απόσταση των πλανητών είναι d  σε πόσο χρόνο θα συγκρουστούν;  
(β) Αν οι δύο πλανήτες έχουν διαφορετικές µάζες m1,m2  και διαφορετικές µη παράλληλες 
ταχύτητες  

v1,
v2  να υπολογιστεί η ταχύτητα του κέντρου µάζας τους. 

(γ) Τι τιµή πρέπει να έχει η στροφορµή στο σύστηµα του κέντρου µάζας τους, ώστε να είναι 
δυνατόν να συγκρουστούν οι δύο πλανήτες; Στην περίπτωση αυτή περιγράψτε πώς κινούνται οι 
δύο πλανήτες στο σύστηµα του κέντρου µάζας τους. 
(δ) Αν συγκρουστούν σε πόσο χρόνο θα συγκρουστούν; 
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 Θέµα 3 (25 µονάδες) 
Σε ένα περίεργο ηλιακό σύστηµα η βαρυτική έλξη από τον Ήλιο σε έναν πλανήτη, στο τροχιακό 
επίπεδο, είναι παντού µηδενική εκτός από τις γωνιακές θέσεις θ = π / 4,3π / 4, 5π / 4,7π / 4 , από 
τις οποίες όταν περάσει ο πλανήτης υφίσταται µια στιγµιαία ώθηση µε κατεύθυνση προς τον Ήλιο 
και µέτρου  mu0 , όπου  η µάζα του πλανήτη και u0  κάποια σταθερά µε διαστάσεις ταχύτητας 
που σχετίζεται µε το κεντρικό σώµα. Η µάζα του Ήλιου θεωρείται τόσο µεγάλη σε σχέση µε τον 
πλανήτη, ώστε ο Ήλιος να θεωρείται ακλόνητος. 
(α) Διατηρείται η στροφορµή ενός πλανήτη που κινείται υπό την επίδραση αυτής της δύναµης; 
Δικαιολογήστε την απάντησή σας. 

συνεχίζεται… 
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(β) Ένας πλανήτης κινείται σε τετράγωνη τροχιά µε κέντρο του τετραγώνου το κεντρικό σώµα. 
Ποια η ταχύτητα του πλανήτη και τι διεύθυνση έχουν οι πλευρές του τετραγώνου; Είναι 
καθορισµένο το µέγεθος της τροχιάς αυτής; 
(γ) Δείξτε ότι η ταχύτητα διαφυγής για ένα σώµα που βρίσκεται αρχικά στη θέση (0,α) και κινείται 
κατά τη θετική φορά του άξονα x είναι 2 u0 . (Το κεντρικό σώµα βρίσκεται στην αρχή των 
αξόνων και η γωνία θ µετριέται από τον άξονα x.) 
(δ) Εξαρτάται η ταχύτητα διαφυγής από την κατεύθυνση κίνησης του σώµατος; [Υπ: 
Κατασκευάστε το διανυσµατικό διάγραµµα των ορµών σε κάθε «πέρασµα» του σώµατος από τις 
πολικές γωνίες π/4,3π/4,5π/4,7π/4.] 
(ε) Είναι αυτή η δύναµη συντηρητική; Δικαιολογήστε την απάντησή σας. 
 
 
Θέµα 4 (25 µονάδες) 
(α) Στο εσωτερικό ενός σφαιρικού πλανήτη, αποτελούµενου από ρευστό σταθερής πυκνότητας, 
δηµιουργείται ένας µικρός σβώλος µε πυκνότητα το 1/4 της πυκνότητας του ρευστού του πλανήτη. 
Υπολογίστε την άνωση που θα δέχεται ο σβώλος αυτός, στηριζόµενος στην αρχή του Αρχιµήδη 
σύµφωνα µε την οποία η άνωση σε ένα βυθισµένο σώµα είναι ίση µε το βάρος που θα είχε ίσος 
όγκος ρευστού αν τοποθετούνταν στην ίδια θέση. 
(β) Από την έκφραση για την άνωση σα συνάρτηση της ακτινικής θέσης του σβώλου µέσα στον 
πλανήτη υπολογίστε σε πόσο χρόνο θα φτάσει ο σβώλος στην επιφάνεια του πλανήτη, αν 
ξεκινήσει ακίνητος από τη θέση R / 2 , όπου R  η ακτίνα του πλανήτη. Δίδονται το G , και η 
πυκνότητα του ρευστού  καθώς και ότι cosh−1 2 = ln(2 + 3) = 1.317 . 
 
 
 

Απαντήστε και στα 4 θέµατα. Καλή σας επιτυχία. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ – ΛΥΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ 1 
(α) Η δυναµική ενέργεια στην τυχαία θέση του εκκρεµούς που σχηµατίζει γωνία θ µε την 
κατακόρυφο, είναι 

 

ενώ η κινητική του ενέργεια είναι . Το άθροισµα των δύο αυτών ενεργειών διατηρείται. 

(β) Για µικρές γωνίες θ η δυναµική ενέργεια είναι 

 

(γ) Αν αγνοήσει κανείς τη σταθερή ποσότητα –mgR στη δυναµική ενέργεια η οποία δεν έχει 
κάποια φυσική σηµασία η ολική ενέργεια του εκκρεµούς είναι 

 

Μια απλή σύγκριση µε την ενέργεια του αρµονικού ταλαντωτή  δείχνει ότι η 

συχνότητα του εκκρεµούς είναι . 

(δ) Όταν   η συχνότητα τείνει σε αυτήν ενός κοινού εκκρεµούς  ενώ για  

τείνει στο . 
 
 
ΘΕΜΑ 2 
(α) Στο σύστηµα του ΚΜ οι δύο πλανήτες είναι αρχικά ακίνητοι. Εποµένως ζητούµε τον χρόνο 
δύο ακίνητοι πλανήτες σε απόσταση d να συγκρουστούν κινούµενοι εξαιτίας της βαρυτικής τους 
έλξης. Λόγω συµµετρίας του προβλήµατος και οι δύο θα κινούνται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο 
οπότε 

 

(β) Το ΚΜ κινείται µε ταχύτητα . 

(γ) Αν η στροφορµή στο ΚΜ δεν είναι µηδενική αυτό σηµαίνει ότι οι δύο πλανήτες θα διαγράφουν 
ίδιες κωνικές τοµές ως προς αυτό. Για να συγκρουστούν θα πρέπει η στροφορµή να είναι µηδέν. 
Και πάλι όµως χρειάζεται άλλη µια συνθήκη: η ενέργεια στο σύστηµα ΚΜ να είναι αρνητική. 
Δηλαδή: 
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  (1)  . Η σχετική ταχύτητα θα 
πρέπει να έχει τη διεύθυνση που συνδέει τους δύο πλανήτες. 

(2)  

(δ) Εκµεταλλευόµενοι τη διατήρηση της ενέργειας στο σύστηµα του ΚΜ µπορούµε να βρούµε το 
χρόνο σύγκρουσης. Συγκεκριµένα  

 

όπου Μ=m1+m2,  και u0 η αρχική σχετική ταχύτητα. Το ολοκλήρωµα υπολογίζεται από 
τον δοσµένο γενικό τύπο. Τα παραπάνω αναφέρονται στην περίπτωση που αρχικά τα δύο σώµατα 
πλησίαζαν το ένα το άλλο, οπότε η ταχύτητα δίνεται από το αρνητικό πρόσηµο. Αν αρχικά τα 
σώµατα αποµακρύνονταν το ένα από το άλλο το αποτέλεσµα θα δινόταν από δύο τέτοια 
ολοκληρώµατα, ένα από d µέχρι εκείνη την απόσταση που θα µηδενιζόταν η ταχύτητα που δεν 
είναι άλλη από τη ρίζα µηδενισµού της υπόρριζης ποσότητας αλλά µε σύν πρόσηµο λόγω θετικής 
ταχύτητας, και ένα από αυτή την απόσταση µέχρι το µηδέν. 
 
ΘΕΜΑ 3 
(α) Η δύναµη είναι κεντρική αφού η ώθησή της κατευθύνεται προς το κέντρο και εποµένως η 
στροφορµή διατηρείται. 
(β) Ενόσω ο πλανήτης δεν περνά από τις επίµαχες γωνίες κινείται οµαλά και ευθύγραµµα. 
Εποµένως θέλουµε όταν διασχίσει τις γωνίες αυτές εξαιτίας της ώθησης που θα δεχθεί να στρίψει 
το διάνυσµα της ορµής του κατά π/2. Με απλή γεωµετρία είναι εύκολο να δούµε ότι αυτό µπορεί 
να επιτευχθεί (βλ. σχήµα αριστερά) µόνο αν η τετράγωνη τροχιά του είναι κεντραρισµένη στην 
αρχή των αξόνων, οι πλευρές του τετραγώνου παράλληλες µε τους άξονες x,y και η ταχύτητα 
κίνησης επί της τροχιάς u0/ . Σε αντίθετη περίπτωση δεν είναι δυνατόν ούτε καν να 
κατασκευαστεί τετράγωνο  (βλ. σχήµα δεξιά). 
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Το µέγεθος της τροχιάς ωστόσο δεν καθορίζεται αφού αρκεί η κίνηση µε την ανωτέρω ταχύτητα 
παράλληλα σε κάποιον από τους άξονες x,y για να σχηµατιστεί η εν λόγω τετράγωνη τροχιά. 
(γ) Η ταχύτητα διαφυγής είναι τέτοια ώστε όταν περάσει από τη γωνία π/4 να στρίψει έτσι ώστε να 
κινηθεί στη συνέχεια παράλληλα µε τη γωνία 3π/4 και εποµένως να καταλήξει στο άπειρο χωρίς 
να υποστεί άλλη µεταβολή. Εποµένως η αρχική ορµή η τελική ορµή και η ώθηση πρέπει να 
σχηµατίζουν ένα ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο. Η αρχική ορµή (υποτείνουσα) πρέπει λοιπόν να 
είναι  φορές µεγαλύτερη από την ώθηση.  Το γιατί µικρότερη από αυτή την ταχύτητα οδηγεί 
σε κλειστές τροχιές θα φανεί από την ακόλουθη ανάλυση. 
(δ) Ας κατασκευάσουµε το διάγραµµα των ορµών κάθε φορά που το σώµα διασχίζει µια από τις 
επίµαχες διευθύνσεις. Η αρχική ορµή είναι το ασύµµετρο διάνυσµα, τα ανύσµατα που 

σχηµατίζουν τετράγωνο είναι οι ωθήσεις και οι άλλες τρεις γραµµές 
παριστάνουν τις διευθύνσεις κίνησης µετά από κάθε µεταβολή ορµής. Είναι 
εύκολο να δει κανείς πως προκειµένου να ολοκληρωθεί µια κλειστή τροχιά θα 
πρέπει η αρχή του ανύσµατος της αρχικής ορµής να βρίσκεται εντός του 
τετραγώνου των ωθήσεων. Για παράδειγµα η διεύθυνση κίνησης στο σχήµα 
µετά την πρώτη µεταβολή της ορµής είναι τέτοια ώστε ποτέ ο πλανήτης δεν θα 
διασχίσει την επόµενη επίµαχη διεύθυνση 3π/4. Η κλειστότητα της τροχιάς 
στην πρώτη περίπτωση µπορεί να δειχθεί µε γεωµετρικά επιχειρήµατα. Έτσι η 
ταχύτητα διαφυγής, η αρχική ταχύτητα που έχει ως αρχή 
κάποιο σηµείο του τετραγώνου, έχει διαφορετικό µέτρο 

για κάθε αρχική διεύθυνση. 
(ε) Αν και η συµβολή όλων των ωθήσεων είναι µηδενική και εποµένως σε 
κλειστές τροχιές που περικλείουν την αρχή των αξόνων το έργο των 
ωθήσεων είναι µηδενικό το πεδίο των δυνάµεων δεν είναι συντηρητικό αφού 
αν διαγράψω µια κλειστή τροχιά που διαπερνά µια επίµαχη διεύθυνση δύο 
φορές όπως στο σχήµα θα κερδίζω συνεχώς ενέργεια. 
 
ΘΕΜΑ 4 
(α) Η ένταση της βαρύτητας στο εσωτερικό ενός οµογενούς πλανήτη είναι  

. 

Έτσι η συνολική δύναµη που θα δέχεται ο σβώλος είναι  

. 

Η άνωση αποτελεί τον δεύτερο όρο σε αυτή τη δύναµη. 
(β) Η εξίσωση της κίνησης είναι  

. Πρόκειται για εξίσωση αντιταλαντωτή (προσέξτε το 

πρόσηµο) µε λύση . Από το δεδοµένο της άσκησης χρειάζεται χρόνος 

 προκειµένου η ακτίνα να διπλασιαστεί. 


