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Απαντ�ηστε και στα 10 ισοδ�υναµα ερωτ�ηµατα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις εκτιµ£ωνται
ιδιαιτ�ερως.

1. �Ενας δορυφ�ορος εκτοξε�υεται απ�ο απ�οσταση ��� απ�ο το κ�εντρο εν�ος σφαιρικο�υ πλαν�ητη
µ�αζας

�
µε αρχικ�η ταχ�υτητα � � κ�αθετα στην ακτ�ινα που τον συνδ�εει µε το κ�εντρο του πλαν�ητη.

Ποια ε�ιναι η συνθ�ηκη για να µην συγκρουστε�ι ο δορυφ�ορος στην επιφ�ανεια του πλαν�ητη αν η
ακτ�ινα του πλαν�ητη ε�ιναι � ; [Θεωρ�ηστε το δορυφ�ορο ως σηµειακ�η µ�αζα πολ�υ µικρ�οτερη απ�ο
τη µ�αζα του πλαν�ητη.]

2. ∆�υο µ�αζες ���
	��
� κινο�υµενες ελε�υθερα σε µια ευθε�ια µε ταχ�υτητες ���
	���� συγκρο�υονται. Π£ως
θα πρ�επει να κινο�υνται µετ�α τη σ�υγκρουση αν η απ£ωλεια εν�εργειας εξαιτ�ιας της σ�υγκρουσης ε�ι-
ναι η µ�εγιστη δυνατ�η ; [∆£ωστε απ�οδειξη.] [Υπ : �Ισως σας βοηθ�ησει να επεξεργαστε�ιτε το πρ�ο-
1ληµα στο σ�υστηµα του κ�εντρου µ�αζας.]

3. Το �οριο θρα�υσης του ν�ηµατος εν�ος εκκρεµο�υς που αποτελε�ιται απ�ο α1αρ�ες ν�ηµα και σηµει-
ακ�η µ�αζα � ε�ιναι ����� . Αφο�υ βρε�ιτε σε ποια θ�εση του εκκρεµο�υς ε�ιναι πιο επικ�ινδυνο να σπ�α-
σει το ν�ηµα, καθ£ως αυτ�ο ταλαντ£ωνεται, υπολογ�ιστε το µ�εγιστο πλ�ατος αι£ωρησης του εκκρεµο�υς
(δηλαδ�η τη µ�εγιστη γων�ια � � του εκκρεµο�υς µε την κατακ�ορυφη.) ;
4. Σε �εναν µονοδι�αστατο αρµονικ�ο ταλαντωτ�η δ�ιχως τρι1�ες, µ�αζας � και ιδιοσυχν�οτητας � �

,

ασκε�ιται δ�υναµη της µορφ�ης � ��������� � � � ! τη στιγµ�η �#"%$ που αυτ�ος ε�ιναι ακ�ινητος στη θ�εση
ισορροπ�ιας του. Σε π�οσο χρ�ονο θα σπ�ασει το ελατ�ηριο αν το �οριο θρα�υσης του ε�ιναι &(')� �+*�,

;

5. Μια σφαιρικ�η µ�αζα �
- βρ�ισκεται ακ�ινητη σε µεγ�αλη απ�οσταση . απ�ο µια δε�υτερη επ�ισης
ακ�ινητη σφαιρικ�η µ�αζα �0/ . Τι απ�οσταση θα διαν�υσει η �
- µ�εχρι να συγκρουστε�ι εξαιτ�ιας της
αµοι1α�ιας βαρυτικ�ης �ελξης της µε την 1 ; (Θεωρ�ηστε αµελητ�εες τις διαστ�ασεις των δ�υο σφαι-
ρικ£ων µαζ£ων.) Εξαρτ�αται το τελικ�ο αποτ�ελεσµα απ�ο το 2 της βαρ�υτητας ; [Υπ : Σκεφτε�ιται τη
θ�εση του κ�εντρου µ�αζας σε σχ�εση µε το σηµε�ιο της σ�υγκρουσης.]

6. �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας � βρ�ισκεται στο ακ�ολουθο πεδ�ιο δ�υναµης :3� " � 4�5��687:9�(;=< 3� 	
�οπου

3� το δι�ανυσµα θ�εσης του σωµατιδ�ιου και ��"?> 3��>
. Αν αρχικ�α το σωµατ�ιδιο βληθε�ι απ�ο τη

θ�εση �@"A����" 9 * 5 µε ταχ�υτητα � ��":B �DC EFCGIH κ�αθετα στο δι�ανυσµα θ�εσης του, βρε�ιτε το ενεργ�ο
δυναµικ�ο στις περιπτ£ωσεις (

5KJ $ 	 9 J $
) και (

5KL $ 	 9 L $
), σχεδι�αστε το και ελ�εγξτε αν το

σωµατ�ιδιο θα καταφ�ερει να διαφ�υγει στο �απειρο �η �οχι.
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7. �Εστω µια ακολουθ�ια απ�ο οµ�οκεντρους πολ�υ λεπτο�υς σφαιρικο�υς φλοιο�υς µε αντ�ιστοιχες
ακτ�ινες � � "M��� 	 � � " � ��� 	 � 6 "ONP��� 	�Q�Q�Q�	 ��RS"MTU��� και µ�αζες ��� " � 	��
� "MN � 	��
6 "& � 	�Q�Q�Q�	�� RV"W� � TYX[Z(! �

. Σχεδι�αστε το δι�αγραµµα της βαρυτικ�ης δ�υναµης που θα δεχ�οταν �ενα
υποθετικ�ο σωµατ�ιδιο µ�αζας � ως συν�αρτηση της απ�οστασ�ης του απ�ο το κ�εντρο �ολων των σφαι-
ρ£ων σηµει£ωνοντας την τιµ�η της δ�υναµης ακρι1£ως �εξω απ�ο κ�αθε φλοι�ο. Π�εφτοντας στο δι�αστηµα
µεταξ�υ ποιων διαδοχικ£ων φλοι£ων αυξ�ανεται περισσ�οτερο η κινητικ�η εν�εργεια του σωµατιδ�ιου ;
[∆�ιδεται �οτι Z 7 N 7 & 7 Q�Q�Q 7 � � T
X\Z(!]"KT �

.]

8. �Ενα σωµατ�ιδιο κινε�ιται σε �ενα µονοδι�αστατο πηγ�αδι δυναµικο�υ της µορφ�ης ^U� �`_U!
. Το δυ-

ναµικ�ο ε�ιναι τ�ετοιο £ωστε ^U� �`_ � !a" ^U� �`_ � ! και ^U� �`_U! L ^U� �`_ � ! για ολ�οκληρο το δι�αστηµα _ � L_ L _ � . �Εστω �οτι το σωµατ�ιδιο ξεκιν�αει την κ�ινησ�η του απ�ο το σηµε�ιο _ � µε αρχικ�η ταχ�υτητα 0.
Γρ�αψτε το ολοκλ�ηρωµα που δ�ινει την περ�ιοδο ταλ�αντωσης του σωµατιδ�ιου στο εν λ�ογω δυνα-
µικ�ο. Αν αντικαθιστο�υσαµε το δυναµικ�ο ^U� �`_U! µε �ενα �αλλο ^b� �`_U!c" ^U� �`_ � ! 7 ,�� ^U� �`_U!dX ^U� �`_ � ! !
και το σωµατ�ιδιο ξεκινο�υσε απ�ο το �ιδιο σηµε�ιο _ � µε ταχ�υτητα 0 και π�αλι, π�οσο µεγαλ�υτερη �η
µικρ�οτερη θα �ηταν η περ�ιοδος στο ν�εο πηγ�αδι δυναµικο�υ ;

9. Μια οριζ�οντια λε�ια πλατφ�ορµα κινε�ιται οριζ�οντια (στο επ�ιεπδο _VXfe
) µε επιτ�αχυνση

35 " 5dg_
ως προς �ενα αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�ας, �οπου

5
µια θετικ�η σταθερ�α και

g_ το µοναδια�ιο
δι�ανυσµα στον �αξονα _

. �Ενα σ£ωµα, το οπο�ιο µπορε�ι να ολισθα�ινει επ�ανω στην πλατφ�ορµα
χωρ�ις τρι1�ες, εκτοξε�υεται οριζ�οντια απ�ο �ενα σηµε�ιο �`_�� 	 eP�+! της πλατφ�ορµας µε κατε�υθυνση h $�i
ως προς τη θετικ�η φορ�α του �αξονα _ και µε ταχ�υτητα � � ως προς την πλατφ�ορµα. Υπολογ�ιστε
τη µακριν�οτερη _

-απ�οσταση (τη µ�εγιστη θετικ�η τιµ�η του _
Xj_��
) που θα διαν�υσει το σωµατ�ιδιο

π�ανω στην πλατφ�ορµα.

10. Η ταχ�υτητα εν�ος σωµατιδ�ιου µ�αζας � , που κινε�ιται επ�ι εν�ος επιπ�εδου, ε�ιναι σε πολικ�ες
συντεταγµ�ενες �k� 	+l !

: 3� " ^ �(� g�d����� l X gl � mon l ! 	
�οπου ^ � κ�αποια σταθερ�α. Υπολογ�ιστε τη δ�υναµη που ασκε�ιται στο σωµατ�ιδιο και περιγρ�αψτε
την κ�ινηση αυτο�υ.

Καλ�η επιτυχ�ια
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Λ¶σεις

1. Η οριακ�η συνθ�ηκη για να συγκρουστε�ι ε�ιναι να διαγρ�αψει µια �ελλειψη µε απ£ωτερο σηµε�ιο το
αρχικ�ο και κοντιν�οτερο την επιφ�ανεια του πλαν�ητη σε �ενα σηµε�ιο αντιδιαµετρικ�ο απ�ο το αρχικ�ο.
Απ�ο διατ�ηρηση εν�εργειας Z� � �� X 2 ���� " Z� ^ � X 2 ��
και απ�ο διατ�ηρηση στροφορµ�ης ��� � �p" ^V�aQ
Λ�υνοντας το σ�υστηµα βρ�ισκουµεZ� � �� 4 ZqX � ��� ��< " 2 ����%r ZqX ����fs
δηλαδ�η � �� " �P2 ���� �� 7 ��� Q
Αν η ταχ�υτητα ε�ιναι µεγαλ�υτερη απ�ο αυτ�η τ�οτε δεν θα συγκρουστε�ι.

2. Ισχ�υει �οτι tqu v RV" Z� �
ολ ^ �w]x 7 t w]xu v R

µε την πρ£ωτη να εκφρ�αζει την ολικ�η κινητικ�η εν�εργεια στο εργαστ�ηριο και την τελευτα�ια στο
σ�υστηµα κ�εντρου µ�αζας. Ο ενδι�αµεσος �ορος αποτελε�ιται απ�ο διατηρο�υµενες ποσ�οτητες και δεν
µπορε�ι να µετα1ληθε�ι. �Ετσι τη µεγαλ�υτερη µετα1ολ�η στην κινητικ�η εν�εργεια θα �εχουµε αν απω-
λεσθε�ι �ολη η εν�εργεια στο σ�υστηµα ΚΜ, δηλαδ�η αν στο σ�υστηµα ΚΜ οι µ�αζες ε�ιναι ακ�ινητες,
δηλαδ�η αν δηµιουργηθε�ι συσσωµ�ατωµα (πλαστικ�η κρο�υση).
Στις σηµει£ωσεις υπ�αρχει µια κοµψ�η γραφικ�η απ�οδειξη.

3. Στο χαµηλ�οτερο σηµε�ιο το εκκρεµ�ες τρ�εχει µε τη µεγαλ�υτερη ταχ�υτητα και εποµ�ενως εκε�ι
αναπτ�υσσεται η µ�εγιστη κεντροµ�ολος.��� "zy|{)}I~�X ��� " � u " �
� � *P� Q
Απ�ο διατ�ηρηση εν�εργειας��� ����Z�X������ � �
!�" �
� � * �Y��� � *P��" �(� ��ZpX������ � �
! Q
Συνδυ�αζοντας τα δ�υο παραπ�ανωZ�" � ��ZqX������ � �
! � ����� � �p"�Z(* �Y��� ��" h $ i Q
4. Η εξ�ισωση κ�ινησης ε�ιναι �_ 7 � �� _0" � �� �����(� � � � !
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µε γενικ�η λ�υση _��`� !�" � ������ � ��� mon)� � � � ! 7�� � mon�� � ��� ! 7�� �����(� � � � ! Q
Ε�ιναι ε�υκολο να δε�ιξει κανε�ις �οτι η ειδικ�η λ�υση (1ος �ορος) ικανοποιε�ι τις αρχ. συνθ�ηκες οπ�οτε� " � "�$

. Η δ�υναµη του ελατηρ�ιου ε�ιναι � _��`� !c" ��� �� _��`� !
. Εποµ�ενως ζητο�υµε την µικρ�οτερη

λ�υση της εξ�ισωσης e�� monqe�"�Z�$ ' *�,V" &(' * � " �(' 7 ' * �
Προφαν£ως η λ�υση ε�ιναι e�" � ����" &(' * � , δηλαδ�η µετ�α απ�ο ακρι1£ως ��"W� &(' ! *�� ��� �+!

.

5. Το κ�εντρο µ�αζας ε�ιναι και θα παραµε�ινει ακ�ινητο. Αρχικ�α βρισκ�οταν σε απ�οσταση .��0/ *�� �
- 7�0/ ! απ�ο την Α. Εποµ�ενως ακρι1£ως αυτ�η την απ�οσταση θα διαν�υσει η � µ�εχρι τη σ�υγκρουση.
Το αποτ�ελεσµα δεν εξαρτ�αται απ�ο το ε�ιδος της ελκτικ�ης δ�υναµης και εποµ�ενως απ�ο το 2 .

6. ^b���+� " ^ �k��! 7 � ���� ��� Q
Για τη δοσµ�ενη δ�υναµη ^ �k��!]"�X@� � �k��!���� " � 4�5� 7 9� ����<
εν£ω � " �
� �D���p" �¢¡ � > 9 > . ´Ετσι ^b���+� " � 4�5� 7 > 9 >����< Q
Αν

5 	 9 J $ το δυναµικ�ο ε�ιναι γνησ�ιως φθ�ινον και το σωµατ�ιδιο αναγκαστικ�α θα φ�υγει στο �απειρο.
Αν

5 	 9 L $ το δυναµικ�ο θα παρουσι�αζει ελ�αχιστο αφο�υ για �f£¥¤
, ^ £¦$=§ εν£ω για �f£¨$

,^ £:¤
. Η τιµ�η του δυναµικο�υ αρχικ�α ε�ιναι ^b���+� �k���+!�"�$ εποµ�ενως και σε αυτ�η την περ�ιπτωση

θα π�αει στο �απειρο αλλ�α οριακ�α.

7. Η δ�υναµη µεταξ�υ του © -οστο�υ και του � © 7 Z(!
-οστο�υ φλοιο�υ οφε�ιλεται µ�ονο στους © εσωτερι-

κο�υς αφο�υ οι εξωτερικο�ι δεν συνεισφ�ερουν βαρυτικ�α. �Ετσι� � © ��� L � L � © 7 Z(!����+!�"�X 2�ª vuD« � � u ���� "�X 2 � � ��Z 7 N 7 Q�Q�Q 7 � ��© X¬Z(! !��� "�X 2 � © � ���� Q
Εποµ�ενως � �k�P­v !�"�X 2 � © � �© �D� �� "�X 2 � �� ��
δηλαδ�η �ιδια στην επιφ�ανεια κ�αθε φλοιο�υ. Ηµετα1ολ�η της κινητικ�ης εν�εργειας ε�ιναι αν�αλογη του
�εργου της δ�υναµης. �Οσο πιο �εξω βρ�ισκεται το σωµατ�ιδιο τ�οσο λιγ�οτερο “π�εφτει” η δ�υναµη µε
την απ�οσταση απ�ο τον �ενα φλοι�ο στον επ�οµενο. Εποµ�ενως η µ�εγιστη µετα1ολ�η κινητικ�ης εν�ερ-
γειας (εµ1αδ�ο κ�ατω απ�ο το δι�αγραµµα της δ�υναµης) θα ε�ιναι µεταξ�υ των δ�υο εξ£ωτερων φλοι£ων.

8. yz" � �j®
¯®�° ��_� " � �j®
¯®�° ��_¡ � � * � !�� t X ^U� �`_U! ! " � �j®
¯®�° ��_¡ � � * � !�� ^U� �`_ � !�X ^U� �`_U! ! Q
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Για το ^b� ισχ�υει �οτι ^b� �`_ � !V" ^b� �`_ � !V" ^U� �`_ � !V" ^U� �`_ � ! . Εποµ�ενως αν ξεκιν�ησει απ�ο το _ � µε
ταχ�υτητα 0 θα φτ�ασει στο _ � π�αλι µε ταχ�υτητα 0 και εποµ�ενως θα εκτελ�εσει ταλ�αντωση µεταξ�υ
των �ιδιων �ακρων. Αν αντικαταστ�ησουµε το ^±� µε ^b� στην περ�ιοδο βρ�ισκουµε �οτι yq²�"Wyq* � για
το δε�υτερο δυναµικ�ο.

9. Λ�ογω επιτ�αχυνσης το σ�υστηµα ε�ιναι ισοδ�υναµο µε τη δρ�αση µιας δ�υναµης
3� "³X � 35 "X � 5dg_

. Το πρ�ο1ληµα ε�ιναι λοιπ�ον αν�αλογο µε µια πλ�αγια βολ�η στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο µε � " 5
.

Το µ�εγιστο “�υψος” _�X¢_�� θα ε�ιναι ´�µ(¶ �`_�X#_��
!]" � �® �� 5 " � ��· 5 Q
10. ¸3� " ^ �(� ¸g������� l X g� ¸l � mon l X ¸gl � mon l X gl ¸¹|º © ����� l !]"»$ Q
Χρησιµοποι�ησαµε τις παραγ£ωγους

¸g�¼" ¸l gl και ¸gl "½X ¸l g�
. Το αποτ�ελεσµα αυτ�ο �ε�ιναι �αµεσο αν

παρατηρ�ησουµε πως το εν λ�ογω δι�ανυσµα ε�ιναι απλ�α ^ � g_ . Εποµ�ενως η δ�υναµη στο σωµατ�ιδιο
ε�ιναι 0 και το σωµατ�ιδιο κινε�ιται παρ�αλληλα µε τον �αξονα _

.
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