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Απαντήστε στα 20 ερωτήµατα που ακολουθούν µε σαφήνεια, ακρί1εια και απλότητα. ΄Ολα τα
ερωτήµατα είναι ισοδύναµα. Καλή σα̋ επιτυχία.

Φανταστείτε ένα ιδιόµορφο ηλιακό σύστηµα στο οποίο το κεντρικό σώµα (ο ΄Ηλιο̋ του) µάζα̋M
είναι ακίνητο στην αρχή των αξόνων και η ιδιόµορφη βαρυτική δυναµική ενέργεια αλληλεπίδραση̋
κάποιου πλανήτη µάζα̋ m µε το εν λόγω κεντρικό σώµα είναι V = 1

2
GmM |~r|2 , όπου ~r είναι το διά-

νυσµα θέση̋ του πλανήτη ω̋ προ̋ το κεντρικό σώµα και G µια θετική σταθερά. Και τα δύο σώµατα,
΄Ηλιο̋ και πλανήτη̋, θεωρούνται σηµειακά.

1. Γράψτε την διανυσµατική εξίσωση κίνηση̋ του πλανήτη.

2. Γράψτε τη στροφορµή του πλανήτη ω̋ προ̋ το κεντρικό σώµα και δείξτε ότι αυτή διατηρείται.

3. Γράψτε την ενέργεια του πλανήτη και δείξτε ότι αυτή διατηρείται.

4. Ο πλανήτη̋ βρίσκεται αρχικά στη θέση ~r = (0, 0, 1) µε ταχύτητα ~v = (0, 0, 1). Σχεδιάστε την
τροχιά αυτού, προσδιορίζοντα̋ τη µέγιστη απόσταση στην οποία θα φθάσει ο πλανήτη̋ και την

περίοδο τη̋ κίνησή̋ του (ο χρόνο̋ µέχρι να επανέλθει στην ίδια αρχική θέση µε την ίδια ταχύ-
τητα). Ο πλανήτη̋ µπορεί να περάσει από τη θέση του ΄Ηλιου (όντα̋ και οι δύο αραιά νέφη)
χωρί̋ να συµ1εί καµία σύγκρουση. [Υπ : Αναλύστε την εξίσωση κίνηση̋ στι̋ καρτεσιανέ̋ συνι-

στώσε̋ τη̋.]

5. Αλλάξτε κατάλληλα την ταχύτητα του προηγούµενου ερωτήµατο̋ ώστε ο πλανήτη̋ να διαγρά-
ψει κυκλική τροχιά γύρω από το κεντρικό σώµα.

Για τα παρακάτω ερωτήµατα (6-10): ο πλανήτη̋ αρχικά βρίσκεται στη θέση ~r = (1, 0, 0) και έχει τα-
χύτητα ~v = (0, 1, 0).

6. Προσδιορίστε τι̋ καρτεσιανέ̋ συντεταγµένε̋ του πλανήτη ανά πάσα στιγµή. [Υπ : Αναλύστε τι̋
εξισώσει̋ κίνηση̋ στου̋ 3 καρτεσιανού̋ άξονε̋.]

7. Σχεδιάστε την τροχιά και προσδιορίστε την περίοδο αυτή̋.

8. Εάν ο πλανήτη̋ µε τι̋ παραπάνω αρχικέ̋ συνθήκε̋ έχει επιπλέον και φορτίο q και υπάρχει ένα
οµογενέ̋ διαπλανητικό ηλεκτρικό πεδίο ~E = E0(1, 0, 0) σε ολόκληρο το χώρο του ηλιακού αυ-
τού συστήµατο̋, προσδιορίστε τι̋ καρτεσιανέ̋ συντεταγµένε̋ του πλανήτη ανά πάσα στιγµή.

9. Θεωρήστε τώρα ότι το ηλεκτρικό πεδίο του προηγούµενου ερωτήµατο̋ είναι χρονεξαρτηµένο

και έχει τη µορφή ~E = E0(1, 0, 0) cos(ωt). Προσδιορίστε τι̋ καρτεσιανέ̋ συντεταγµένε̋ του
πλανήτη ανά πάσα στιγµή, αν ω 6=

√

GM).

10. Λαµ1άνοντα̋ το όριο τη̋ λύση̋ που προέκυψε στο προηγούµενο ερώτηµα όταν, ω →
√

GM ,

προσδιορίστε τι̋ καρτεσιανέ̋ συντεταγµένε̋ του πλανήτη στην περίπτωση που είναι ω =
√

GM .

[∆ίδεται η ταυτότητα cos(φ1) − cos(φ2) = −2 sin((φ1 + φ2)/2) sin((φ1 − φ2)/2).]
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Θεωρήστε τώρα ότι ο πλανήτη̋ έχει φορτίο q, αλλά αντί για το ηλεκτρικό πεδίο υπάρχει ένα σταθερό
οµογενέ̋ µαγνητικό πεδίο ~B σε ολόκληρο το χώρο του ηλιακού συστήµατο̋, οπότε δέχεται επιπλέον
τη̋ βαρυτική̋ µια δύναµη ~FM = q~v × ~B.

11. Είναι η ενέργεια που βρήκατε στο ερώτηµα (3) και πάλι σταθερά τη̋ κίνηση̋ ;

12. ∆είξτε σχηµατίζοντα̋ το εσωτερικό γινόµενο του ~B µε την εξίσωση κίνηση̋ ότι, αν αρχικά η
θέση και η ταχύτητα του πλανήτη είναι κάθετε̋ στο µαγνητικό πεδίο, θα παραµείνουν για πάντα
κάθετε̋.

13. ∆είξτε ότι το ακόλουθο διάνυσµα είναι σταθερό κατά την κίνηση

~A = m~r × ~v +
q ~B|~r|2

2
.

[∆ίδεται η διανυσµατική ταυτότητα ~a × (~b × ~c) = ~b(~a · ~c) − ~c(~a ·~b).]

Επιστρέφουµε στο ιδιόµορφο ηλιακό σύστηµα, θεωρώντα̋ του̋ πλανήτε̋ δίχω̋ φορτίο. Η δύναµη
µεταξύ των πλανητών θεωρείται αµελητέα και έτσι η µόνη δύναµη που ασκείται σε αυτού̋ είναι η

ιδιόµορφη βαρυτική δύναµη από το κεντρικό σώµα.

14. ∆ιατυπώστε τον αντίστοιχο πρώτο νόµο του Κέπλερ σε αυτό το ηλιακό σύστηµα και τονίστε τη

διαφορά µε τον αντίστοιχο νόµο στο δικό µα̋ πραγµατικό ηλιακό σύστηµα.

15. ∆ιατυπώστε τον αντίστοιχο δεύτερο νόµο του Κέπλερ σε αυτό το ηλιακό σύστηµα. Υπάρχει κα-

µία διαφορά από τον αντίστοιχο νόµο στο δικό µα̋ πραγµατικό ηλιακό σύστηµα ; Γιατί ;

16. ∆ιατυπώστε τον αντίστοιχο τρίτο νόµο του Κέπλερ (ποια ποσότητα που αφορά την περίοδο και

την τροχιά του εκάστοτε πλανήτη είναι ίδια για όλου̋ του̋ πλανήτε̋) σε αυτό το ηλιακό σύστηµα
και τονίστε τη διαφορά µε τον αντίστοιχο νόµο στο δικό µα̋ πραγµατικό ηλιακό σύστηµα.

Θα θεωρήσουµε τώρα ότι το κεντρικό σώµα αποτελείται από έναν σφαιρικό φλοιό ακτίνα̋R και απει-
ροστού πάχου̋, µε επιφανειακή πυκνότητα σ = M

4πR2 . Η δυναµική ενέργεια αλληλεπίδραση̋ µεταξύ
σηµειακών µαζών θεωρείται ότι είναι η ιδόµορφη δυναµική ενέργεια που εξετάζουµε εδώ.

17. Ολοκληρώστε τη δυναµική ενέργεια που δίνεται αρχικά µεταξύ µια̋ σηµειακή̋ µάζα̋m και των
απειροστών δακτυλίων του σφαιρικού φλοιού που αποτελούνται από µάζε̋ που ισαπέχουν από

τηνm (λά1ετε τη µάζα του κάθε τέτοιου δακτυλίου ω̋ απειροστή dM και ολοκληρώστε σε ολό-
κληρη τη σφαίρα). Ποια η δυναµική ενέργεια αλληλεπίδραση̋ σφαιρικού φλοιού - σηµειακή̋

µάζα̋ ;

18. Ποια η δύναµη έλξη̋ µεταξύ των δύο ανωτέρω σωµάτων ;

19. Πόση είναι η δύναµη αυτή, αν η m βρίσκεται στο εσωτερικό του σφαιρικού φλοιού ;

20. Με βάση τα ανωτέρω ερωτήµατα εκτιµήστε τη δύναµη έλξη̋ µεταξύ δύο συµπαγών σφαιρών
κατακευασµένων από οµογενέ̋ υλικό.

Καλή σα̋ επιτυχία
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Λύσει̋

1.
~F = −∇V = −GmM~r ⇒ m~̈r = −GmM~r ⇒ ~̈r = −GM~r

2.

~L = m~r × ~v

d~L

dt
= m~r × ~̈r = 0

αφού ~̈r ‖ ~r.

3. Πολλαπλασιάζοντα̋ εσωτερικά την εξίσωση κίνηση̋ µε ~v έχουµε

~̇r · ~̈r = −GM~̇r · ~r ⇒

|fracddt(~̇r)2 = −GM
d

dt
(~r)2 ⇒

d

dt

(

1

2
m~v2 +

1

2
GMm~r2

)

= 0

Η ενέργεια είναι η ποσότητα εντό̋ τη̋ παρένθεση̋.

4. Αναλύοντα̋ την εξίσωση κίνηση̋ σε καρτεσιανέ̋ συντεταγµένε̋ φαίνεται ότι x(t) = y(t) = 0
και

z̈ = −GMz ⇒ z = A cos(
√

GMt) + B sin(
√

GMt)

µε αρχικέ̋ συνθήκε̋ z(0) = 1, ż(0) = 1. ΄Ετσι A = 1, B = 1/
√

GM . Η κίνηση θα είναι ευθύ-

γραµµη αρµονική ταλάντωση µε περίοδο 2π/
√

GM και πλάτο̋
√

A2 + B2 =
√

1 + 1/GM .

5. Θα πρέπει η δύναµη GMm|~r| = GMm να παίζει το ρόλο τη̋ κεντροµόλου mv2/|~r| = mv2,

εποµένω̋ η ταχύτητα θα πρέπει να είναι v =
√

GM και κατεύθυνση κάθετη στην ακτίνα. Θα
µπορούσαµε λοιπόν να επιλέξουµε ~v =

√
GM(1, 0, 0).

6. Οι εξισώσει̋ κίνηση̋ όπω̋ και στο ερώτηµα (4) θα είναι αυτέ̋ αρµονικού ταλαντωτή σε κάθε

άξονα.

7. Με τι̋ δεδοµένε̋ αρχικέ̋ συνθήκε̋ οι κινήσει̋ στου̋ 3 άξονε̋ θα είναι

x(t) = cos(
√

GMt)

y(t) =
1√
GM

sin(
√

GMt)

z(t) = 0

Η τροχιά λοιπόν είναι µια έλλειψη στο επίπεδο x− y η x2 + GMy2 = 1. Η περίοδο̋ τη̋ κίνηση̋
θα είναι T = 2π/

√
GM .

8. Αυτό που αλλάζει τώρα είναι ότι προστίθεται µια σταθερή δύναµη στον άξονα x.

mẍ = −GMmx + qE0

µε λύση

x(t) = A cos(
√

GMt) + B sin(
√

GMt) +
qE0

GMm
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που µε τι̋ δεδοµένε̋ αρχικέ̋ συνθήκε̋ γίνεται

x(t) =

(

1 − qE0

GMm

)

cos(
√

GMt) +
qE0

GMm
.

Αυτή είναι η µόνη συντεταγµένη που θα αλλάξει. Η τροχιά είναι και πάλι έλλειψη µε µετατοπι-
σµένο το κέντρο τη̋ :

(

x − qE0

GMm

1 − qE0

GMm

)2

+ GMy2 = 1

9. Αν υπάρχει χρονοεξάρτηση τότε

mẍ − GMmx + qE0 cos(ωt)

µε λύση

x(t) = A cos(
√

GMt) + B sin(
√

GMt) +
qE0/m

GM − ω2
cos(ωt).

Επι1άλλοντα̋ τι̋ αρχικέ̋ συνθήκε̋ για το x έχουµε

x(t) = (1 − qE0/m

GM − ω2
) cos(

√
GMt) +

qE0/m

GM − ω2
) cos(ωt)

Η κίνηση στο x είναι ένα διακρότηµα.

10. Μαζεύοντα̋ του̋ συνιµητονικού̋ όρου̋ µε τον ίδιο πολλ/στικό παράγοντα έχουµε

x(t) = cos(
√

GMt) +
qE0/m

GM − ω2
(cos(ωt) − cos(

√
GMt))

= cos(
√

GMt) +
qE0/m

(
√

GM − ω)(
√

GM + ω)
(−2) sin(

ω +
√

GM

2
t) sin(

ω −
√

GM

2
t)

που στο όριο ω →
√

GM γίνεται

x(t) = cos(
√

GMt) +
qE0/m

2
√

GM
t sin(

√
GMt)

11. Ναι γιατί η µαγνητική δύναµη δεν παράγει έργο όντα̋ κάθετη στην κίνηση. Αυτό µπορεί να επα-
ληθευτεί άµεσα χρησιµοποιώντα̋ την καινούργια δύναµη στην απόδειξη διατήρηση̋ τη̋ ενέρ-

γεια̋ του ερωτήµατο̋ (3).

12. Το εσωτερικό γινόµενο τη̋ µαγνητική̋ δύναµη̋ µε το µαγνητικό πεδίο είναι 0 οπότε

d

dt
(~r · ~B) = −GM(~r · ~B)

που αποτελεί εξίσωση αρµονικού ταλαντωτή για την ποσότητα χ = (~r · ~B). Αν η ποσότητα αυτή

είναι αρχικά 0 και έχει ταχύτητα χ̇ = (~v · ~B) = 0 θα παραµείνει για πάντα 0. Εποµένω̋ συνεχώ̋

το σωµατίδιο θα κινείται στο επίπεδο το κάθετο στο ~B.

13.

~̇A = m~r × ~̈r + q ~B(~r · ~v)

= ~r × (−GM~r + q(~v) × ~B) + q ~B(~r · ~v)

q((~r · ~B)~v − (~r · ~v) ~B) + q ~B(~r · ~v)

= q(~r · ~B)~v = 0

αφού ~r ⊥ ~B.
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14. ΄Οπω̋ βρήκαµε στα ερωτήµατα (4,6) η τροχιά είναι έλλειψη µε τον ΄Ηλιο στο κέντρο αντί στην

µία εστία αυτή̋.

15. Η στροφορµή διατηρείται (ερώτηµα (2)) οπότε ο 2ο̋ νόµο̋ του Κέπλερ παραµένει ο ίδιο̋. Ο λό-

γο̋ είναι ότι η δύναµη είναι και πάλι κεντρική (απ όπου πηγάζει η διατήρηση τη̋ στροφορµή̋).

16. Ηπερίοδο̋ όλων των πλανητών είναι 2π/
√

GM και ανεξάρτητη από την εκάστοτε τροχιά αυτού.

17. Αν ο σηµειακό̋ πλανήτη̋ βρίσκεται σε απόσταση a από το κέντρο του σφαιρικού φλοιού τότε
κάθε δακτύλιο̋ του φλοιού σε γωνιακή θέση θ ω̋ προ̋ τον άξονα που ενώνει τα κέντρα φλοιού
- πλανήτη θα απέχει από τον πλανήτη απόσταση

a2 + R2 − 2aR cos θ

εποµένω̋ η συνεισφορά του στη δυν. ενέργεια αλληλεπίδραση̋ είναι

dV =
1

2
GdMm(a2 + R2 − 2aR cos θ).

Επίση̋

dM = σ2π(R sin θ)(Rdθ)

αφού ο κάθε δακτύλιο̋ έχει ακτίνα R sin θ και πλάτο̋ Rdθ. ΄Ετσι ολοκληρώνοντα̋ έχουµε

V =

∫

dV =

∫ π

0

1

2
GσR22π sin θdθm(a2 + R2 − 2aR cos θ) = 2GσπmR2(a2 + R2)

αφού ο όρο̋ µε το sin θ cos θ έχει µηδενικό ολοκλήρωµα. Τέλο̋ αντικαθιστώντα̋ M = σ4πR2

καταλήγουµε στο

V (a) = GMm
1

2
(a2 + R2).

18. Ησταθερά τιµήGMm1

2
R2 δεν έχει κανένα φυσικό νόηµα αφού δεν έχει εξάρτηση από το a. ΄Ετσι

~F = −∇~aV = −GMm~a

που έχει την ίδια µορφή όπω̋ και στα αρχικά ερωτήµατα µε σηµειακό ΄Ηλιο.

19. Τοπροηγούµενο αποτέλεσµα δεν διαφοροποιείται καθόλου αν ο πλανήτη̋ βρίσκεται µέσα ή έξω
από το φλοιό.

20. Αν προσθέσω τι̋ δυνάµει̋ από πολλού̋ φλοιού̋ που απαρτίζουν µια οµογενή σφαίρα θα έχω
τη̋ ίδια̋ µορφή̋ συνολική δύναµη έλξη̋ σε σηµειακό πλανήτη.

~F = −∇~aV = −GMm~a

Εποµένω̋ κάθε σφαιρικό σώµα δρα σαν όλη του η µάζα να είναι συγκεντρωµένη στο κέντρο του.
Από τον τρίτο όµω̋ νόµο του Νεύτωνα η δύναµη που ασκεί η σφαίρα στο σηµειακό πλανήτη

είναι ίδια µε τη δύναµη του σηµειακού πλανήτη στη σφαίρα. ΄Οµω̋ όπω̋ είδαµε είτε ο πλανήτη̋
είναι σηµειακό̋ είτε σφαίρα η επίδρασή του στα άλλα σώµατα είναι η ίδια.

Μάλιστα στο ιδιόµορφο αυτό βαρυτικό κόσµο η έλξη των σωµάτων δεν αλλάζει µορφή ακόµη
και αν εισχωρήσει το ένα µέσα στο άλλο διατηρώντα̋ τη σφαιρικότητά του̋ !
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