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Απαντ�ηστε στα 3 απ�ο τα 4 Θ�εµατα µε σαφ�ηνεια και απλ�οτητα. Οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις
εκτιµ£ωνται ιδιαιτ�ερως. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

ΘΕΜΑ Α �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται σε µονοδι�αστατο δυναµικ�ο της µορφ�ης �������	��

����� �
�οπου

�
κ�αποιος θετικ�ος αριθµ�ος και � κ�αποιος φυσικ�ος αριθµ�ος (1,2, .. .).

1. Να βρεθο�υν τα �ορια κ�ινησης του σωµατιδ�ιου, δεδοµ�ενης της εν�εργει�ας του.

2. Να υπολογιστε�ι η εξ�αρτηση της περι�οδου απ�ο την εν�εργεια. (∆εν χρει�αζεται να υπολογ�ισετε το
ολοκλ�ηρωµα που δ�ινει την περ�ιοδο).

3. Για ποια τιµ�η του � η ταλ�αντωση ε�ιναι ισ�οχρονη (ανεξ�αρτητη της εν�εργειας) ;
4. Σχεδι�αστε τις καµπ�υλες κ�ινησης στο χ£ωρο των φ�ασεων για κ�αποια τιµ�η του � , και υπολογ�ιστε
τα σηµε�ια τοµ�ης της καµπ�υλης µε τους �αξονες

�
και �� .

5. ∆�ιδεται �οτι �ενα τ�ετοιο κλειστ�ο χωρ�ιο �εχει εµ1αδ�ον αν�αλογο του µ�ηκους του (δι�ασταση χωρ�ιου
κατ�α µ�ηκους του

�
) επ�ι του πλ�ατους του (δι�ασταση χωρ�ιου κατ�α µ�ηκους του �� ). (Ο συντελεστ�ης

αναλογ�ιας αν και εξαρτ�αται απ�ο την ακρι1�η µορφ�η της καµπ�υλης, δεν ε�ιναι �αλλος απ�ο �εναν
απλ�ο αριθµητικ�ο παρ�αγοντα.) Τ£ωρα υπολογ�ιστε την περ�ιοδο της ταλ�αντωσης παραγωγ�ιζοντας
το εµ1αδ�ον του χωρ�ιου ως προς την εν�εργεια για να ξανακαταλ�ηξετε στο αποτ�ελεσµα του ερω-
τ�ηµατος (2).

ΘΕΜΑ Β

1. Υπολογ�ιστε το βαρυτικ�ο δυναµικ�ο σε απ�οσταση � απ�ο µια σηµειακ�η µ�αζα � , �ετσι £ωστε το δυ-
ναµικ�ο να ε�ιναι µηδ�εν σε �απειρη απ�οσταση απ�ο αυτ�ο.

2. �Ενα σωµατ�ιδιο, αρχικ�α ακ�ινητο, µε µ�αζα � (µε ����� � ) π�εφτει απ�ο απ�οσταση � στο βα-
ρυτικ�ο πεδ�ιο της ακλ�ονητης µ�αζας � . Ποια η ταχ�υτητα προσ�εγγισης του σωµατιδ�ιου προς την� , ως συν�αρτηση της απ�οστασης � απ�ο αυτ�ην ;

3. Σε π�οσο χρ�ονο συνολικ�α το σωµατ�ιδιο θα συγκρουστε�ι µε την � ; [∆�ιδεται το ολοκλ�ηρωµα���� ��� ! �#" �%$'& � 
)(+*�, , αλλ�α µπορε�ιτε να το υπολογ�ισετε και εκµεταλλευ�οµενοι τον τρ�ιτο ν�οµο του
Κ�επλερ.]

4. Τ£ωρα υποθ�εστε �οτι η µ�αζα � δεν ε�ιναι σηµειακ�η αλλ�α πρ�οκειται για �ενα οµογεν�ες (σταθερ�ης
πυκν�οτητας) ν�εφος το οπο�ιο σχηµατ�ιζει µια σφα�ιρα ακτ�ινας � . Υπολογ�ιστε το ν�εο βαρυτικ�ο
δυναµικ�ο, θ�ετοντας την τιµ�η του µηδ�εν στο κ�εντρο του σφαιρικο�υ ν�εφους.

5. Υπολογ�ιστε το χρ�ονο που χρει�αζεται για να π�εσει �ενα αρχικ�α ακ�ινητο σωµατ�ιδιο µ�αζας � (µε�-��� � ) απ�ο την επιφ�ανεια του σφαιρικο�υ ν�εφους ( � 
 � ) στο κ�εντρο αυτο�υ ( � 
/. ).
6. Εξηγ�ηστε γιατ�ι θα περιµ�ενατε ο δε�υτερος χρ�ονος (ερ£ωτηµα 5) να προκ�υψει µεγαλ�υτερος απ�ο τον
πρ£ωτο χρ�ονο (ερ£ωτηµα 3).
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ΘΕΜΑ Γ �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται σε µ�ια δι�ασταση υπ�ο την επ�ιδραση εν�ος αρµονικο�υ τα-
λαντωτ�η συχν�οτητας 0 � χωρ�ις απ�οσ1εση. Στο σωµατ�ιδιο ασκε�ιται εξωτερικ�η δ�υναµη της µορφ�ης :12��34�5
/1 �7698�: � 0 34�<;=1 � 698�: �#, 0 34�>;=1+? 698�: �A@ 0 34�
δηλαδ�η µια περιοδικ�η δ�υναµη µε τρεις αρµονικ�ες τ�ετοιες £ωστε BC0ED
 0 � για κ�αθε B 
GF�HI,JHK@ .

1. Γρ�αψτε την εξ�ισωση που δι�επει την κ�ινηση του ταλαντωτ�η.

2. Γρ�αψτε την οµογεν�η λ�υση αυτ�ης.

3. Βρε�ιτε µια ειδικ�η λ�υση αυτ�ης.

4. Αν το σωµατ�ιδιο ε�ιναι αρχικ�α ακ�ινητο στη θ�εση ισορροπ�ιας του υπολογ�ιστε την µετ�επειτα κ�ινηση
αυτο�υ.

5. Αν κ�αποια απ�ο τις αρµονικ�ες της δ�υναµης (π.χ. η B -οστ�η) �εχει την ιδι�οτητα BC0 
 0 � (αυτ�ο ισχ�υει
και για το ακ�ολουθο ερ£ωτηµα), δε�ιξτε �οτι για µεγ�αλoυς χρ�ονους

3
το σωµατ�ιδιο θα κινε�ιται µε

γραµµικ�α αυξαν�οµενο πλ�ατος.

6. Αν
1 � 
L1 � 
L1+?

για ποια τιµ�η του B (για το οπο�ιο ισχ�υει BC0 
 0 � ) �εχουµε το µ�εγιστο ρυθµ�ο
α�υξησης του πλ�ατους του ταλαντωτ�η ;

[ Για ευκολ�ια δ�ιδεται η τριγωνοµετρικ�η ταυτ�οτητα698�: �AMN34�PO 698�: � 0 � 34�5
QOR, :4SUT � MV; 0 �, 34� :4SUT � MWO 0 �, 34�
η οπο�ια �οµως δεν χρει�αζεται οπωσδ�ηποτε να χρησιµοποιηθε�ι για την επ�ιλυση των ερωτηµ�ατων.]

ΘΕΜΑ ∆

1. Ναυπολογ�ισετε τη βαρυτικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται απ�ο�ενα �απειρο επ�ιπεδο µε σταθερ�η επιφανει-
ακ�η πυκν�οτητα µ�αζας X σε µια σηµειακ�η µ�αζα η οπο�ια βρ�ισκεται σε απ�οσταση Y απ�ο αυτ�η (ε�ιτε
µε απευθε�ιας υπολογισµ�ο της δ�υναµης, ε�ιτε µ�εσω του δυναµικο�υ, ε�ιτε µ�εσω του θεωρ�ηµατος του
Gauss).

2. Θεωρ�ηστε τ£ωρα δ�υο τ�ετοια �ιδια επ�ιπεδα τοποθετηµ�ενα κ�αθετα το �ενα ως προς το �αλλο. Υπο-
λογ�ιστε το συνολικ�ο βαρυτικ�ο πεδ�ιο του συστ�ηµατος των δ�υο επιπ�εδων.

3. Ε�ιναι δυνατ�ο η κ�ινηση εν�ος σωµατιδ�ιου µ�αζας � εντ�ος αυτο�υ του βαρυτικο�υ πεδ�ιου να ε�ιναι
κυκλικ�η ; Επιχειρηµατολογ�ηστε σχετικ�α.

4. Θ�ελουµε να βρο�υµε µια τροχι�α η οπο�ια να ε�ιναι κλειστ�η. Προς το�υτο υπολογ�ιστε την αρχικ�η
κ�αθετη ταχ�υτητα εκτ�οξευσης του σωµατιδ�ιου απ�ο το �ενα επ�ιπεδο σε απ�οσταση

� � απ�ο την ευ-
θε�ια τοµ�ης των δ�υο επιπ�εδων £ωστε �οταν το σωµατ�ιδιο “χτυπ�ησει” το δε�υτερο επ�ιπεδο να �εχει
ταχ�υτητα κ�αθετη σε αυτ�ο. Ποια η απ�οσταση τ�οτε του σωµατιδ�ιου απ�ο την ευθε�ια τοµ�ης των
επιπ�εδων ;

5. Π£ως θα συνεχ�ισει να κινε�ιται το σωµατ�ιδιο �οταν περ�ασει απ�ο την π�ισω µερι�α του δε�υτερου επιπ�ε-
δου ; Συµπληρ£ωστε την τροχι�α του συνολικ�α και δε�ιξτε �οτι θα ε�ιναι κλειστ�η. Τι µορφ�η �εχουν τα
τ�εσσερα κοµµ�ατια της τροχι�ας στο καθ�ενα απ�ο τα 4 τεταρτηµ�ορια που δηµιουργο�υνται µεταξ�υ
των επιπ�εδων ;

6. Εξηγ�ηστε γιατ�ι θα περιµ�ενετε στη γενικ�η περ�ιπτωση η τροχι�α του σωµατιδ�ιου να µην ε�ιναι κλει-
στ�η ;
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Λ�υσεις

ΘΕΜΑ Α Βλ. Πρ�οοδο 2008 - Λ�υσεις.
ΘΕΜΑ Β

1. Με ολοκλ�ηρωση της δ�υναµης βρ�ισκουµε
�Z� � �[
QO]\ � * ��^ _` 
QO]\ � * � .

2. Απ�ο διατ�ηρηση εν�εργειας
O]\ � * � 
ba � *�,ROW\ � * � . Οπ�οτεac
GOcd ,e\ �� � � * � OfFg�5
hYC�Y 3 H (1)

το (-) λ�ογω της πτ£ωσης στο κεντρικ�ο σ£ωµα.

3. i
πτ


QOkj �_ YC�l �nm�o_ � � * � OpFg� 
 d � ?,e\ � j �� Y �q Fg*g�2OfF 
r��(+*�,�� d � ?,e\ �-s (2)

4. Η δ�υναµη ε�ιναι
1Q
QO]\ � � � � �4* � �t
QO]\ � � � * � ? � � . Εποµ�ενως το δυναµικ�ο ε�ιναι�Z� � �[
GOu�nFg* � ��jWv� 12� �gw � YC�gw 
 \ �, � ? � � s (3)

5. Ηδ�υναµη ε�ιναι αρµονικο�υ ταλαντωτ�η εποµ�ενως η πτ£ωση θα διαρκ�εσει �οσο το (1/4) της περι�οδου
δηλαδ�η i wπτ 
 Fx ,g( d � B 
r��(+*�,�� d � ?\ � s (4)

6. Ο πρ£ωτος χρ�ονος πτ£ωσης ε�ιναι
Fg*  ,

του δε�υτερου. Η πρ£ωτη πτ£ωση ε�ιναι γρηγορ�οτερη αφο�υ η
ελκτικ�η δ�υναµη ε�ιναι π�αντα µεγαλ�υτερη (�ολη η µ�αζα συµµετ�εχει στην �ελξη).

ΘΕΜΑ Γ Βλ. Πρ�οοδο 2008 - Λ�υσεις.
ΘΕΜΑ ∆

1. Απ�ο το θε£ωρηµα Gauss jzy{u| Y y} 
QO x (~\ � περ (5)

θα �εχουµε για �εναν κ�υλιδρο διατοµ�ης S που τ�εµνει το επ�ιπεδο �ετσι £ωστε να ε�ιναι µ�ισο επ�ανω και
µισ�ο κ�ατω απ�ο το επ�ιπεδο { } ; { } 
GO x (~\ X } , οπ�οτε y{ 
)��,g(~\ X]�� (τα πρ�οσηµα αντιστοιχο�υν
στο π�ανω και κ�ατω µ�ερος του επιπ�εδου και ο �αξονας � ε�ιναι κ�αθετος στο επ�ιπεδο).

2. Το βαρυτικ�ο πεδ�ιο θα ε�ιναι το διανυσµατικ�ο �αθροισµα των δ�υο πεδ�ιων, εποµ�ενως θα σχηµατ�ιζει
γων�ια

x��e�
µε τα επ�ιπεδα µε φορ�α προς την τοµ�η των επιπ�εδων.

3. Αφο�υ το πεδ�ιο ε�ιναι οµογεν�ες σε κ�αθε περιοχ�η αν�αµεσα στα επ�ιπεδα, η τροχι�α ε�ιναι παρα1ολικ�η
και �οχι κυκλικ�η.

4. Ο χρ�ονος πτ£ωσης απ�ο το
� � στο 0 (κατ�α µ�ηκος του � ) ε�ιναι 35
 q ,g� � * { . Στο χρ�ονο αυτ�ο για να

µηδενιστε�ι η κ�αθετη ( � ) ταχ�υτητα θα πρ�επει a � O { 3]
�.
δηλαδ�η

a � 
  ,g� � { . Το δε δι�αστηµα
που θα διαν�υσει θα ε�ιναι � 
ba � 3PO { 3n�I*�,�
b� � .

5. Στη συν�εχεια θα επαναληφθο�υν �ιδιες παρα1ολ�ες, αφο�υ και π�αλι ξεκιν�α το σωµατ�ιδιο απ�ο το
�ιδιο σηµε�ιο µε την �ιδια ταχ�υτητα (

a � 
 { 35
  ,g� � { ) αλλ�α απ�ο το �αλλο επ�ιπεδο τ£ωρα.
6. Γενικ�α δεν αναµ�ενουµε κλειστ�ες διαδροµ�ες αφο�υ η κ�αθε ταλ�αντωση (κ�αθετα στο κ�αθε επ�ιπεδο)
διαρκε�ι χρ�ονο αν�αλογο της ρ�ιζας της µ�εγιστης απ�οστασης απ�ο το επ�ιπεδο. Για να µπορο�υν να
κλε�ινουν οι τροχι�ες θα πρ�επει οι 2 περ�ιοδοι να �εχουν ρητ�ο λ�ογο που γενικ�α δεν ισχ�υει αν το αρ-
χικ�ο σηµε�ιο εκκ�ινησης ε�ιναι τυχα�ιο.
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