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Απαντ�ηστε στα ερωτ�ηµατα που ακολουθο�υν µε σαφ�ηνεια, ακρ�ι1εια και απλ�οτητα. �Ολα τα ερωτ�ηµατα
ε�ιναι ισοδ�υναµα, αλλ�α οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις σε ερωτ�ηµατα �εχουν περισσ�οτερο
β�αρος απ�ο τις αποσπασµατικ�ες και µερικ�ες απαντ�ησεις ερωτηµ�ατων. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

Θ�εµα Α : �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας ����� κινε�ιται σε µια δι�ασταση σε δυναµικ�ο αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε
συχν�οτητα ταλ�αντωσης ��� ��� . Αγνο�ηστε την τρι1�η.

1. Γρ�αψτε τη µορφ�η του δυναµικο�υ, τη δ�υναµη που ασκε�ιται στο σωµατ�ιδιο και την εξ�ισωση κ�ινησης του
ταλαντωτ�η.

2. Προσδιορ�ιστε την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου δεδοµ�ενου �οτι αρχικ�α 	�

��� �������	�

��� � � .
3. Το σωµατ�ιδιο κινε�ιται για χρονικ�ο δι�αστηµα �ισο µε το 1/4 της περι�οδου ��� του ταλαντωτ�η που αντι-
στοιχε�ι στη συχν�οτητα ��� . Ποια η τελικ�η θ�εση και η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου ;

4. Τη στιγµ�η αυτ�η η συχν�οτητα του σωµατιδ�ιου αλλ�αζει ακαρια�ια σε ��� ������� και παραµ�ενει σταθερ�α
για χρ�ονο �ισο µε το 1/4 της ν�εας περι�οδου ��� που αντιστοιχε�ι στο ταλαντωτ�η µε ��� . Ποια η θ�εση και
η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου στο τ�ελος του ν�εου αυτο�υ χρονικο�υ διαστ�ηµατος ;

5. Η διαδικασ�ια αυτ�η εναλλαγ�ης της τιµ�ης του � µεταξ�υ ��� και ��� συνεχ�ιζεται να επαναλαµ1�ανεται για
χρονικ�α διαστ�ηµατα ��� ��� και ��� ��� ατ�ιστοιχα. Μετ�α απ�ο � τ�ετοιες εναλλαγ�ες ποιο θα ε�ιναι το πλ�ατος
της ταλ�αντωσης ;

6. ∆ιενεργε�ιται τ£ωρα �ενα διαφορετικ�ο πε�ιραµα µε τον ταλαντωτ�η µε συχν�οτητα ταλ�αντωσης ��� � � .
Αντ�ι να του µετα1�αλλουµε τη συχν�οτητα τον διεγε�ιρουµε µε εξωτερικ�η αρµονικ�η δ�υναµη σε συχν�οτητα
συντονισµο�υ της µορφ�ης : ! 
#"$� ��� ���&%('�)*
+���,"$�.-
Ο εν λ�ογω ταλαντωτ�ης βρ�ισκεται αρχικ�α στο σηµε�ιο ισορροπ�ιας σε κατ�αστασης ηρεµ�ιας. Προσδιο-
ρ�ιστε την κ�ινηση του ταλαντωτ�η και σχεδι�αστε τη θ�εση του µε τον χρ�ονο. Συγκρ�ινετε το πλ�ατος της
ταλ�αντωσης του προηγο�υµενου πειρ�αµατος �υστερα απ�ο � εναλλαγ�ες, µε το πλ�ατος του ταλαντωτ�η
αυτο�υ του πειρ�αµατος την αντ�ιστοιχη χρονικ�η στιγµ�η " ολ � �/
#����01���2� ��� .

7. �Υστερα απ�ο π�οσες εναλλαγ�ες � ο ταλαντωτ�ης του πρ£ωτου πειρ�αµατος θα υπερ1ε�ι το πλ�ατος της
ταλ�αντωσης του δε�υτερου πειρ�αµατος ; Σε π�οσα λεπτ�α περ�ιπου επιτυγχ�ανεται αυτ�ο ; [Υπ : Η εξ�ισωση
που �εχετε να λ�υσετε λ�υνεται προσεγγιστικ�α ( 3 � ) µε απλ�ες αριθµητικ�ες δοκιµ�ες.]
Θ�εµα Β : �Ενα απ�ο τα µελλοντικ�α σχ�εδια για την πραγµατοπο�ιηση διαστηµικ£ων αποστολ£ων αποτελε�ι

ο αποκαλο�υµενος διαστηµικ�ος ανελκυστ�ηρας. Η ιδ�εα αφορ�α σε �ενα πολ�υ µακρ�υ καλ£ωδιο το �ενα �ακρο του
οπο�ιου θα ε�ιναι προσδεδεµ�ενο στη Γη εν£ω το �αλλο �ακρο θα ε�ιναι ελε�υθερο. Ολ�οκληρο το καλ£ωδιο θα πε-
ριστρ�εφεται µαζ�ι µε τη Γη και �η φυγ�οκεντρος δ�υναµη εξαιτ�ιας αυτ�ης τη περιστροφ�ης θα κρατ�α το καλ£ωδιο
τεντωµ�ενο.

1. Αν η επιφ�ανεια τη Γης στη θ�εση του Ισηµερινο�υ, �οπου �εχει προσδεθε�ι το �ενα �ακρο του καλωδ�ιου, πε-
ριστρ�εφεται µε ταχ�υτητα �54 � �6��7 , π�οσο µακρ�υ, σε ακτ�ινες Γης, πρ�επει να ε�ιναι καλ£ωδιο, £ωστε �οταν
ανε1�ασουµε κ�αποιο φορτ�ιο στο ελε�υθερο �ακρο αυτο�υ η ταχ�υτητα περιστροφ�ης του φορτ�ιου να ε�ιναι8
(για 8:9;�54 � �6��7 βε1α�ιως) ;

2. ∆εδοµ�ενου �οτι η τροχιακ�η ταχ�υτητα της Γης γ�υρω απ�ο τον �Ηλιο ε�ιναι 8�</�>=6?@� ��A �6��7 και ε�ιναι
περ�ιπου κυκλικ�η µε τι ταχ�υτητα BDC θα κινε�ιται αρχικ�α το φορτ�ιο µ�εσα στο ηλιακ�ο σ�υστηµα αν αφ�οτου
αυτ�ο ανυψωθε�ι στο ελε�υθερο �ακρο του καλωδ�ιου, στη συν�εχεια απελευθερωθε�ι απ�ο το καλ£ωδιο που
το συγκρατε�ι ; Υποθ�εστε �οτι το καλ£ωδιο και η επι1ατικ�η (προς τα �εξω) ακτ�ινα της θ�εσης της Γης (ως
προς τον �Ηλιο) σχηµατ�ιζουν γων�ια E . Για ποια τιµ�η της γων�ιας E η ταχ�υτητα BDC γ�ινεται µ�εγιστη ;
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3. �Εστω �οτι θ�ελουµε το φορτ�ιο να ταξιδ�εψει σε �εναν µακριν�ο πλαν�ητη ο οπο�ιος βρ�ισκεται σε απ�οστασηFHGJI
(�οπου � GJI : µ�ια αστρονοµικ�η µον�αδα, δηλαδ�η �οσο η ακτ�ινα της κυκλικ�ης τροχι�ας της Γης). Τι

τροχι�α θα εκτελ�εσει το φορτ�ιο κατευθυν�οµενο προς τον πλαν�ητη ; Αν η µ�εγιστη ως προς E ταχ�υτητα
(που βρ�ηκατε στο προηγο�υµενο ερ£ωτηµα) που απ�εκτησε το φορτ�ιο µ�ολις απελευθερ£ωθηκε απ�ο το κα-
λ£ωδιο, ε�ιναι η ελ�αχιστη δυνατ�η £ωστε το φορτ�ιο να φτ�ασει στο µακριν�ο πλαν�ητη τι σχ�ηµα ακρι1£ως θα
�εχει η τροχι�α του µ�εχρι τον πλαν�ητη ;

4. Βρε�ιτε το ελ�αχιστο µ�ηκος του καλωδ�ιου του διαστηµικο�υ ανελκυστ�ηρα £ωστε το φορτ�ιο να καταφ�ερει
να φτ�ασει οριακ�α στην απ�οσταση των

FJGJI
. [∆�ιδεται για ευκολ�ια η τιµ�η της εν�εργειας αν�α µον�αδα

µ�αζας KL εν�ος σ£ωµατος που κινε�ιται σε κυκλικ�η τροχι�α µε µεγ�αλο ηµι�αξονα M :KL ��NPORQ ΗΛΙΟΥ� M -
Επ�ισης υποθ�εστε �οτι το µ�ηκος του καλωδ�ιου αν και µεγ�αλο σε σχ�εση µε την ακτ�ινα της Γης, ε�ιναι ασ�η-
µαντο σε σχ�εση µε τη � GJI .]

5. Με τη βο�ηθεια του τρ�ιτου ν�οµου του Κ�επλερ υπολογ�ιστε το χρ�ονο που χρει�αζεται το φορτ�ιο για να
φτ�ασει απ�ο την απελευθ�ερωσ�η του απ�ο το καλ£ωδιο �εως τον µακριν�ο πλαν�ητη.

Θ�εµα Γ : �Ενα σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται υπ�ο την επ�ιδραση του νευτ£ωνειου βαρυτικο�υ πεδ�ιου µιας
ακλ�ονητης οµογενο�υς σφαιρικ�ης µ�αζας Q το κ�εντρο Κ της οπο�ιας θεωρε�ιται η αρχ�η του συστ�ηµατος ανα-
φορ�ας.

1. Γρ�αψτε τη διανυσµατικ�η εξ�ισωση κ�ινησης και δε�ιξτε �οτι η στροφορµ�η του σωµατιδ�ιου ως προς το ΚST �U� SVW? S8X�
διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση (

S8 η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου και SV η θ�εση του σωµατιδ�ιου ως προς την
αρχ�η του συστ�ηµατος αναφορ�ας). ∆ε�ιξτε �οτι η διατ�ηρηση αυτ�η συνεπ�αγεται �οτι το σωµατ�ιδιο θα κι-
νε�ιται επ�ι εν�ος σταθερο�υ επιπ�εδου και �οτι η φορ�α της κ�ινησης δεν µπορε�ι να αντιστραφε�ι.

2. ∆ε�ιξτε �οτι επιπλ�εον και η διανυσµατικ�η ποσ�οτηταSG � S8:? ST N ORQ �ZYV[�
�οπου O η παγκ�οσµια σταθερ�α της βαρ�υτητας και YV το µοναδια�ιο ακτινικ�ο δι�ανυσµα, διατηρε�ιται κατ�α
την κ�ινηση του σωµατιδ�ιου. [Υπ : Σκεφτε�ιτε τι γων�ια σχηµατ�ιζουν µεταξ�υ τους τα διαν�υσµατα YV καιST
�η χρησιµοποι�ηστε την ταυτ�οτητα

SM ? 
 S\ ? S] � � 
 SM_^ S] � S\ N 
 SM_^ S\ � S] .]
3. Σε τι τροχι�α αντιστοιχε�ι �ενα

SG � S� ;
4. ∆ε�ιξτε �οτι το δι�ανυσµα αυτ�ο βρ�ισκεται στο επ�ιπεδο της τροχι�ας του σωµατιδ�ιου.

5. Πολλαπλασι�αστε εσωτερικ�α το σταθερ�ο αυτ�ο δι�ανυσµα µε το δι�ανυσµα θ�εσης του σωµατιδ�ιου
SV και

µε τον τρ�οπο αυτ�ο κατασκευ�αστε µια σχ�εση που να συνδ�εει την επι1ατικ�η ακτ�ινα V και τη γων�ια ` που
σχηµατ�ιζει αυτ�η µε το σταθερ�ο δι�ανυσµα

SG
, µε τα φυσικ�α χαρακτηριστικ�α του προ1λ�ηµατος Q �a� και

τα αναλλο�ιωτα µεγ�εθη b ST b � b SG b . ∆ε�ιξτε �οτι η σχ�εση αυτ�η δεν ε�ιναι �αλλη απ�ο την πολικ�η �εκφραση των
κωνικ£ων τοµ£ων. [Υπ : Ισχ�υει �οτι

SMR^c
 S\ ? S] � � S] ^c
 SM ? S\ .]
6. Σκεπτ�οµενοι για ποια τιµ�η της γων�ιας ` οδηγο�υµαστε στη θ�εση του περιηλ�ιου, δηλαδ�η στην κοντιν�ο-
τερη απ�οσταση στη µ�αζα Q , εξηγ�ηστε ποια ε�ιναι η κατε�υθυνση του σταθερο�υ διαν�υσµατος

SG
. Ποια

η σχ�εση του b SG b µε την εκκεντρ�οτητα της τροχι�ας ; Συµφωνε�ι το ε�ιδος της τροχι�ας που οδηγε�ι σε µη-
δενικ�ο b SG b µε αυτ�ο που βρ�ηκατε στο ερ£ωτηµα (3) ;

7. Στην περ�ιπτωση ελλειπτικ�ης τροχι�ας, δεδοµ�ενων των διανυσµ�ατων
SG
,
ST
, και της εν�εργειας αν�α µο-

ν�αδα µ�αζας του σωµατιδ�ιου KL βρε�ιτε τη διανυσµατικ�η θ�εση του αφηλ�ιου της τροχι�ας (του απ£ωτερου
σηµε�ιου). [Υπ. Οι σχ�εσεις που συνδ�εουν την εν�εργεια αν�α µον�αδα µ�αζας και την εκκεντρ�οτητα της
τροχι�ας µε τις �αλλες φυσικ�ες παραµ�ετρους του προ1λ�ηµατος ε�ιναιKL ��N ORQ� M � de� f � 0 � T � KL
 ORQ � � � �
�οπου M ο µεγ�αλος ηµι�αξονας της τροχι�ας.]
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Λ�υσεις

Θ�εµα Α :

1. B � ��hg 	 � � �� 
 � � �� �,	 � � �� 	 � (1)! � N g 	 ��N 	 (2)i	 ��N 	 (3)

2. 	�
#"$� � %('�)j
#"$�
3. 	�
#��� ��� � � %('�)�
#��� ��� � � %('�)�
 ��kl��� � � � και m�
#��� ��� � � )$npo�
#��� ��� � � )$npo�
 ��kl��� � ���
4. 	�
#"�01��� ��� � � 	�
#��� ��� �[%('�)j
+���$"$��0 8 
#��� ��� ���� )$npo�
+���$"$��q	�
$
#���&01���$� ��� � �r��8 
#��� ��� � �r� και 8 
$
#����01���a� ��� � ��N 	�
#��� ��� �s���D)$npo�
+���$��� ��� � � � (4)

5. Απ�ο τα προηγο�υµενα ερωτ�ηµατα οδηγο�υµαστε στο συµπ�ερασµα	�

�/
#���&01���$� ��� � �t�vu και 8 

�/
#����01���a� ��� � � �
6. Γνωρ�ιζουµε �οτι η λ�υση σε αυτ�η την περ�ιπτωση ε�ιναι	�
#"$� � � ���� "[)$npo�
+���,"$�
γεγον�ος το οπο�ιο µπορο�υµε να επι1ε1αι£ωσουµε µε απλ�η αντικατ�ασταση. Εποµ�ενως εν£ω ο προηγο�υ-
µενος ταλαντωτ�ης αυξ�ανει εκθετικ�α µε το � το πλ�ατος του	hw �yxC 

�/
#����01���$� ��� � �t� u �{z u}| ~ �
ο δε�υτερος διεγειρ�οµενος ταλαντωτ�ης αυξ�ανει γραµµικ�α µε το � το πλ�ατος του :	hw ��xC 

�/
#����01���a� ��� � �t4 ���/
#����01���a� ���R�t��4�k �

7. Τα πλ�ατη θα εξισωθο�υν για � τ�ετοιο £ωστε � u �r��4�k �
Με απλ�ες δοκιµ�ες βρ�ισκουµε �οτι -*-*- ��� �,� ��� � � F ��� �
� ��� ����� και -*-*- ����4�k&��������4 � �c����4�k&������� F ��� .
∆ηλαδ�η µετ�α απ�ο � � ���JN���� ο πρ£ωτος ταλαντωτ�ης ξεπερν�α σε πλ�ατος το δε�υτερο. Η πραγµατικ�η
απ�αντηση ε�ιναι ����� - � . Ο αντ�ιστοιχος χρ�ονος ε�ιναι " ολ �{=�k � ���_� �� 4��57 κ�ατι λιγ�οτερο απ�ο 1 λεπτ�ο.
Το ενδιαφ�ερον λοιπ�ον ε�ιναι �οτι τ�οσο σ�υντοµα ο ταλαντωτ�ης µε τη µετα1αλλ�οµενη συχν�οτητα θα ξε-
περ�ασει σε πλ�ατος ακ�οµη και �εναν ταλαντωτ�η σε συντονισµ�ο µε µια δ�υναµη 100πλ�ασια της µ�εγιστης
δ�υναµης του 1ου ταλαντωτ�η αρχικ�α. Εποµ�ενως η κατ�αλληλα µετα1αλλ�οµενη συχν�οτητα �εχει πολ�υ
πιο �εντονη δρ�αση σε �εναν ταλαντωτ�η απ� �οτι ο συντονισµ�ος.

Θ�εµα Β :

1. 8[�v��� � � 
 �54 � �6��7 � �v� q 8X� 
 �54 � �6��7 �(
 �:�v� �
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2. Απ�ο τη διανυσµατικ�η πρ�οσθεση των ταχυτ�ητωνBDC ��� 8 �< 0 85� 0 ��8�<�8 %('�)�E
το οπο�ιο γ�ινεται µ�εγιστο για E � � :BDC����y� ����=X?/� � A 0 �54 � � ��� �6��7

3. Γενικ�α η κ�ινηση θα ε�ιναι µ�ια κωνικ�η τοµ�η. Αφο�υ θ�ελουµε να φτ�ασουµε σε µια µ�εγιστη απ�οσταση
F.GJI

µ�εσα στο ηλιακ�ο σ�υστηµα ξεκιν£ωντας απ�ο τη � GJI η κ�ινηση πρ�επει να ε�ιναι µ�ια �ελλειψη µε αφ�ηλιο τιςF�GJI
. Επειδ�η µ�αλιστα E � ����� το περι�ηλιο της �ελλειψης θα ε�ιναι � GJI 0 � � � � GJI .

4. Για να �εχει αυτ�α τα στοιχε�ια η �ελλειψη θα πρ�επει�� B �CH���y� N ORQ� GJI 0 � � � N ORQ� 0 F}GJI
δηλαδ�η

BDC����y� ����=X?/� � A 0 �54 � � ��� �6��7 ���� � ORQ� GJI 
 �HN���� ��� � � � �� ? 
 =X?/� � A �6��7 �
δηλαδ�η � 0 =� ��� � � � � = q ��� � ���� �t����� - �v�
Πρ�αγµατι το µ�ηκος αυτ�ος ε�ιναι µ�ολις 1/1000 της AU.

5. Για την τροχι�α αυτ�η � M � � GJI οπ�οτε
 � - 4 GJI ���
 ��� � � � 
 � GJI ���
 �e�cV � � q �:� � - 4 ��� �� �cV �{� - F �cV
Το ��� �εχει µπει γιατ�ι αφο�υ το ταξ�ιδι αφορ�α το µισ�ο της �ελλειψης η συνολικ�η περ�ιοδος της τροχι�ας θα
ε�ιναι το διπλ�ασιο του ζητο�υµενου χρ�ονου.

Θ�εµα Γ :

1. Αφο�υ η δ�υναµη ε�ιναι S! ��NPORQ �V � YV
δηλαδ�η ε�ιναι κεντρικ�η θα διατηρε�ιται το δι�ανυσµα της στροφορµ�ης (

�ST
), η οπο�ια εκ κατασκευ�ης ε�ιναι

κ�αθετη στο στιγµια�ιο επ�ιπεδο της τροχι�ας (το επ�ιπεδο των
SV5� S8

). Εποµ�ενως το επ�ιπεδο αυτ�ο δεν θα
αλλ�αζει και η τροχι�α θα εξελ�ισσεται σε αυτ�ο το επ�ιπεδο.

2. �SG � �S8:? ST 0 S8:? �ST N ORQ � �YV� NPORQV�� YVW? ST 0 S� N ORQ � �E YE (5)

Επειδ�η
ST �{��V � �E Yg , �οπου Yg το µοναδια�ιο δι�ανυσµα το κ�αθετο στο επ�ιπεδο κ�ινησης, η 5 γρ�αφεται�SG ��N ORQ � �ED
 YVW? Yg 0 YE�� � �

αφο�υ
Yg �¡YVW? YE .
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3. Για να ε�ιναι
SG � S� θα πρ�επει S8:? ST � ORQ �ZYV (6)

Αφο�υ
S8W¢ ST 8 T � ORQ �

δηλαδ�η η ταχ�υτητα θα ε�ιναι σταθερ�η και κ�αθετη στο
SV απ�ο τη σχ�εση (6). Εποµ�ενως η κ�ινηση ε�ιναι

οµαλ�η κυκλικ�η.

4. Το δι�ανυσµα
S8�? ST ε�ιναι κ�αθετο στο ST και εποµ�ενως βρ�ισκεται στο επ�ιπεδο της τροχι�ας. Το �ιδιο και

το YV .
5. SG ^ SV � b SG b V %('�)£` � SV ^c
 S8P? ST � N ORQ ��V� ST ^5
 SVW? S8 � N ORQ ��V� T � ���¤N ORQ ��V (7)

οπ�οτε VJ� T � ���ORQ � 0�b SG b�%('�)�` � 
 T ��� � � � ORQ� 0 ¥¦D§}¨ %('�)£` � ©� 0 d %('�)£`
Αυτ�η δεν ε�ιναι �αλλη απ�ο την εξ�ισωση µιας κωνικ�ης τοµ�ης.

6. Το περι�ηλιο εµφαν�ιζεται για ` � � εποµ�ενως αφο�υ οι γων�ιες του SV µετρ£ωνται απ�ο το SG το περι�ηλιο
ε�ιναι σε γων�ια ` � � . Με �αλλα λ�ογια το SG βρ�ισκεται στην κατε�υθυνση του περιηλ�ιου YV Π. Απ�ο το
προηγο�υµενο ερ£ωτηµα b SG b �td ORQ � . Συνεπ£ωςSG � ORQ �ªd�YV Π
Για κυκλικ�ες τροχι�ες �οπου de� � , δηλαδ�η b SG b � � �οπως δε�ιξαµε και στο ερ£ωτηµα (3).

7. Το αφ�ηλιο βρ�ισκεται απ�εναντι απ�ο το περι�ηλιο και εφ�οσον το περι�ηλιο ε�ιναι σε απ�οσταση M£
 �.N�d � το
αφ�ηλιο ε�ιναι σε απ�οσταση M£
 � 0 d � . Συνεπ£ωςSV

Α
��N SV

Π

� 0 d�HN«d ��N M£
 ��N1d � YV Π � 0 d�HN1d ��N M SGORQ �ªd 
 � 0 d � � SG� KL �­¬® � 0 �� � 0 �,¯�°c±²w ¦D§}¨ x³°D´µ
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