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Απαντ�ηστε στα ερωτ�ηµατα που ακολουθο�υν µε σαφ�ηνεια, ακρ�ι1εια και απλ�οτητα. �Ολα τα
ερωτ�ηµατα ε�ιναι ισοδ�υναµα, αλλ�α οι ολοκληρωµ�ενες απαντ�ησεις σε ερωτ�ηµατα �εχουν περισσ�οτερο

β�αρος απ�ο τις αποσπασµατικ�ες και µερικ�ες απαντ�ησεις ερωτηµ�ατων. Καλ�η σας επιτυχ�ια.

Θ�εµα Α : Σωµατ�ιδιο µ�αζας � κινε�ιται µπρος και π�ισω µεταξ�υ δ�υο επιπ�εδων τοιχωµ�ατων µ�αζας�
που πλησι�αζουν το �ενα το �αλλο µ�ενοντας π�αντα παρ�αλληλα µεταξ�υ τους. Η απ�οσταση των δ�υο

τοιχωµ�ατων κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η ε�ιναι ������� . Το δεξι�ο το�ιχωµα κινε�ιται προς το αριστερ�α µε ταχ�υτητα	�
 ����� εν£ω το αριστερ�ο µε ταχ�υτητα � 
 ����� προς τα δεξι�α. Το σωµατ�ιδιο �εχει ταχ�υτητα ������ και κινε�ι-
ται κ�αθετα στα δ�υο τοιχ£ωµατα (µονοδι�αστατη κ�ινηση). Η τρι1�η ε�ιναι αµελητ�εα και οι κρο�υσεις του
σωµατιδ�ιου µε τα τοιχ£ωµατα θεωρο�υνται �οτι ε�ιναι ελαστικ�ες.

1. Θεωρ�ηστε µ�ια κρο�υση του σωµατιδ�ιου µε το δεξι�ο το�ιχωµα (καµ�ια �αλλη δ�υναµη δεν ασκε�ιται
στο σ�υστηµα εκτ�ος των δυν�αµεων κρο�υσης). ∆ε�ιξτε �οτι η ταχ�υτητα του κ�εντρου µ�αζας του συ-
στ�ηµατος σωµατ�ιδιο-δεξ�ι το�ιχωµα ε�ιναι �������� �  	 � 
 ����� � � � � . Υπολογ�ιστε την ταχ�υτητα
του σωµατιδ�ιου µετ�α την κρο�υση χρησιµοποι£ωντας δ�υο αρχ�ες διατ�ηρησης που ισχ�υουν στη πε-
ρ�ιπτωση αυτ�η και εξηγ£ωντας µε σαφ�ηνεια τις παραδοχ�ες που κ�ανουµε για να ισχ�υουν αυτ�ες οι
αρχ�ες διατ�ηρησης.

2. Υποθ�εστε τ£ωρα �οτι το σωµατ�ιδιο ε�ιναι πολ�υ ελαφρ�υτερο απ�ο το το�ιχωµα, ε�ιναι δηλαδ�η ������
. ∆ε�ιξτε τ�οτε �οτι µετ�α απ�ο κ�αθε κρο�υση η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου αυξ�ανεται κατ�α � 
 .

3. Υποθ�εστε επιπλ�εον �οτι ���� 
 (οπ�οτε οι κρο�υσεις ε�ιναι πολ�υ συχν�ες) και �οτι οι ταχ�υτητες των
τοιχωµ�ατων παραµ�ενουν σταθερ�ες καθ�ολη τη δι�αρκεια του φαινοµ�ενου. Ποια η σχ�εση µεταξ�υ
των δ�υο µικρ£ων ποσοτ�ητων 
 �� και � � � προκειµ�ενου να µην αλλ�αζουν σηµαντικ�α ταχ�υτητα
τα τοιχ£ωµατα παρ�ολο που αλλ�αζει η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου ;

4. ∆ε�ιξτε �οτι σε �ενα χρονικ�ο δι�αστηµα ��� , αρκο�υντως µικρ�ο£ωστε η ταχ�υτητα των τοιχωµ�ατων 
 να
µη �εχει µετα1ληθε�ι σηµαντικ�α, η απ�οσταση µεταξ�υ των τοιχωµ�ατων �εχει µετα1ληθε�ι κατ�α � �"!	 � 
 ��� ��� � . ∆ε�ιξτε �οτι ο αριθµ�ος κρο�υσεων στη δι�αρκεια αυτο�υ του χρονικο�υ διαστ�ηµατος��� ε�ιναι κατ�α προσ�εγγιση #�����$� και �οτι η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου �εχει αυξηθε�ι κατ�α �%&!	 �'� �(�$�(�) .

5. ∆ε�ιξτε τ�ελος, �οτι, κ�ατω απ�ο τις παραπ�ανω προ¶ποθ�εσεις, η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου  ε�ιναι
κατ�α προσ�εγγιση αν�αλογη µε �+*-, .
Θ�εµα Β : �Ενας κλασικ�ος αρµονικ�ος ταλαντωτ�ης φυσικ�ης συχν�οτητας . βρ�ισκεται αρχικ�α ακ�ινη-

τος στο σηµε�ιο ισορροπ�ιας. Η κ�ινηση του ταλαντωτ�η χαρακτηρ�ιζεται απ�ο µηδενικ�η απ�οσ1εση. Στον
ταλαντωτ�η αυτ�ο ασκε�ιται για θετικο�υς χρ�ονους, �+/10 , δ�υναµη αν�αλογη της 243657�8.(9 ��� �οπου η συχν�οτητα.:9 ε�ιναι σχεδ�ον �ιση µε την φυσικ�η συχν�οτητα . οπ�οτε τη γρ�αφουµε ως .(9;�<.=�?> µε > ��� . .

1. ∆ε�ιξτε �οτι η απ�οκριση αυτο�υ του ταλαντωτ�η ε�ιναι αν�αλογη της :5�@BAC�8.:���;5�@BAD�'>E���6�6�.F> G
Σχεδι�αστε την απ�οκριση. [Υπ : 243657�'H#� 	 24365I�'JK�:� 	 �L5�@BAC�KM�N�OP �;5�@BAQ�RM * OP � ].

2. Εξηγ�ηστε µε ποιοτικ�α επιχειρ�ηµατα (χωρ�ις να κ�ανετε λεπτοµερε�ις υπολογισµο�υς) γιατ�ι αν υπ�ηρχε
απ�οσ1εση δεν θα παρατηρο�υνταν αυτ�η η συµπεριφορ�α. Τι κ�ινηση θα εκτελο�υσε τ�οτε ο ταλαντω-
τ�ης ;
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3. Ας υποθ�εσουµε �οτι η απ�οσ1εση ε�ιναι π�αρα πολ�υ µικρ�η £ωστε να µπορο�υµε να την αγνο�ησουµε
πρακτικ�α. Ποια απ�ο τις δ�υο συµπεριφορ�ες θα ακολουθο�υσε το σ�υστηµα ;

Θ�εµα Γ : Σωµατ�ιδιο µ�αζας � και φορτ�ιου S κινε�ιται εντ�ος εν�ος σταθερο�υ και οµογενο�υς µαγνη-
τικο�υ πεδ�ιου T=UV4W υπ�ο την επ�ιδραση επ�ισης του σταθερο�υ και οµογενο�υς πεδ�ιου βαρ�υτητας �εντασης,	YX UV[Z ( UV4W , UV[Z ε�ιναι τα µοναδια�ια διαν�υσµατα στη \ και ] διε�υθυνση αντ�ιστοιχα).

1. Γρ�αψτε τις τρεις συνιστ£ωσες της εξ�ισωσης κ�ινησης στο καρτεσιαν�ο σ�υστηµα ��\C^`_a^�]b� και λαµ1�α-
νοντας τη µιγαδικ�η µετα1λητ�η c��d_D��ef] , γρ�αψτε τη διαφορικ�η εξ�ισωση που ικανοποιε�ι αυτ�η και
λ�υστε τη αδιαφορ£ωντας για το �οτι ε�ιναι µιγαδικ�η εξ�ισωση (�ισως σας βοηθ�ησει να χρησιµοποι�η-
σετε στην πορε�ια µια ν�εα µετα1λητ�η την g��ihc ). ∆ε�ιξτε �οτι το σωµατ�ιδιο εκτελε�ι οµαλ�η κ�ινηση
στον �αξονα \ , καθ£ως και �εναν συνδυασµ�ο κυκλικ�ης κ�ινησης στο επ�ιπεδο _ 	 ] µε οµαλ�η µεταφο-
ρικ�η κ�ινηση στον �αξονα _ . Σχεδι�αστε την κ�ινηση στο επ�ιπεδο _ 	 ] και προσδιορ�ιστε τη σταθερ�η
ταχ�υτητα µετακ�ινησης στον �αξονα _ .

2. Θ�ελετε τ£ωρα να εξαλε�ιψετε την µεταφορικ�η κ�ινηση στον _ �αξονα µε εφαρµογ�η κατ�αλληλου ηλε-
κτρικο�υ πεδ�ιου jk . Ποια πρ�επει να ε�ιναι η διε�υθυνση και η �ενταση του πεδ�ιου που πρ�επει να
χρησιµοποι�ησετε ;

Θ�εµα ∆ : �Ενας τρ�οπος να πραγµατοποιο�υνται οι διαγαλαξιακ�ες µεταφορ�ες στο µ�ελλον ε�ιναι �ολα
τα διαστηµικ�α οχ�ηµατα να κινο�υνται σε καθορισµ�ενες διαστηµικ�ες λωρ�ιδες µε συγκεκριµ�ενη ταχ�υτητα
χωρ�ις τη χρ�ηση προωθητικ£ων πυρα�υλων. Η αλλαγ�η κατε�υθυνσης στο δι�αστηµα θα µπορο�υσαν να
πραγµατοποιο�υνται µε την τοποθ�ετηση µεγ�αλων σφαιρικ£ων µαζ£ων

�
σε συγκεκριµ�ενους διαστηµι-

κο�υς κ�οµ1ους. Για να µην προκαλε�ιται µ�αλιστα κοµφο�υζιο των τροχι£ων που µπορο�υν να πραγµα-
τοποιο�υνται, οι ταχ�υτητες στις διαστηµικ�ες λωρ�ιδες καθορ�ιζονται �ετσι £ωστε �ολες οι τροχι�ες να “στρ�ι-
1ουν” κατ�α l606m �οταν περνο�υν δ�ιπλα απ�ο µια τ�ετοια µ�αζα.

1. Υπολογ�ιστε την ταχ�υτητα κ�ινησης σε κ�αθε τ�ετοια λωρ�ιδα ως συν�αρτηση της απ�οστασης της λω-
ρ�ιδας αυτ�ης απ�ο τη µ�αζα-κ�οµ1ο,£ωστε να επιτυγχ�ανεται η επιθυµητ�η στροφ�η. Προς το�υτο γρ�αψτε
την πολικ�η εξ�ισωση µιας υπερ1ολικ�ης τροχι�ας γ�υρω απ�ο µια ακλ�ονητη σφαιρικ�η µ�αζα

�
και

υπολογ�ιστε την εκκεντρ�οτητ�α της £ωστε η συνολικ�η αλλαγ�η κατε�υθυνσης της τροχι�ας να ε�ιναιl606m . Στη συν�εχεια συσχετ�ιστε την εκκεντρ�οτητα µε την ταχ�υτητα κ�ινησης σε µεγ�αλη απ�οσταση
απ�ο τη µ�αζα και την απ�οσταση της διε�υθυνσης κ�ινησης απ�ο τη µ�αζα. Χρησιµοποι�ηστε το γεγο-
ν�ος �οτι η εκκεντρ�οτητα µιας τροχι�ας δ�ινεται απ�ο την �εκφρασηV � n o � �qpk p� P�'r � � P ^
�οπου pk και p� η εν�εργεια και η στροφορµ�η του σωµατιδ�ιου που κινε�ιται σε τροχι�α αν�α µον�αδα
µ�αζας αυτο�υ.

2. Η µ�αζα του διαστηµικο�υ οχ�ηµατος που στρ�ι1ει χρει�αζεται να ληφθε�ι υπ�οψη στην ταχ�υτητα κ�ι-
νησ�ης του ;

3. �Εστω �οτι �ολα τα οχ�ηµατα κινο�υνται σε τ�ετοιες τροχι�ες που στρ�ι1ουν κατ�α l60 m οι οπο�ιες ε�ιναι συ-
νεπ�ιπεδες και �εχουν συγκεκριµ�ενη φορ�α κ�ινησης£ωστε να αποφε�υγονται οι συγκρο�υσεις. Χρησι-
µοποι£ωντας τον τρ�ιτο ν�οµο του Νε�υτωνα υπολογ�ιστε την £ωθηση που προκαλε�ι στη µ�αζα-κ�οµ1ο

�ενα �οχηµα µ�αζας � �οταν εκτελ�εσει µια τ�ετοια στροφ�η. Π�οτε �ενα �οχηµα προκαλε�ι µεγαλ�υτερη
£ωθηση, �οταν κινε�ιται σε εσωτερικ�η στη στροφ�η λωρ�ιδα (κοντ�α στην

�
) �η σε εξωτερικ�η ;

4. �Εχει µετρηθε�ι �οτι απ�ο�εναν τ�ετοιο κ�οµ1ο δι�ερχεται κατ�α µ�εσο �ορο συνολικ�η µ�αζα οχηµ�ατων � �
σε �ενα �ετος. Υποθ�ετωντας �οτι �ολη αυτ�η η µετακ�ινηση παραγµατοποιε�ιται στην πιο εσωτερικ�η
λωρ�ιδα (µ�εγιστη δυνατ�η £ωθηση) η οπο�ια περν�α σε απ�οσταση J`sQt u απ�ο την � και µ�αλιστα µε
σταθερ�η ρο�η µ�αζας, π�οση ε�ιναι η µετατ�οπιση της µ�αζας

�
που επιφ�ερει �ολη αυτ�η κυκλοφορ�ια σε

χρονικ�ο δι�αστηµα εν�ος �ετους και η οπο�ια πρ�επει να διορθωθε�ι µε επανατοποθ�ετηση στη σωστ�η
θ�εση της µ�αζας-κ�οµ1ου ;
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Λ�υσεις

Θ�εµα Α :

1. ����v� � � 	�
 �Q� � � � �
Θεωρ£ωντας(α) �οτι δεν ασκε�ιται καµ�ια �αλλη δ�υναµη στο σ�υστηµα παρ�α µ�ονο οι δυν�αµεις κρο�υ-
σεις που αναπτ�υσσονται µεταξ�υ των συγκρουοµ�ενων σωµ�ατων διατηρε�ιται η ορµ�η του συστ�η-
µατος και (β) �οτι καθ�ολου εν�εργεια του συστ�ηµατος δεν απορροφ�αται υπ�ο µορφ�η δυναµικ�ης
εν�εργειας �η θερµ�οτητας κατ�α τη σ�υγκρουση διατηρε�ιται η ολικ�η κινητικ�η εν�εργεια. �Ετσι� q� � � 	�
 �w� �  9 � � 
 9�  P � � 
 P � �  9 P � � 
 9 P
Λ�υνοντας το παραπ�ανω σ�υστηµα βρ�ισκουµε 9 �d � � � 	 o� � � � o 	 � 


o
� � � � o

2. Για �x��� � , b9y� 	  	 � 
 , δηλαδ�η z b9{z|�}z Qz[�~� 
 �οπου 
 �10 . Το συµπ�ερασµα αυτ�ο ισχ�υει
λ�ογω συµµετρ�ιας και για την κρο�υση µε το �αλλο το�ιχωµα.

3. Απ�ο το σ�υστηµα που λ�υσαµε παραπ�ανω ως προς |9 , αν το λ�υσουµε ως προς 
 9 θα �εχουµε
 9 � 
 � � � 	 o� � � � o ����
o� � � � o

∆ηλαδ�η � 
 !�� �� 
Για να ε�ιναι αυτ�η πολ�υ µικρ�η σε σχ�εση µε τη 
 θα πρ�επει�� 
 ��� o�� �� ��� 
 

4. Αφο�υ θεωρο�υµε τη 
 σταθερ�η τα τοιχ£ωµατα �εχουν πλησι�ασει στο χρονικ�ο αυτ�ο δι�αστηµα κατ�α� �d! 	 � 
 ��� (απ�ο 1 το κ�αθε το�ιχωµα). Για αρκο�υντως µικρ�ο ��� το � � ��� � . Αφο�υ λοιπ�ον
δεν �εχει αλλ�αξει σηµαντικ�α το ε�υρος του διαστ�ηµατος µεταξ�υ των τοιχωµ�ατων και αφο�υ 
 ��� 
η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου δεν �εχει αλλ�αξει σηµαντικ�α το πλ�ηθος των κρο�υσεων ε�ιναι � ��!�
ολ �$��!�#�����$� . Λαµ1�ανοντας λοιπ�ον το πλ�ηθος των κρο�υσεων � � η ταχ�υτητα �εχει αυξηθε�ι
κατ�α µ�ετρο σε ��'�����:�1q�?� ���{� 
 � . ∆ηλαδ�η�%%!�� 
 #���� ! 	  � ��

5. Λ�υνοντας την παραπ�ανω εξ�ισωση (θεωρ£ωντας τη διαφορικ�η)� ;���� 	 � �(�$� ��� AC�������������R�:� � AQ�'�w�K�$��������� � �������)������:���w����+� σταθ � ������ αν�αλογο του ������� *-,
Θ�εµα Β :

1. Η εξ�ισωση κ�ινησης ���\ � � . P \������y243657�8. 9 ���
�εχει ως λ�υση την οµογεν�η και την ειδικ�η\������(�<\ οµ �"\ ε �1�=24365I�8.:���Q�?T�5�@BAC�8.:���Q� ���R� �. P 	 . 9 P 24365I�8. 9 ���
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Αν επιπλ�εον θεωρ�ησουµε και τις δεδοµ�ενες αρχικ�ες συνθ�ηκες \��'0b�:� h\L�'0b�w�10 καταλ�ηγουµε �οτιT���0 και ��� 	 ���K� � ���8. P 	 . 9 P � . Η κ�ινηση λοιπ�ον περιγρ�αφεται απ�ο την εξ�ισωση
\������(� ���K� �. P 	 . 9 P ��243657�8. 9 ��� 	 243657�8.:�����w����R� �. P 	 . 9 P � 	 �6�;5�@BAC� .:9 	 .� ���;5�@BAC� .:9���.� ���w���6�#������R� �>). 5�@BAC�'>E���6�6�;5�@BAQ�8.:���

Η απ�οκριση �εχει τη µορφ�η διακροτ�ηµατος.

2. Αν υπ�ηρχε απ�οσ1εση η λ�υση της οµογενο�υς θα �εσ1ηνε σταδιακ�α και θα παρ�εµενε µια αρµονικ�η
ταλ�αντωση µε τη συχν�οτητα της δι�εγερσης.

3. Ακ�οµη και αν η απ�οσ1εση ε�ιναι µικρ�η τελικ�α θα παρ�εµενε µια αρµονικ�η ταλ�αντωση. Β�ε1αια �οσο
πιο µικρ�η η απ�οσ1εση τ�οσο πιο αργ�α θα σ1�ησει η οµογεν�ης. �Ετσι για χρ�ονο της τ�αξης του �o �7� η λ�υση του διακροτ�ηµατος θα ε�ιναι ορθ�η, εν£ω �υστερα απ�ο το δι�αστηµα αυτ�ο θα καθ�ισταται
καθαρ�α αρµονικ�η.

Θ�εµα Γ :

1. ���\���0�~�_ �1S$T h]���]v�1S$T�� 	 h_#� 	 � X
Οι δ�υο τελευτα�ιες που ε�ιναι πεπλεγµ�ενες µε χρ�ηση της cv�1_q��ef] πα�ιρνουν τη µορφ�η� �c��dS$T�� h] 	 e h_#� 	 e � X � 	 e{S$T�hc 	 e � X (1)

�Η πιο απλ�α �c���e�. hc���e X ��0
�οπου .��dS$T%� � . Η εξ�ισωση αυτ�η �εχει ως λ�υση τηνhc%�<gv� 	 X. ��� V *|� ��� �_q��ef]��1c��1� 	 X �. � �	 e�. V *|� ���
Η κ�ινηση στον \ �αξονα λοιπ�ον ε�ιναι οµαλ�η εν£ω στο επ�ιπεδο _ 	 ] ε�ιναι συνδυασµ�ος οµαλ�ης κ�ι-
νησης στον �αξονα _ που περιγρ�αφεται απ�ο τον �ορο 	YX ���I. και µιας κυκλικ�ης που περιγρ�αφεται
απ�ο τον �ορο V *|� ��� . Η µεταφορικ�η ταχ�υτητα στον _ ε�ιναι 	YX �I. . Η κ�ινηση ε�ιναι µια κυκλοειδ�ης
(τροχι�α που διαγρ�αφει �ενα σηµε�ιο εν�ος δ�ισκου -ε�ιτε µ�εσα απ�ο την περιφ�ερει�α του, ε�ιτε στο εξω-
τερικ�ο µ�ερος αυτ�ης- �οταν αυτ�ος κυλ�ιεται.

2. Απ�ο τα παραπ�ανω φα�ινεται �οτι η �υπαρξη του βαρυτικο�υ πεδ�ιου γενν�α τη µεταφορικ�η κ�ινηση.
Αν το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο αναιρο�υσε τη βαρυτικ�η δ�υναµη η κ�ινηση θα απ�εµενε κυκλικ�η στο _ 	 ]
επ�ιπεδο (δηλαδ�η ελικοειδ�ης συνολικ�α). �Ετσι το κατ�αλληλο προς το�υτο ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο ε�ιναιjk � 	 � jX ��S G
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Θ�εµα ∆ :

1.   � ¡o � V 24365y¢
Για να ε�ιναι η στροφ�η l606m σε µια υπερ1ολικ�η τροχι�α θα πρ�επει o � V 24365y¢=�£0 για γων�ιες ¢=�¤ oI¥b¦ m . �Ετσι V �¨§ � . Συνεπ£ωςo � � ,P  P� �����JK� P�'r � � P � ��+�ª© r � �$J
�οπου J η απ�οσταση της ευθε�ιας της λωρ�ιδας απ�ο την κεντρικ�η µ�αζα. (Η διατηρο�υµενη στρο-
φορµ�η αν�α µον�αδα µ�αζας ε�ιναι p�?����RJ και η εν�εργεια pk �� P� �6� υπολογιζ�οµενες και οι 2 �οταν
το �οχηµα βρ�ισκεται πολ�υ µακρι�α απ�ο τον κ�οµ1ο.

2. �Οχι �οπως π�αντα �οταν γ�ινεται η κ�ινηση εντ�ος βαρυτικο�υ πεδ�ιου.

3. Η µετα1ολ�η στην ορµ�η του κ�αθε οχ�ηµατος ε�ιναι �ιση και αντ�ιθετη µε τη µετα1ολ�η της ορµ�ης της
µ�αζας-κ�οµ1ου, δηλαδ�η § � � �� σε κατε�υθυνση της διχοτ�οµου των l60bm . �Ετσι αφο�υ η �� ε�ιναι
µεγαλ�υτερη στις εσ£ωτερες λωρ�ιδες (µικρ�οτερα J ) τα οχ�ηµατα που κινο�υνται σε αυτ�ες προκαλο�υν
τη µ�εγσιτη £ωθηση.

4. Θα �εχουµε ��� § � � �� �  sC«{¬� �ª � r �J`sQt u � �o _   (2)

Υπ�ο τη δρ�αση µιας τ�ετοιας δ�υναµης επ�ι �ενα �ετος η κεντρικ�η µ�αζα θα µετακινηθε�ι κατ�α® � � �� �¯� o _   � P �° r�$J`sQt u �±� � � o _   �
Συνεπ£ως για να πραγµατοποιε�ιται η κυκλοφορ�ια χωρ�ις προ1λ�ηµατα θα πρ�επει

® ����� J`sQt u .
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