
Asumptwtik  Statistik  � Ask seic 1

1.1. 'Estw X1, X2, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma me IE(X2
1 ) < ∞. An Var(X1) = σ2, na deiqjeÐ ìti h

akoloujÐa twn deigmatik¸n diaspor¸n {S2
n}n≥1 me

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)
2

eÐnai sunep c gia to σ2.

1.2. 'Estw X1, X2, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma me IE |X1|k < ∞ gia k�poion akèraio k ≥ 2 kai

IE(X1) = µ. Na deiqjeÐ ìti h akoloujÐa twn deigmatik¸n kentrik¸n rop¸n {Mk,n}n≥1 me

Mk,n =
1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)
k

eÐnai sunep c gia thn kentrik  rop  t�xhc k, µk = IE(X1 − µ)k.

1.3. 'Estw ìti up�rqei stajer� M < ∞ tètoia ¸ste

IP[|Tn − θ| < M ] = 1 gia k�je n.

Na apodeÐxete ìti Tn
p−→ θ an kai mìno an

lim
n→∞

IE(Tn) = θ kai lim
n→∞

Var(Tn) = 0.

1.4. 'Estw X1, X2, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma me µ4 = IE(X1 − µ)4 < ∞ ìpou µ = E(X1). 'Estw

epÐshc Var(X1) = σ2.

1. Na deiqjeÐ ìti h deigmatik  diaspor� eÐnai S2
n eÐnai asumptwtik� kanononik  ektim tria tou

σ2 me asumptwtik  tupik  apìklish
√

µ4 − σ4.

2. Na brejeÐ h asumptwtik  katanom  twn ektimhtri¸n Sn kai lnS2
n, gia tic paramètrouc σ

kai lnσ2, antÐstoiqa.

1.5. JewroÔme tuqaÐo deÐgma apì thn katanom  Bernoulli me par�metro p ∈ (0, 1).

1. Na brejeÐ kat�llhloc metasqhmatismìc stajeropoÐhshc thc diaspor�c.

2. Na brejeÐ asumptwtik� kanonik  ektim tria gia to phlÐko p
1−p

.

1.6. 'Estw U1, U2, . . . , Un tuqaÐo deÐgma apì thn Omoiìmorfh U(0, θ) sto di�sthma (0, θ), θ > 0.

1. Na deiqjeÐ ìti h Tn = (
∏n

i=1 Ui)
−1/n eÐnai asumptwtik� kanononik  ektim tria thc parame-

trik c sun�rthshc e/θ.

2. Na brejoÔn asumptwtik� kanonikèc ektim triec gia tic paramètrouc θ kai θ2.

3. Na sugkrÐnete thn ektim tria tou θ pou br kate sto er¸thma 2 me thn Wn = n+1
n
U(n)

ìpou U(n) = Un:n = max{U1, . . . , Un}.

1.7. 'Estw deÐgma mÐac parat rhshc apì thn Upergewmetrik  katanom  HG(r, θ − r;n) me r, n

gnwst�. Na brejeÐ h MLE tou θ.
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1.8. 'Estw X1, X2, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma apì thn katanom  G�mma, G(α, λ), me θ = (α, λ) ∈
Θ = (0,∞)2 kai punkìthta

f(x;θ) =

{
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x > 0,

0, x ≤ 0.

Na brejeÐ h MLE tou θ = (α, λ). Ti parathreÐte?

1.9. JewroÔme tuqaÐo deÐgma X = (X1, X2, . . . , Xn) apì thn Kanonik  katanom  N(µ, σ2
0) me

θ = µ ∈ Θ = R kai σ2
0 gnwstì. Na brejeÐ h MLE tou µ gia k�je X ∈ Rn. Ti parathreÐte?

1.10. 'Estw tuqaÐo deÐgma apì thn oikogèneia katanom¸n {N(0, σ2), σ ∈ (0,∞)}. Na exetasteÐ

h asumptwtik  apodotikìthta thc MLE tou σ.

1.11. 'Estw X1, X2, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma apì thn oikogèneia katanom¸n {U(0, θ), θ ∈ (0,∞)}.
Na deiqjeÐ ìti h MLE tou θ den eÐnai asumptwtik� kanonik . Poia eÐnai h oriak  katanom  thc?

1.12. JewroÔme tuqaÐo deÐgma X1, X2, . . . , Xn apì thn katanom  Poisson me par�metro θ ∈
Θ = (0,∞). Na brejeÐ h MLE tou g(θ) = IP(X1 = 0) kai na exetasteÐ an eÐnai asumptwtik�

apodotik .

1.13. 'Estw tuqaÐo deÐgma apì thn oikogèneia {Poisson(θ), θ ∈ Θ = (0,∞)}. Na gÐnei o

èlegqoc thc H0 : θ = θ0 ènanti thc H1 : θ ̸= θ0 se e.σ. α gia meg�lo mègejoc deÐgmatoc n,

qrhsimopoi¸ntac touc elègqouc Wald, LR kai Rao.

1.14. 'Estw tuqaÐo deÐgma apì thn oikogèneia {N(µ, σ2), θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R × (0,∞)}. Na

gÐnei o èlegqoc thc H0 : θ = θ0 ènanti thc H1 : θ ̸= θ0 se e.σ. α gia meg�lo mègejoc deÐgmatoc

n, qrhsimopoi¸ntac touc elègqouc Wald, LR kai Rao.

1.15. 'Estw X1, X2, . . . , Xn kai Y1, Y2, . . . , Yn dÔo anex�rthta tuqaÐa deÐgmata apì Kanonikèc

katanomèc N(µ1, σ
2
1), N(µ2, σ

2
2) me paramètrouc µ1 kai µ2, antÐstoiqa. Na dojeÐ krÐsimh perioq 

gia thn upìjesh H0 : µ1 = µ2 ènanti thc H1 : µ1 ̸= µ2 se e.σ. α gia meg�la megèjh deigm�twn n,

ìtan (a) σ2
1, σ

2
2 gnwst� kai (b) σ2

1, σ
2
2 �gnwsta.

1.16. 'Estw X1, X2, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma me IE |X1|2k < ∞ gia k�poion akèraio k ≥ 2 kai

IE(X1) = µ, Var(X1) = σ2. Na deiqjeÐ ìti h akoloujÐa twn deigmatik¸n kentrik¸n rop¸n

{Mk,n}n≥1 me

Mk,n =
1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)
k

eÐnai asumptwtik� kanonik  ektim tria thc kentrik c rop c t�xhc k, µk = IE(X1 − µ)k, me

asumptwtik  diaspor�

v2k = µ2k − µ2
k + kµk−1(kσ

2µk−1 − 2µk+1).

Na deiqjeÐ epÐshc ìti h v2k eÐnai mh arnhtik .

[Upìdeixh: UpologÐste thn Var[(X −µ)k −λ(X −µ)] kai jèste kat�llhlh tim  sto λ ∈ R.]

1.17. DeÐxte ìti an IE |Xn − θ| → 0 tìte Xn
p−→ θ, kai kataskeu�ste par�deigma gia to opoÐo

IE |Xn − θ| → 0 kai IE(Xn − θ)2 9 0.
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1.18. 'Estw X1, X2, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma apì puknìthta f(x; θ). DeÐxte ìti h akoloujÐa

ektimhtri¸n X1:n = min{X1, . . . , Xn} eÐnai sunep c gia to θ ìtan:

1. f(x; θ) = I(θ < x < θ + 1), θ ∈ Θ = R,

2. f(x; θ) = 2(x− θ)I(θ < x < θ + 1), θ ∈ Θ = R,

3. f(x; θ) = ex−θI(x > θ), θ ∈ Θ = R.

Genikìtera, an f(x; θ) = 0 ìtan x < θ, na dojeÐ ikan  sunj kh gia thn sunèpeia thc X1:n,

dhl. gia thn X1:n
p−→ θ.

1.19. 'Estw t > 0. DeÐxte ìti IE |X|t < ∞ ⇒ IE |X − θ|t < ∞ gia k�je θ ∈ R. EpÐshc, deÐxte
ìti IE |X − θ|t < ∞ gia k�poio θ ∈ R ⇒ IE |X|t < ∞.

1.20. Na dojeÐ par�deigma akoloujÐac Tn kai tuqaÐac metablht c T me
√
n(Tn − θ)

d−→ T ,

Var(Tn) < ∞ gia k�je n, Var(T ) < ∞ kai Var(
√
n(Tn − θ)) 9 Var(T ). MporeÐ h T na

akoloujeÐ tupopoihmènh kanonik ? MporeÐ, epiprosjètwc, na isqÔei kai h sqèsh IE(
√
n(Tn −

θ)) 9 IE(T ) = 0?

1.21. An X1, . . . , Xn eÐnai tuqaÐo deÐgma apì thn Omoiìmorfh katanom  U(0, θ), θ > 0, na

deÐxete ìti Var(Xn:n) ∼ θ2

n2 , ìpou Xn:n = max{X1, . . . , Xn}, kai na upologÐsete thn asumptwtik 
katanom  thc

λn(θ −Xn:n)

gia kat�llhlh akoloujÐa stajer¸n λn → ∞.

1.22. AnX1, . . . , Xn eÐnai tuqaÐo deÐgma apì thn Omoiìmorfh katanom  U(0, θ), θ > 0, na deÐxete

ìti Var(Xn−1:n) ∼ 2θ2

n2 , ìpou Xn−1:n eÐnai h deÔterh megalÔterh parat rhsh, kai na upologÐsete

thn asumptwtik  katanom  thc

λn(θ −Xn−1:n)

gia kat�llhlh akoloujÐa stajer¸n λn → ∞.

1.23. An X1, . . . , Xn eÐnai èna tuqaÐo deÐgma apì thn Ekjetik  katanom  E(θ), θ > 0, me

puknìthta

f(x; θ) = θe−θx, x > 0,

na upologÐsete thn asumptwtik  katanom  thc Xn:n − 1
θ
log(n) ìpou Xn:n = max{X1, . . . , Xn}.

1.24. 'Estw Xn akoloujÐa Kanonik¸n tuqaÐwn metablht¸n me mèsouc µn kai diasporèc σ2
n > 0,

kai èstw X Kanonik  tuqaÐa metablht  me mèso µ kai diaspor� σ2 > 0. Na deÐxete ìti Xn
d−→ X

an kai mìno an µn → µ kai σ2
n → σ2.

1.25. An Z1, Z2, . . . eÐnai anex�rthtec tupopoihmènec kanonikèc N(0, 1) tìte, ex' orismoÔ, h

tuqaÐa metablht  χ2
n =

∑n
i=1 Z

2
i akoloujeÐ Katanom  χ2

n (qi-tetr�gwno me n bajmoÔc eleu-

jerÐac). DeÐxte ìti χ2
n ≡ G(n/2, 1/2) (eidik  perÐptwsh thc Katanom c G�mma, bl. �skhsh 1.8),

kai sumper�nate ìti
√
n

(
χ2
n

n
− 1

)
d−→ N(0, 2).

MporeÐte na apodeÐxete apeujeÐac to isqurìtero apotèlesma fn(x) → 1√
2
ϕ(x/

√
2) sqedìn pan-

toÔ? (fn h puknìthta thc
√
n(χ2

n/n − 1) kai ϕ h puknìthta thc N(0, 1)). Epiprosjètwc, na
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apodeÐxete thn asumptwtik  kanonikìthta thc χn =
√
χ2
n =

√∑n
i=1 Zi (h opoÐa onom�zetai

qi-katanom  me n bajmoÔc eleujerÐac).

1.26. Na breÐte thn puknìthta thc tuqaÐac metablht c X = 1/Z2 ìtan h Z akoloujeÐ tupopoih-

mènh Kanonik N(0, 1), kai na apodeÐxete1 ìti anX1, X2, . . . , Xn eÐnai èna tuqaÐo deÐgma apì aut n

thn puknìthta tìte

Xn
d
= nX1.

1.27. 'Estw X1, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma apì k�poia sun�rthsh katanom c F (x) me puknìthta

F ′(x) = f(x) (sqedìn pantoÔ) kai δ h monadik  di�mesoc tou plhjusmoÔ, dhl. x = δ eÐnai h

monadik  lÔsh thc exÐswshc F (x) = 1
2
. An h f(x) eÐnai suneq c sto x = δ kai f(δ) > 0, na

apodeÐxete ìti
√
n(δ̂n − δ)

d−→ N

(
0,

1

4f 2(δ)

)
,

ìpou δ̂n = X[(n+1)/2]:n. Na efarmìsete to parap�nw apotèlesma gia F = U(δ − 1, δ + 1)

(Omoiìmorfh), F (x) = 1
1+e−(x−δ) (Logistic) kai F (x) = 1

2

∫ x

−∞ e−|t−δ|dt (Dipl  Ekjetik ). Se

kajemÐa apì autèc tic peript¸seic poia ektim tria protim�te gia thn (�gnwsth) di�meso δ, thn

δ̂n   ton deigmatikì mèso Xn, kai giatÐ?

1.28. 'Estw p ∈ (0, 1). JewroÔme mÐa akoloujÐa akeraÐwn in, 1 ≤ in ≤ n, tètoia ¸ste

in
n

= p+ o

(
1√
n

)
.

'Estw X1, . . . , Xn tuqaÐo deÐgma apì k�poia sun�rthsh katanom c F (x) me puknìthta F ′(x) =

f(x) (sqedìn pantoÔ) kai ξp to monadikì pososthmìrio t�xewc p thc F , dhl. x = ξp eÐnai h

monadik  lÔsh thc exÐswshc F (x) = p. An h f(x) eÐnai suneq c sto x = ξp kai f(ξp) > 0, na

apodeÐxete ìti
√
n(ξ̂p,n−ξp)

d−→ N

(
0,

p(1− p)

f 2(ξp)

)
,

ìpou ξ̂p,n= Xin:n h diatetagmènh parat rhsh t�xewc in.

1.29. 'Estw p1, p2, . . . , pk ∈ (0, 1), me 0 < p1 < p2 < · · · < pk < 1. JewroÔme k akoloujÐec

akeraÐwn {ij,n}n≥1, me 1 ≤ i1,n < i2,n < · · · < ik,n ≤ n, kai tètoiec ¸ste

ij,n
n

= pj + o

(
1√
n

)
, j = 1, 2, . . . , k.

'Estw X1, . . . , Xn (n ≥ k) tuqaÐo deÐgma apì k�poia sun�rthsh katanom c F (x) me puknìthta

F ′(x) = f(x) (sqedìn pantoÔ) kai ξpj to monadikì pososthmìrio t�xewc pj thc F , dhl. x = ξpj
eÐnai h monadik  lÔsh thc exÐswshc F (x) = pj, j = 1, . . . , k. An h f(x) eÐnai suneq c se ìla ta

shmeÐa x = ξp1 , x = ξp2 , . . . , x = ξpk kai an f(ξpj) > 0, j = 1, 2, . . . , k, na apodeÐxete ìti

√
n


ξ̂p1 ,n−ξp1
ξ̂p2 ,n−ξp2

...

ξ̂pk ,n−ξpk

 d−→ Nk (0,Σ) ,

1βλ. Feller, vol. 1, 1957, p. 231 και vol. 2, 1966, p.51
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ìpou ξ̂pj ,n= Xij,n:n h diatetagmènh parat rhsh t�xewc ij,n, j = 1, 2, . . . , k, kai Σ = (σij) me

σji = σij =
pi(1−pj)

f(ξpi )f(ξpj )
, 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

['Ekptwsh/Upìdeixh: MporeÐte na jewr sete wc gnwstì ìti to apotèlesma isqÔei gia

F = U(0, 1) (Omoiìmorfh), me thn proôpìjesh ìti ja upologÐsete ton oriakì pÐnaka diaspor�c

tou tuqaÐou dianÔsmatoc

√
n


Ui1,n:n − p1
Ui2,n:n − p2

...

Uik,n:n − pk

 ,

se aut n thn eidik  perÐptwsh. Met� efarmìste poludi�stath mèjodo Dèlta.]

1.30. 'Estw
√
n(in/n− p) → 0 kai

√
n(jn/n− s) → 0, ìpou 0 < p < s < 1. An X1, X2, . . . , Xn

eÐnai èna tuqaÐo deÐgma apì thn Katanom  Cauchy me puknìthta f(x; θ) = 1
π(1+(x−θ)2)

, θ ∈ Θ = R,
na ekfr�sete ta posostiaÐa shmeÐa ξp, ξs (t�xhc p kai s) sunart sei thc �gnwsthc paramètrou

θ, kai na breÐte thn oriak  katanom  tou tuqaÐou dianÔsmatoc

√
n

(
Xin:n − ξp
Xjn:n − ξs

)
.

Eidikìtera, na efarmìsete to parap�nw apotèlesma gia p = 1/4 kai s = 3/4 (tetarthmìria)

¸ste na upologÐsete thn oriak  katanom  thc
√
n(aXin:n+bXjn:n−aξ1/4−bξ3/4), ìpou a, b ∈ R.

Sth sunèqeia na epilèxete tic stajerèc a, b me tètoion trìpo ¸ste

√
n(aXin:n + bXjn:n − θ)

d−→ N(0, σ2(θ)).

Tèloc, gia tic kat�llhlec autèc stajerèc a, b pou br kate, na sugkrÐnete thn prokÔptousa

ektim tria Tn = aXin:n + bXjn:n me thn deigmatik  di�meso δ̂n.

1.31. 'Estw ìti gia k�je θ ∈ Θ isqÔei ìti
√
n(Tn− θ)

d−→ N(0, σ2(θ)), ìpou σ2(θ) > 0. EpÐshc

upojètoume ìti o parametrikìc q¸roc Θ eÐnai èna (peperasmèno   �peiro) anoiktì di�sthma tou

R pou perièqei to 0. Na brejeÐ h oriak  katanom  thc
√
n(|Tn| − |θ|) gia k�je θ ∈ Θ.

1.32. 'Estw ìti {f(x; θ) = f0(x − θ), θ ∈ Θ = R} ìpou f0 dedomènh puknìthta (oikogèneia

jèshc paragìmenh apì thn f0). An f0(x) > 0 kai h f ′
0(x) up�rqei gia k�je x deÐxte ìti o

plhroforiakìc arijmìc tou Fisher den exart�tai apì to θ, kai m�lista,

I(θ) =

∫ ∞

−∞

[f ′
0(x)]

2

f0(x)
dx.

UpologÐste ton arijmì I(θ) gia f0 kanonik , Logistic, Cauchy.

1.33. 'Estw ìti {f(x; θ) = 1
θ
f0(x/θ), θ ∈ Θ = (0,∞)} ìpou f0 dedomènh puknìthta (oikogèneia

klÐmakoc paragìmenh apì thn f0). An f0(x) > 0 kai h f ′
0(x) up�rqei gia k�je x deÐxte ìti o

plhroforiakìc arijmìc tou Fisher isoÔtai me

I(θ) =
1

θ2

∫ ∞

−∞

(
xf ′

0(x)

f0(x)
+ 1

)2

f0(x)dx.

UpologÐste ton arijmì I(θ) gia f0 kanonik , Logistic, Cauchy.
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