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1 Ôï Êåíôñéêü Èåþñçìá

1.1 Èåþñçìá ÐåðëåãìÝíçò óõíáñôÞóçò

Ç åîßóùóç

x2 + y2 = 1 (1)

óõó÷åôßæåé ôéò ìåôáâëçôÝò x êáé y êáé ïñßæåé ôç ìéá óáí óõíÜñôçóç ôçò Üëëçò.

Ó÷. 1

¸óôù (x0; y0) üðùò óôï ó÷Þìá 1. Ôüôå ôïðéêÜ óå ðåñéï÷Þ ôïõ óçìåßïõ ç
(1) ïñßæåé

y = f(x) =
√

1− x2 ; y0 = f(x0)

êáé áíÜëïãá

x = g(y) =
√

1− y2 ; x0 = g(y0)

Ãéá (x0; y0) åðß ôùí áîüíùí, Ý÷ïõìå ìüíï ìéá åðéëïãÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí
(x0; y0) = (1; 0) áíáãêáóôéêÜ åðéëÝãïõìå ôï x óáí óõíÜñôçóç ôïõ y.

¼ôáí äùèåß ìéá ãåíéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

F (x; y) = 0 (2)
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åßíáé åí ãÝíåé óðÜíéï íá ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå óå ëõìÝíç ìïñöÞ ôç ìéá
ìåôáâëçôÞ ùò óõíÜñôçóç ôçò Üëëçò. Ôï èåþñçìá ðåðëåãìÝíùí óõíáñôÞóåùí
åããõÜôáé, êÜôù áðü êáôÜëëçëåò õðïèÝóåéò, üôé ç (2) ïñßæåé ôç ìßá ìåôáâëçôÞ
ùò óõíÜñôçóç ôçò Üëëçò, ôïõëÜ÷éóôïí ôïðéêÜ ðåñß ôï (x0; y0) ðïõ éêáíïðïéåß
ôçí (2) êáé åðéôñÝðåé ôïí õðïëïãéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ìå üóç áêñßâåéá åðéèõ-
ìïýìå.

Èåþñçìá 1.1 ¸óôù F(.,.) C1 -óõíÜñôçóç ïñéóìÝíç óå áíïé÷ôü óýíïëï S ⊆
R2, (x0; y0) ∈ S.

Ó÷. 2

ÕðïèÝôïõìå üôé
(É) F (x0; y0) = 0
(ÉÉ) Fy(x0; y0) 6= 0

Ôüôå õðÜñ÷ïõí �1 > 0, �2 > 0 ôÝôïéá þóôå óôï ïñèïãþíéï R = {(x; y) = |x−
x0| ≤ �1; |y − y0| ≤ �2} ⊆ S éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá
(i) ∀x ∈ (x0 − �1; x0 + �1), ∃ ! y ∈ (y0 − �2; y0 + �2) ôÝôïéï þóôå

F (x; y) = 0 (3)

ÊáôÜ óõíÝðåéá, õðÜñ÷åé êáëþò ïñéóìÝíç y=f(x) ðïõ éêáíïðïéåß

F (x; f(x)) = 0; x ∈ (x0 − �1; x0 + �1); (4)

êáé üëåò ïé ëýóåéò ôçò (3) ìÝóá óôï R âñßóêïíôáé ðÜíù óôï ãñÜöçìá ôçò f(x).

(ii) Ç f(x) åßíáé C1, f : (x0− �1; x0 + �1) → (y0− �2; y0 + �2), f(x0) = y0,
êáé éêáíïðïéåß åðßóçò ôç ó÷Ýóç
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f ′(x) = −Fx(x; f(x))

Fy(x; f(x))
; x ∈ (x0 − �1; x0 + �1): (5)

ÐáñáôçñÞóåéò
(1) Ç ó÷Ýóç (5) ðñïêýðôåé Üìåóá ìå ðáñáãþãéóç áðü ôçí (4):

0 =
d

dx
F (x; f(x)) = Fx(x; f(x)) + Fy(x; f(x))f ′(x)

(2) èåùñïýìå ôçí F (x; y) = x2 +y2−1 = 0. Ãéá (x0; y0) åêôüò ôùí áîüíùí
éó÷ýåé Fx(x0; y0) 6= 0 , Fx(x0; y0) 6= 0 êáé ôï ÈÐÓ ìðïñåß íá åöáñìïóôåß êáé
óôéò äýï êáôåõèýíóåéò êáé äßíåé y=f(x) êáé x=g(y). Áõôü äåí éó÷ýåé ãéá (x0; y0)
åðß ôùí áîüíùí: ð.÷, Fy(x; y) = 2y = 0 óôï (1,0), êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôï ÈÐÓ
äåí åããõÜôáé 4y = f(x) óå ðåñéï÷Þ ôïõ (1,0) (åõôõ÷þò!).

(3) Èåùñåßóôå ôï ðáñÜäåéãìá F (x; y) = (y − x2)(y − x3) ðïõ óå ðåñéï÷Þ
ôïõ (0,0) ç F(x,y)=0 ïñßæåé äýï äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò y = f1(x) = x2 êáé
y = f2(x) = x3 ãåãïíüò ðïõ öáéíïìåíéêÜ áíôßêåéôáé óôç ìïíáäéêüôçôá ôïõ
f(x). Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé Fy(x; y) = 2y − x2 − x3 êáé Fy(0; 0) = 0, Üñá ç
õðüèåóç (ÉÉ) äåí éó÷ýåé êáé êáôÜ óõíÝðåéá äåí õðÜñ÷åé áíôßöáóç.

Áðüäåéîç. (1) ¸óôù Fy(x0; y0) > 0 (ç Üëëç ðåñßðôùóç Fy(x0; y0) < 0
åßíáé áíÜëïãç). ÅðéëÝãïõìå �2 > 0 Ýôóé þóôå

Fy(x0; y) > 0; |y − y0| ≤ �2 (6)

ôï ïðïßï åßíáé äõíáôüí ëüãù óõíÝ÷åéáò. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ç y 7−→ F (x0; y) åßíáé
áõóôçñÜ áýîïõóá, êáé äåäïìÝíïõ üôé F (x0; y0) = 0 Ý÷ïõìå

F (x0; y0 − �2) < 0; F (x0; y0 + �2) > 0: (7)

ÊÜíïíôáò ÷ñÞóç ôþñá ôçò óõíÝ÷åéáò x 7−→ F (x; y0 ± �2) ìå �1 áñêåôÜ
ìéêñü, Ý÷ïõìå

F (x; y0 − �2) < 0; F (x; y0 + �2) > 0; |x− x0| ≤ �1: (8)

'E÷ïõìå ëïéðüí êáôáóêåõÜóåé Ýíá ïñèïãþíéï [x0−�1; x0+�1]×[y0−�2; y0+�2]
óôçí ðÜíù ðëåõñÜ ôïõ ïðïßïõ ç F åßíáé èåôéêÞ, óôçí êÜôù áñíçôéêÞ. ÅðéëÝ-
ãïíôáò ôá ä1, ä2 ìéêñüôåñá åíäå÷ïìÝíùò ìðïñïýìå íá åããõçèïýìå üôé åíôüò
ôïõ ïñèïãùíßïõ éó÷ýåé
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Fy > 0 (9)

Ó÷. 3

(2) ÅÜí äïèåß ôþñá x̄ ∈ [x0 − �1; x0 + �1] èåùñïýìå ôç óõíå÷Þ óõíÜñôçóç
y 7−→ F (x̄; y), y ∈ [y0−�2; y0 +�2] ç ïðïßá áëëÜæåé ðñüóçìï áêñéâþò ìéá öïñÜ
ëüãù (8) êáé (9). ÊáôÜ óõíÝðåéá, ëüãù óõíÝ÷åéáò õðÜñ÷åé ȳ ∈ [y0−�2; y0 +�2]
ôÝôïéï þóôå

F (x̄; ȳ) = 0: (10)

Ôï ȳ åßíáé ìïíáäéêü (ëüãù (9)). Ïñßæïõìå ëïéðüí

f(x̄) := ȳ; x̄ ∈ [x0 − �1; x0 + �1]: (11)

3. Èá äåßîïõìå üôé ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï x = x0. ÄïèÝíôïò � > 0,
õðÜñ÷åé � > 0 ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé üôé F (x; y0 + �) > 0, F (x; y0 − �) < 0
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ãéá |x − x0| < �. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ëüãù óõíÝ÷åéáò, õðÜñ÷åé y∗ = y∗(x) ìå
y∗ ∈ (y0 − �; y0 + �) ôÝôïéï þóôå F (x; y∗(x)) = 0.

Ëüãù ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôçò f(x), óõìðåñáßíïõìå üôé y∗(x) = f(x) êáé
êáôÜ óõíÝðåéá |f(x)−f(x0)| = |y∗(x)−y0| < " ãéá |x−x0| < � ðïõ áðïäåéêíýåé
ôç óõíÝ÷åéá.

Ãéá x∗ 6= x0, x
∗ ∈ (x0 − �1; x0 + �1) èåùñïýìå ôï óçìåßï (x∗; f(x∗)) ∈ R.

Ïé õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò éó÷ýïõí ãéá ôï (x∗; y∗) óôç èÝóç ôïõ (x0; y0).
ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ ïäçãïýìáóôå óå ìéá f ∗ ðïõ óõ-
ìðßðôåé áíáãêáóôêÜ ìå ôçí f ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôçò ôåëåõôáßáò ùò ìïíáäéêÞò
ëýóçò ôçò åîßóùóçò F(x,y)=0. Óõíåðþò, ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï x∗ ãéá êÜèå
x∗ ∈ (x0 − �1; x0 + �1).

4. ÔÝëïò èá äåßîïõìå üôé ç f(x) åßíáé äéáöïñßóéìç êáé éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç

f ′(x) = −Fx(x; f(x))

Fy(x; f(x))
; x ∈ (x0 − �1; x0 + �1) (12)

áðü üðïõ Ýðåôáé üôé ç f ∈ C1.
¸óôù ëïéðüí x öéîáñéóìÝíï óçìåßï êáé y = f(x). Ãéá Äx ôÝôïéï þóôå x +
∆x ∈ (x0 �1; x0 + �1), ïñßæïõìå

∆y := f(x + ∆x)− f(x) = f(x + ∆x)− y:

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò f Ý÷ïõìå

F (x; y) = 0 = F (x + ∆x; f(x + ∆x)) = F (x + ∆x; y + ∆y):

Óõìðåñáßíïõìå üôé

0 = F (x + ∆x; y + ∆y)− F (x; y) = Fx(x̄; ȳ)∆x + Fy(x̄; ȳ)∆y

üðïõ x̄ ∈ (x; x + ∆x); ȳ ∈ (y; y + ∆y) êáé êÜíáìå ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò
ìÝóçò ôéìÞò.

¸ðåôáé üôé

∆y

∆x
= −Fx(x̄; ȳ)

Fy(x̄; ȳ)
(13)

üðïõ êÜíáìå ÷ñÞóç ôïõ Fy > 0 óôï R. Ðáßñíïíôáò ôï üñéï ∆x −→ 0,
êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôçò óõíÝ÷åéáò Ý÷ïõìå ∆y −→ 0, êáé êáôÜ óõíÝðåéá (x̄; ȳ) −→
(x; y) êáé áðü ôçí (13) Ý÷ïõìå
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f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= −Fx(x; y)

Fy(x; y)
= −Fx(x; f(x))

Fy(x; f(x))
:

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé ðëÞñçò.
�

Éó÷ýåé ç åîÞò ãåíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ÈÐÓ:

Èåþñçìá 1.2 'Eóôù Ë, ×, Õ ÷þñïé Banach êáé F ∈ C(Ë××;Y). ¸óôù
F (ë0; u0) = 0 ãéá êÜðïéï (ë0; u0) ∈ Ë××. ÅÜí ç ìåôñéêÞ ðáñÜãùãïò Fu(ë; u)
õðÜñ÷åé óå ðåñéï÷Þ ôïõ (ë0; u0) êáé åÜí

(a) (ë; u) −→ Fu(ë; u);

(b) Fu(ë0; u0) éóïìïñöéóìüò áðü × −→ Y:

Tüôå, õðÜñ÷åé óõíå÷Þò êáìðýëç ë −→ u(ë) ðïõ ïñßæåôáé ãéá ë óå ðåñéï÷Þ
ôïõ ë0 ∈ Ë ôÝôïéá þóôå

u(ë0) = u0; F (ë; u(ë)) = 0:

Åðßóçò, ïðïéáäÞðïôå ëýóç ôçò F (ë; u) = 0 óå ðåñéï÷Þ ôïõ (ë0; u0) åßíáé
ôçò ìïñöÞò (ë; u(ë)).

1.2 ÌéêñÞ (ïìáëÞ) äéáôáññá÷Þ ×áìéëôïíéáíïý ÓõóôÞìáôïò

([A], óåë. 149)
Èåùñïýìå ôï óýóôçìá

ẋ1 = x2 + "f1(x1; x2) |"| << 1

ẋ2 = −x1 + "f2(x1; x2)
(14)

(üðïõ fi C
1 óõíáñôÞóåéò)

ðïõ äéáöÝñåé åëáöñþò áðü ôïí ãñáììéêü áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ
ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1

⇔ ẍ1 + x1 = 0 (15)

ôïõ ïðïßïõ üëåò ïé ëýóåéò åßíáé ðåñéïäéêÝò:
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Ó÷. 4A

x0
1(t) = A cos(t− t0)

x0
2(t) = A sin(t− t0)

Oé ôñï÷éÝò ôïõ (14) åí ãÝíåé äåí åßíáé êëåéóôÝò êáé åíäÝ÷åôáé íá Ý÷ïõìå
ôç ìïñöÞ åëéêïåéäïýò ìå áðüêëåéóç ôçò ôÜîçò ôïõ å ìåôáîõ 2 äéáäï÷éêþí
óôñïöþí:

Ó÷. 4B
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Ãéá íá áðïöáóßóïõìå êáôÜ ðüóï ç åëéêïåéäÞò ëýóç ðëçóéÜæåé Þ áðïìáêñý-
íåôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí, èåùñïýìå ôçí ðïóüôçôá (ìç÷áíéêÞ åíÝñãåéá)

E(x1; x2) =
1

2
(x2

1 + x2
2)

ôçò ïðïßáò ôç ìåôáâïëÞ êáôÜ ìÞêïò ôùí ëýóåùí õðïëïãßæïõìå

d

dt
E(x1; x2) = x1ẋ1 + x2ẋ2

= x1(x2 + "f1(x1; x2)) + x2(−x1 + "f2(x1; x=2))

= "(x1f1(x1; x2) + x2f2(x1; x2)) =: "Ė(x1; x2)

ÆçôÜìå ðëçñïöïñßá ãéá ôï ðñüóçìï ôçò ðïóüôçôáò∫ T (")

0

"Ė(x"1(t); x
"
2(t))dt =: ∆E (16)

ðïõ áíôéóôïé÷åé óôç ìåôáâïëÞ ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò ôçò (x�1(t); x
�
2(t)) êáôÜ

ìéá ðëÞñç "ðåñéóôñïöÞ": x�2(0) = x�2(T (�)) = 0
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Ó÷. 5

ËÞììá 1.3

∆E = "

∫ 2�

0

Ė(Acos(t− t0); Asin(t− t0))dt + o("): (17)

Óõìâïëéóìüò: Åî' ïñéóìïý, ï(å) åßíáé ðïóüôçôá ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï å
êáé

lim
�→0

o(")

"
= 0:

Áðüäåéîç. Áðü ôï èåþñçìá óõíå÷ïýò åîÜñôçóçò áðü ðáñáìÝôñïõò ôùí
Ó.Ä.Å., ðñïêýðôåé üôé (x"1(t); x

"
1(t)) −→ (x0

1(t); x
0
2(t)) êáèþò t −→ 0, ïìïéü-

ìïñöá óôá óõìðáãÞ ôïõ t. ÊáôÜ óõíÝðåéá, T (") −→ 2�.
Áðü ôçí
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∆E = "

∫ T (")

0

Ė(x"1(t); x
"
2(t))dt (18)

= "

[∫ 2�

0

Ė(x0
1(t); x

0
2(t))dt

+

∫ T (")

0

Ė(x0
1(t); x

0
2(t))dt −

∫ 2�

0

Ė(x0
1(t); x

0
2(t))dt

+

∫ T (")

0

(
Ė(x"1(t); x

"
2(t)) − Ė(x0

1(t); x
0
2(t))

)
dt

]
:

ëüãù üôé ôïõ lim
"→0

ôùí äýï ðáñåíèÝóåùí åßíáé ìçäÝí, áðü óõí÷Þ åîÜñôçóç

ðñïêýðôåé ç (17).
�

ÈÝôïõìå

F (A) :=

∫ 2�

0

Ė(x0
1(t); x

0
2(t))dt (19)

êáé ãñÜöïõìå ôçí (17) ùò

∆E = "

[
F (A) +

o(")

"

]
: (20)

Èåþñçìá 1.4 ¸óôù üôé ç F Ý÷åé áðëÞ ñßæá óôï A0.

F (A0) = 0 F ′(A0) 6= 0

Ôüôå ôï (14) Ý÷åé ðåñéïäéêÞ ëýóç ðëÜôïõò A0 +O(") ãéá |"| << 1.

Óõìâïëéóìüò: To Ï(å) åßíáé ðáñÜóôáóç ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï å êáé ãéá ôçí
ïðïßá éó÷ýåé ç åêôßìçóç |Ï(å)| < C|å| üðïõ C óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç áðü ôï å,
ãéá |å| << 1, üðïõ C ìéá óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç ôïõ å.

Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå

Q(�; A) := F (A) +
o(")

"
:
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Ç Q åßíáé C1 (åäþ êÜíïõìå ÷ñÞóç áðü Ó.Ä.Å. ôçò ïìáëÞò åîÜñôçóçò ùò
ðñïò ") êáé

Q(0; A0) = 0;

@Q

@A
(0; A0) 6= 0:

ÌÝóù ôïõ ÈÐÓ, õðÜñ÷åé A("), A(0) = A0, ôÝôïéá þóôå

Q("; A(")) = 0:

¢ñá ôï (14) Ý÷åé ëýóç ðïõ åßíáé êëåéóôÞ êáìðýëç, Üñá ðåñéïäéêÞ. �
Ó÷üëéï: Ôï ËÞììá 1.3 èá Þôáí ôåôñéììÝíï áí áíôß ãéá ï(å) åß÷áìå Ï(å).

1.3 ÅöáñìïãÞ: ÔáëáíôùôÞò Van der Pol [çëåêôñéêÜ êõ-

êëþìáôá].

Èåùñïýìå ôçí åîßóùóç

ẍ = −x + "ẋ(1− x2) (V an der Pol)

ôçí ïðïßá ãñÜöïõìå óå ìïñöÞ óõóôÞìáôïò èÝôïíôáò x1 := x; x2 := ẋ:

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + "x2(1− x2
1):

Ė(x1; x2) = x2
2(1− x2

1)

F (A) =

∫ 2�

0

A2 sin2(t− t0)(1− A2 cos2(t− t0))dt =

= �(A2 − A4

4
):
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Ó÷. 6

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç åîßóùóç Van der Pol Ý÷åé ðåñéïäéêÞ ëýóç ãéá |"| << 1
êïíôÜ óôçí ðåñéöÝñåéá x2

1 + x2
2 = 4.

¢óêçóç 1.5 Åöáñìüóôå ôç ìÝèïäï óôçí åîßóùóç Du�ng: ẍ+ x+ "x3 = 0.
Ðáßñíåôå êáìßá ðëçñïöïñßá;

¢óêçóç 1.6 Åöáñìüóôå ôç ìÝèïäï óôçí åîßóùóç:
ẍ = −x + "|ẋ|pẋ(1− x2q).
üðïõ p; q > 0.

(i) (×. Éïáêßì) Ãéá p ∈ N ∪ {0} êáé Üñôéï q ∈ N, åîßóùóç Ý÷åé ìïíáäéêü
åõóôáèÞ ïñéáêü êýêëï ðëÜôïõò

x2
1 + x2

2 =

[
2:4:::2q

1:3:::(2q − 1)

2:4:6:::(2q + p + 2)

2:4:::p(p + 2)

] 1
q

+ O(å); å −→ 0:

(ii) (×. Éïáêßì) Ãéá p; q üðùò óôï (i), êáé åðßóçò p+2 = 2q Ý÷ïõìå ìïíáäéêü
åõóôáèÞ ïñéáêü êýêëï ðëÜôïõò x2

1 + x22 = 4 + O(å).
(iii) (MðåñêÝôçò) Ãéá p; q üðùò óôï Ýíá êáé limq→∞

4
q

= 2 Ý÷ïõìå ìïíáäéêü

åõóôáèÞ ïñéáêü êýêëï ðëÜôïõò x2
1 + x22 = 4 + O(å), å −→ 0.

¢óêçóç 1.7 Èåùñåßóôå ôçí åîßóùóç ôýðïõ Van der Pol

ẍ = −x + åf(ẋ)(1− x2)
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EéðéëÝîôå f êáôÜëëçëï ðïëõþíõìï Ýôóé þóôå íá õðÜñ÷ïõí áêñéâþò 3 ðå-
ñéïäéêÝò ëýóåéò ãéá å << 1. Ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ðïõ èá êáôáóêåõÜóåôå åñåõ-
íåßóôå ôçí åõóôÜèåéá ôùí ðåñéïäéêþí ëýóåùí.

¢óêçóç 1.8 (X. Iïáêßì) Èåùñåßóôå ôçí åîßóùóç ôýðïõ Van der Pol

ẍ = −x + å[16ẋ5 − 80ẋ3 + 175ẋ](1− x2)

Äåßîôå üôé ãéá å << 1 (ð.÷. å=0.001) Ý÷ïõìå 3 ïñéáêïýò êýêëïõò, 2
åõóôáèåßò ìå ðëÜôç x2

1 + x2
2 = 4 + O(å) êáé x2

1 + x2
2 = 7 + O(å) êáé Ýíáí

åõóôáèÞ ìå ðëÜôïò x2
1 + x2

2 = 5 + O(å).

2 ÁëãåâñéêÝò Åîéóþóåéò

2.1 Êëßìáêåò êáé ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá

Ôï ÈÐÓ äßíåé ýðáñîç ëýóåùí ôçò

F (x; y) = 0 (Þ F (z; w) = 0) (21)

êÜôù áðü õðïèÝóåéò óå ðåñéï÷Þ óçìåßïõ (x0; y0)(= (0; 0)÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò)
ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç, F (x0; y0) = 0. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç F åßíáé ðï-
ëõþíõìï 2 ìåôáâëçôþí, Þ ãåíéêüôåñá



F : C× C → C áíáëõôéêÞ ùò ðñïò 2 ìåôáâëçôÝò
óå ðåñéï÷Þ ôïõ (0; 0) ôçò ìïñöÞò (âë. õðüìíçìá
èåþñçìá ðñïðáñáóêåõÞò ôïõ Weierestrass)

F (z; w) = wk + ak−1(z)w
k−1 + : : : + a0(z)

aj(z) = a
(pj)
j zpj + a

(pj+1)
j zpj+1 + : : :

a(p0)
0 6= 0
üðïõ aj(z) áíáëõôéêÝò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò j = 0; 1; :::; k − 1

(22)

Ïé õðïèÝóåéò ôïõ ÈÐÓ ðñáöáíþò äåí éêáíïðïéïýíôáé äéüôé Fw(0; 0) = 0. Ðá-
ñüëá áõôÜ, åßíáé äõíáôüí íá êáôáóêåõÜóïõìå üëåò ôéò ëýóåéò w = fl(z) óå
ðåñéï÷Þ ôïõ (0,0), l = 1; :::; Kn.
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ÐáñáôÞñçóç 2.1 Åí ãÝíåé åíäéáöåñüìáóôå ãéá ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò üôáí ç
(21) åéíáé ôçò ìïñöÞò F ("; y) = 0 (Þ F (�; y) = 0) üðïõ å, ë ðñáãìáôéêÝò
ðáñÜìåôñïé. Ùò ãíùóôüí üìùò áðü ôçí ðåñßðôùóç ôïõ ôñéùíýìïõ, ç ìéãá-
äïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ï ðéï áðïôåëåóìáôéêüò ôñüðïò ìåëÝôçò ôùí
ðñáãìáôéêþí ñéæþí.

ÐáñáôÞñçóç 2.2 Ôï ÈÐÓ éó÷ýåé ãéá x; y ∈ C ìå áíôßóôïé÷åò õðïèÝóåéò
êáé áíôßóôïé÷á óõìðåñÜóìáôá (ç óõíèÞêç Fy 6= 0 áíôéêáèßóôáôáé áðü Fw 6= 0
üðïõ @F

@w
ç ìéãáäéêÞ ðáñÜãùãïò) êáé èá ôï ðÜñïõìå ùò äåäïìÝíï.

ÅÜí ç F Ý÷åé ðåñéóóüôåñç ïìáëüôçôá, áíôßóôïé÷ç ïìáëüôçôá Ý÷åé êáé ç f.
ÅéäéêÜ, åÜí ç F åßíáé áíáëõôéêÞ, ôüôå ç f åßíáé åðßóçò áíáëõôéêÞ.

ÐáñÜäåéãìá 2.3 Íá ìåëåôçèïýí ïé ëýóåéò ôçò

w2 + a(1)
0 z + a(3)

0 z3 = 0; a(1)
0 6= 0 (23)

óå ðåñéï÷Þ ôïõ (0,0).

Ðñïöáíþò, (z,w)=(0,0) åßíáé ëýóç. ÈÝôïõìå w=f(z). Ðáñáôçñïýìå üôé
ãéá |z| << 1, ç (23) ðñïóåããßæåôáé áðü óôçí

w2 + a(1)
0 z = 0; a(1)

0 6= 0 (24)

ðïõ Ý÷åé ëýóåéò

w = ±
(
− a(1)

0

) 1
2 z

1
2 :

ÁíáæçôÜìå ëïéðüí ãéá ôçí (23) ëýóåéò ôçò ìïñöÞò

w = v(z)z
1
2 ; v(0) 6= 0 (25)

üðïõ v(z) óõíÜñôçóç õðü ðñïóäéïñóìü, äçëáäÞ åéóÜãïõìå ôçí áëëáãÞ ìå-

ôáâëçôþí w = uz
1
2 .

ÁíôéêáôÜóôáóç ôçò (25) óôçí (23) äßíåé êáôüðéí áðëïðïßçóçò

v2 + a(1)
0 + a(3)

0 z2 = 0

áðü üðïõ ðñïêýðôåé üôé

v±(z) = ±
(
−a(1)

0 − a(3)
0 z2

) 1
2
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êáé êáôÜ óõíÝðåéá ç

w±(z) = v±(z)z
1
2

äßíåé ôéò ëýóåéò ôçò (23).

Ó÷üëéï 2.4 Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò åßíáé ç åéóáãùãÞ ôçò êëßìá-

êáò z
1
2 .

(iii) ÁíáìÝíïõìå üôé ïé ëýóåéò ôçò (21) ìå F üðùò áôçí (22), åßíáé äõíáìï-
óåéñÝò ìå êëáóìáôéêÝò äõíÜìåéò. Áõôü óõìâáßíåé íá éó÷ýåé êáé ìÜëéóôá ç
êëÜóç ôçò F ðïõ åßíáé äõíáìïóåéñÝò ìå êëáóìáôéêÝò äõíÜìåéò (ðåðåñáóìÝíï
áñéèìü áñíçôéêþí) åßíáé áëãåâñéêÜ êëåéóôÞ êÜôù áðü áõôÞ ôç äéáäéêáóßá
([W], óåë. 98).

ÐáñÜäåéãìá 2.5 Íá ìåëåôçèïýí ïé ëýóåéò ôçò

w3 + a(1)
2 zw2 + a(3)

1 z3w + a(4)
0 z4 = 0; a(j)

i 6= 0 (26)

óå ðåñéï÷Þ ôïõ (0,0), i = 0; 1; 2, j = 1; 3; 4.

Õðïêéíïýìåíïé áðü ôçí (25) áíáæçôïýìå ëýóåéò ôçò ìïñöÞò

w = v(z)z� (27)

üðïõ á õðü ðñïóäéïñéóìü. ÁíôéêáôÜóôáóç ôçò (27) óôçí (26) äßíåé

z3�v3 + a(1)
2 z2�+1v2 + a(3)

1 z3+�v + a(4)
0 z4 = 0; |z| ≤ � (28)

Ðñïöáíþò ÷ñåéáæüìáóôå ôï á íá åßíáé ôÝôïéï þóôå ôïõëÜ÷éóôïí äýï üñïé
íá Ý÷ïõí ôçí ßäéá äýíáìç ãéá íá áëëçëïáíáéñïýíôáé.

¸÷ïõìå ëïéðüí ôç ìÝèïäï åîéóïññüðçóçò:

(1) 3� = 2� + 1 (4) 2� + 1 = � + 3

(2) 3� = � + 3 (5) 2� + 1 = 4

(3) 3� = 4 (6)3 + � = 4

Ç (1) äßíåé á=1, ìå åêèÝôåò (3,3,4,4) êáé ç (31) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

z3v3 + a(1)
2 z3v2 + a(3)

1 z4 + a(4)
0 z4 = 0;
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ðïõ ìåôÜ áðü áðëïðïßçóç äßíåé

v3 + a(1)
2 v2 + a(3)

1 z + a(4)
0 z = 0: (29)

Ç (29) ãéá z = 0 äßíåé v = −a(1)
2 . Ôþñá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ ÈÐÓ : ÈÝôïõìå

F (z; v) = v3 + a(1)
2 v2 + a(3)

1 z + a(4)
0 z

F (0;−a(1)
2 ) = 0

Fv(0;−a(1)
2 ) = (a(1)

2 )2

Aðü ôéò õðïèÝóåéò ìáò üôé Fu(0;−a(1)
2 ) 6= 0, ðáßñíïõìå v1(z) áíáëõôéêÞ íá

åðéëýåé ôçí (29) ìå v1(0) = −a(1)
2 .

Åí óõíå÷åßá èåùñïýìå ôçí (2) ðïõ äßíåé á = 3
2
êáé áíôßóôïé÷ïõò åêèÝôåò

(9
2
; 4; 9

2
; 4) êáé ç (28) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

z
9
2v3 + a(1)

2 z4v2 + a(3)
1 z

9
2v + a(4)

0 z4 = 0;

ðïõ ìåôÜ áðü áðëïðïßçóç äßíåé

z
1
2v3 + a(1)

2 v2 + a(3)
1 z

1
2v + a(4)

0 = 0: (30)

Ôþñá èá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ ÈÐÓ.

ÈÝôïõìå s = z
1
2 , ïðüôå ç (30) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

F (s; v) = sv3 + a(1)
2 v2 + a(3)

1 sv + a(4)
0 = 0: (31)

Ãéá s=0, ç (31) äßíåé

a(1)
2 v2 + a(4)

0 = 0 ⇒ v = ±

(
−a

(4)
0

a(1)
2

) 1
2

ìå

Fv

0;±

(
−a

(4)
0

a(1)
2

) 1
2

 = ±2a(1)
2

(
−a

(4)
0

a(1)
2

) 1
2

:

ÕðïèÝôïíôáò üôé Fv

(
0;±

(
−a

(4)
0

a
(1)
2

) 1
2

)
6= 0, ðáßñíïõìå ìÝóù ôïõ ÈÐÓ

ôéò v2(s), v3(s) áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò, íá åðéëýïõí ôçí (31), ìå v2;3(0) =

±
(
−a

(4)
0

a
(1)
2

) 1
2

. ÄçëáäÞ ðáßñíïõìå ìÝ÷ñé ôïýäå 3 ëýóåéò ãéá ôçí (26):
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

w = v1(z)z; v1(0) = −a(1)
2 ;

w = v2(z
1
2 )z

3
2 ; v2(0) =

(
−a

(4)
0

a
(1)
2

) 1
2

;

w = v3(z
1
2 )z

3
2 ; v3(0) = −

(
−a

(4)
0

a
(1)
2

) 1
2

;

(32)

üðïõ vi(s) áíáëõôéêÝò óå ìåñéï÷Þ ôïõ s=0.

Ó÷. 7: Ïé ëýóåéò ôçò (26) óå ðåñéï÷Þ ôïõ (0; 0).

¢óêçóç 2.6 ¸óôù F(x,ë) C1 óõíÜñôçóç ïñéóìÝíç óå ðåñéï÷Þ ôïõ (x0; ë0) ∈
R × R. Káëïýìå ôçí ë ðáñÜìåôñï êáé ôçí x Üãíùóôç êáé èåùñïýìå ôçí
åîßóùóç ùò ðñïò x

F (x; �) = 0 (33)

ÕðïèÝôïõìå üôé F (x0; ë0) = 0.
Ãéá êÜèå ë (óå ðåñéï÷Þ ôïõ ë0) Ýóôù n(ë) o áñéèìüò ôùí ëýóåùí ôçò (??)
åíôüò ôçò ðåñéï÷Þò. Êáëïýìå (x0; ë0) óçìåßï äéáêëÜäùóçò áí ï n(ë) áëëÜæåé
êáèþò ç ë ìåôáâÜëëåôáé ðÝñéî ôïõ ë0.

Äåßîáôå üôé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ôï (x0; ë0) óçìåßï äéáêëÜäùóçò
åßíáé Fx(x0; ë0) = 0, äçëáäÞ ïé õðïèÝóåéò ôïõ ÈÐÓ äåí éêáíïðïéïýíôáé.
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¢óêçóç 2.7 (i) Íá âñåèïýí ôá óçìåßá äéáêëÜäùóçò ôçò F (x; ë) = ëx− x3

êáé íá ó÷åäéáóôåß ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí ôçò F (x; ë) = 0 óôï x-ë åðßðåäï.

(ii) Íá âñåèïýí ôá óçìåßá äéáêëÜäùóçò ôçò

F (y; ë) := y2 + 3y + ë = 0

êáé íá ó÷åäéáóôåß ôï óýíïëï ëýóåùí ôçò F (y; ë) = 0 óôï y-ë åðßðåäï.

Ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá óõóôçìáôïðïéåß ôçí åðßëõóç åîéóþóåùí üðùò ôçò
(26) êáé ãåíéêüôåñá ôçò (21) ãéá F üðùò óôçí (22).

ÅéóÜãïõìå êáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (i,j) i,j = 1,2,... êáé èåùñïýìå ôá óç-
ìåßá Á = (i; pi) , i=0,1,2,...,k üðïõ pi ìéêñüôåñïò åêèÝôçò ôïõ z óôïí óõíôå-
ëåóôÞ ôïõ wi.

Ó÷. 8: : Ðïëýãùíï Íåýôùíá ãéá ôï ÐáñÜäåéãìá 2.

Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá ôï ÐáñÜäåéãìá 2.5 Ý÷ïõìå

A0 = (0; 4); A1 = (1; 3); A2 = (2; 1); A3 = (3; 0) (34)

Èåùñïýìå ôþñá ôçí êõñôÞ ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ L ðïõ ðåñíÜåé ìÝóù êÜðïéùí
óçìåßùí Ai ðïõ åíþíåé ôá (0; p0) êáé (k; 0) êáé åßíáé ôÝôïéá þóôå íá Ý÷åé üëá
ôá Ai Þ åðß Þ áðü ðÜíù. Óôï ó÷Þìá 8 Ý÷ïõìå ôçí êõñôÞ ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ
(Ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá) ãéá ôï ÐáñÜäåéãìá 2.

Ôï Ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá óõíßóôáôáé áðü ôïí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü åõèõ-
ãñÜììùí ôìçìÜôùí Lj (= Aij−1

Aij) áíôßóôïé÷ùí êëßóåùí −áj, j=1,...,r. ÈÝ-
ôïõìå nj = ij − ij−1. Ãéá ôï ÐáñÜäåéãìá 2.5 Ý÷ïõìå ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá
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L1 = A0A2 êáé L2 = A2A3

ìå êëßóåéò

−á1 =
4− 1

0− 2
= −3

2
; −á2 =

1− 0

2− 3
= −1

êáé

n1 = 2 ; n2 = 1

Èá áðïäåßîïõìå üôé áíôéóôïé÷ïýí óå êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá Lj, nj ëýóåéò
ôçò F(z,w)=0 (âë. (21), (22)) ôçò ìïñöÞò ajvjl(z

�jl), l=1,2,...,nj üðïõ êÜèå
vjl åßíáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç ôoõ z óå ðåñéï÷Þ ôïõ z=0 êáé �jl êëáóìáôéêüò
åí ãÝíåé åêèÝôçò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç äéáäéêáóßá. Áðü ôçí ðñïöáíÞ ó÷Ýóç

äå
r∑

j=1

nj = k ðñïêýðôåé üðùò èá äåßîïõìå, üôé ç äéáäéêáóßá áõôÞ äßíåé üëåò ôéò

ëýóåéò ôçò (21) óå ðåñéï÷Þ ôïõ z=0, w=0.

Ãéá ôï ÐáñÜäåéãìá 2, ç ìÝèïäïò ðñïâëÝðåé äýï ëýóåéò ôçò ìïñöÞò z3=2v11(:),
z3=2v12(:) êáé ìßá ëýóç ôçò ìïñöÞò z

3=2v21(:) ðïõ óõìöùíåß ìå ôçí (32).

ÅÜí ôþñá −�j ç êëßóç ðïõ áíôéóôé÷åß óôï Lj = Aij−1
Aij , Aij−1

= (ij−1; pij−1
),

Aij = (ij; pij)

¸÷ïõìå üôé

pij−1
+ �jij−1 = pij + �jij ≤ pj + �ji; ∀i = 0; 1; :::; k (35)

H ó÷Ýóç (35) ãåùìåôñéêÜ áíôéóôïé÷åß óôï üôé ôá Aij−1
ïñßæïõí åõèýãñáììï

ôìÞìá Lj ðïõ êåßôáé åðß ôçò åõèåßáò ç ïðïßá åõñßóêåôáé êÜôù áðü ôá Üëëá
óçìåßá Ái. Ç ó÷Ýóç (35) áëãåâñéêÜ åßíáé áíáìåíüìåíç êáé ðñïêýðôåé áðü ôçí
áðáßôçóç üôé ç F(z,w)=0 Ý÷åé ëýóç ôçò ìïñöÞò w = zajv(:), äéüôé óå ôÝôoéá
ðåñßðôùóç ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò w óôçí F(z,w) èá ðñÝðåé íá äþóåé ôïõëÜ÷éóôïí
üñïõò �(z)m ðïõ Ý÷ïõí ôçí ßäéá äýíáìç ùò ðñïò z þóôå íá áëëçëïáíáéñïýíôáé.
Ç (35) åêöñÜæåé ôçí éóüôçôá ôùí äýï ÷áìçëüôåñùí (åêèÝôéêá) üñùí.

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí

w = z�jv(:) (36)
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óôçí åîßóùóç (21) ìå ôéò õðïèÝóåéò (22) êáé ìåôÜ áðü áðëïðïßçóç ðïõ ðñï-
êýðôåé äéáéñþíôáò ôçí åîßóùóç ìå w = zpij+�jij (÷ñÞóç ôçò áíéóüôçôáò óôçí
(35)) Ý÷ïõìå

a
pij
ij
vij + a

pij−1

ij−1
vij−1 + gij(z; v) = 0; (37)

üðïõ gij(z; w) åßíáé áíáëõôéêÞ ùò ðñïò v êáé ùò ðñïò êÜðïéá êëáóìáôéêÞ
äýíáìç ôïõ z, êïíôÜ óôï (0,0), gij(0; v) = 0.

ÈÝôïíôáò z=0 óôçí (37) ðáßñíïõìå

a
pij
ij
vnj + a

pij−1

ij−1
= 0 (38)

äéüôé nj = ij − ij−1. ÁõôÞ ç åîßóùóç Ý÷åé nj äéáêåêñéìÝíåò ëýóåéò . ÌÝóù
ôïõ ÈÐÓ (âë. ðáñáôÞñçóç 2.2) ðñïêýðôåé üôé ç (38) Ý÷åé éóÜñéèìåò ëýóåéò
v = v(zó), üðïõ ó êëáóìáôéêüò åêèÝôçò êáé v áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç. ÊáôÜ
óõíÝðåéá, ç (21) Ý÷åé nj ëýóåéò áõôÞò ôçò ìïñöÞò. ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞ
ôç äéáäéêáóßá ðáßñíïõìå üëåò ôéò ëýóåéò ôçò (21) óå ðåñéï÷Þ ôïõ (0,0).

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ óôçí (35) ðåñéóóüôåñïé ôùí äýï áñéèìïß pj + ajj åßíáé
ßóïé ôüôå ç áíôßóôïé÷ç (39) åìðëÝêåé ðåñéóóüôåñåò äõíÜìåéò ôïõ v ìå åíäå÷ï-
ìÝíùò ðïëëáðëÝò ñßæåò. Ôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá åßíáé áíôéðñïóùðåõôéêü êáé
âïçèÜåé óôçí êáôáíüçóç áõôÞò ôçò ðåñßðôùóçò.

ÐáñÜäåéãìá 2.8 Íá ìåëåôçèïýí ïé ëýóåéò ôçò

w5 + 2zw4 − zw2 − 2z2w − z4 − z3 = 0 (39)

óå ðåñéï÷Þ ôïõ (0,0).

ÎåêéíÜìå ìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ðïëõãþíïõ ôïõ Íåýôùíá:
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Ó÷. 9



Á0 = (0; 3); Á1 = (1; 2); Á2 = (2; 1); Á3 = áðùí

Á4 = (4; 1); Á5 = (5; 0)

L1 = A0A2; L2 = A2A5

−�1 = 3−1
0−2

= −1; −�2 = 1−0
2−5

= −1
3

n1 = 2; n2 = 3

(40)

KáôÜ óõíÝðåéá áíáìÝíïõìå

3 ëýóåéò ôçò ìïñöÞò z
1
3vk(z

ó1)

2 ëýóåéò ôçò ìïñöÞò zvl(z
ó2)

vk, vl áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò, ó1, ó2 êëáóìáôéêïß (åí ãÝíåé) åêèÝôåò.

ÎåêéíÜìå ìå ôç ëýóç ôçò ìïñöÞò z
1
3v, v(0) 6= 0. ÁíôéêáôÜóôáóç óôçí (39)

äßíåé
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(z
1
3v)5 + 2z(z

1
3v)4 − z(z

1
3 )2 − 2z2(z

1
3v)− z4 − z3 = 0 (41)

Äéáéñïýìå ìå z
5
3 êáé ðáßñíïõìå

v5 + 2z
2
3v4 − v2 − 2z

2
3v − z

7
3 − z

4
5 = 0 (42)

ÈÝôïõìå x = z
1
3 ïðüôå ç (42) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

F (x; v) = v5 + 2x2v4 − v2 − 2x2v − x7 − x4

F (0; v∗) = v5
∗ − v2

∗ = v2
∗(v

3
∗ − 1) = 0

⇒ v∗ êõâéêÞ ñßæá ôçò ìïíÜäáò = {e 2ðki
3 ; k = 0; 1; 2} (ìç ìçäåíéêÞ ñßæá)

Áðü åäþ ðñïêýðôåé åýêïëá üôé Ý÷ïõìå 3 ëýóåéò

w = z
1
3vk(z

1
3 ) ; k = 0; 1; 2 (Áóêçóç 2:9) (43)

Óôçí óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ëýóåéò ôçò ìïñöÞò zv.

¢óêçóç 2.9 Äåßîáôå ðùò ðñïêýðôåé ç (43).

¢óêçóç 2.10 (i) ÁíôéêáôáóôÞóáôå ôçí zv óôçí (39). Ðüóïé üñïé åîéóïñ-
ñïðïýí (÷áìçëüôåñçò ôÜîçò);

(ii) ÌåôÜ áðü áðëïðïßçóç äåßîáôå üôé ç åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé

(∗) F (z; v) = z2v5 + 2z2v4 − v2 − 2v − z − 1 = 0;

F (0; v∗) = (1 + v∗)
2 = 0:

Åöüóïí ç v∗ åßíáé äéðëÞ ñßæá äåí åöáñìüæåôáé óôï ôï ÈÐÓ
(iii) ÈÝóáôå v = v+1 êáé ãñÜøôå ôçí (∗) ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ v. Áíáæçôåß-
óôå ëýóåéò êïíôÜ óôï v = 0, z = 0 åöáñìüæïíôáò ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá.

Äåßîáôå üôé õðÜñ÷ïõí 2 ëýóåéò ôçò ìïñöÞò v = z
1
2 g±(z

1
2 ).
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¢óêçóç 2.11 Íá ìåëåôçèïýí ïé ëýóåéò ôçò

w7 − 3zw5 + 3zw3 − z3w + z4 = 0

óå ðåñéï÷Þ ôïõ (0,0).

¢óêçóç 2.12 Íá ìåëåôçèåß ç åîßóùóç óôçí Üóêçóç (2.3) ôïõ Logan ó. 65
ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Íåýôùíá.

¢óêçóç 2.13 Ná ìåëåôçèåß ç Üóêçóç (2.1) ôïõ Logan, ó. 65.

¢óêçóç 2.14 ÈåùñÞóôå ôçí åîßóùóç åx5 − åx4 − x3 + 8 = 0, 0 < å << 1.

(i) Ná âñåèïýí ïé ðñùôåýíïôåò üñïé üëùí ôùí ñéæþí (ðñáãìáôéêþí êáé ìéãá-
äéêþí), öñáãìÝíùí êáé ìç, üðùò ôï å −→ 0.

(ii) Ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ öñáãìÝíç ñßæá êáé ôçí èåôéêÞ ìç öñáãìÝíç ñßæá íá
ðñïóäéïñéóôïýí ïé äýï ðñþôïé üñïé ôùí áíôßóôïé÷ùí áíáðôõãìÜôùí.

Ëýóåéò áóêÞóåùí 1.4, 1.5, 2.6, 2.7

1) ẍ + x + åx3 = 0
ÌïñöÞ óõóôÞìáôïò
x1 = x, x2 = ẋ

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − åx3
1

Ė(x1; x2) = −åx3
1

F (A) = −
∫ 2ð

0

Á2 sin3(t− t0)dt ≡ 0

Ïõäåìßá ðëçñïöïñßá ðáñÝ÷åôáé áðü ôç ìÝèïäï.

2) ẍ = −x + å|ẋ|pẋ(1− x2q)


ẋ1 = x2

−x1 + å|x2|px2(1− x2q
1 )
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F (A) = Ap+1
{∫ 2ð

0

sinp(t− t0)dt− A2q

∫ 2ð

0

sinp(t− t0) cos2q(t− t0)dt
}

=

= Ap+1
{
C1 − C2A

2q
}

Ó÷. 10

3) 'Eóôù Fx(x0; ë0) 6= 0. Áðü ôï ÈÐÓ Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé x=f(ë), x0 = f(ë0)
ïñéóìÝíç óå ðåñéï÷Þ (ë0 − ä; ë0 + ä) ôÝôïéá þóôå üëåò ïé ëýóåéò ôçò (1) óå
ðåñéï÷Þ ôïõ (x0; ë0) åõñßóêïíôáé óôï

{
(f(ë); ë)=ë ∈ (ë0 − ä; ë0 + ä)

}
. ÊáôÜ

óõíÝðåéá, n(ë)=1 óå áõôÞ ôçí ðåñéï÷Þ ôïõ (x0; ë0).



Í. ÁëéêÜêïò - Óçìåéþóåéò 27

Ó÷. 11

4)(i) Aðü ôçí Áóê. 3 ðñïêýðôåé üôé ôá óçìåßá äéáêëÜäùóçò äßäïíôáé áðü ôéò
åîéóþóåéò

F (x; ë) = 0

Fx(x; ë) = 0

ÊáôÜ óõíÝðåéá
ëx− x3 = 0

ë− 3x2 = 0

Áðü üðïõ ðñïêýðôåé üôé (x0; ë0) = (0; 0) åßíáé ôï ìïíáäéêü (åíäå÷ïìÝíùò)
óçìåßï äéáêëÜäùóçò.

Ó÷. 12: Ôo óýíïëï ëýóåùí ëx− x3 = 0.
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Áðü ôï ãñÜöçìá (Ó÷. 12) âëÝðïõìå üôé ôï (0,0) åßíáé óçìåßï äéáêëÜäùóçò.

(ii)
F (y; ë) = y2 + 3y + ë = 0

Fy(y; ë) = 2y + 3 = 0 ⇒ y = −3

2
; ë =

9

4

Ó÷. 13: y2 + 3y + ë = 0

3 Óýíçèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò

Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ìåëÝôç ìáò ôùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí áðïêïìßóáìå
üôé ôï Èåþñçìá ÐåðëåãìÝíùí ÓõíáñôÞóåùí åí ãÝíåé äåí åðáñêåß ãéá ôçí
êáôáóêåõÞ üëùí ôùí ëýóåùí óå êÜðïéá ðåñéï÷Þ äïèåßóáò ëýóçò. ÅéóáãÜ-
ãáìå ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá, ðïõ åßíáé êáôÜëëçëï åñãáëåßï óôçí ðå-
ñßðôùóç ðïõ ôï ÈÐÓ äåí åßíáé åöáñìüóéìï, ôï ïðïßï õðïäåéêíýåé ëýóåéò
äéáöïñåôéêþí êëéìÜêùí. Ìå ëßãá ëüãéá, üôáí ç óõíèÞêêç (ÉÉ) ôïõ ÈåùñÞ-

ìáôïò 1.1 äåí éó÷ýåé ôüôå åí ãÝíåé Ý÷ïõìå ëýóåéò äéáöïñåôéêþí êëéìÜêùí.

Óôçí ðåñßðôùóç ôùí Ó.Ä.Å. Ý÷ïõìå Ýíá áíÜëïãï öáéíüìåíï ìå ôçí åðéðëÝïí
äéáöïñÜ üôé óôçí ßäéá ëýóç (ðïõ åßíáé ðëÝïí óõíÜñôçóç), ìðïñåß íá óõíõðÜñ-
÷ïõí äéáöïñåôéêÝò êëßìáêåò.
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3.1 Ç ìÝèïäïò ôùí áóõìðôùôéêþí áíáðôõãìÜôùí - ç ïìáëÞ

ðåñßðôùóç

ÐáñÜäåéãìá 3.1 
dy
dt

= −y + åy2

y(0) = 1
(44)

To Ð.Á.Ô. (44) åðéäÝ÷åôáé ëýóç óå êëåéóôÞ ìïñöÞ ãéáôß ç åîßóùóç åßíáé
ôýðïõ Bernoulli.

¸÷ïõìå

y(t) =
e−t

1 + å(e−t − 1)
(45)

H (45) ãñÜöåôáé åðßóçò óáí áíÜðôõãìá Taylor ðåñß ôï å=0 ùò åîÞò

y(t) == e−t + å(e−t − e−2t) + å2(e−t − 2e−2t + e−3t) + :::

Ðñïóðïéïýìåíïé ôþñá üôé äåí ãíùñßæïõìå ôçí ëýóç (45) èá áðïðåéñáèïýìå íá
ôç âñïýìå óå ìïñöÞ áíáðôýãìáôïò óå ðåñéï÷Þ ôïõ å=0,

y(t) = y0(t) + åy1(t) + å2y2(t) + ::: (46)

ðñïóäéïñßæïíôáò äéáäï÷éêÜ y0(t), y1(t), ...

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí (46) óôçí (44) Ý÷ïõìå

y(t) = ẏ0(t) + åẏ1(t) + å2ẏ2(t) + ::: = −(y0(t)+åy1(t)+å2y2(t)+ :::)+ (47)

+å(y0(t) + åy1(t) + å2y2(t) + :::)2

Åîéóþíïíôáò óõíôåëåóôÝò ßäéùí äõíÜìåùí ôïõ å óôá äõï ìÝëç ðáßñíïõìå ôçí
áêïëïõèßá ãñáììéêþí åîéóþóåùí
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

ẏ0 + y0 = 0

ẏ1 + y1 = y2
0

ẏ2 + y2 = 2y0 y1

...

(48)

Aîéïóçìåßùôá åßíáé:

(á) Ç (44) ⇔ ¢ðåéñï óýóôçìá åîéóþóåùí

(â) Ïé åîéóþóåéò åßíáé ãñáììéêÝò êáé ôï óýóôçìá ìðïñåß íá ëõèåß ëýíïíôáò
äéáäï÷éêÜ ôéò åîéóþóåéò (ÔñéãùíéêÞ ìïñöÞ).

Ãéá ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç åöáñìüæïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá:

1 = y0(0) + åy1(0) + ::: (49)

Áðü üðïõ ðáßñíïõìå

y0(0) = 1; y1(0) = 0 ; ::: (50)

Åðéëýïíôáò ôþñá ôï óýóôçìá (48), (50) ðáßñíïõìå

y0(t) = e−t

y1 = e−t − e−2t

y2 = e−t − 2e−2t + 3e−3t

...

(51)

Oõäüëùò ðåñéÝñãùò êáôáóêåõÜæïõìå îáíÜ ôï áíÜðôõãìá ôçò y(t) óôçí (45).

Ðáñáôçñïýìå üôé :

ÅÜí êñáôÞóïõìå Ýíáí áñéèìü n üñùí áðü ôçí (49) ðáßñíïõìå ìéá ïìïéüìïñöç
ðñïóÝããéóç Ï(ån+1) ôçò ëýóçò

Ð÷ ãéá ôñåéò üñïõò
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yðñïó(t) = e−t + å(e−t − e−2t) + å2(e−t − 2e−2t + 3e−3t) (*)

|yáêñ − yðñïó| < C å3 ; ïìïéïìïñöá ãéá t > 0:

üðïõ y(t) ç áêñéâÞò ëýóç ðïõ äßíåôáé óôçí (45). Ç ïìïéïìïñößá ðñïêýðôåé
áðü ôï üôé ïé üñïé ôçò óåéñÜò åßíáé ïìïéüìïñöá öñáãìÝíïé ãéá t > 0 êáé äéüôé
ç óåéñÜ óõãêëßíåé.

Ó÷üëéï 3.2 Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 3.1 ç áóõìðôùôéêÞ óåéñÜ
óõãêëßíåé, êáé ç ðñïóÝããéóç éó÷ýåé ïìïéüìïñöá. ¼ðùò èá äïýìå üôáí ôï
ðñüâëçìá äåí åßíáé ïìáëü (äçë. áðëÞ åöáñìïãÞ áíôßóôïé÷ïõ ÈÐÓ óå ÷þñï
Banach) ç áóõìðôùôéêÞ óåéñÜ äåí èá óõãêëßíåé êáô' áíÜãêç êáé ç ðñïóÝã-
ãéóç äåí èá åßíáé áíáãêáóôéêÜ ïìïéüìïñöç. Ðáñüëá áõôÜ ç ìÝèïäïò ôùí
áóõìðôùôéêþí áíáðôõãìÜôùí (ðïõ åßíáé áíÜëïãç ôçò ìåèüäïõ óåéñþí óôéò
Ó.Ä.Å.) êáôÜëëçëá ôñïðïðïéçìÝíç äßíåé ÷ñÞóéìç ðëçñïöïñßá êáé óå áõôÝò
ôéò éäéüìïñöåò ðåñéðôþóåéò.

¢óêçóç 3.3 Äåßîôå áõóôçñÜ ôçí åêôßìçóç |yáêñ(t) − yðñïó(t)| < Cå3 óôçí
(∗), ïìïéüìïñöá ãéá t ∈ [ä;∞), ä > 0.

ÐáñÜäåéãìá 3.4 èåùñïýìå ôçí åîßóùóç Du�ng

ü + u + åu3 = 0 ; u(0) = 1; u̇(0) = 0 (52)

Áíáæçôïýìå ôç ëýóç ãéá å << 1 óôç ìïñöÞ áóõìðôùôéêïý áíáðôýãìáôïò

u(t) = u0(t) + åu1(t) + å2u2(t) + :::

Aíôéêáèéóôþíôáò óôçí åîßóùóç Ý÷ïõìå

( u0 + åu1 + å2u2 + :::) + å( u0 + åu1 + å2u2 + :::)3 = 0 ⇔

( u0 + åu1 + å2u2 + :::) + å( u3
0 + 3u2

0åu1 + :::) = 0

Êáé êáôÜ óõíÝðåéá åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ðáßñíïõìå

å0 : ü0 + u0 = 0 ; u0(0) = 1 ; u̇0(0) = 0
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å1 : ü1 + u1 + u3
0 = 0 ; u1(0) = 0 ; u̇1(0) = 0

å2 : ü2 + u2 + 3u2
0u1 = 0 ; u2(0) = 0 ; u̇2(0) = 0

...

Åðéëýïíôáò äéáäï÷éêÜ ôéò åîéóþóåéò Ý÷ïõìå

u0(t) = cos t

ü1 + u1 = −u3
0 = − cos3 t ⇒ u1(t) =

1

32
(cos 3t− cos t)− 3

8
t sin t (53)

...

ÐáñáôÞñçóç 3.5 H åîßóùóç (53) åðéëýåôáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí áðñïóäéüñé-
óôùí óõíôåëåóôþí [ÁÊ]. ÐáñáôçñÞóôå üôé

cos3 t =
cos 3t + 3 cos t

4

êáé üôé ï üñïò cost åßíáé åðßóçò ëýóç ôçò ïìïéïãåíïýò åîßóùóçò. Áõôü ïäçãåß
óôïí üñï t sint. Åäþ Ý÷ïõìå ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý ðïõ ïäçãåß óå
äõóêïëßåò ïõóßáò.

H ðñïóÝããéóç

uðñïó(t) = cos t + å(
1

32
(cos 3t− cos t)− 3

8
t sin t) (**)

èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå üôé áíôéóôïé÷åß ìå ôçí (*) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñá-
äåßãìáôïò êáé óõíåðþò áíáìÝíïõìå ôçí åêôßìçóç

|uáêñ − uðñïó| < Cå2 (54)
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¸õêïëá üìùò ðáñáôçñïýìå üôé ç åêôßìçóç (54) äåí åßíáé äõíáôüí íá éó÷ýåé
ïìïéüìïñöá ãéá t > 0 äéüôé ç uðñïó äåí åßíáé êáí öñáãìÝíç, áíôßèåôá ìå ôçí
uáêñ (âë. åðé÷åßñçìá åíÝñãåéáò (55), (56)).

Åðßóçò ç uðñïó åßíáé áíåðáñêÞò ðïéïôéêÜ äéüôé äåí åßíáé ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç
ôïõ t êáé áõôü ïäçãåß óôï (ëáíèáóìÝíï) óõìðÝñáóìá üôé åíäå÷ïìÝíùò ç äéá-
ôáñá÷Þ óôçí (52) ìå ôïí å üñï êáôáóôñÝöåé ôçí ðåñéïäéêüôçôá ôùí ëýóåùí
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áíáöïñÜò ü + u = 0 (å = 0).

Õðüäåéîç Áóê. 1:6

ẍ = −x + åf(ẋ)(1− x2) (∗)

EðéëÝãïõìå f(ẋ) = ẋg(ẋ)

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + åx2g(x2)(1− x2
1)

Ė(x1; x2) = åx2
2g(x2)(1− x2

1) ; x1 = A cos t ; x2 = A sin t

F (A) = A2

∫ 2ð

0

sin2 g(A sin t)(1− A2 cos2 t)dt

'Eóôù g(x1) = a0 + a1x
2
1 + a2x

4
1, üðïõ a0; a1; a2 èá åðéëåãïýí óôçí ðïñåßá.

F (A) = A2

∫ 2ð

0

sin2 t(a0 + a1A
2 sin2 t + a2A

4 sin4 t)(1− A2 cos2 t)dt

= A2

∫ 2ð

0

sin2 t{a0 + A2(a1 sin2 t− a0 cos2 t) + A4(a2 − a1 sin2 t cos2 t)

+A6(−a2 sin4 t cos2 t)}dt

= A2[a0 + a1A
2 + a2A

4 + a3A
6] =: A2P (A2) ; ïðïõ

(á) Õðïëïãßóôå ôá a0 ; a1 ; a3 óõíáñôÞóåé ôùí a0, a1, a2.

(â) Äþóôå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá a0; a1; a2 Ýôóé þóôå ç (*) íá Ý÷åé
áêñéâþò 3 ðåñéïäéêÝò ëýóåéò.

(ã) ÄéåñåõíÞóôå ôçí åõóôÜèåéá ôùí ðåñéïäéêþí ëýóåùí.
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Ó÷. 14

Ó÷. 15

¢óêçóç 3.6 Íá ëõèåß ç Üóêçóç 2.1 óôï âéâëßï ôïõ Logan.

Ëýóç Üóêçóçò 2.10

(∗) F (z; v) = z2v5 + 2z2v4 − (v + 1)2 − z = 0

F (0; v∗) = −(v∗ + 1)2 = 0 ⇒ v∗ = 1 äéðëÞ ñßæá

êáôÜ óõíÝðåéá ôï ÈÐÓ äåí åöáñìüæåôáé.

Ìåôáöïñá ôùí áîüíùí ìÝóù ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý v := v + 1 äßíåé

(∗∗) z2(v − 1)5 + 2z2(v − 1)4 − v2 − z = 0

AíáæÞôçóç ëýóåùí óå ðåñéï÷Þ ôïõ v = 0, z = 0. Ðáñáôçñïýìå üôé óôá
áíáðôýãìáôá
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(v − 1)5 = v5 + ::: + 5v − 1

(v − 1)4 = v4 + :::− 4v + 1

ïé ìüíïé üñïé ðïõ Ý÷ïõí óçìáóßá åßíáé ïé äýï ôåëåõôáßïé (äéüôé ïé Üëëïé åßíáé
áìåëçôÝïé óå ó÷Ýóç ìå ôï v2). ÁõôÞ ç ðáñáôÞñçóç ìáò ïäçãåß óôï âïçèçôéêü
ðñüâëçìá:

Âïçèçôéêü Ðñüâëçìá

(∗ ∗ ∗) z2(5v − 1) + 2z2(−4v + 1)− v2 − z = 0 ⇔

v2 + 3z2v − z2 + z = 0

ðïõ ìðïñïýìå íá ôï ìåôá÷åéñéóôïýìå ìÝóù ôïõ ðïëõãþíïõ ôïõ Íåýôùíá:

A0 = (0; 1) A1 = (1; 2) A2 = (2; 0)

Óõìðåñáßíïõìå üôé ç (∗ ∗ ∗) Ý÷åé 2 ëýóåéò ôçò ìïñöÞò z 1
2 g.

Ôþñá åðáíåñ÷üìáóôå óôçí (∗∗). Ôï âïçèçôéêü ðñüâëçìá ìáò ïäçãåß óôï

ìåôáó÷çìáôéóìü (z; v) 7−→ (z; g), üðïõ v = z
1
2 g. H (∗∗) ìåôáó÷çìáôßæåôáé

óôçí

z2(z
1
2 g − 1)5 + 2z(z

1
2 g − 1)4 − g2z − z = 0;

êáé áðëïðïéþíôáò (⇔ èåñáðåßá ôçò ðïëëáðëüôçôáò 2 ôïõ v∗ = 1) Ý÷ïõìå

R(z; g) := z(z
1
2 g − 1)5 + 2(z

1
2 g − 1)4 − g2 − 1 = 0

Tþñá åßìáóôå óå èÝóç íá åöáñìüóïõìå ôï ÈÐÓ: èÝôïõìå z
1
2 =: s. Tüôå

R(s; g) := s2(sg − 1)5 + 2(sg − 1)4 − g2 − 1 = 0

R(0; g∗) := −g2 + 1 = 0 ⇒ g∗ = ±1:

@R(0; g∗)

@g
= −2g∗ 6= 0
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KáôÜ óõíÝðåéá ç R(z; g) = 0 Ý÷åé 2 ëýóåéò ôçò ìïñöÞò g±(z
1
2 ) ìå g±(0) =

±1.
KáôáëÞãïõìå óôï üôé v± = z

1
2 g±(z

1
2 ) ⇒ v± = z

1
2 g±(z

1
2 )−1. 2

Ëýóç Üóêçóçò 2.14

(i) Íá âñåèïýí ïé ðñùôåýíôåò üñïé üëùí ôùí ñéæþí (ðñáãìáôéêþí, ìéãáäéêþí,
öñáãìÝíùí êáé ìç) üðùò ôï å −→ 0.

A. ÖñáãìÝíåò Ñßæåò

F (å; x) = åx5 − åx4 − (x3 − 8) = 0

F (0; x) = −(x3 − 8) = 0 ⇒ xk = 2e
2�ki

3 ; k = 0; 1; 2:

Fx(0; x)
∣∣∣
x=xk

= −3x2
k 6= 0

Ôï ÈÐÓ åöáñìüæåôáé êáé äßíåé 3 ñßæåò xk(å), k = 0; 1; 2 ìå xk(0) = 2e
2�ki

3 .

Xñåéáæüìáóôå Üëëåò 2 ñßæåò (5ïõ âáèìïý).

B. Mç ÖñáãìÝíåò Ñßæåò

ÅéóÜãïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü x =: 1
w
. H (∗) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(∗∗) 8w5 − w2 − åw + å = 0:

Eöáñìüæïõìå ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá:

Á0 = (0; 1) ; Á1 = (1; 1) ; Á2 = (2; 0) ; Á5 = (5; 0)

¸÷ïõìå 2 ëýóåéò w = z
1
2v, 3 ëýóåéò w = z0v (üðïõ z = å). Áãíïïýìå ôéò

3 ëýóåéò (äéüôé óõìðßðôïõí ìå ôéò öñáãìÝíåò). ¢ñá Ý÷ïõìå

8z
5
2v5 − zv2 − z

3
2v + z = 0 ⇒ 1− z

1
2v − v2 + 8z

3
2v5 = 0

F (s; v) = 1− sv − v2 + 8s3v5 = 0

F (0; v) = 1− v2 ⇒ u = ±1:

ÈÐÓ ⇒ w±(å) = å
1
2v±(å

1
2 ) = å

1
2 [±1 + :::].
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ÊáôÜ óõíÝðåéá oé 2 ìç öñáãìÝíåò ñßæåò åßíáé

x±(") =
1

"
1
2 [±1 + :::]

= "−
1
2 [±1 + :::]

(ii) Ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ öñáãìÝíç ñßæá êáé ôçí áñíçôéêÞ ìç öñáãìÝíç ñßæá íá
ðñïóäéïñéóôïýí ïé 2 ðñþôïé üñïé ôùí áíôßóôïé÷ùí áíáðôõãìÜôùí

A. "x5(")− "x4(") =
(
x(")

)2 − 8

⇒ x5(") + 5"x4(")x′(")− x4(")− 4"x3(")x′(") =

= 2x2(")x′(")

Ãéá å=0: x5(0)− x4(0) = 3x2(0)x′(0) ⇔

x4(0)− x3(0) = 2x′(0)

⇒ x′(0) = 4 (áöïý x(0) = 2)

KáôÜ óõíÝðåéá,

x0(") = 2 + 4" + :::

B. F (s; v) = 1− sv− v2 + 8s3v5 = 0, üðïõ v = v(s). Äéáöïñßæïíôáò ùò ðñïò
s Ý÷ïõìå

v′(0) = −Fs(0; u(0))

Fv(0; v(0))

KÜíïíôáò ÷ñÞóç ôïõ v(0) = +1 âñßóêïõìå v′(0) = −1

2
.

⇒ v(s) = 1− 1

2
s + ::: ⇔

v("
1
2 ) = 1− 1

2
"

1
2 + ::: ⇔ w(") = "

1
2 (1− 1

2
"

1
2 + :::)

⇒ x(") = "−
1
2

1

1− 1
2
"−

1
2 + :::

= "
1
2 [1 +

1

2
"

1
2 + :::]
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= "
1
2 +

1

2
+ :::

2

Õðïäåßîåéò Áóê. 2.14

Oé áóêÞóåéò áõôÝò äåí åßíáé ôçò ìïñöÞò (22), F(z,w)=0, üðïõ z=å, w=x,
êáé êáôÜ óõíÝðåéá ç èåùñßá äåí åöáñìüæåôáé Üìåóá. ¼ðùò èá äïýìå üìùò
áíÜãïíôáé1 åýêïëá óôçí (22). Ãéá ðáñÜäåéãìá, èåùñåßóôå ôçí

F (å; x) = åx2 + 2x + 1 = 0

ÈÝôïíôáò å=0 Ý÷ïõìå ôï ðñüâëçìá áíáöïñÜò

F (0; x) = 2x = 1 ⇒ x = −1

2

Fx(0;−
1

2
) = −1 6= 0

To ÈÐÓ äßíåé ëýóç x1(å), x1(0) = −1. Åðßóçò åããõÜôáé üôé üëåò ïé ëýóåéò ìå
åx2 << 1 êáëýðôïíôáé áðü ôçí x1(å). Åíäå÷ïìÝíùò õðÜñ÷ïõí êéá Üëëåò ëý-
óåéò ìå åx2 ü÷é ìéêñü. Ãéá íá ôéò ìåëåôÞóïõìå Ýíáò ôñüðïò åßíáé íá áëëÜîïõìå
ìåôáâëçôÝò x = å−óy (åx2 ü÷é ìéêñü óõíåðÜãåôáé x ìåãÜëï üðùò å −→ 0).

ÁíôéêáôÜóôáóç äßíåé

å1−2óy2 + 2å−óy + 1 = 0

Åîéóïññüðçóç óõíåðÜãåôáé 1− 2ó = −ó ⇔ ó = 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá

å−1y2 + 2å−1y + 1 = 0 ⇔ y2 + 2y + å = 0

ðïõ åßíáé ôçò ìïñöÞò ðïõ åîåôÜóáìå:

G(å; y) = y2 + 2y + å = 0;

G(0; y) = y2 + 2y = y(y + 2) = 0 ⇒ y = 0; y = −2;

1YðÜñ÷ïõí 2 åéäþí ëýóåéò: (É) öñáãìÝíåò üðùò å −→ 0, (II) ìç öñáãìÝíåò üðùò å −→ 0.
Ôéò (É) ôéò ìåëåôÜìå ìå ôï ÈÐÓ. Ôéò (ÉÉ) ìÝóù ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý x = 1

w
(x ≈ ∞ ⇔

w ≈ 0) ðïõ ôéò áíáãÜãåé óôçí ìïñöÞ (22) üðïõ åöáñìüæåôáé ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá.
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Gy(0; y) = 2y + 2; Gy(0; 0) = 2; Gy(0;−2) = −2:

Ôï ÈÐÓ åãáñìüæåôáé êáé äßíåé áêüìá 2 ëýóåéò y2(å), y2(å), x2(å) = å−1y3(å),
x3(å) = å−1y3(å)

Ëýóç ¢óêçóçò 2.12

(a) Óôïé÷åéþóçò ëýóç

F (å; x) = x3 + åx + 2å2 = 0 ; 0 < å << 1

Ó÷. 16

x(å) = x0 + x1å + x2å
2 + :::

(x0 + x1å + x2å
2 + :::)3 + å(x0 + x1å + x2å

2 + :::) + 2å2 = 0

å0 üñïé: x3
0 = 0

å1 üñïé: 3x2
0x1 + x0 = 0 ⇒ 0 = 0 (ïõäåìßá ðëçñïöïñßá),

å2 üñïé: x0(:::) + x1 + 2 ⇒ x1 = −2

å3 üñïé: x3
1 + x2 = 0 ⇒ x2 = 8

x(å) = −2å + 8å2 + :::
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(b) ÌÝóù ôïõ Ðïëõãþíïõ ôïõ Íåýôùíá (ðïõ èá ìáò äþóåé êáé ôéò ìéãáäéêÝò)

F (z; w) = w3 + zw + 2z2 = 0

F (0; w) = w3 = 0 ⇒ w = 0

Fw(0; 0) = 0; ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï ÈÐÓ äåí åöáñìüæåôáé. Êáôáöåýãïõìå óôï
Ð.Í.:

Ó÷. 17

(0,2), (1,1), (3,0), á1 = 1, á2 = 1
2

1 ëýóç ôçò ìïñöÞò zv(zó1), äýï ëýóåéò ôçò ìïñöÞò z
1
2v(zó2)

á) ÁíôéêáôÜóôáóç w = zv(zó1) äßíåé

z3v3 + zv + 2z2 = 0 ; F (z; v) = zv3 + v + 2

F (0; 0) = 2 ; F v(0; 0) = 1: To ÈÐÓ äßíåé v(z) = −2 + ::: (ó1 = 1) êáé êáôÜ
óõíÝðåéá w(z) = z(−z + :::):

â) Åê íÝïõ áíôéêáôÜóôáóç ôçò z
1
2v(zó2) äßíåé v3 + v + 2z

1
2 = 0. ÈÝôïõìå

s = z
1
2 .

F (s; v) = v3 + v + 2s = 0

F (0; v) = v3 + v = v(v2 + 1) = 0 ⇒ v = 0:

v = ±i. F v(0;±i) = −2 6= 0. ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï ÈÐÓ äßíåé äýï ëýóåéò

v±(s) = ±i+ s+ :::, êáé óå áñ÷éêÝò ìåôáâëçôÝò w±(z) = z
1
2v(z

1
2 ) = z

1
2 (±i+

z
1
2 ± :::)
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(ó2 = 1
2
)

Óçìåßùóç (Yðïëïãéóìüò äéáäï÷éêþí ðáñáãþãùí ìÝóù ÈÐÓ)

F (x; f(x)) = 0 ⇒ Fx + Fyf
′(x) = 0 ⇒ Fx(x0; y0) + Fy(x0; y0)f

′(0) = 0

Ãéá ôçí 2ç ðáñÜãùãï äéáöïñßæïõìå:

d

dx

(
Fx(x; f(x)) + Fy(x; f(x))f ′(x)

)
= 0 ⇔

Fxx + Fyxf
′(x) + Fxyf

′(x) + Fyy

(
f ′(x)

)2
+ Fyf

′′(x) = 0 ;

áðü üðïõ ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí f ′′(y0), èÝôïíôáò x = x0.

3.2 ÌÝèïäïò ðïëëáðëþí êëéìÜêùí Poincare - Linstedt (Éäéü-

ìïñöç äéáôáñá÷Þ)

ÐáñÜäåéãìá 3.4 (ÓõíÝ÷åéá) 2

¼ðùò åßäáìå óôçí Üóêçóç 1.4 ç ìÝèïäïò ôïõ È.2 ãéá ôçí åîßóùóç Du�ng
ïäçãåß óå åêöõëéóìÝíç ìïñöÞ F (A) ≡ 0. Aõôü åíäå÷ïìÝíùò íá ïäçãåß óôo
óõìðÝñáóìá üôé (óå áíôßèåóç ìå ôçí Van der Pol) üëåò ïé ðåñéïäéêÝò ôñï÷éÝò
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áíáöïñÜò ü + u = 0 åðéâéþíïõí êÜôù áðü ôç äéáôáñá÷Þ
ôçò åîßóùóçò ìå ôïí åu3 üñï. Áõôü ôåëéêÜ åßíáé óùóôü êáé áðïäåéêíýåôáé ìå
ôï áêüëïõèï åðé÷åßñçìá äéáôÞñçóçò ôçò ìç÷áíéêÞò åíÝñãåéáò (âë. [ÁÊ], óåë.
60):

H ðïóüôçôá

Ç(u; u̇) =
1

2
u̇2 +

1

2
u2 +

å

4
u4 (×áìéëôïíéáíç)

äéáôçñåßôáé áðü ôçí åîßóùóç óôçí (52):

d

dt

[
H(u; u̇)

]
= u̇ü + uu̇ + åu3u̇ = u̇[ü + u + åu3]

(52)
= 0: (55)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé ëýóåéò éêáíïðïéïýí ôçí ó÷Ýóç

2O Poincar�e åßíáé ãíùóôüò âÝâáéá óå üëïõò. Ï Lindstedt Þôáí äéÜóçìïò áóôñïíüìïò.
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H(u; u̇) = C (56)

ðïõ óôï åðßðåäï öÜóçò, ôïõëÜ÷éóôïí ãéá 0 < å << 1, åßíáé ó÷åäüí ðåñéöÝñåéåò

Ó÷. 18

Ó÷. 19: Åðßðåäï öÜóçò ãéá å=0.

Åðßðåäï öÜóçò ãéá å=1 (âë. [BO], óåë. 547)

Óôç óõíÝ÷åéá áíáðôýóïõìå ôçí Poincar�e Lindstedt ìÝèïäï ç ïðïßá ðáñÜãåé
ðåñéïäéêÝò ðñïóåããßóåéò ðïõ ðñïóåããßæïõí ôéò ëýóåéò ôçò Du�ng ïìïéüìïñöá
ãéá t ∈ R.

Èåùñïýìå ôï Ð.Á.Ô.
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
ü + u + åu3 = 0

u(0) = 1 ; u̇(0) = 0
(57)

ÅéóÜãïõìå ôç íÝá êëßìáêá ÷ñüíïõ

t = (1 + åù1 + å2ù2 + :::)ô ; ù1; ù2; ; ::: ðáñÜìåôñïé õðü ðñïóäéïñéóìü
(58)

Ùò ðñïò ôç íÝá êëßìáêá ÷ñüíïõ, ôï (57) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

d2u

dô2
+ (1 + åù1 + å2ù2 + :::)2[u + åu3] = 0: (59)

Xñçóéìïðïéþíôáò ôï áíÜðôõãìá

u = u0 + åu1 + ::: ; u0(0) + åu1(0) + ::: = 1;
du0

dô
(0) + å

du1

dô
(0) + ::: = 0;

êáé ïìáäïðïéþíôáò ôïõò üñïõò óôçí (59) ùò ðñïò ôéò äõíÜìåéò ôïõ å ðáßñíïõìå

d2u0

dô2
(0) + åu0 = 0 (å0 üñïé);

ðïõ äßíåé u0(ô) = cos ô,

d2u1

dô2
+ u1 = −u3

0 − 2ùu0 = −(cos ô)3 − 2ù1 cos ô (60)

= −(
3

4
+ 2ù1) cos ô − 1

4
cos 3ô (å1 üñïé):

Ç éäÝá ôþñá åßíáé íá åðéëÝîïõìå ôï ù1 þóôå íá áðïöýãïõìå ôï óõíôïíéóìü
óôçí åîßóùóç (60). ÅðéëÝãïõìå ëïéðüí

ù1 = −3

8
; (61)

êáé åðéëýïíôáò ôçí (60) ðáßñíïõìå

u1 =
1

32
(cos 3ô − cos ô) (62)
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ÊáôÜ óõíÝðåéá, ç ðñïóÝããéóç ðïõ ðáßñíïõìå áðü ôïõò ðñþôïõò äýï üñïõò åßíáé

uðñïó = cos ô +
å

32
(cos 3ô − cos ô) (63)

= cos[t +
3

8
åt] +

å

32
[cos 3(t +

3

8
åt)];

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå

ô = (1 + åù1 + :::)−1t ' (1− åù1)t = (1 +
3

8
å)t:

Ðáñáôçñïýìå üôé ðñÜãìáôé ç ðñïóÝããéóç uðñïó(t) åßíáé ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç

ôïõ t. Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé õðÜñ÷ïõí óáöþò 2 êëßìáêåò ÷ñüíïõ, ç t êáé ç
åt. Áí êáé äåí áðïäåéêíýïõìå åäþ ôçí áíôßóôïé÷ç åêôßìçóç ôçò (54), |uáêñ(t)−
uðñïó(t)| < Cå2 (âë. [N]), âëÝðïõìå êáèáñÜ ôçí õðåñï÷Þ ôçò (63) óå ó÷Ýóç
ìå ôçí (∗∗) óôç óåë. 31.

Ç ìÝèïäïò Poincar�e - Lindstedt ëÝãåôáé åðßóçò êáé ìÝèïäïò ôùí ðïëëáðëþí
êëéìÜêùí.

ÐáñáôÞñçóç 3.7 ÂëÝðïõìå ôçí áíáëïãßá ìå ôéò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò êáé
ôçí ðáñïõóßá ðïëëáðëþí êëéìÜêùí üôáí ôï ÈÐÓ äåí åöáñìüæåôáé. Êáé åäþ
Ý÷ïõìå áäõíáìßá åöáñìïãÞò ôïõ ÈÐÓ ïöåßëåôáé óôçí ìç áíôéóôñåøéìüôçôá
ôïõ ãñáììéêïý ìÝñïõò:

O ôåëåóôÞò Lu = ü+u äåí åßíáé áíôéóôñÝøéìïò óôï ÷þñï ôùí 2ð-ðåñéïäéêþí

óõíáñôÞóåùí. Ôï íÝï óôïé÷åßï óôçí ðåñßðôùóç ôùí ÓÄÅ åßíáé üôé ïé ðïëëá-
ðëÝò êëßìáêåò åìöáíßæïíôáé óôçí ßäéá ëýóç.

¢óêçóç 3.8 Èåùñåßóôå ôçí Áóê. 1.4, ó. 56 Logan êáé ëýóôå ôçí áêïëïõ-
èþíôáò ôç óçìåßùóç óôç óåë. 40.

¢óêçóç 3.9 Áóê. 1.5, Logan ó. 56, ìÝñïò ã). Ðþò óõãêñßíåôáé áõôÞ ç
åîßóùóç ìå ôçí åîßóùóç Van der Pol; Åßíáé üëåò ïé ëýóåéò ôéò ðåñéïäéêÝò;

¢óêçóç 3.10 ∗ Méá óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò Du�ng (å > 0) êáé ôçò
ãñáììÞò (å=0) åßíáé üôé ç ðåñßïäïò ôùí ëýóåùí åîáñôÜôáé áðü ôï ðëÜôïò ôçò
ôáëÜíôùóçò. Ôé ìðïñåßôå íá óõíÜãåôå åð' áõôïý ìÝóù ôçò ìåèüäïõ Poéncar�e
- Linstedt;
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3.3 ÁíÜëõóç ïñéáêïý óôñþìáôïò - Éäéüìïñöç äéáôáññá÷Þ

ÐáñÜäåéãìá 3.11 ([BO]) Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá Ó.Ô.

åy′′ + (1 + å)y′ + y = 0; y(0) = 0; y(1) = 1 (64)

Óêïðüò ìáò åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ðñïóåããßóåéò ïé ïðïßåò íá ðñïóåããß-
æïõí ôçí áêñéâÞ ëýóç óå üëï ôï äéÜóôçìá [0,1]. Ç ðñþôç ðáñáôÞñçóç åßíáé
üôé ç ìÝèïäïò ôïõ (ïìáëïý) áóõìðôùôéêïý áíáðôýãìáôïò (46) ïäçãåß óôçí
åîÞò äõóêïëßá: To ðñüâëçìá ôÜîçò å0 åßíáé

y′ + y = 0; y(0) = 0; y(1) = 1 (65)

ôï ïðïßï åßíáé õðåñðñïóäéïñéóìÝíï (åîßóùóç 1çò ôÜîçò ìå äýï óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò).

ÎåêéíÜìå ìå ðáñáôçñÞóåéò åðÜíù óôïí ôýðï ôçò ëýóçò ðïõ óå áõôÞ ôçí ðå-
ñßðôùóç íá ãñáöôåß óå êëåéóôÞ ìïñöÞ

yå(x) =
e−x − e−

x
å

e−1 − e−
1
å

(66)

Ó÷. 20: Åðßðåäï öÜóçò ãéá å=0.

ÃñáöÞìáôá ôçò y(x) ãéá å=0,1 êáé 0,025.

Ðáñáôçñïýìå 2 êëßìáêåò: x êáé x
å
, êáé äýï áíôßóôïé÷á äéáêåêñéìÝíá üñéá.

Ðñþôïí
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lim
å→0

yå(x) = e1−x =: yåî(x)

ôï ãñÜöçìá ôçò ïðïßáò äßíåôáé áðü ôçí äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ óôï ó÷Þìá
20.

Ãéá íá ìåëåôÞóïõìå ôï üñéï ùò ðñïò ôçí êëßìáêá x
å
èÝôïõìå ç = x

å
êáé

åêöñÜæïõìå ôçí y óõíáñôÞóåé ôçò ç (êëßìáêá ìåãÝèõíóçò):

yå(x) =
e−åç − e−ç

e−1 − e−
1
å

=: V (ç)
å→0−→ e− e1−ç =: Våó(ç); (67)

ðïõ ðåñéãñÜöåé ôï üñéï êïíôÜ óôï å = 0. Óôç óõíÝ÷åéá åðéóçìáßíïõìå ôéò
åîéóþóåéò ðïõ áõôÜ ôá äýï äéáêåêñéììÝíá üñéá éêáíïðïéïýí. Êáô' áñ÷Þí,
ç yåî(x) éêáíïðïéåß ôçí (65) êáé ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôï x = 1, ðïõ
ðñïêýðôåé èÝôïíôáò å = 0 óôçí (64). Ãéá íá áíáêáëýøïõìå ôçí åîßóùóç
ãéá ôçí Våó(ç), ÷ñçóéìïðïéoýìå ôéò ó÷Ýóåéò

d

dx
=

d

dç

dç

dx
=

1

å

d

dç
;

d2

dx2
=

1

å2

d2

dç2
;

êáé ãñÜöïõìå ôï (64) óå éóïäýíáìç ìïñöÞ
1
å
d2V
dç2 + (1

å
+ 1)dV

dç
+ V = 0;

V (0) = 0 ; V (1
å
) = 1:

(68)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ìå å êáé èÝôïíôáò å = 0 ðáßñíïõìå
d2V
dç2 + dV

dç
= 0;

V (0) = 0:

(69)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç Våó(ç) óôçí (67) éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç (69) êáé ôç
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôï ç = 0 (⇔ x = 0).

Ç êáôáíüçóç áíùôÝñù óõíïøßæåôáé ùò åîÞò: ÕðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÜ ïñéáêÜ
ðñïâëÞìáôá (Þ ðñïâëÞìáôá áíáöïñÜò), ôï (65) ìå ìéá óõíïñéáêÞ óõíèÞêç, êáé
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ôï (69), ìå ôçí Üëëç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç. ÌáêñéÜ áðü ôï óõíïñéáêü óôñþìá
ç ìåôáâïëÞ ôçò ëýóçò åßíáé áñãÞ êáé ïé ðáñÜãùãïé öñáãìÝíåò ùò ðñïò å, êáé
êáôÜ óõíÝðåéá ï üñïò åy′′ óôçí (64) åßíáé áìåëçôÝïò. Áíôßèåôá åíôüò ôïõ óõ-
íïñéáêïý óôñþìáôïò ç ìåôáâïëÞ ôçò ëýóçò åßíáé ãñÞãïñç, êáé ç ðáñÜãùãïò
åêñÞãíõôáé üðùò ôï " −→ 0 ìå áðïôÝëåóìá ï üñïò åy′′ óôçí (64) íá åßíáé
óçìáíôéêüò. Ç e1−x äßíåé ôçí åîùôåñéêÞ ðñïóÝããéóç, åíþ ç e−e1−� äßíåé ôçí
åóùôåñéêÞ ðñïóÝããéóç.

TÝëïò ðáñáôçñïýìå üôé óõó÷åôßæïíôáé ç yåî(x) êáé ç Våó(x) ùò åîÞò:

e = lim
x→0

yåî(x) = lim
x→0

Våó(x): (70)

Ó÷. 21: Åðßðåäï öÜóçò ãéá å=0.

ÊÜíïíôáò ôþñá ÷ñÞóç ôçò yåî; Våó ìðïñïýìå íá êáôáóêåýáóïõìå ìéá ðñï-
óÝããéóç yïì ðïõ ðñïóåããßæåé ïìïéüìïñöá ôçí yåî óôï äéÜóôçìá [0; 1] ùò åîÞò:

yïì(x) = yåî(x) + Våó(ç) − [êïéíü üñéï]

= e1−x + (e − e1−�) − e

= e1−x − e1−�

= e1−x − e
1−
x

"

(71)

ç ïðïßá äéáöÝñåé áðü ôçí yå(x) óôçí (66) êáôÜ ôïí üñï e−
1
å óôïí ðáñï-

íïìáóôÞ.

ÐáñáôÞñçóç:
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ÃåíéêÜ ðåñéìÝíïõìå üôé èá éó÷ýåé ç åêôßìçóç

|yå(x)− yïì(x)| = O(å); ïìïéüìïñöá óôï [0; 1]:

Óôç óõãêåêñìÝíç ðåñßðôùóç åýêïëá åðáëçèåýåôáé ç ðïëý éó÷õñüôåñç åêôß-
ìçóç:

|yå(x)− yïì(x)| = O
(
e−

1
å

)
:

ÐåñéãñÜöïõìå ôþñá ðéï óõóôçìáôéêÜ ôç ìÝèïäï. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá ðëÞñåò
åîùôåñéêü áíÜðôõãìá:

yåî(x) =
∞∑
n=0

yn(x)"n; (72)

y0(1) = 1 ; y1(1) = y2(1) = ::: ::: = 0:

Óçìåéþíïõìå üôé a priori ôï yåî(x) óôçí óåë. 45 äåí óõìðßðôåé ìå ôï yåî(x)
óôçí (71), áëëÜ ìå ôï y0(x), ôïí ðñþôï üñï óôï áíÜðôõãìá.

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí (72) óôçí (65) êáé ìáæåýïíôáò äõíÜìåéò ôïõ å, ðáßñ-
íïõìå 

y′0 + y0 = 0 ; y0(1) = 1

y′n + yn = −y′′n−1 − y′n−1 ; yn(1) = 0 ; n ≥ 1
:
:
:

(73)

Ç ëýóç åßíáé

y0(x) = e1−x ; yn(x) ≡ 0; n = 1; ; 2 ; :::

KáôÜ óõíÝðåéá ç yåî(x) = e1−x åßíáé ç åîùôåñéêÞ ðñïóÝããéóç üëùí ôùí
ôÜîåùí ôïõ å. Áõôüò åßíáé ï ëüãïò ðïõ óôçí ðåñéï÷Þ x >> " ç äéáöïñÜ
ôçò y(x) áðü ôçí yåî(x) åßíáé ôï ðïëý åêèåôéêÜ ìéêñÞ: |y − yåî| = O("n)
∀ n = 1; 2; ; 3 :::.

Ðñéí èåùñÞóïõìå ôï åóùôåñéêü áóõìðôùôéêü áíÜðôõãìá, áíáëýïõìå ôçí åðé-
ëïãÞ ôçò êëßìáêáò ç: ÈÝôïõìå ç : x

åã
, ã > 0 èá ðñïóäéïñéóôåß óôç óõíÝ÷åéá.

ÈÝôïõìå Vç := y(åãç) ïðüôå ç (64) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ
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å1−2ã + (1 + å)å−ãÕ̇ + Õ = 0:

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé Ṏ = Ï(1), Õ̇ = Ï(1), Õ = Ï(1) êáé åöáñìüæïõìå ôçí
áñ÷Þ ôçò åîéóïññüðçóçò: åðéëïãÞ ôïõ ã Ýôóé þóôå íá Ý÷ïõìå üóï ðåñéóóüôå-
ñïõò üñïõò ãßíåôáé ôçò ßäéáò ôÜîçò, ìå ôïõò õðüëïéðïõò áìåëçôÝïõò (óýãêñéíå
ìå ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá). Áðáñéèìïýìå ôéò äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò:

(a) 1− 2ã = −ã (1oò = 2ïò)

(b) 1− 2ã = 0 (1oò = 3ïò)

(c) − ã = −ã (2oò = 2ïò)

Ç ðåñßðôùóç (c) äßíåé ôçí êëßìáêá ôïõ x êáé óõíåðþò ôßðïôá êáéíïýñéï, Üñá
áðïññßðôåôáé. Ç ðåñßðôùóç (b) äßíåé ã = 1

2
ðïõ êÜíåé ôï äåýôåñï üñï êáèüëïõ

áìåëçôÝï. ÁíáãêáóôéêÜ ðïéðüí åðéëÝãïõìå ôçí (a) ðïõ ïäçãåß óå ã = 1 êáé
ç = x

å
.

Yåó(�) ∼
∞∑
n=0

Yn(�)"
n ; (74)

Yåó(0) = 0 ⇒ Y�(0) = 0; n = 1; 2; 3; :::

ÁíôéêáôÜóôáóç óôçí (69) êáé ìÜæåìá ôùí üñùí äßíåé

Ṏ0 + Ẏ0 = 0 ; Y0(0) = 0

Ÿn + Ẏn = −Y ′n−1 − Yn−1 ; Yn(0) = 0

Ç ðñþôç ó÷Ýóç äßíåé

Y0(�) = A0(1 − e−�)

ìå Á0 áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Ïëïêëçñþíïíôáò ôéò Üëëåò Ý÷ïõìå

Yn(�) =

∫ �

0

[Ane
−z − Yn−1(z)]dz ; n ≥ 1

üðïõ Án áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Ôþñá ôáéñéÜæïõìå áóõìðôùôéêÜ ôï åóùôåñéêü ìå ôï åîùôåñéêü áíÜðôõãìá,
óõíáñìüæïíôáò üñï ðñïò üñï.
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ÁíôéêáôÜóôáóç ôïõ x = �" óôï yåî(x) êáé áíÜðôõîç ùò ðñïò å äßíåé

yåî(x) = e1−x = e
(
1 − "� +

"2�2

2!
− "3�3

3!
+ :::

)
Óõãêñßíïõìå üñïõò áíôßóôïé÷ùí äõíÜìåùí ôïõ å ôùí äõíáìïóåéñþí ãéá

ç −→ ∞. Ãéá � −→ ∞ Ý÷ïõìå Y0(�) ∼ A0 ðïõ ðñÝðåé íá ôáéñéÜæåé ìå ôïí
ðñþôï üñï óôï áíÜðôõãìá, äçëáäÞ

Á0 = e :

Ãõñßæïõìå ðßóù êáé õðïëïãßæïõìå

Y1(�) = (A0 + A1)(1 − e−�) − e�

Ãéá � −→ ∞, Y1(�) ∼ (A0 + A1) − e� ðïõ ðñÝðåé íá ôáéñéÜæåé ìå ôï
äåýôåñï üñï, áðü üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé Á1 = −Á0 = −e.

¸ôóé åîÜãïõìå üôé Yn(�) = e

[
(−1)n

n!

]
�n, êáé êáôáëÞãïõìå óôï üôé

Yåó(�) ∼
∑

"n
(−1)n�n

n!
− e1−�

= e1−"� − e1−�

= e1−x − e1−x
å :

Ôþñá êáôáóêåõÜæïõìå ôçí ïìïéüìïñöç ðñïóÝããéóç yïì(x) êÜíïíôáò ÷ñÞóç
ôçò óõíôáãÞò óôçí (??):

yïì(x) = yåî(x) + Yåó(x)− [êïéíÞ ôéìÞ ôïõò]

e1−x +
(
e1−x − e1−x

å

)
− e1−x

e1−x − e1−x
å :

Ðáñáôçñïýìå üôé ç yïì, ðáñüëï ðïõ åßíáé ç ðñïóÝããéóç áðåßñïõ ôÜîçò åîá-
êïëïõèåß íá äéáöÝñåé áðü ôçí áêñéâÞ ëýóç. Ôïýôï ïöåßëåôáé óôï üôéç äõ-

íáìïóåéñÜ ùò ðñïò å, å2,... äåí ðéÜíåé ôïí üñï å−
1
å . Áõôü ðáñüëï üôé ç

äõíáìïóåéñÝò ôùí áóõìðôùôéêþí áíáðôõãìÜôùí, óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç óõ-
ãêëßíïõí.
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å << x << 1 (å −→ 0+):

¢óêçóç 3.12 Åöáñìüóôå ôç ìÝèïäï ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 3.1 óôï ÐáñÜäåéãìá
3.4. Oäçãåßóôå óå áðïôÝëåóìá;

¢óêçóç 3.13 Äåßîôå ôçí åêôßìçóç óôçí (71). ÌÞðùò éó÷ýåé ç éó÷õñüôåñç
åêôßìçóç

|yáêñ(x) − yïì(x)| = Ï("n)

ãéá êÜèå n = 1; 2; : : : ;

Óõíïøßæïõìå ôþñá ôç ìÝèïäï, óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ ôçò üðùò åöáñìüæåôáé
óôçí (65) áãíïþíôáò üôé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ãíùñßæïõìå ôç ëýóç (67) êáé
åóôéÜæïõìå óôçí ðñïóÝããéóç å-ôÜîçò.

A. Åîùôåñéêü ÁíÜðôõãìá

yåî(x) = y0(x) + "y1(x) + "2y2(x) + :::

AíôéêáôÜóôáóç óôçí (64) êáé ìÜæåìá äõíÜìåùí ôïõ å äßíåé

"
[
y′′0(x) + "y′′1(x) + :::

]
+ (1+")

[
y′0(x) + "y′1(x) + :::

]
+
[
y0(x) + "y1(x) + :::

]
= 0;

(75)

yåî(1) = 0:

"0 üñïé

y′0 + y0 = 0 ; y0(1) = 1

⇒ y0(x) = e1−x:

B. Åóùôåñéêü ÁíÜðôõãìá

Ðñïóäéïñéóìüò êëßìáêáò

� =
x

"

; Yåó(�) := y("
�) ⇔ y(x) = Yåó

( x
"


)
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ÁíôéêáôÜóôáóç óôçí (64) äßíåé

"1−2
Ÿ + (1 + ")"−
Ẏ + Y = 0; Õ (0) = 0:

Eîéóïññüðçóç üñùí äßíåé

1 − 2ã = −ã ⇔ ã = 1:

Óõíåðþò ç åîßóùóç (64) ãñÜöåôáé ùò

"−1Ÿåó + (1 + ")"−1Ẏåó + Yåó = 0 ⇔

Ÿåó + (1 + ")Ẏåó + "Yåó = 0

Yåó(ç) = Y0(�) + "Y1(�) + "2Y2(�) + :::

AíôéêáôÜóôáóç óôçí åîßóùóç äßíåé

(
Ÿ0(�) +"Ÿ1(�) + :::

)
+ (1+")

(
Ẏ0(�) +"Ẏ1(�) + :::

)
+ "
(
Y0(�) +"Y1(�) + :::

)
= 0:

"0 üñïé

Ÿ0 + Ẏ0 = 0 ; Y0(0) = 0

⇒ Y0(�) = C(1 − e−�) ; C óôáèåñÜ õðü ðñïóäéïñéóìü:

Ã. Áóõìðôùôéêü Ôáßñéáóìá - ÓõíáñìïãÞ

y0(x) = e1−x

Y0(�) = C(1 − �−�)

lim
x→0

y0(x) = lim
�→∞

Y0(�) ⇔ e = C

Ä. Ïìïéüìïñöç ÐñïóÝããéóç (1çò ôÜîçò)
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yïì(x) = y0(x) + V0(
x

"
) − e = e1−x − e1−x

"

|yå(x) − yïì(x)| = Ï(å) ; x ∈ [0; 1]:

ÐáñáôÞñçóç: Ç óõíáñìïãÞ ãßíåôáé ðéï êáôáëçðôÞ ìå ôçí åéóáãùãÞ åíäéÜ-

ìåóùí êëéìÜêùí. Åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñåßóôå ôéò y0(x) = e1−x, Õ0(ç) =
C(1 − e−ç) = C(1 − e−

x
å ). ÁíáìÝíïõì üôé ãéá ç∗ = x√

å
, ç∗ ∼ 1, oé äýï

ðñïóåããßóåéò åðéêáëýðôïíôáé, äçëáäÞ

e1−
√
åç∗ = C

(
1− e−

√
åç∗
å

)
; ãéá ) < å << 1:

¢óêçóç 3.14 3.2 Logan, óåë. 76

¢óêçóç 3.15 3.3 Logan, óåë. 77

¢óêçóç 3.16 3.4 Logan, óåë. 77

¢óêçóç 3.17 3.5 Logan, óåë. 77

¢óêçóç 3.18 3.6 Logan, óåë. 77

¢óêçóç 3.19 ∗ Èåùñåßóôå ôï éäéüìïñöï ðñüâëçìá

åy′′ − x2y′ − y = 0 ; y(0) = y(1) = 1; 0 < å << 1;

ôï ïðïßï Ý÷åé äýï ïñéáêÜ óôñþìáôá, Ýíá óôï x = 1 ðÜ÷ïõò Ï(å) êáé Ýíá
óôï x = 0 ðÜ÷ïõò Ï(

√
å) (âëÝðå Â. ðñïçãïõìÝíùò). Âñåßôå ïìïéüìïñöç

ðñïóÝããéóç å ôÜîçò.

¢óêçóç 3.20 ∗ Èåùñåßóôå ôï éäéüìïñöï ðñüâëçìá

åy′′ − x4y′ − y = 0 ; y(0) = y(1) = 1

Âñåßôå ôçí ïìïéüìïñöç ðñïóÝããéóç å ôÜîçò (âëÝðå ðñïçãïýìåíç Üóêçóç).

¢óêçóç 3.21 Èåùñåßóôå ôï ðñüâëçìá åy′′+ xaly′+ y = 0, y(0) = y(1) = 0,
0 < å << 1. Ãéá ðïéÝò ôéìÝò ôïõ � õðÜñ÷åé ïñéáêü óôñþìá óôï x = 0; Ðïéü
åßíáé ôï ðÜ÷ïò ôïõ óôñþìáôïò;
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4 ÌåñéêÝò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò

4.1 ÐñïÝëåõóç ôçò èåùñßáò éäéïìüñöùí äéáôáññá÷þí êáé

ïñéáêïý óôñþìáôïò: To óýóôçìá Prandtl óôç Ñåõóôï-

äõíáìéêÞ.

4.1.1 Åîéóþóåéò Navier - Stokes
@−→u
@t

+
(−→u · ∇)−→u =

1

Re

(
∆−→u − ∇p

)
div(−→u ) = 0

(76)

Ó÷. 22

Óõìâïëéóìüò

x = (x1; x2; x3) ;
−→u =

(
u1(x; t); u2(x; t); u3(x; t)

)
Tï ðåäßï ôá÷õôÞôùí −→u äßíåé ôçí ôá÷ýôçôá óôï óçìåßï x, ðïõ åíäå÷ïìÝíùò
ìåôáâÜëëåôáé ìå ôï ÷ñüíï.(−→u · ∇)−→u =

[
u1

@

@x1

+ u2
@

@x2

+ u3
@

@x3

]
(u1; u2; u3)

=

(
u1
@u1

@x1

+ u2
@u1

@x2

+ u3
@u1

@x3

; u1
@u2

@x1

+ u2
@u2

@x2

+ u1
@u3

@x3

;
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u1
@u3

@x1

+ u2
@u3

@x2

+ u3
@u3

@x3

)

∆−→u =
(
∆u1;∆u2;∆u3

)
; ∆ =

@2

@x2
1

+
@2

@x2
2

+
@2

@x2
3

div(−→u ) =
@u1

@x1

+
@u2

@x2

+
@u3

@x3

To "Re" åßíáé áäéÜóôáôïò èåôéêüò áñéèìüò êáé ëÝãåôáé áñéèìüò ôïõ Reynolds.
Ï Re äßíåé ôï ðçëßêï ôçò ôÜîåùò ìåãÝèïõò ôçò áäñÜíåéáò ðñïò ôï éîþäåò

Re ∼ 'Oñïé ÁäñÜíåéáò

¼ñïé éîþäïõò
(77)

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìåãÜëç ìÜæá óçìáßíåé ìåãÜëç áäñÜíåéá. Ôï ìÝëé Ý÷åé ðåñéó-
óüôåñï éîþäåò áðü ôï íåñü.

p = p(x; t) ; ðßåóç:

To óýóôçìá (76) ùò ðñïò 4 áãíþóôïõò u1, u2, u3, p åßíáé ç ìáèçìáôéêÞ
äéáôýðùóç ôïõ 2ïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá óôï ðëáßóéï ôùí ñåõóôþí. Ðáñáôç-
ñïýìå üôé ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò (76)(i) åßíáé ç åðéôÜ÷õíóç åíþ ôï äåîéü ìÝëïò
áíáðáñéóôÜ ôéò äõíÜìåéò. Áíôßèåôá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôçò êëáóóéêÞò ìç÷á-
íéêÞò, F=ma, ç ðßåóç äåí åßíáé ãíùóôÞ äåäïìÝíç óõíÜñôçóç ôçò èÝóçò. Ç
ðßåóç åßíáé äýíáìç ðïõ áóêåß ôï ñåõóôü óôïí åáõôü ôïõ êáé åßíáé ìéá áðü ôéò
Üãíùóôåò ðïóüôçôåò.

Ç (76)(ii) åßíáé ç ìáèçìáôéêÞ äéáôýðùóç ôçò áóõìðéåóôüôçôáò ðïõ äéá÷ù-
ñßæåé ôá õãñÜ áðü ôá áÝñéá.

Ôï óýóôçìá Prandtl ðñïêýðôåé êáôÜ ôçí áíÜëõóç ôçò (76) ãéá Re >> 1,

äçëáäÞ óôç ìåëÝôç ôïõ éäéüìïñöïõ ïñßïõ å −→ 0+, " =
1

Re
. Ôï óýóôçìá ðïõ

ðñïêýðôåé áí èÝóïõìå å=0,
@−→u
@t

+
(−→u · ∇)−→u = −∇p̃

div(−→u ) = 0

(78)
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üðïõ ïñßæïõìå p̃ :=
p

Re
êáé åîáêïëïõèïýìå íá êáëïýìå ôçí p̃ ðßåóç. Ïé (78)

åßíáé ïé åîéóþóåéò Euler, ðïõ åßíáé 1çò ôÜîçò. ÊáôÜ óõíÝðåéá ç äéáôáñá÷Þ ùò
ðñïò å åßíáé éäéüìïñöç äéáôáñá÷Þ, ãéáôß ç åîßóùóç ãéá å=0 áëëÜæåé ôÜîç.

4.1.2 To öõóéêü öáéíüìåíï

Èåùñïýìå áñ÷éêÜ üôé Ý÷ïõìå ìéá ñïÞ óôáèåñÞò ôá÷ýôçôáò (ùò ðñïò x êáé t)
óôçí êáôåýèõíóç ôïõ x1 Üîïíá, V

−→e1 . Óôç óõíÝ÷åéá åéóÜãïõìå ìéá ëåðßäá áðåé-
ñïåëÜ÷éóôá ëåðôÞ êáé áðåßñïõ ìÞêïõò, ðáñÜëëçëç óôïí x3 Üîïíá êáé ðëÜôïõò
L.

Ó÷. 23

H äéáôïìÞ ôçå ëåðßäáò J óôï (x1; x2) åðßðåäï åßíáé ôï äéÜóôçìá {0 < x <
L ; y = 0} Ýôóé þóôå ç áñ÷éêÞ ñïÞ íá åßíáé ðáñÜëëçëç óôç ëåðßäá. ÁõîÜíïõìå
óôç óõíÝ÷åéá ôçí ôá÷ýôçôá V êáé õðïèÝôïõìå üôé ï áñéèìüò Reynolds åßíáé
ðïëý ìåãÜëïò:

Re >> 1

Ãéá ôïí áñéèìü Reynolds éó÷ýåé

Re ∼ V L

�
; � =

�

�

H óôáèåñÜ ì ÷áñáêôçñßæåé ôï éîþäåò, ôï äå ñ ôçí ðõêíüôçôá.
èåùñïýìå üôé ôï õãñü \êïëëÜåé" óôï ôïß÷ùìá ôçò ëåðßäáò, êáôÜ óõíÝðåéá

ç ôá÷ýôçôá ôïõ ìçäåíßæåôáé óôï J. Áõôü åßíáé èåìéôÞ ðáñáäï÷Þ ãéáôß óå üëá ôá
ðåéñÜìáôá ðïõ Ý÷ïõí ãßíåé [[Fe], p. 41] ç ôá÷ýôçôá ôïõ õãñïý óôçí åðéöÜíåéá
ôçò ëåðßäáò öÝñåôáé íá ìçäåíßæåôáé.
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Ãéá íá ðÜñïõìå ìéá éäÝá ãéá ôçí åðßäñáóç ôçò ëåðßäáò óôç ñïÞ áò óõãêå-

íôñùèïýìå óôï ìÝóï ôçò ëåðßäáò, x1 =
L

2
. Êáèþò êéíïýìåèá áðü ôï J, óôçí

êÜèåôç êáôåýèõíóç áõîáíüìåíïõ x2, ç u áëëÜæåé áðü ìçäÝí óå ôéìÞ êïíôÜ óôï
V. ¸óôù üôé ç ôÜîç ìåãÝèïõò (÷áñáêôçñéóôéêç êëßìáêá) ôïõ äéáóôÞìáôïò áõ-
ôïý åßíáé ä. Ôï óôñþìá ôïõ õãñïý êáôÜ ôï óýíïñï ðÜ÷ïõò ä èá ïíïìÜæåôáé
óõíïñéáêü óôñþìá.

Ç ðñþôç ìáò åñþôçóç åßíáé ï óõó÷åôéóìüò ôïõ ä ìå ôéò äéÜöïñåò ðáñáìÝ-
ôñïõò ôoõ óõóôÞìóôïò. ÕðïèÝôïõìå üôé ä < L. Óôçí áíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåß
õðïèÝôïõìå üôé ç ñïÞ äåí ìåôáâÜëëåôáé ùò ðñïò x3, äçëáäÞ ïõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå
ìéá ñïÞ óôï (x1; x2) åðßðåäï.

4.1.3 To ðÜ÷ïò ôçò ëåðßäáò: ôï öõóéêü åðé÷åßñçìá.

Ó÷. 24

Èåùñåßóôå ôþñá ìéá ìéêñÞ ìÜæá õãñïý (åðßðåäç) åìâáäïý Á ðïõ îåêéíÜåé
áðü ôçí áêéíçóßá êïíôÜ óôï Üêñï 0 ôïõ L êáé áêïëïõèåß ôç ñïÞ ðëçóßïí ôïõ

ôïé÷þìáôïò. Óôï óçìåßï
L

2
Ý÷ïõìå

1. H ìåôáâïëÞ ôçò ôá÷ýôçôáò åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ U

2. H ìåôáâïëÞ ôçò ïñìÞò åßíáé ôçò ôÜîçò (ñÁ)U

3. Ï ÷ñüíïò åßíáé ôçò ôÜîçò
L

2U

ÊáôÜ óõíÝðåéá åðåéäÞ
d

dt
mu = F óõìðåñáßíïõìå üôé ç ìåôáâïëÞ óôï ÷ñüíï

ôçò ïñìÞò ðïõ åßíáé (�A)U
L
2U

äßíåé äýíáìç ôçò ôÜîçò (�A)U2

L
(ôï 2 äåí Ý÷åé óçìáóßá

üóïí áöïñÜ ôçí ôÜîç).
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Ôþñá ç äýíáìç ðïõ åîáóêåßôáé óôç ìÜæá ïöåßëåôáé ìüíï óôï éîþäåò (äõíÜ-
ìåéò ôñéâÞò ëüãù ôçò ðáñïõóßáò ôçò ëåðßäáò). Áí äåí õðÞñ÷å ëåðßäá ç ôá÷ýôçôá
èá Þôáí óôáèåñÞ êáé Üñá ç äýíáìç ßóç ìå ôï ìçäÝí. Ç ðõêíüôçôá ôçò äýíáìçò
ôïõ éîþäïõò äßíåôáé áðü ôïí üñï �[ux1x1 + ux2x2 ], Üñá ç äýíáìç ôïõ éîþäïõò
áðü ôïí üñï �[ux1x1 + ux2x2 ]Á.

Ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

�[ux2x2 ]Á åßíáé ôçò ôÜîçò �
UA

�2
, äéüôé ux2 ∼

U

�
êáé ux2x2 ∼

U=�

�
=

U

�2

�[ux1x1 ]Á ∼ �
U

L2
, äéüôé ux1 ∼

U

L
êáé ux1x1 ∼

U

L2

ÊáôÜ óõíÝðåéá áõôüò ï üñïò åßíáé ìéêñüôåñïò (ëüãù ôçò ðáñáäï÷Þò � < L).

ÓõìðÝñáóìá:

(�A)U2

L
∼ �

UA

�2
⇔ �2

L2
∼ �

L�U
∼ 1

Re

äçëáäÞ ôï ïñéáêü óôñþìá óõññéêíïýôáé êáèþò ï áñéèìüò Reynolds ôåßíåé óôï
Üðåéñï.

4.2 ÅóùôåñéêÞ êëßìáêá - ÅóùôåñéêÜ áíáðôýãìáôá êáé óý-

óôçìá Prandtl.

Èåùñïýìå ìüíéìåò ñïÝò (−→u áíåîÜñôçôï ôïõ ÷ñüíïõ) êáé óå äýï äéáóôÜóåéò,
ïðüôå ôï óýóôçìá (76) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ ãéá −→u = (u; v) (áíôß ôïõ (u1; u2))

u
@u

@x1

+ v
@u

@x2

=
1

Re

[
ux1x1 + ux2x2 − px1

]
u
@v

@x1

+ v
@v

@x2

=
1

Re

[
vx1x1 + vx2x2 − px2

]
ux1 + vx2 = 0

(79)

ÈÝëïõìå íá áíáêáëýøïõìå êÜðïéåò êëßìáêåò óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ ïñéáêïý
óôñþìáôïò. Ãéá áõôü ôï óêïðü èá óêåöôïýìå êáôÜ áíáëïãßá ìå ôéò áëãåâñéêÝò
åîéóþóåéò (âë. (30)) êáé ðáñüìïéá ìå ôçí (64)
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
ÁíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò: x1, x2

EîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò: (u; v) êáé p
(80)

AíåîÜñôçôåò: Tçí ïñéæüíôéá êëßìáêá ìÞêïõò x1 ðïõ åßíáé L äåí ôçí áëëÜæïõìå.
Óôçí x2 êáôåýèõíóç åéóÜãïõìå ôçí êëßìáêá ôïõ ðÜ÷ïõò ôïõ óôñþìáôïò, � =
�

L
.

� =
x2

�
(81)

EîáñôçìÝíåò: Ôçí x1 óõíéóôþóá ôçò ôá÷ýôçôáò äåí ôçí áããßæïõìå äéüôé åäþ
ç U äßíåé ôçí êáôÜëëçëç êëßìáêá. Ç x2 óõíéóôþóá ðñÝðåé íá áëëÜîåé. Äåí
ôçí ãíùñßæïõìå êáé åéóÜãïõìå ôçí Üãíùóôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ðïóüôçôá ã:

v = 
v: (82)

Oìïßùò ãéá ôçí ðßåóç åéóÜãïõìå ôçí Üãíùóôç êëßìáêá

p = �p:

Eí ðåñéëÞøåé: 
u, x üðùò åß÷áí;

� =
x2

�
; v = 
v; p = �p:

(83)

ÅêöñÜæïõìå ôþñá ôï óýóôçìá (79) ùò ðñïò ôéò êáéíïýñéåò ìåôáâëçôÝò:
v
@u

@x2

= 
v
@u

@�

1

�

ux2x2 =
1

�2
u��

(84)

Ðáßñíïõìå ëïéðüí
uux1 +




�
vu� =

1

Re

(
ux1x1 +

1

�2
u�� − �px1

)
;


uvx1 +

2

�
vv� =




�2Re
v�� +

1

Re

vxx +

�

�Re
p�;

(85)
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ux1 +



�
v� = 0: (86)

Ïñìþìåíïé ôþñá áðü ôéò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò §3 èá åðéëÝîïõìå ôá á, â,
ã Ýôóé þóôå ìÝóù ôçò ìåèüäïõ ôçò åîéóïññüðçóçò íá åîéóïññïðÞóïõìå üóï ôï
äõíáôüí ðåñéóóüôåñïõò üñïõò ôçò åîßóùóçò, ìå ôïõò äå õðüëïéðïõò üñïõò ìé-
êñüôåñïõò, ôïõò ïðïßïõò êáé ôïõò áãíïïýìå.

ÎåêéíÜìå áðü ôçí (86) åöáñìüæïíôáò áõôÞ ôçí áñ÷Þ:

� = 
: (87)

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôçí (85)(i):

uux1 + vu� =
1

Re

(
ux1x1 +

1

�2
v�� − �px1

)
Åöüóïí â < 1 ⇒ ux1x1 ìéêñüò üñïò óå ó÷Ýóç ìå ôïí

1

�2
u��

Õðüëïéðåò ôÜîåéò üñùí:

1 1
1

�2Re

�

Re
: (88)

EðéëÝãïõìå

1 =
1

�2Re
=

�

Re
⇒ � = Re ; â = (Re)−

1
2 : (89)

Aãíïþíôáò ôïí ux1x1 ç (85)(i) äßíåé ôç èÝóç ôçò óôçí

uux1 + vu� = u�� − px1
(90)

ÔÝëïò Ý÷ïõìå ôçí (85)(ii):


uvx1 +

2

�
vv� =




�2Re
v�� +

1

Re

vx1x1 +

�

�Re
p�

� � � �3 1

�

(� < 1, Re >> 1)
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ÊáôÜ óõíÝðåéá ï ìåãáëýôåñïò üñïò åßíáé ï
1

�
êáé ç (85)(ii) äßíåé ôç èÝóç ôçò

óôçí

p� = 0 (91)

ÓõìðÝñáóìá:

H Navier - Stokes åíôüò ôïõ óôñþìáôïò ðñïóåããßæåôáé áðü ôï óýóôçìá
Prandtl: 

uux1 + vu� = u�� − px1

p� = 0
ux1 + v� = 0:

(92)

Eðßóçò óõíÜãïõìå üôé â = (Re)−
1
2 ðïõ óõìöùíåß ðëÞñùò ìå ôï öõóéêü

åðé÷åßñçìá.

Ó÷ïëéï: Ôï óýóôçìá Prandtl åßíáé ãéá ôçí Navier - Stokes üôé ç (75) ãéá ôçí
(65). Ôï óýóôçìá Euler (78) áíôéóôïé÷åß ìå ôçí (66).

Ó÷ïëéï: Ôï óýóôçìá (76) óõíïäåýåôáé áðü áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(x; 0) = u0(x)
ìå divu0(x) = 0 êáé áðü óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò u = 0 óôï @V , üðïõ V ôï ÷ùñßï
üðïõ ëáìâÜíåé ÷þñá ç ñïÞ. ÅÜí ç ñïÞ åßíáé óå üëï ôïí R3 ôüôå äåí Ý÷ïõìå
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

Ôï ðñüâëçìá (76) ìå ôéò áíùôÝñù óõíèÞêåò åßíáé Ýíá Ð.Á.Ô. (ðñüâëçìá
áñ÷éêþí ôéìþí). Ôï åñþôçìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé åßíáé êáôÜ ðüóï äïèåßóçò
u0(x) ç u(x; t) ðñïóäéïñßæåôáé ãéá t ≥ 0. Óôç ìåëÝôç ôïõ Ð.Á.Ô. ïäçãåßôáé
êáíåßò öõóéïëïãéêÜ óôçí Ýííïéá ôçò \áóèåíïýò ëýóçò". Ïé áóèåíåßò ëýóåéò
äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ \êëáóóéêÝò", äçëáäÞ äåí Ý÷ïõí áíáãêáóôéêÜ üëåò ôéò
ðáñáãþãïõò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí åîßóùóç áëëÜ åßíáé óõíáñôÞóåéò ðïõ éêá-
íïðïéïýí ïëïêëçñùôéêÝò ó÷Ýóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí üôáí ðïëëáðëáóéÜóåé êáíåßò
ôçí (76) ìå óõíáñôÞóåéò äïêéìÞò ìçäåíéêÞò áðüêëéóçò êáé ïëïêëçñþóåé êáôÜ
ìÝñç. Ïé êëáóóéêÝò ëýóåéò åßíáé áóèåíåßò, áëëÜ ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé. Èá
Þôáí óçìáíôéêü áí õðÞñ÷å ìéá èåùñßá ýðáñîçò / ìïíáäéêüôçôáò ðïõ ãéá ïìáëÞ
áñ÷éêÞ óõíèÞêç íá äßíåé ïëéêÞ ýðáñîç ïìáëÞò u(x; t). Aõôü åßíáé ãíùóôü ìüíï
ãéá ôéò 2 äéáóôÜóåéò (ð÷. óôïí R2).

Óôéò 3 äéáóôÜóåéò Ýíá ôïðéêü èåþñçìá Ý÷åé áðïäåé÷èåß (ç ëýóç õðÜñ÷åé3

ãéá t ∈ [0; T ), üðïõ ôï Ô åîáñôÜôáé áðü ôçí u0(x) êáé ôï Re). Åðßóçò ïëéêÞ

3äåò [H], óåë. 79
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ýðáñîç áóèåíþí ëýóåùí åßíáé ãíùóôÞ (áëëÜ ü÷é ìïíáäéêüôçôá). Áðü üóá
ìÝ÷ñé ôþñá åßíáé ãíùóôÜ óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò ìéá áóèåíÞò ëýóç ìðïñåß
íá ìçí åßíáé êëáóóéêÞ, Þ åíäå÷ïìÝíùò íá õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò áóèåíåßò ëýóåéò.
Áõôü åßíáé Ýíá öçìéóìÝíï áíïéêôü ðñüâëçìá áðü ôçí áñ÷Þ ôïõ 20ïõ áéþíá,
ðñüâëçìá åðéðÝäïõ ìåôáëëßïõ Fields.

¢óêçóç 4.1 Èåùñåßóôå ìéá ìüíéìç ñïÞ ìåôáîý äýï áêßíçôùí åðßðåäùí áðåß-
ñùí ðëáêþí x3 = −d, x3 = d. Èåùñåßóôå üôé ç ñïÞ ðñïêýðôåé áðü ðßåóç p ìå
∇p = (−C; 0; 0), c > 0. TÝëïò èåùñåßóôå üôé ç ôá÷ýôçôá ìçäåíßæåôáé ðÜíù
óôéò ðëÜêåò. Âñåßôå ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý.

Ó÷. 25

Õðüäåéîç: H äýíáìç ôçò ðßåóçò åßíáé −∇p = (−C; 0; 0), u2 = u3 = 0, u1 =
u1(x3).

¢óêçóç 4.2 Âñåßôå ôçí ïìïéüìïñöç ðñïóÝããéóç ðñþôçò ôÜîçò ãéá ôï Ð.Ó.Ô.

åy′′ + (1 + x)y′ + y = 0 ; y(0) = 1; y(1) = 1

Ëýóç: Ôï ðñüâëçìá åìðßðôåé óôçí êáôçãïñßá ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1 ôïõ Logan,
ìå p(x) = 1 + x. Åöüóïí p(x) > 0 óôï [0,1], áíáìÝíïõìå ïñéáêü óôñþìá óôï
x=0.

Eîùôåñéêü áíÜðôõãìá

yåî(x) = y0(x) + "y1(x) + "2y2(x) + :::

yåî(1) = 1, áðü üðïõ ðñêýðôåé üôé y0(1) = 1, yn(1) = 0, n ≥ 1.
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AíôéêáôÜóôáóç óôçí åîßóùóç äßíåé:

"[y′′0(x) + "y′′1(x) + :::] + (1+x)[y′0(x) + "y′1(x) + :::] + [y0(x) + "y1(x) + :::] = 0

å0 üñïé:

(1 + x)y′0 + y0 = 0 ; y0(1) = 0

⇒ y(x) = 2(1 + x)−1:

Eóùôåñéêü áíÜðôõãìá

y(x) = Y
(x
"

)
, Y = Y (�). H åîßóùóç ùò ðñïò Õ ãñÜöåôáé

1

"
Ÿ +

1

"
(1 + ")Ẏ + Y = 0 ⇔ Ÿ + (1 + ")Ẏ + "Y = 0

Yåó(ç) = Õ0 + åÕ1 + å2Õ2 + :::

Õåó(0) = 0 ⇒ Õ0(0) = 1 ; Õ1(0) = 0 ; :::

ÁíôéêáôÜóôáóç óôçí åîßóùóç äßíåé:

(
Õ0 + åÕ1 + :::

)′′
+
(
Õ0 + åÕ1 + :::

)′
+ "

(
Õ0 + åÕ1 + :::

)
= 0:

å0 üñïé:

Y ′′0 + Y0 = 0 ; Y0(0) = 1 ⇒ Y0(�) = 1 + A0(e
� − 1):

ÓõíáñìïãÞ

yåî(x) = 2(1 + x)−1 ; Yåó(�) = 1 + A0(e
� − 1)

lim
x→0

yåî(x) = lim
�→0

Yåó(�) ⇔ 2 = 1 − A0 ⇔ A0 = −1
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Ïìïéüìïñöç ðñïóÝããéóç ðñþôçò ôÜîçò

yïì(x) = yåî(x) + Yåó
(x
"

)
− 2 =

2

1 + x
+ e−

x
" :

Óçìåßùóç:

åy′′ + (2x + 1)y′ + 2y = 0 ; y(0) = 1 ; y(1) = 0

Åäþ Ý÷ïõìå p(x) = −(2x + 1) < 0 êáé êáôÜ óçíÝðåéá ôï ïñéáêü óôñþìá

áíáìÝíåôáé óôï x = 1. Ïðüôå ç � =
1− x

"
, êáé Y = Y (�). ÊáôÜ ôá Üëëá

ðáíïìïéüôõðç áíÜëõóç.

Ëýóç ¢óêçóçò 3.14(â) (Ìç ãñáììéêÞ)

"y′′ + y′ + y2 = 0 ; y(0) =
1

4
y(1) =

1

2

Á. Åîùôåñéêü áíÜðôõãìá

å0 üñïé

y′0 + y2
0 = 0 ; y0(1) =

1

2

⇒ y0(x) =
1

x + 1

B. Åóùôåñéêü áíÜðôõãìá

Õ (�) ; � =
x

"�

"1−2�Ÿ + "−�Ẏ + Y 2 = 0:

1 − 2� = −� ⇒ � = −1 : ç åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Ÿ + Ẏ + "Y 2 = 0:

å0 üñïé
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Ÿ0 + Ẏ0 = 0 ; Y0(0) =
1

4

⇒ Y0(�) = C1[1− e−�] +
1

4

Ã. ÓõíáñìïãÞ

lim
x→0

y0(x) = lim
�→∞

Y0(�) ⇔ C1 =
3

4

Ä. Ïìïéüìïñöç ÐñïóÝããéóç

yïì(x) = yïì(x) + Y0

(x
"

)
− 1 =

1

x + 1
− 3

4
e−

x
"

2

Ëýóç ¢óêçóçò 3.20 (EêöõëéóìÝíç p(x), 2 ïñéáêÜ óôñþìáôá)

"y′′ − x4y′ − y = 0 ; y(0) = y(1) = 1

Ç ðñþôç ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé äåí åìðßðôåé óôçí êáôçãïñßá ðñïâëçìÜôùí
"y′′+ p(x)y′+ q(x)y = 0, 0 < x < 1 äéüôé ôï p(x) ìçäåíßæåôáé óôï [0,1]. ÐáñÜ
ôáýôá áðü ôï èåþñçìá (áðü ôçí ðáñáëëáãÞ ôïõ ãéá p(x) < 0) áíáìÝíåôáé üôé
óôï x=1 èá Ý÷ïõìå ïñéáêü óôñþìá êëßìáêáò å.

Åßíáé üìùò éäéáßôåñá åíäéáöÝñïí üôé Ý÷ïõìå ïñéáêü óôñþìá êáé óôï x=0.
Aõôü åßíáé åìöáíÝò äéüôé èÝôïíôáò å=0 ðáßñíïõìå −x4y′ − y = 0 ðïõ (áí äåí
åß÷áìå ïñéáêü óôñþìá óôï x=0) èá Ýðñåðå íá óõíïäåýåôáé áðü ôç óõíèÞêç
y(0)=1. ÅÜí ëïéðüí ôï y′(0) ïñéæüôáíå èá êáôáëÞãáìå óå áíôßöáóç. ÎåêéíÜìå
ìå Ýíá a priori öñÜãìá.

ËÞììá 4.3 Ãéá üëá ôá x óôï [0,1],

0 ≤ y(x) ≤ 1

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé max y = y(xM) > 1. ¸ðåôáé üôé xM ∈ (0; 1) ⇒
y′(xM) = 0, y′′(xM) ≤ 0. H åîßóùóç "y′′ + x4y′ − y = 0 õðïëïãéóìÝíç
óôï x = xM ïäçãåß óå Üôïðï. Ðáñüìïéá åðé÷åéñçìáôïëïãïýìå ãéá min y =
y(xm) < 0.

�

A. ÅîùôåñéêÞ ðñïóÝããéóç
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−x4y′0 − y0 = 0 ⇒ y0(x) = C0e
1

3x3

Áðü ôï ËÞììá Ýðåôáé üôé ç y0(x) ðñÝðåé íá åßíáé öñáãìÝíç ⇒ C0 = 0.

Â. ÅóùôåñéêÞ ðñïóÝããéóç óôï x = 1

� =
1− x

"
; y(x) = Y 1(�) ⇒ 1

"
Ÿ 1 − (1− "�)4 1

"
Ẏ 1 − Y 1

0 = 0

⇒ Ÿ 1
0 − Ẏ 1(1− "�)4 − "Y 1 = 0 ; áðü üðïõ ðñïêýðôåé üôé

Ÿ 1
0 + Ẏ 1

0 = 0 ⇒ Õ 1
0 (�) = Á0 + Â0e

−�

Y 1
0 (0) = 1 ⇒ A0 + B0 = 1

Ã. ÓõíáñìïãÞ óôï x=1

0 = lim
x→1

y0(x) = lim
�→∞

Y 1
0 (�) ∴ A0 = 0

⇒ B0 = 1

Ä. ÅóùôåñéêÞ ðñïóÝããéóç óôï x=0
Ç êëßìáêá åßíáé ôï ðñþôï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá áðïöáóßóïõìå.

� =
x

�
; y(x) = Y 0(�) ; Y0(0) = 1

"

�2
Ÿ 0 − �3�4Ẏ 0 − Y 0 = 0:

Eîéóïññüðçóç äßíåé ôéò äõíáôüôçôåò

"

�2
∼ �3 ;

"

�2
∼ 1 ; �3 ∼ 1:

Ç ðñþôç äõíáôüôçôá äßíåé

�3Ÿ 0 − �3�4Ẏ 0 − Y 0 = 0:
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ÈÝôïõìå � = 0 (⇔ " = 0) êáé ðáßñíïõìå Y 0
0 = 0, ìç áðïäåêôü. Ç ôñßôç

äõíáôüôçôá äßíåé

"Ÿ 0 − �4Ẏ 0 − Y 0 = 0

êáé êáôÜ óõíÝðåéá −�4Ÿ 0
0 − Y 0

0 = 0, ðïõ óõìðßðôåé ìå ôçí åîßóùóç ãéá ôçí
åîùôåñéêÞ ðñïóÝããéóç êáé ïäçãåß óôçí Y 0

0 (�) ≡ 0 ðïõ äåí éêáíïðïéåß ôçí
Õ 0

0 (0) = 1. Óõíåðþò ç ìüíç åðéëïãÞ åßíáéç äåýôåñç, " ∼ �2 äçëáäÞ � ∼
√
",

ðïõ äßíåé

Ÿ 0 − "
3
2Y 0�4Y 0 − Y 0 = 0 ; Y 0(0) = 1

⇒ Ÿ 0
0 − Y 0

0 = 0 ; Y 0
0 (0) = 1

Y 0
0 (�) = D0e

� + E0e
−� ; � =

x√
"

D0 + E0 = 1:

Áðü ôï ËÞììá Ýðåôáé üôé ç Y 0
0 ðñÝðåé íá åßíáé öñáãìÝíç. ÊáôÜ óõíÝðåéá,

D0 = 0

⇒ E0 = 1:

E. ÓõíáñìïãÞ óôï x=0

0 = lim
x→0

y0(x) = lim
�→∞

Y 0
0 (�) = 0

ðïõ éó÷ýåé.

F. Ïìïéüìïñöç ðñïóÝããéóç ðñþôçò ôÜîçò

Ìáæåýïõìå üôé Ý÷ïõìå:

y0(x) ≡ 0, Y 0
0 (�) = e−�, � =

x√
"
, Y 1

0 (�) = e−�, � =
1− x

"

yðñ(x) = y0(x) + Y 0
0

(
x√
"

)
+ Y 1

0

(
1− x

"

)
− lim

x→0
y0(x) − lim

x→1
y0(x)
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= e
−
x√
" + e

−
1− x

" :

Ó÷. 26

Ó÷üëéï: H áðÜíôçóç ôçò Üóêçóçò 3.19 åßíáé ðáíïìïéüôõðç ìå áõôÞ ôçò 3.20.
Ãåíéêüôåñá ï Ì. ÌðåñêÝôçò ðáñáôÞñçóå üôé áðÜíôçóç ãéá ôçí åîßóùóç "y′′ +
xk+1y′ − y = 0, y(0) = y(1) = 1 åßíáé åðßóçò ç ßäéá, áíåîÜñôçôá ôïõ k ≥ 1, k
áêÝñáéïò. Ðþò ôï åîçãåßôå;

4.3 O ñüëïò ôçò ðßåóçò óôç äçìéïõñãßá ïñéáêïý óôñþìáôïò.

Õðåõèõìßæïõìå ôï Èåþñçìá 3.1 ôïõ Logan [L].

Èåùñçìá 3.1 ([L], óåë. 74 - 76) Èåùñåßóôå ôï Ð.Ó.Ô.
"y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

y(0) = a y(1) = b
(93)

üðïõ p; q óõíå÷åßò óôï [0,1].

(i) ÅÜí p(x) > 0 óôï 0 ≤ x ≤ 1, ôüôå õðÜñ÷åé ïñéáêü óôñþìá óôï x=1

(ii) ÅÜí p(x) < 0 óôï 0 ≤ x ≤ 1, ôüôå õðÜñ÷åé ïñéáêü óôñþìá óôï x=0

Êáôáñ÷Þí ãéá íá äéáêñßíïõìå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò áðü öõóéêÞò Üðïøçò
âïçèÜåé íá èåùñÞóïõìå ôï x óáí ÷ñüíï ïðüôå ç åîßóùóç (93) áíôéóôïé÷åß ìå
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Ýíáí ôáëáíôùôÞ ðïõ åÜí ìåí p > 0 áíôéìåôùðßæåé áíôßóôáóç óôçí êßíçóç, åíþ
áíôßèåôá åÜí p < 0 ôüôå ç êßíçóç åðéôá÷ýíåôáé.

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ç åîßóùóç ôïõ ïñéáêïý óôñþìáôïò èá Ý÷åé ùò ëýóç
Ýíá áñíçôéêü åêèåôéêü åíþ óôç äåýôåñç Ýíá èåôéêü åêèåôéêü.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç Ýíá ìüíï áðü ôï äýï üñéá lim
�→∞

õðÜñ÷ïõí.

Eßíáé öáíåñü ëïéðüí üôé óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ôï ïñéáêü óôñþìá ðñÝðåé
áíáãêáóôéêÜ íá åßíáé áñéóôåñÜ (óôï ðáñåëèüí) þóôå ç óõíáñìïãÞ íá ãßíåé
óôï +∞. Áíôßèåôá óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ôï üñéï ðïõ õðÜñ÷åé åßíáé ôï lim

�→−∞
ïðüôå áíáãêáóôéêÜ óï ïñéáêü óôñþìá èá âñßóêåôáé äåîéÜ (óôï ìÝëëïí).

Èá äåßîïõìå üôé êÜôé áíôßóôïé÷ï óõìâáßíåé êáé ìå ôçí åîßóùóç Navier -
Stokes, üðïõ ôþñá ï ñüëïò ôçò ðßåóçò ðáßæåé ôï ñüëï ôïõ p óôçí (93).

Èåùñïýìå ôï óåíÜñéï ôçò ëåðßäáò ðïõ ìåëåôÞóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðá-
ñÜãñáöï. ÓõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå ôï óýóôçìá (79) óôï ÷ùñßï R =

{
0 <

x1 < 3 ; 0 < x2 < 2
}
.

Ó÷. 27

ðïõ ðåñéãñÜöåé ìéá ìüíéìç ñïÞ áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ. Èåùñïýìå üôé ç
êÜôù ðëåýñá ôïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé ôï ìüíï öõóéêü óýíïñï ôçò ñïÞò, üðïõ ç
ôá÷ýôçôá ìçäåíßæåôáé:

u(x1; 0) = u(x1; 0) = 0 ; −→u (x1; x2) = (u(x1; x2); u(x1; x2)) (94)

Èåþñçìá 4.4 ([F], óåë. 54 - 56) 'Eóôù üôé éó÷ýïõí ïé åîÞò õðïèÝóåéò

(i) 0 ≤ u(x1; x2) ≤ 1 óôï R

(ii) |ux1| ≤ M óôï R
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(iii) H (94)

(iv) Re >> 1 .

Tüôå äéáêñßíïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò:

Á. ÅÜí ôï px1 åßíáé áñêåôÜ áñíçôéêü4, ôüôå õðÜñ÷åé ïñéáêü óôñþìá,

Â. ÅÜí ôï px1 åßíáé áñêåôÜ èåôéêü, ôüôå äåí õðÜñ÷åé ïñéáêü óôñþìá.

Ó÷üëéï

Áõôü ôï ìáèçìáôéêü áðïôÝëåóìá óõìâéâÜæåôáé áðüëõôá ìå ôç öõóéêÞ. ÐñÜã-
ìáôé, áðü ôï íüìï ôïõ Bernoulli,

1

2
�
∣∣−→u ∣∣2 + p = const:;

Ý÷ïõìå üôé üóï ç ðßåóç ìéêñáßíåé, ôüóï ç ôá÷ýôçôá áõîÜíåôáé. ÊáôÜ óõ-
íÝðåéá, åÜí px1 < 0 Ýðåôáé üôé ç ôá÷ýôçôá áõîÜíåôáé ùò ðñïò x1. ÁíáìÝíïõìå
ëïéðüí ôç äçìéïõñãßá ïñéáêïý óôñþìáôïò óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç äéüôé ç ôá÷ý-
ôçôá ìçäåíßæåôáé óôçí êÜôù ðëåõñÜ (êáé äéüôé õðïèÝôïõìå üôé ç x1 óõíéóôþóá
ôçò åßíáé èåôéêÞ). Áíôßèåôá, áí ç ðßåóç åðéâñáäýíåé ôç ñïÞ ôüôå äåí áíáìÝíåôáé
ïñéáêü óôñþìá.

Áðüäåéîç.
Èá äïõëÝøïõìå ìå ôçí ðñþôç êáé ôçí ôñßôç åîßóùóç ôïõ óõóôÞìáôïò (79).

"2∆u − px1 = uux1 + vux2 ; (95)

üðïõ "2 =
1

Re
, êáé üðïõ p Ý÷åé áíôéêáôáóôáèåß áðü ôçí

p

Re
ðïõ åîáêïëïõ-

èïýìå íá óõìâïëßæïõìå ìå p.

ux1 + vx2 = 0: (96)

A. Oñßæïõìå ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç

g(�) :=


2� − �2 ; 0 ≤ � < 1

1 ; � ≥ 1

4áí óõìâáßíåé max
R

< −�K, K = 3 + 6"2 + 3M .
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Ó÷. 28

Ðáñáôçñïýìå üôé

0 ≤ g ≤ 1 ; 0 ≤ g′ ≤ 2 ; 0 ≥ g′′ ≥ −2 (97)

¸óôù (u,v) ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò (79) óôï R =
{
0 < x1 < 3 ; 0 < x2 < 2

}
,

ìå óõíèÞêåò Dirichlet (94) óôï êÜôù óýíïñï êáé õðïèÝóåéò (i), (ii), (iii). Tüôå
ãéá Re áñêåôÜ ìåãÜëï éó÷ýåé ç åêôßìçóç

u(x1; x2) ≥ u(x1; x2) (98)

ìå

u(x1; x2) := �g(x1)g
(x2

"

)
g(3− x1)g(2− x2) (99)

üðïõ á èåôéêüò áñéèìüò ðïõ éêáíïðïéåß
� <

a

K

−a = maxR px1 (< 0) ; K = 3 + 6"2 + 3M

(100)

Ó÷üëéá

Ôï ËÞììá äåß÷íåé ðïëýðëïêï áëëÜ ìðïñåß íá êáôáíïçèåß áñêåôÜ åýêïëá. Ðñþ-
ôïí ôï á åßíáé Ýíáò èåôéêüò áñéèìüò ôï ìÝãåèïò ôïõ ïðïßïõ êáèïñßæåôáé áðü
ôç óôáèåñÜ Ì óôçí õðüèåóç (ii) êáé áðü ôï max px1 (= −á < 0).

Ï óçìáíôéêüò üñïò óôïí ïñéóìü ôçò u åßíáé ï �g
(x2

"

)
.
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Ó÷. 29

ðïõ äåß÷íåé üôé ç u(x1; x2) Ý÷åé óõíïñéáêü óôñþìá ðÜ÷ïõò å. Oé Üëëïé üñïé
åßíáé ìåßæïíïò óçìáóßáò êáé Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôéò ïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(x1; x2)
∣∣∣
@R

= 0:

H áðüäåéîç ôïõ ëÞìáôïò êÜíåé ÷ñÞóç ôçò Añ÷Þò Ìåãßóôïõ ([E]). H u åßíáé
ìéá óõíÜñôçóç óýãêñéóçò, õðïëýóç ãéá ôïí ôåëåóôÞ

Lw := "2∆w − uwx1 − vwx2 (101)

(âëÝðå (103)).
Áðüäåéîç. (ËÞììáôïò)

Ðñþôá áðü ôçí (96) ìÝóù ôçò (ii) ðáßñíïõìå ôçí åêôßìçóç

|v(x1; x2)| ≤ Mx2 ; óôï R: (102)

Óôç óõíÝ÷åéá èá åêôéìÞóïõìå ôçí ðïóïôçôá

Lu = "2

[
@2u

@x2
1

+
@2u

@x2
2

]
− uux1

− vux2
:

@2u

@x2
1

= �g
(x2

"

)
g(2−x2)

[
g′′(x1)g(3−x1)− g′(x1)g

′(3−x1) + g(x1)g
′′(3−x1)

]

@2u

@x2
2

= �g (x1) g(3− x1)

[
1

"2
g′′
(x2

"

)
g(2− x2) −

2

"2
g′
(x2

"

)
g′(2− x2) +
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+ g
(x2

"

)
g′′(2− x2)

]

−uux1
= −�ug

(x2

"

)
g(2− x2)

[
g′(x1)g(3− x1) − g(x1)g

′(3− x1)

]

−uux2
= −�vg (x1) g(3− x1)

[
1

"2
g′
(x2

"

)
g(2− x2) − g

(x2

"

)
g′(2− x2)

]

ÊÜíïíôáò ÷ñÞóç ôùí

(a) ôçò (i)

(b) ôçò (102) (⇒ |g′
(x2

"

)
| ≤ 2M")

(c) ôçò (97)

'E÷ïõìå:

"2�g′
(x2

"

)
g(2− x2)g

′′
(x1

"

)
g(3− x1) ≥ −2"2�

"2�g′
(x2

"

)
g(2− x2)g

(x1

"

)
g′′(3− x1) ≥ −2"2�

"2�g(x1)g(3− x1)g
(x2

"

)
g′′(2− x2) ≥ −2"2�

�g(x1)g(3− x1)g
′′
(x2

"

)
g(2− x2) ≥ −2�

−�vg(x1)g(3− x1)
1

"
g′
(x2

"

)
g(2− x2) ≥ −2�M

+�vg(x1)g(3− x1)g
′
(x2

"

)
g′(2− x2) ≥ −�M

−�ug
(x2

"

)
g(2− x2)g

′(x1)g(3− x1) ≥ −�
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�ug
(x2

"

)
g(2− x2)g(x1)g

′(3− x1) ≥ 0

ÊáôÜ óõíÝðåéá

Lu ≥ −�
(
3 + 6"2 + 3M

)
=: −�K (103)

¸óôù

w := u − u:

Aðü ôçí (95) Lu = px1 , áðü üðïõ Ýðåôáé üôé

L
(
u − u

) (103)

≥ −�K − px1

KáôÜ óõíÝðåéá åÜí

− �K − px1 ≥ 0 ⇔ −�K > px1 (104)

ôüôå ðñïêýðôåé

Lw > 0 óôï R (105)

w
∣∣∣
@R

≤ 0 (ìÝóù ôçò (i)): (106)

Aðü ôçí (áóèåíÞ) áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ óõìðáéñÝíïõìå üôé w ≤ 0. Ãéá ÷Üñç
ôïõ áíáãíþóôç ìïõ áãíïåß áõôÞ ôçí áñ÷Þ, äßíïõìå Ýíá ëåðôïìåñÝò áõôïäý-
íáìï åðé÷åßñçìá. ¸óôù ëïéðüí üôé ç w Ý÷åé èåôéêü ìÝãéóôï óôï (x1; x2),
áíáãêáóôéêÜ åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ R.

Ôüôå èá éó÷ýåé

wx1 = wx2 = 0 ; wx1x1 ≤ 0 ; wx2x2 ≤ 0 ; x = (x1; x2)

ðïõ áíôßêåéôáé üìùò ìå ôçí (105). KáôÜ óõíÝðåéá, ôï ìÝãéóôï ôçò w óôï
R äåí åßíáé äõíáôüí íá åßáíé èåôéêü,

w ≤ 0 ⇔ u ≤ u óôï R: (107)

H áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò åßíáé ðëÞñçò.
�
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Ïëïêëçñþíïõìå ôþñá ôçí áðüäåéîç ôïõ Á.

Óõãêåíôñùíüìáóôå óôï ôåôñÜãùíï S =
{
1 < x < 2 ; 0 < y < 1

}
üðïõ

u = �g
(y
"

)
äéüôé ïé Üëëïé ðáñÜãïíôåò óôçí (99) åßíáé ßóïé ìå ôç ìïíÜäá.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç u ìçäåíßæåôáé óôçí êÜôù ðëåõñÜ ôïõ S, áëëÜ áõîÜíåôáé
áðüôïìá êáé óå áðüóôáóç å îåðåñíÜ ôçí ôéìÞ á. Åðßóçò âëÝðïõìå üôé ç äç-
ìéïõñãßá áõôïý ôïõ ïñéáêïý óôñþìáôïò óõíôåëåßôáé ìåôáîý ôçò åéóüäïõ ôçå
ñïÞò áðü ôçí áñéóôåñÞ ðëåõñÜ ôïõ ïñèïãùíßïõ R êáé ôçò Üöéîçò ôçò ñïÞò óôçí
áñéóôåñÞ ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ S.

H áðüäåéîç ôïõ Á. åßíáé ðëÞñçò.
�

B.

Èåùñåßóôå ôï ïñèïãþíéï R′ =
{
0 < x1 < 3 ; 0 < x2 < 1

}
.

Oñßæïõìå ôçí

u(x1; x2) :=
{
x2g(x1)g(3− x1) + 2 − g(x1) − g(3− x1)

}
(108)

óôï R', ùò õðåñëýóç ðïõ èá äþóåé ôï åðÜíù öñÜãìá.

¢óêçóç 4.5 Äåßîôå üôé êÜôù áðü ôéò õðïèÝóåéò (i), (ii), (iii) ôçò åêöþíçóçò
ôïõ èåùñÞìáôïò, õðÜñ÷åé óôáèåñÜ Ê > 0 áíåîÜñôçôç ôïõ å, ôÝôïéá þóôå óôï
R' éó÷ýåé ç

Lu(x1; x2) ≤ K: (109)

'Eóôù ôþñá

px1 > K: (110)

¸ðåôáé üôé

Lu ≤ px1 = Lu (111)

¢óêçóç 4.6 (a) Äåßîôå üôé óôéò ðëåõñÝò x1 = 0, x1 = 3 ôïõ R' éó÷ýåé u = 1

(b) Äåßîôå üôé óôçí åðÜíù ðëåõñá ôïõ R' éó÷ýåé u = 1

(c) Äåßîôå üôé óôçí êÜôù ðëåõñá ôïõ R' éó÷ýåé u ≥ 0.
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ÊáôÜ óõíÝðåéá

u ≥ u óôï @R′: (112)

¢óêçóç 4.7 Äåßîôå ìå Ýíá åðé÷åßñçìá áñ÷Þò ìåãßóôïõ ðùò

u ≥ u óôï R′: (113)

ÊáôÜ óõíÝðåéá, ãéá 1 < x1 < 2, u = x2 ç (112) äßíåé

u(x1; x2) ≤ x2 ; x− 1 ∈ [1; 2]

áðü üðïõ ðñïêýðôåé üôé äåí Ý÷ïõìå ïñéáêü óôñþìá. Ç áðüäåéîç ôïõ èåù-
ñÞìáôïò åßíá ðëÞñçò.

2

Õðïäåßîåéò áóê. 2.13

"x4 + "x3 − x2 + 2x − 1 = 0 ⇔ "x4 + "x3 = (x− 1)2

I. Ëýóåéò öñáãìÝíåò üðùò ôï " −→ 0

F (0; x) = "x4 + "x3 − (x− 1)2 ⇒ x = 1 äéðëÞ ñßæá

ÁíÜëõóç (îåäßðëùìá ôçò äéðëÞò ñßæáò): ÈÝôïõìå x− 1 = v := "
1
2 q (Äéüôé

ðáñáôçñïýìå üôé ãéá v ∼ 0 Ý÷ïõìå " ∼ v2). AíôéêáôÜóôáóç äßíåé

"(1 + "
1
2 q)4 + "(1 + "

1
2 q)3 − "q2 = 0: Må áðëïðïßçóç oäçãïýìåèá:

F ("; q) = (1 + "
1
2 q)4 + (1 + "

1
2 q)3 − q2 = 0

F (0; q) = 2 − q2 = 0 ⇒ q = ±
√

2

F q(0;±
√

2) 6= 0. ÊáôÜ óõíÝðåéá ðáßñíïõìå 2 ëýóåéò:

v±(") = "
1
2 q±(") ; q±(0) =

√
2 ⇒ x±(") = 1 + "

1
2 q±("):
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II. Ëýóåéò ìç öññáãìÝíåò üðùò ôï " −→ 0

ÅéóÜãïõìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü x =:
1

w
(x ≈ ∞ ⇔ w ≈ 0), ïðüôå ç

åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

w4 − 2w3 + w2 − "w − " = 0: (114)

Êáéíïýñéá ðëçñïöïñßá ðáßñíïõìå ìüíï ãéá w ≈ 0 (ãéáôß;).

ÁðÜíôçóç: x±(") = 1 + "
1
2 q±("), q±(0) = ±

√
2

x3(") =
1√
"
− 3

2
+ ::: ; x4(") = − 1√

"
+

2

3
− :::

ËåðôïìÝñåéåò Ôï ðïëýãùíï ôïõ Íåýôùíá Ý÷åé ùò åîÞò:

Ó÷. 30

'E÷ïõìå ëïéðüí 2 ëýóåéò z
1
2v+(:), z

1
2v−(:). AíôéêáôÜóôáóç êáé áðëïðïßçóç

äßíåé zv4 − 2z
1
2v3 + v2 − z

1
2v − 1 = 0. ÊáôÜ óõíÝðåéá v± = v±(z

1
2 ). ÈÝôïõìå:

s := z
1
2 . Tüôå

F (s; v) = s2v4 − 2sv3 + v2 − sv − 1 = 0;

F (0; v) = v2 − 1 ; ⇒ v±(0) = ±1:

Fv(0;±1) = ±2 6= 0 ⇒ v±(s) ïñßæïíôáé. Õðïëïãßæïõìå ôïí åðüìåíï üñï
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d

ds

(
s2v4(s) − 2sv3(s) + v2(s) − sv(s)− 1

)
= 0 ;

êáôÜ óõíÝðåéá ãéá s = 0 ðáßñíïõìå v′(0) =
2v2(0) + 1

2
=

3

2
:

x±(") =
1√
"

1

v±(
√
")

=
1√
"

[
1

v±(0)
− 1

(v±(0))2
v′±(0)

√
" + :::

]

=
1√
"

[
± 1− 3

2

√
" + :::

]
= ± 1√

"
− 3

2
+ :::

2

Ëýóç Üóêçóçò

Á. �(x; ") = 0 ⇒ x = x("), x(") = x0 + x1" + x2"
2, �(x0; 0) = 0.

d

d"
�(x("); ") = 0 ⇒ �xx

′ + �" = 0 ⇒ x′(0) = −�"(x0; 0)

�x(x0; 0)

ÓõíèÞêç: �x(x0; 0) 6= 0.

Åðüìåíïò üñïò:
d

d"

[
�x(x("); ")x′(") + �"(x("); ")

]
= 0 ⇒(

�xxx
′ + �x"

)
x′ + �xx

′′ + �"" = 0

x′′(0) =
−�""(x0; 0)− x′(0)

{
�xx(x0; 0)x′(0) + 2�"x(x0; 0)

}
�x(x0; 0)

x1 = x′(0) ; x2 =
x′′(0)

2!

ÅöáñìïãÞ: �(x; ") = e"x − (x2 − 1), x0 = ±
√

2.
2

Ïé åðüìåíåò áóêÞóåéò åßíáé åðÜíù óôç èåùñßá äéáêëÜäùóçò. Õðåíèõìßæïõìå
ôéò áóêÞóåéò óôéò oðïßåò ìåëåôÜôáé ç åîßóùóç:
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F (x; �) = 0 (115)

ùò ðñïò x ìå ë ðáñÜìåôñï óôï R. Åêåß åéóÜãïõìå ôï óçìåßï äéáêëÜäùóçò
(x0; �0) óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ ïðïßïõ ï áñéèìüò ôùí ðñáãìáôéêþí ëýóåùí ôçò
(115) n(ë) áëëÜæåé óå ðåñéï÷Þ ôïõ ë = ë0. ÐáñáôçñÞóáìå üôé ç áíáãêáßá
óõíèÞêç þóôå ôï (x0; �0) íá åßíáé óçìåßï äéáêëÜäùóçò åßíáé: F (x0; �0) = 0,
Fx(x0; �0) = 0. Óôéò åðüìåíåò áóêÞóåéò èåùñïýìå ôï ãåíéêüôåñï ðñüâëçìá
üðïõ Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò ðáñáìÝôñïõò.

ÅÜí ë = (b0; b1; :::; bk−1) ∈ Rk ôüôå ìáò åíäéáöÝñåé ç ìåëÝôç ôçò åðéöÜíåéáò
äéáêëÜäùóçò, äçëáäÞ ôçå ôáõôü÷ñïíçò åðßëõóçò ôùí åîéóþóåùí

F (x; b0; b1; :::; bk−1) = 0 ; b ∈ Rk ; x ∈ R

Fx(x; b0; b1; :::; bk−1) = 0

2 åîéóþóåùí k+1 ìåôáâëçôþí áöáéñïýí 2 âáèìïýò åëåõèåñßáò êáé êáôÜ
óõíÝðåéá ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí åßíáé (k + 1) − 2 = k − 1 äéáóôÜóåùí. ÅÜí
k=2 Ý÷ïõìå êáìðýëç êáé ãåíéêüôåñá åÜí k > 2 Ý÷ïõìå õðåñåðéöÜíåéá k-1
äéáóôÜóåùí.

Éäéáßôåñá ìáò åíäéáöÝñåé ç ðïëõùíéìéêÞ ðåñßðôùóç

F (x; b0; b1; :::; bk−1) = xk −
(
b0 + b1x + ::: + bk−2x

k−2
)

= 0 (116)

(×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñåß íá äåßîåé üôé ï óõíôåëÝóôçò ôï xk−1

ìðïñåß íá åðéëåãåß ßóïò ìå ôï ìçäÝí - ìÝóù ìéáò ìåôáöïñÜò).

ÐáñÜäåéãìá 4.8 (k=3)

(1) x3 − (b0 + b1x) = 0

(2) 3x3 − b1 = 0

(2) ⇒ b1 = 3x2. Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1) ðáßñíïõìå

x3 − (b0 + ex3) = 0 ⇒ b0 = −2x3:
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Ó÷. 31: b0 = −2x3 ; b1 = 3x2

Óôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå üôé ç åðéöÜíåéá äéáêëÜäùóçò åßíáé ìéá áé÷ìÞ ðïõ ðñïêý-

ðôåé áðü ôçí áðáëïéöÞ ôïõ x. Óôï ÷þñï ôùí ðáñáìÝôñùí b0; b1 äéáêñßíïõìå 2
ðåñéðôþóåéò: áðü åðÜíù áðü ôçí áé÷ìÞ Ý÷ïõìå 3 ëýóåéò åíþ áðü êÜôù Ý÷ïõìå
1 ëýóç. ÁõôÞ ç ðëçñïöïñßá ãá ôïí áñéèìü ôùí ëýóåùí ðñïêýðôåé ùò åîÞò:
ÖéîÜñïõìå ôï b0 êáé ìåôâÜëëïõìå ôï b1. Åßíáé óáöÝò üôé ç åîßóùóç

x3 − (b0 + b1x) = x3 − b1

(
b0
b1

+ x

)
= 0

ãéá b1 >> 1 ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí x3 − b1x = 0, ç ïðïßá Ý÷åé 3 ëýóåéò.
Åöüóïí ï áñéèìüò ôùí ëýóåùí áëëÜæåé ìüíï åÜí äéáó÷ßóïõìå ôçí åðéöÜíåéá
äéáêëÜäùóçò êáôáëÞãïõìå üôé áðü åðÜíù Ý÷ïõìå 3 ëýóåéò. Ðáñüìïéá åðé÷åé-
ñçìáôïëïãïýìå ãéá b1 << −1 êáé Ýôóé êáôáëÞãïõìå óôï ðáñáðÜíù ó÷Þìá.

Óôéò åðüìåíåò áóêÞóåéò ìåëåôÜìå ôçí åîßóùóç

(1) P (x; b0; b1; b2) = x4 + b2x
2 + b1x + b0 = 0:

Ç åðéöÜíåéá äéáêëÜäùóçò äßíåôáé áðü ôçí ôáõôü÷ñïíç åðßëõóç ôçò (1) êáé
êáé ôçò

(2)
@P (x; b0; b1; b2)

@x
= 4x3 + 2b2x + b1 = 0:
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'E÷ïõìå 4-2=2 âáèìïýò åëåõèåñßáò. ÊáôÜ óõíÝðåéá óôï ÷þñï ôùí ðáñá-
ìÝôñùí (b0; b1; b2) ç åðéöÜíåéá äéáêëÜäùóçò åßíáé ðñáãìáôéêÞ åðéöÜíåéá. Óôéò
åðüìåíåò áóêÞóçò ìåëåôÜìå êÜðïéåò ôïìÝò áõôÞò ôçò åðéöÜíåéáò.

¢óêçóç 4.9

Ó÷. 32: b0 = 3

�
b1

4

� 4
3

Äåßîáôå ôçí ðáñáðÜíù ôïìÞ, b2 = 0, öéîáñéóìÝíï.

¢óêçóç 4.10

Ó÷. 33: b0 ∼ kb21
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¢óêçóç 4.11 (ÏõñÜ ÷åëéäïíéïý É)

Ó÷. 34: b0 ∼ kb21

¢óêçóç 4.12 (ÏõñÜ ÷åëéäïíéïý ÉÉ)

Ó÷. 35: b0 ∼ kb21

Õðïäåßîåéò ãéá ôéò áóêÞóåéò (ÃåùìåôñéêÞ ëýóç)

èÝóáôå: p1(x) = x4 + b2x
2 + b1x + b0 = 0

p2(x) = 4x3 + 2b2x + b1 = 0 ; b2 < 0

p1(x) = p2(x) = 0 ⇔ p1(x)− xp2(x) = p2(x) = 0 ⇔
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
b0 = 3x4 + b2x

2

b1 = −4x3 − 2b2x
(117)

Oé åîéóþóåéò (117) åßíáé ðáñáìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò êáìðýëçò (b0; b1). Eßíáé
÷ñÞóéìá ôá êÜôù ãñáöÞìáôá óôçí áíÜëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Ó÷. 36

2

Ó÷üëéá ãéá ôç öõóéêÞ óçìáóßá ôïõ éîþäïõò êáé ôïõ áñéèìïý Reynolds.
a) Èåùñåßóôå ôï åîÞò ðåßñáìá. ¸÷ïõìå äýï óôåñåÝò åðßðåäåò åðéöÜíåéåò ìå
õãñü åíäéÜìåóá üðùò óôï ó÷Þìá

Ó÷. 37
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ÊñáôÜìå ôçí êÜôù åðéöÜíåéá áêßíçôç åíþ êéíïýìå ôçí áðü ðÜíù ìå ìéá ìéêñÞ
ôá÷ýôçôá v0. H äýíáìç ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá íá óõíôçñÞóåé áõôÞ ôçí êßíçóç

åßíáé áíÜëïãç ôïõ åìâáäïý ôùí åðéöáíåéþí êáé ôïõ
v0

d
, üðïõ d ç áðüóôáóç

ìåôáîý ôùí åðéöáíåéþí. ¸÷ïõìå ëïéðüí

F

A
= �

v0

d

H óôáèåñÜ áíáëïãßáò åäþ äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï áðü ôï óõíôåëåóôç éîþäïõò
ðïõ åðéëÝãáìå óôçí ó÷åôéêÞ ðáñÜãñáöï.

b) Èåùñåßóôå ôþñá Ýíá Üëëï ðåßñáìá: ôçí ñïÞ åíüò áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý
ôá÷ýôçôáò V ìáêñéá ãýñù áðü Ýíáí êýëéíäñï,

Ó÷. 38

¸÷ïõìå 4 ðáñáìÝôñïõò óôï ðñüâëçìá: ì, ñ, D, êáé V. Ôï áíáìåíüìåíï
åßíáé üôé ãéá íá ðñïóäéïñéóôåß ç ñïÞ èá ÷ñåéáóôåß íá ãíùñßæïõìå ôéò ôéìÝò
üëùí áõôþí ôùí ðáñáìÝôñùí. Åßíáé åíôõðùóéáêü üôé ãéá íá ðñïóäéïñéóôåß ç
ñïÞ ÷ñåéÜæåôáé ìéá ìüíï ðáñÜìåôñïò ðïõ ïñßæåé ôïí áñéèìü Reynolds

Re =
�

�
V D:

2
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5 O Ìåôáó÷çìáôéóìüò ôïõ Liouville - H ÌÝèï-

äïò WKB

Óôá ðñïâëÞìáôá éäéüìïñöùí äéáôáñá÷þí Ý÷ïõìå ÷ïíäñéêÜ äýï åéäþí öáéíü-
ìåíá:

(É) Öáéíüìåíá ÓõíãêÝíôñùóçò (ÉÉ) Öáéíüìåíá ÔáëÜíôùóçò

Ó÷:39

Ôï ïñéáêü óôñþìá åßíáé ôçò êáôçãïñßáò (É). Ôï áðëü ðáñÜäåéãìá

"2y′′ − y = 0 ; y(0) = 1; y(1) = 0 (118)

ðïõ Ý÷åé ëýóç

y"(x) =
1

1− e−
"
2

[
e−

x
" − e−

x−2
"

]
áíôéðñïóùðåýåé ôçí (É). Ðáñáôçñïýìå üôé ç (118) ìåôÜ áðü êáôÜëëçëç

êáíïíéêïðïßçóç ôåßíåé óôçí ä ôïõ Dirac:

lim
"→0

1

"
y"(x)�[0;1](x) = �(x)

(�[0;1] ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ [0,1])

Áðëü ðáñÜäåéãìá ôáëÜíôùóçò (êáôçãïñßá (ÉÉ)) ðáñÝ÷åôáé áðü ôï ðñüâëçìá

"y′′ + y = 0 ; y(0) = 1; y(1) = 0 (119)

ðïõ Ý÷åé ëýóç áí " 6= (n�)−2
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y"(x) =

sin

(
1− x

"

)
sin

(
1

"

) (120)

ÖõóéêÜ åßíáé äõíáôüí íá óõíõðÜñ÷ïõí êáé ôá äýï öáéíüìåíá. Ç åîßóùóç
ôïõ Airy ðñïóöÝñåé Ýíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá,

"2y′′ − xy = 0 ; −1 ≤ x ≤ 1: (121)

ÐñÜãìáôé ãéá x ∈ [−1; 0) ç (121) óõìðåñéöÝñåôáé óáí ôçí (119), åíþ ãéá
x ∈ (0; 1] óáí ôçí (120).

Ïñìþìåíïé áðü ôçí åìöÜíéóç ôùí åêèåôéêþí (ðñáãìáôéêþí Þ öáíôáóôéêþí)
ôïõëÜ÷éóôïí óôçí ðåñßðôùóç ôåëåóôþí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ï Liouville
ðñïôåßíåé ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü

y(x) = e

S(x)

�

ãéá ôç ìåëÝôç ôïõ

"2y′′ = Q(x)y ;

üðïõ ä=ä(å) õðü ðñïóäéïñéóìü.

ÐáñÜäåéãìá 5.1 (Åîßóùóç ôïõ Schr�odinger)

"y′′ = Q(x)y ; Q(x) 6= 0

Aíôéêáèéóôïýìå

y(x) = e
1
�
S(x) ∼ e

1
�

∞P
n=0

Sn(x)
∼ e

1
�

(
S0(x)+�S1(x)+:::

)
'E÷ïõìå

y′ ∼

(
1

�

∞∑
n=0

�nS ′n

)
exp

(
1

�

∞∑
n=0

�nSn

)

y′′ ∼

[(
1

�2

∞∑
n=0

�nS ′n

)
+

1

�

∞∑
n=0

�nS ′′n

]
exp

(
1

�

∞∑
n=0

�nSn

)



Í. ÁëéêÜêïò - Óçìåéþóåéò 87

AíôéêáôÜóôáóç äßíåé

"2

�2
S ′20 +

2"2

�
S ′0S

′
1 +

"2

�
S ′′0 + : : : = Q(x)

O ìåãáëýôåñïò üñïò óôï 1ï ìÝëïò åßíáé
"2

�2
ðïõ ðñÝðåé íá åîéóïññïðÞóåé ôï

2ï ìÝëïò.

ÊáôÜ óõíÝðåéá � ∼ " êáé ðáßñíïõìå ôéò ó÷Ýóåéò
S ′20 = Q

2S ′0S
′
1 + s′′0 = 0

2S ′0S
′
n + S ′′n−1 +

∑∞
j=1 S

′
jS
′
n−j = 0 ; n ≥ 2

(122)

H (122)(i) ëÝãåôáé åîßóùóç ôçò åéêüíáò, ïñïëïãßá ðïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç
ãåùìåôñéêÞ ïðôéêÞ. Ç ëýóç ôçò åßíáé

S0(x) = ±
∫ b

a

√
Q(t)dt (123)

H (122)(ii) ëÝãåôáé åîßóùóç ìåôáöïñÜò. Ç ëýóç ôçò ðñïêýðôåé ùò åîÞò:

2S ′0S
′
1 + S ′′0 = 0 ⇒ S ′1 = −1

2

S ′′0
S ′0

;

áðü üðïõ ïëïêëçñþíïíôáò, modulo êÜðïéá óôáèåñÜ, ðáßñíïõìå

S1 = −1

2
lnS ′0

(123)
= −1

2

√
Q(x) = ln [Q(x)]−

1
4

ÊáôÜ óõíÝðåéá ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïõò äýï ìüío üñïõò Ý÷ïõìå ìéá ðñï-
óÝããéóç

yWKB(x) ∼ c1Q
− 1

4 (x) exp

[
1

"

∫ x

a

√
Q(t)dt

]
+ (124)

+ c2Q
− 1

4 (x) exp

[
−1

"

∫ x

a

√
Q(t)dt

]
üðùò ôï " −→ 0,

c1, c2 óôáèåñÝò êáé a êÜðïéï óçìåßï.
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ÅöáñìïãÝò ôçò (124)

a) "2y′′ + y = 0 ; y(0) = 0 ; y(1) = 1 ; " −→ 0

åäþ Q(x) = −1, S0(x) = ±ix, S1(x) ≡ 0, y ∼ e±
1
"
ix, Üñá ç ãåíéêÞ ëýóç

åßíáé

yWKB = c1 sin
x

"
+ c2 ∼

x

"
;

áðü üðïõ ìå ÷ñÞóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí ðáßñíïõìå ôçí (120).

Åßíáé åíôõðùóéáêü üôé ðáßñíïíôáò ìüíï Ýíáí üñï ç WKB ðñïóÝããéóç óå áõôÞ
ôçí ðåñßðôùóç äßíåé ôçí áêñéâÞ ëýóç!

EîáãùãÞ ôçò ðñïóÝããéóçò ôïõ ïñéáêïý óôñþìáôïò

(∗) "y′′ + a(x) + y′ + b(x)y = 0 ; y(0) = A ; y(1) = B

Õðüèåóç: a(x) > 0 óôï [0,1].

ÅðéëÝãïõìå 2 üñïõò ôïõ áíáðôýãìáôïò

y ∼ e
S0
"

+S1

y′ ∼ e
S0
"

+S1

(
1

"
S ′0 + S ′1

)

y′′ ∼ e
S0
"

+S1

[(
1

"
S ′0 + S ′1

)2

+
1

"
S ′′0 + S ′′1

]
AíôéêáôÜóôáóç óôçí åîßóùóç êáé áðëïðïßçóç ôùí åêèåôéêþí äßíåé

0 =

[
1

"
S ′′0 +

1

"2
S ′20 + S ′21 + S ′1 +

2

"
S ′0S

′
1

]
+ a

[
1

"
S ′0 + S ′1

]
+ b

Ïäçãïýìáóôå ëïéðüí åîéóþíïíôáò óõíôåëåóôÝò ôùí ßäéùí äõíÜìåùí ôïõ å

(i) "−1 : S ′0 + aS ′0 = 0
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(ii) "0 : S ′′0 + 2S ′0S
′
1 + aS ′1 + b = 0

(i) ⇒ S ′0 = 0 ; S ′0 = −a

Ç ðñþôç åðéëïãÞ äßíåé óôçí (ii)

aS ′1 + b = 0 ⇒ S1 = −
∫ x

0

b(�)

a(�)
d�

Ç äåýôåñç åðéëïãÞ äßíåé

−a + 2(−a)S ′1 + aS ′1 + b = 0 ⇔

a′ + aS ′1 = b ⇔

S ′1 =
b

a
− a′

a
⇔ S1 =

∫ x

0

b(�)

a(�)
d� − ln a(x):

ÐÜéñíïõìå ôéò ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò

y1(x) ∼ e
S0+S1

"
+S1 = eS1(x) = e−

R x
0

b(�)
a(�)

d�

y2(x) ∼ e
S0+S1

"
+S1 = e−

1
"

R x
0 a(�)d�e−

R x
0

b(�)
a(�)

d�−ln a(�)

=
1

a(x)
e[
R x
0

b(�)
a(�)

d�− 1
"

R x
0 a(�)d�]:

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ãåíéêÞ ëýóç åßíáé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò

y(x) ∼ c1y1(x) + c2y2(x):

Ðñïóäéñßæïõìå ôéò óôáèåñÝò c1 êáé c2:

A = y(0) = c1 +
c2
a(0)

(125)

B = c1e
−
R x
0

b(�)
a(�)

d� +
c2
a(1)

e[
R x
0

b(�)
a(�)

d�− 1
"

R x
0 a(�)d�]
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Áãíïþíôáò ôïí áìåëçôÝï üñï ôÜîçò e
−
1

" (ç óõíâéâáóôüôçôá áõôÞ èá åðé-
âååâáéùèåß åê ôùí õóôÝñùí) Ý÷ïõìå

B = c1e
−
R x
0

b(�)
a(�)

d� +
c2
a(1)

(126)

Aðü ôéò (125), (126) ðáßñíïõìå

yWKB(x) = Be
R 1
0

b(�)
a(�)

d�−
R x
0

b(�)
a(�)

d�

+
a(0)

a(x)

[
A−Be

R 1
0

b(�)
a(�)

d�
]
e
R 1
0

b(�)
a(�)

d�− 1
"

R x
0

b(�)
a(�)

d�

Ï 2ïò üñïò óõíåéóöÝñåé ìüíï åÜí x = O("). ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå ôçí
áðëïðïéçìÝíç ðñïóÝããéóç

yWKB(x) = Be[
R 1
x

b(�)
a(�)

d�]

+
[
A−Be

R 1
0

b(�)
a(�)

d�
]
e−

a(0)x
"

¢óêçóç 5.2 Äåßîáôå üôé

lim
"→0

1

"
y" = � (Dirac óõíÜñôçóç,)

üðïõ y" üðùò óôçí (118). ÄçëáäÞ åðáëçèåýóáôå üôé ãéá êÜèå � :
[0; 1] −→ R, óõíå÷Þ óõíÜñôçóç, Ý÷ïõìå

lim
"→0

1

"

∫ x

0

y"(x)�(x)dx = �(0):(
Õðüäåéîç:

1

"

∫ x
0
y"(x)dx −→ 1 üðùò ôï " −→ 0

)
¢óêçóç 5.3 Ôé óõìâáßíåé ìå ôçí (119) óôçí ðåñßðôùóç üðïõ " = (n�)−2;

(Õðüäåéîç: âë. 9.4 óôï [ÁÊ])
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¢óêçóç 5.4 Èåùñåßóáôå ôï ðñüâëçìá (∗), åöáñìïãÞ ôçò (124). Èá õðïèÝ-
óïõìå ôç ëýóç óôç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ

y = e
1
�
S(x) ; S(x) = S0(x) + �S1(x)

êáé êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôçò áñ÷Þò åîéóïññüðçóçò èá äåßîïõìå üôé � = ".
Äåßîáôå üôé áíôéêáôÜóôáóç óôçí (∗) ïäçãåß óôçí

"

�2
S ′20 +

2"

de2
S ′20 +

"

�
S ′′0 +

a(x)

�
S ′0 + a(x)S ′1 + b(x) + ::: = 0

üðïõ ïé ... õðïäçëþíïõí üñïõò áìåëçôÝïõò. Áðü ôïõò ðñþôïõò 3 üñïõò ï

ìåãáëýôåñïò åßíáé ï
"

�2
S ′20 ðïõ èá ðñÝðåé íá åîéóïññïðÞóåé ôïí ìåãáëýôåñï

áðü ôïõò õðüëïéðïõò 3 üñïõò:

"

�2
∼ 1

�
⇔ " ∼ �

×Üñéí áðëüôçôáò åðéëÝãïõìå å = ä.

Õðïäåßîåéò ãéá ðáñüìïéåò áóêÞóåéò

1: "2x5 − "x4 − x3 + 8 = 0 ⇒ "x5 − "x4 = x3 − 8 ⇒

I: F ("; x) = "x5−"x4−(x3−8) = 0: F (0; x) = 0 ⇒ x = 2e
2k�i

3 ; k = 0; 1; 2

Fx(0; x)

∣∣∣∣∣
x=2e

2k�i
3

6= 0

ÐñáãìáôéêÞ x = 2 ⇒ x1(") = 2 + 2" + :::

II: x =
1

w
⇒ "2

(
1

w

)5

−"
(

1

w

)4

−
(

1

w

)3

+8 ⇒ "2−"w−w2+8w5 = 0
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Ó÷. 40

�1 = 1 , n1 = 1 ⇒ w = zv

F (z; v) = z2 − z2v − z2v2 + 8z5v5 = 0;

F (0; v) = 1− v − v2 = 0 ⇒ v1;2 =


−1 +

√
5

2

−1−
√

5

2

w = z

[
−1 +

√
5

2
+ cz

]
⇒ x =

1

"

[
−1 +

√
5

2
+ c"

] =
1

A"
− c

A2
+ :::

2: "2x6− "x4− (x3− 8) ; F (0; x) = 0 ⇒ x = 2e
2k�i

3 ; k = 0; 1; 2:

ÐñáãìáôéêÞ ñßæá x = 2 ⇒ x1(") = 2− 4"

3
+ :::

II: x =
1

w
⇒ 8w6 − w3 − "w2 + "2 = 0
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Ó÷. 41

L1 =
2

3
; n = 3:

A0 = (0; 2) ; A2 = (2; 1) ; A3 = (3; 0) ; A6 = (6; 0)
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