ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Το  φυλλάδιο αυτό,  που θα χρησιμοποιηθεί  για την εργαστηριακή άσκηση των φοιτητών του Τμήματος Φυσικής στο υποχρεωτικό “Εργαστήριο Πυρηνικής Φυσικής” ,  είναι  μία από τις πολλές προσπάθειες ανανέωσης του στην πορεία των περίπου τριάντα πέντε ετών λειτουργίας του Εργαστηρίου.

Προς το παρόν, το φυλλάδιο διαφέρει από την προηγούμενη έκδοση στη δομή και την εκτέλεση μερικών ασκήσεων, μετά την ανανέωση των χρησιμοποιουμένων πειραματικών διατάξεων. Η εργασία βρίσκεται σε εξέλιξη και θα ολοκληρωθεί σύντομα με τη συμμετοχή, για μια ακόμη φορά, πολλών μελών του Τομέα Πυρηνικής Φυσικής και Στοιχειωδών Σωματιδίων. Περισσότερα στοιχεία θα δοθούν με την ολοκλήρωση της παρούσας προσπάθειας μέσα στο τρέχον έτος.

Ι.  ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΕΣ α, β, γ

Τρία διαφορετικά είδη πυρηνικών ακτινοβολιών έχουν ανακαλυφτεί, που συμβολίζονται σαν ακτινοβολίες α, β και γ. Καθορίστηκε επίσης πως η ακτινοβολία α είναι πυρήνες Ηλίου, η β ηλεκτρόνια ή ποζιτρόνια και η γ ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία.


Ένα ραδιενεργό στοιχείο μεταστοιχειώνεται με εκπομπή α ή β ακτινοβολίας, που σχεδόν πάντα ακολουθείται και από γ ακτινοβολία. Στην α-διάσπαση ο μητρικός πυρήνας, ο πυρήνας δηλαδή που εκπέμπει το σωμάτιο α, μετασχηματίζεται στο θυγατρικό, που έχει μαζικό αριθμό κατά 4 μονάδες μικρότερο και ατομικό αριθμό κατά 2 μονάδες μικρότερο. Στη β ακτινοβολία ο ατομικός αριθμός στο θυγατρικό πυρήνα αλλάζει κατά μονάδα σε σχέση με το μητρικό, ενώ ο μαζικός αριθμός παραμένει αμετάβλητος. Στη γ ακτινοβολία μαζικός και ατομικός αριθμός δε μεταβάλλεται.

Ι.1
Ραδιενεργές διασπάσεις


Ας θεωρήσουμε ένα δείγμα με ένα πολύ μεγάλο αριθμό ραδιενεργών πυρήνων από το ίδιο ισότοπο και ας θεωρήσουμε ακόμη ότι όλοι αυτοί οι πυρήνες διασπώνται κατά τον ίδιο τρόπο, δηλαδή με α ή β ακτινοβολία.


Ένας ασταθής ή ραδιενεργός πυρήνας δε διασπάται κατ’ ευθείαν, δηλαδή μόλις σχηματιστεί, αλλά υπάρχει μια πεπερασμένη πιθανότητα να διασπαστεί μέσα σε ένα ορισμένο χρονικό διάστημα. Η κλασσική μηχανική δεν μπορεί να ερμηνεύσει το φαινόμενο αυτό, κβαντομηχανικά όμως μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα για μια τέτοια διάσπαση (βλέπε για παράδειγμα ακτινοβολία α Ι-2).


Η διάσπαση του πυρήνα είναι στατιστικής φύσης. Αν δηλαδή ένας συγκεκριμένος πυρήνας διασπαστεί παύει να ανήκει στο δείγμα που εξετάζουμε. Όσο ο συγκεκριμένος πυρήνας δε διασπάται, η πιθανότητα να διασπαστεί σε ένα δευτερόλεπτο παραμένει σταθερή. Αν η πιθανότητα να διασπαστεί σε ένα δευτερόλεπτο είναι για παράδειγμα 1%, αν μετά μία ώρα δεν έχει διασπαστεί πάλι θα έχει 1% πιθανότητα να διασπαστεί στο επόμενο δευτερόλεπτο.


Ας υποθέσουμε πως στο δείγμα μας, στο χρόνο t, δεν έχουν διασπαστεί Ν πυρήνες. Ο αριθμός που θα διασπαστεί στο διάστημα από t σε t + td είναι ανάλογος του Ν και του dt:
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όπου λ, η σταθερά της διάσπασης, που χαρακτηρίζει το συγκεκριμένο ραδιενεργό ισότοπο. Από την (Ι-1) με ολοκλήρωση παίρνουμε:
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όπου  Ν0  ο  αριθμός  των  ραδιενεργών  πυρήνων  τη  χρονική  στιγμή t = 0. Η (Ι-1), σύμφωνα με την (Ι-2) μπορεί να γραφεί ως εξής:
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(Ι-3)
Ο λόγος [dN/dt] λέγεται ενεργότητα. Η ενεργότητα μετριέται σε Curie (Ci), που ισοδυναμεί   με   3,7(1010   διασπάσεις   ανά   δευτερόλεπτο. Χρησιμοποιείται επίσης σα μονάδα το Bequerel (Bq) που ισοδυναμεί με 1 διάσπαση/s. Η  σχέση   (Ι-3)   για  λ = 103sec-1 παριστάνεται γραφικά στο σχήμα (1-1) (α). Αν χρησιμοποιήσουμε ημιλογαριθμικό χαρτί η γραφική παράσταση θα είναι ευθεία γραμμή σχήμα (1-1) (β).
Ο χρόνος υποδιπλασιασμού, t1/2, ορίζεται σαν ο χρόνος που πρέπει να διαρρεύσει ώσπου  να  διασπαστεί  ο  μισός  αριθμός  των  αρχικών πυρήνων. Με τη βοήθεια της (Ι-2), έχουμε:
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Εξ άλλου ο μέσος χρόνος ζωής τ, δηλαδή η κατά μέσον όρο διάρκεια ζωής ενός πυρήνα, ορίζεται ως εξής:
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(Ι-5)


O μέσος χρόνος ζωής και ο χρόνος υποδιπλασιασμού ενός ραδιενεργού πυρήνα μπορεί να υπολογιστεί από γραφική παράσταση ανάλογη με εκείνη του σχήματος (1-1) (β).

Από την κλίση της ευθείας γραμμής υπολογίζεται η σταθερά της διάσπασης (κλίση = ( λ ln e). Προφανώς η χρησιμότητα μιας τέτοιας μεθόδου περιορίζεται σε ραδιενεργούς πυρήνες με μέσο χρόνο ζωής μερικών ημερών. Για ραδιενεργά ισότοπα με μεγαλύτερους χρόνους ζωής υπολογίζεται κατ' ευθείαν η σταθερά της διάσπασης, λ. Για το σκοπό αυτό μετριέται η ενεργότητα, λΝ, ενώ ταυτόχρονα υπολογίζεται ο αριθμός των ραδιενεργών πυρήνων από τη γνωστή μάζα και σύνθεση του δείγματος. Γενικά για να είναι παρατηρήσιμος ένας μέσος χρόνος ζωής θα πρέπει να είναι από 10-6sec μέχρι 1014 χρόνια. Για την α-διάσπαση βρίσκουμε από πίνακες πως ο μέσος χρόνος ζωής κυμαίνεται από 3,0(107sec (
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) μέχρι 1,4(1010 χρόνια (
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). Με ραδιενεργές μεθόδους έχει υπολογιστεί ότι η ηλικία του πλανήτη μας είναι περίπου 4,5(109 χρόνια.

Στη φύση έχουν βρεθεί περίπου 340 ραδιενεργά ισότοπα. Από αυτά τα 25 έχουν πολύ μεγάλο χρόνο υποδιπλασιασμού και κατόρθωσαν να επιζήσουν μέχρι σήμερα από το σχηματισμό της γης. Εξάλλου, 35 περίπου βαριά ραδιενεργά ισότοπα με πολύ μικρότερους χρόνους υποδιπλασιασμού παράγονται συνεχώς σαν προϊόντα  διάσπασης των μητρικών πυρήνων, στην αλυσίδα των οποίων έχουν δημιουργηθεί και πιστοποιηθεί. Τέλος, περίπου 1000 τεχνητά ραδιενεργά ισότοπα έχουν δημιουργηθεί και πιστοποιηθεί. 
Ι.2.
Ακτινοβολία α


Ένα σωμάτιο α αποτελείται από δύο πρωτόνια και δύο νετρόνια, είναι δηλαδή όμοιο με τον πυρήνα του ατόμου του ηλίου 
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. Η μάζα του είναι 4,002777 amu και το φορτίο του +2e.

Τα σωμάτια α εκπέμπονται από ένα βαρύ (Α > 140) πυρήνα κατά τη διάσπαση που μπορεί να παρασταθεί ως εξής:
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(I-6)

Ο μητρικός δηλαδή πυρήνας X μεταστοιχειώνεται στον θυγατρικό Υ και ελευθερώνεται το σωμάτιο α και η ολική ενέργεια Q0. Η ενέργεια σύνδεσης του 
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, η ενέργεια δηλαδή που ελευθερώνεται κατά το σχηματισμό του πυρήνα του Ηλίου από δύο πρωτόνια και δύο νετρόνια είναι 28,3 MeV. Εξ άλλου για ένα βαρύ πυρήνα, η ενέργεια σύνδεσης του τελευταίου νουκλεονίου (πρωτονίου ή νετρονίου) είναι κατά μέσον όρο 7 MeV περίπου. Αυτό σημαίνει πως απαιτούνται 7 MeV περίπου για να απομακρύνουμε ένα πρωτόνιο ή ένα νετρόνιο από ένα βαρύ πυρήνα.

Αν όμως δύο πρωτόνια και δύο νετρόνια ενωθούν στην επιφάνεια του πυρήνα για να σχηματίσουν ένα σωμάτιο α, θα ελευθερωθεί η ενέργεια σύνδεσης του α (28,3 MeV), η οποία είναι μεγαλύτερη από τα 28 MeV που περίπου χρειάζονται τα τέσσερα αυτά νουκλεόνια για να βγουν από τον πυρήνα. Ενεργητικά λοιπόν φαίνεται δυνατή η αυθόρμητη εκπομπή σωματίων α από βαρείς πυρήνες, ενώ δεν είναι δυνατή η εκπομπή μεμονωμένων πρωτονίων ή νετρονίων. Έτσι εξηγείται γιατί δεν παρατηρείται αυτόματη εκπομπή νουκλεονίων στη φύση. Γενικά όλοι οι πυρήνες με ατομικό αριθμό Ζ > 82 είναι ασταθείς στην ακτινοβολία α. Ο λόγος που δεν παρατηρείται α διάσπαση σ' όλους αυτούς τους πυρήνες είναι το φράγμα δυναμικού Coulomb που θα πρέπει να υπερβεί το φορτισμένο σωμάτιο α για να βγει από τον πυρήνα. Στο σχήμα (Ι-2) φαίνεται η μορφή του δυναμικού αυτού. Q0 είναι η ενέργεια του συστήματος, δηλαδή η κινητική ενέργεια του θυγατρικού πυρήνα και του σωματίου α μετά τη διάσπαση και η ενέργεια διέγερσης του θυγατρικού πυρήνα.  
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Το ύψος του δυναμικού Coulomb είναι μέγιστο στην απόσταση R, που είναι η απόσταση όπου η απωστική δύναμη Coulomb εξισορροπείται από την ελκτική πυρηνική δύναμη. Για να είναι κανείς ακριβής θα πρέπει να λάβει υπόψη του και το φυγοκεντρικό δυναμικό, που εξαρτάται από τη στροφορμή (() του σωματίου α. Τo ύψος του φράγματος εξαρτάται τόσο από τα αλληλεπιδρώντα φορτία όσο και από την πυρηνική ακτίνα. Κλασσικά το σωμάτιο α δεν είναι δυνατόν να υπερβεί το φράγμα του δυναμικού Coulomb, σύμφωνα όμως με την κβαντομηχανική υπάρχει μια μικρή, αλλά οπωσδήποτε πεπερασμένη πιθανότητα να περάσει το σωμάτιο α μέσα από το φράγμα του δυναμικού λόγω του φαινομένου της σήραγγας. Η πιθανότητα αυτή εξαρτάται από την ενέργεια Q0, μια και αυτή καθορίζει το πραγματικό πάχος του φράγματος του δυναμικού που θα πρέπει να διαπεραστεί. Η σχέση μεταξύ της ολικής ενέργειας Q0, που ελευθερώνεται κατά την α-διάσπαση και της κινητικής ενέργειας Εα του α βρίσκεται εύκολα θεωρώντας τη διατήρηση ορμής και ενέργειας:

ΜV = mυ
(I-7)


Q0 = (1/2) mυ2 + (1/2) MV2
(I-8)

όπου m, υ μάζα ηρεμίας και ταχύτητα του α, και M, V μάζα και ταχύτητα ανάκρουσης του θυγατρικού πυρήνα. Από τις (Ι-7) και (Ι-8) έχουμε για την κινητική ενέργεια Εα του σωματίου α:


Εα = (1/2) mυ2 = (Μ/(Μ + m)) Q0 ( (1 ( m/M) Q0
(I-9)


(αποδεικνύεται εύκολα πως οι ρελατιβιστικές διορθώσεις είναι τόσο μικρές ώστε θεωρούνται αμελητέες).
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Η σχέση (Ι-9) δίνει την ενέργεια των α όταν ο θυγατρικός πυρήνας σχηματίζεται στη βασική του στάθμη, στη στάθμη δηλαδή με τη μικρότερη ενέργεια. Είναι όμως πολύ πιθανό ο θυγατρικός πυρήνας να σχηματιστεί σε μία από τις διεγερμένες στάθμες του, καθορισμένης ενέργειας, στις οποίες αφού παραμείνει για ένα χρονικό διάστημα θα μεταπέσει στη συνέχεια στη βασική στάθμη του, εκπέμποντας ταυτόχρονα ακτινοβολία γ (βλέπε ακτινοβολία γ § Ι.4). Τo ενεργειακό φάσμα επομένως της ακτινοβολίας α που εκπέμπεται από συγκεκριμένο ραδιενεργό ισότοπο θα παρουσιάζει χαρακτηριστικές γραμμές. Για παράδειγμα στο σχήμα (Ι-3) (α) δίνουμε το ενεργειακό διάγραμμα της α-διάσπασης του 
[image: image12.wmf].
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 Στο σχήμα φαίνονται η βασική στάθμη του θυγατρικού πυρήνα 
[image: image13.wmf]Ra
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 καθώς και η πρώτη διεγερμένη στάθμη του (0,19 MeV). Κατά 94% η διάσπαση καταλήγει στη βασική στάθμη με εκπομπή σωματίου α ενέργειας 
[image: image14.wmf]0
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= 4,777 MeV, ενώ κατά 6% καταλήγει στην πρώτη διεγερμένη στάθμη με εκπομπή σωματίου α ενέργειας 
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 μεταπίπτει στη βασική με εκπομπή γ ακτινοβολίας, ενέργειας 0,19 MeV. Στο σχήμα (Ι-3) (β) φαίνεται το ποσοστό Ν (α) των α-σωματίων που εκπέμπονται στη μονάδα του χρόνου σε συνάρτηση με την ενέργεια Εα. Τo διάγραμμα αυτό λέγεται ενεργειακό φάσμα των σωματίων α και είναι χαρακτηριστικό για τη θεωρούμενη διάσπαση.


Σχήμα (Ι-3)

Όπως ήδη αναφέρθηκε η πιθανότητα εκπομπής των α από ραδιενεργό πυρήνα εξαρτάται από την ενέργεια Q0 και κατά συνέπεια από την κινητική ενέργεια Εα. Ο εμπειρικός νόμος των Geiger - Nuttall συνδέει τη σταθερά της διάσπασης λ και την ενέργεια Εα με τη σχέση:



ln λ = n ln Εα + σταθερά
(I-10)



ln τ + n ln Εα = σταθερά
(Ι-11)
Αλληλεπίδραση ακτινοβολίας α με την ύλη

Όταν σωμάτια α, όπως και όλα τα άλλα φορτισμένα σωμάτια, διέρχονται από την ύλη, χάνουν ενέργεια λόγω διέγερσης και κυρίως λόγω ιονισμού, που προκαλούν στα άτομα του απορροφητή. Η απώλεια αυτή της ενέργειας οφείλεται στην αλληλεπίδραση των πεδίων Coulomb του σωματίου α και των δέσμιων ηλεκτρονίων του ατόμου. Επειδή μάλιστα η μάζα του α ως προς τη μάζα του ηλεκτρονίου είναι πολύ μεγαλύτερη, συνάγεται ότι η απόκλιση των α από την αρχική κατεύθυνσή τους είναι αμελητέα.
Άλλες πιθανές αλληλεπιδράσεις που μπορεί να οδηγήσουν σε απώλεια της ενέργειας των α είναι οι πυρηνικές αντιδράσεις, η μη ελαστική σκέδαση των α από πυρήνες, η ακτινοβολία πέδης (bremsstrahlung) κ.λ.π. Όλες όμως αυτές οι αλληλεπιδράσεις είναι αμελητέες για τις ενέργειες των α που θεωρούμε.
Η ενέργεια που απορροφάται λόγω διέγερσης και ιονισμού κατά μήκος της τροχιάς του σωματίου α ανά μονάδα μήκους, δίνεται από τη σχέση (Bethe-Bloch):
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(Ι-12)
όπου: 
Ν = αριθμός των ατόμων του απορροφητή ανά cm3 


Ζ = ατομικός αριθμός του απορροφητή


I = ο γεωμετρικός μέσος, ο οποίος υπολογίζεται πειραματικά, για κάθε στοιχείο. To μέσο δυναμικό ιονισμού δίνεται από τη σχέση I ( 11,52 eV, των ενεργειών διέγερσης και ιονισμού των ατόμων του απορροφητή


Ε, z, υ = κινητική ενέργεια, φορτίο και ταχύτητα αντίστοιχα του σωματίου α (αρχικές συνθήκες).

Παρατηρείται από τη σχέση (I-12) πως για τις μη ρελατιβιστικές ενέργειες η απώλεια ενέργειας dE/dx εξαρτάται κύρια από τον όρο 1/υ2. Η αύξηση της απώλειας ενέργειας με την ελάττωση της ταχύτητας μπορεί να εξηγηθεί με την αντίστοιχη αύξηση του χρόνου, που απαιτείται για να περάσει το σωμάτιο α ανάμεσα από τα δέσμια ηλεκτρόνια, πράγμα που προκαλεί ισχυρότερη αλληλεπίδραση με τα ηλεκτρόνια και μεγαλύτερη πιθανότητα για διέγερση και ιονισμό.

Η απώλεια της κινητικής ενέργειας του σωματίου προέρχεται από μεγάλο αριθμό ιονιστικών κρούσεων. Σε κάθε μία κρούση γίνεται μεταφορά ενέργειας κατά διάφορα, κυρίως μικρά ποσά. Γενικά παρατηρείται μεγάλη μεταβολή, τόσο στον αριθμό των ιονιστικών κρούσεων στη μονάδα μήκους, όσο και στην απώλεια ενέργειας σε κάθε γεγονός. Συνήθως λίγα γεγονότα αντιστοιχούν σε μεγάλη απορρόφηση ενέργειας.

Τo ολικό μήκος της τροχιάς που θα διαγράψει το σωμάτιο λέγεται εμβέλεια και εξαρτάται από την κινητική ενέργεια του σωματίου. Σε μια δέσμη μονοενεργητικών σωματίων α όλα τα σωμάτια δεν έχουν την ίδια ακριβώς εμβέλεια. Η διακύμανση αυτή που καλείται straggling, οφείλεται στη στατιστική φύση των ιονιστικών κρούσεων. Οι εμβέλειες των διαφόρων σωματίων της δέσμης κατανέμονται σύμφωνα με τη συνάρτηση:
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(Ι-13)
όπου α η τυπική απόκλιση και 
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 η μέση εμβέλεια, που δίνεται από τη σχέση:
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όταν είναι γνωστός ο λόγος dE/dx.

Στο σχήμα (1-4) (καμπύλη I) φαίνεται μια τυπική παράσταση του αριθμού Ν (α) των σωματίων α που φτάνουν σε ορισμένη απόσταση R εντός της ύλης σε συνάρτηση με την απόσταση αυτή. Από τη μορφή της καμπύλης παρατηρούμε πως τα διάφορα σωμάτια α δεν έχουν την ίδια εμβέλεια αλλά οι εμβέλειές τους παρουσιάζουν μια κατανομή. Η καμπύλη II στο ίδιο σχήμα προκύπτει παίρνοντας την παράγωγο της καμπύλης I για κάθε σημείο. Η καμπύλη II παρουσιάζει μέγιστο για R = R0. Av στο σημείο R0, φέρουμε την εφαπτομένη της I, η εφαπτομένη αυτή τέμνει τον άξονα των αποστάσεων στο σημείο R = R1. Η διαφορά (R1 – R0) λέγεται αβεβαιότητα της εμβέλειας.

Η απορρόφηση των σωματίων α μπορεί να μελετηθεί πειραματικά αν μετρηθεί ο ειδικός ιονισμός, που ορίζεται σαν ο αριθμός των ζευγών ιόντων που παράγονται στη μονάδα του μήκους. Η συνάρτηση του ειδικού ιονισμού σε σχέση με την απομένουσα εμβέλεια του σωματίου α καλείται καμπύλη Bragg και παρουσιάζει τη μορφή του σχήματος (Ι-5).
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Τέλος θα πρέπει να αναφερθεί πως υπάρχουν εμπειρικές σχέσεις που συνδέουν την εμβέλεια στον αέρα με την κινητική ενέργεια των σωματίων α. Για ενέργειες των α από 4 έως 11 MeV και με ακρίβεια καλύτερη από 1% ισχύει η σχέση:
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(Ι-15)

όπου 
[image: image22.wmf]R

 η μέση εμβέλεια εκφρασμένη σε cm και Ε η ενέργεια των α εκφρασμένη σε MeV.

Ι.3.   Ακτινοβολία β

Στη β-διάσπαση ο ραδιενεργός πυρήνας μεταστοιχειώνεται με την εκπομπή ηλεκτρονίου επομένως ο μαζικός αριθμός παραμένει αμετάβλητος, ενώ ο ατομικός αριθμός αλλάζει κατά μονάδα. Δεδομένου ότι μέσα στον πυρήνα δεν υπάρχουν ηλεκτρόνια ή ποζιτρόνια, η μεταβολή του ατομικού αριθμού που παρατηρείται μεταξύ του μητρικού και θυγατρικού πυρήνα, οφείλεται στη μετατροπή ενός πρωτονίου σε νετρόνιο ή αντίστροφα. Η β-διάσπαση δεν προέρχεται από τις πυρηνικές, τις ηλεκτρομαγνητικές ή τις εξαιρετικά ασθενέστερες δυνάμεις βαρύτητας. Υπάρχει ένα τέταρτο βασικό είδος δυνάμεων, οι ασθενείς δυνάμεις, που προκαλούν μετατροπές του είδους:
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(Ι-17)

όπου:
e-, ρ, n = ηλεκτρόνιο, πρωτόνιο, νετρόνιο αντίστοιχα


e+
= ποζιτρόνιο, αντισωμάτιο του ηλεκτρονίου
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= νετρίνο, αντινετρίνο (αντισωμάτιο του νετρίνο).

Οι μετατροπές (I-16) και (I-17) μπορούν να γίνουν και προς τις δύο κατευθύνσεις, αρκεί να είναι ενεργειακά δυνατές (προς τα αριστερά θα πρέπει τα τρία σωμάτια του 2ου μέλους να βρεθούν στο ίδιο σημείο με συγκεκριμένη ορμή και ενέργεια ώστε να έχουμε διατήρηση ορμής και ενέργειας). Δεδομένου ότι το πρωτόνιο είναι σταθερό σωμάτιο η (I-17) είναι δυνατή, από ενεργειακή άποψη, μόνο στον πυρήνα, στο πεδίο των άλλων νουκλεονίων.

Τo νετρίνο είναι ουδέτερο σωμάτιο με μάζα ηρεμίας σχεδόν μηδέν και spin 1/2 και αντιδρά με την ύλη πολύ ανθεκτική, έχει δηλαδή εξαιρετικά μικρή ενεργό διατομή. Γίνεται έτσι αντιληπτή η τεράστια δυσκολία που υπάρχει στην ανίχνευση του νετρίνο.

Σύμφωνα με τις (Ι-16) και (Ι-17) ένας μητρικός πυρήνας ΖΧΑ μεταστοιχειώνεται με εκπομπή β ακτινοβολίας ως εξής:
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(Ι-19)
 όπου   YA o θυγατρικός πυρήνας.

H ενέργεια Q που ελευθερώνεται στη β-διάσπαση και που μετατρέπεται σε κινητική ενέργεια των προϊόντων της διάσπασης, είναι για την (Ι-18) και την (Ι-19) αντίστοιχα:
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(I-21)

όπου ZΜ η μάζα του μητρικού ατόμου, Z(1Μ η μάζα του θυγατρικού ατόμου και me η μάζα ηρεμίας του ηλεκτρονίου. Η ενέργεια σύνδεσης του τελευταίου (ασθενέστερα συνδεδεμένου) ηλεκτρονίου θεωρείται αμελητέα.

Από τη σχέση (I-21) φαίνεται πως για να έχουμε εκπομπή ποζιτρονίου θα πρέπει η διαφορά μαζών του μητρικού και θυγατρικού ατόμου να είναι μεγαλύτερη από 2mec2 = 1,02 MeV. Στην αντίθετη περίπτωση, που η διαφορά μαζών είναι μικρότερη από 1,02 MeV, δεν υπάρχει αρκετή ενέργεια τη δημιουργία του ποζιτρονίου, ο ασταθής μητρικός πυρήνας «συλλαμβάνει» ένα τροχιακό ηλεκτρόνιο από την Κ ή L στιβάδα οπότε αντί της (I-17) έχουμε τη μετατροπή:
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Η τελευταία μετατροπή λέγεται σύλληψη ηλεκτρονίου. Η σύλληψη ηλεκτρονίου ανιχνεύεται εύκολα από τις ακτίνες-Χ, που εκπέμπονται λόγω της ανακατανομής των τροχιακών ηλεκτρονίων. Στη σύλληψη ηλεκτρονίου το μόνο σωμάτιο που εκπέμπεται είναι το μονοενεργειακό νετρίνο. Η Qec για τη σύλληψη ηλεκτρονίου δίνεται από τη σχέση:
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(Ι-23)

όπου Εβ η ενέργεια σύνδεσης του ηλεκτρονίου που συλλαμβάνεται και που είναι της τάξης των 100 keV για Κ-ηλεκτρόνια, των 20 keV για L-ηλεκτρόνια και 5 keV για Μ-ηλεκτρόνια, στα βαριά στοιχεία.
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Η ενέργεια Q της διάσπασης θα πρέπει να είναι θετική για να συμβεί β-διάσπαση. Οι σχέσεις (I-20), (I-21) και (Ι-23) δίνουν τη συνθήκη μεταξύ των μαζών του μητρικού και του θυγατρικού ατόμου που πρέπει να ικανοποιούνται ώστε να συμβεί ένα χαρακτηριστικό είδος β-διάσπασης.
Τo ενεργειακό φάσμα των ακτίνων β είναι συνεχές σε αντίθεση με το κβαντισμένο των ακτίνων α. Αυτό οφείλεται στην παρουσία του νετρίνου. Ένα τυπικό ενεργειακό φάσμα φαίνεται στο σχήμα (Ι-6). Παρατηρούμε ότι το φάσμα παρουσιάζει ένα μέγιστο. Εmax είναι η μέγιστη κινητική ενέργεια που μπορεί να έχει το σωμάτιο β και που προφανώς αντιστοιχεί πρακτικά στην ενέργεια Q της διάσπασης. Η Emax είναι χαρακτηριστική για τη συγκεκριμένη β διάσπαση.

Συνήθως στη β διάσπαση ο θυγατρικός πυρήνας σχηματίζεται όχι στη βασική του στάθμη αλλά σε μια διεγερμένη. Στην περίπτωση αυτή η κινητική ενέργεια των προϊόντων της διάσπασης δε θα είναι η ενέργεια Q της διάσπασης αλλά η διαφορά



Τ = Q – Εγ 
(Ι-24)
όπου Εγ η ενέργεια που θα ελευθερωθεί υπό μορφή ακτίνων γ κατά την αποδιέγερση του θυγατρικού πυρήνα στη βασική του στάθμη (βλέπε §1.4).

Για παράδειγμα στο σχήμα (Ι-7) φαίνεται η διάσπαση του 137Cs που έχει χρόνο υποδιπλασιασμοϋ 33 χρόνια. Παρατηρούμε πως η διάσπαση καταλήγει:

1. κατά 8% με εκπομπή β( ακτινοβολίας ενέργειας 1,17 MeV στη βασική στάθμη του 137Βα και 
2. κατά 92% με εκπομπή β( ακτινοβολίας ενέργειας 0,51 MeV σε διεγερμένη στάθμη του 137Βα. Η διεγερμένη αυτή στάθμη έχει t1/2 = 2,6 min. Η μετάπτωση από τη διεγερμένη στη βασική στάθμη του 137Βα συνοδεύεται από εκπομπή γ ακτινοβολίας ενέργειας 0,66 MeV.
[image: image118.wmf] 

 

R

0

 

 

Ένταση

 

 Πάχος απορροφητή σε 

g

/

cm

2

 

 

 

Σχήμα (Ι

-

9

)

 

 

Υπ

όβαθρο

 




Οι χαρακτηριστικές παράμετροι της β διάσπασης (όπως και κάθε διάσπασης) που πρέπει να υπολογισθούν πειραματικά είναι η σταθερά λ της διάσπασης και η ενέργεια της β ακτινοβολίας. Όπως ήδη έχουμε αναφέρει χαρακτηριστική τιμή ενέργειας είναι η μέγιστη ενέργεια Emax του συνεχούς φάσματος του σχ. (Ι-6).

Όλοι οι φυσικοί β ραδιενεργοί πυρήνες εκπέμπουν β( ακτινοβολία, ενώ β+ ακτινοβολία (όπως και β() μπορεί να προέλθει από τεχνητά ραδιενεργούς πυρήνες.
Αλληλεπίδραση ακτινοβολίας β με την ύλη

Τα σωμάτια β, ηλεκτρόνια ή ποζιτρόνια διερχόμενα από την ύλη χάνουν ενέργεια, όπως και τα βαριά φορτισμένα α-σωμάτια, κύρια λόγω ιονισμού και διέγερσης των δέσμιων ηλεκτρονίων. Όμως τα σωμάτια β σε αντίθεση με τα βαριά σωμάτια α, έχουν την ίδια μάζα με τα τροχιακά ηλεκτρόνια και επομένως η απόκλιση κατά τη σκέδαση είναι μεγάλη. Η αντίστοιχη της (Ι-12) σχέση για τη β ακτινοβολία είναι:
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(Ι-25)

όπου me η μάζα ηρεμίας του ηλεκτρονίου. Από την τελευταία σχέση παρατηρούμε πως πρακτικά η απώλεια ενέργειας λόγω ιονισμού είναι ανάλογη του 1/υ2.


Μεγάλη διαφορά μεταξύ της α και β ακτινοβολίας υπάρχει ως προς την ακτινοβολία πέδης. Ήδη από την κλασσική φυσική είναι γνωστό πως επιταχυνόμενο φορτισμένο σωμάτιο εκπέμπει ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία ισχύος 2e2 α2/3c3, όπου α η επιτάχυνση. Η επιτάχυνση, που υφίστανται φορτισμένα σωμάτια από τους πυρήνες του απορροφητή, θα είναι ανάλογη του ατομικού αριθμού του απορροφητή και αντίστροφα ανάλογη προς τη μάζα του σωματίου. Φαίνεται έτσι πως επειδή me/mα = 1,4 ( 10(4, η ακτινοβολία πέδης των σωματίων β θα είναι 5(107 φορές μεγαλύτερη από την αντίστοιχη στην περίπτωση των σωματίων α. H ακτινοβολία πέδης για σωμάτια β δίνεται από τη σχέση:
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(Ι-26)

όπου Α ο μαζικός αριθμός των ατόμων του απορροφητή και Ε η κινητική ενέργεια του σωματίου β.

Η ολική απώλεια της ενέργειας των σωματίων β στη μονάδα μήκους θα δίνεται από τη σχέση:
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Στο σχήμα (I - 8) φαίνεται η μορφή της ολικής απώλειας ενέργεια στη μονάδα του μήκους σε συνάρτηση με την ενέργεια του σωματίου β για απορροφητή μόλυβδο. Φαίνεται επίσης και η συνεισφορά του καθενός όρου της (I-27).

Ο λόγος της απώλειας ενέργειας λόγω ακτινοβολίας πέδης προς την απώλεια λόγω ιονισμού δίνεται από τη σχέση:
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(Ι-28)
όπου  η  ενέργεια  Ε  του  σωματίου  β  εκφράζεται  σε MeV.  Για  παράδειγμα  από την (Ι-28) για απορροφητή από μόλυβδο (Ζ = 82) βρίσκουμε πως οι δύο μηχανισμοί, ιονισμός και ακτινοβολία πέδης συνεισφέρουν εξίσου για Ε = 9 MeV. Τo τελευταίο μπορεί να ελεγχθεί και από το σχήμα (Ι-8).

Οι ελαστικές σκεδάσεις των σωματίων β από τους πυρήνες του απορροφητή δεν αντιστοιχούν σε απορρόφηση ενέργειας, αλλά μόνο σε αλλαγή της κατεύθυνσης της τροχιάς των β.

Τέλος, ειδικά για τα β+ σωμάτια υπάρχει και ο μηχανισμός της απορρόφησης με εξαΰλωση. Σύμφωνα με αυτή, ένα ποζιτρόνιο και ένα ηλεκτρόνιο αλληλεπιδρούν και η μάζα ηρεμίας τόσο του ποζιτρονίου όσο και του ηλεκτρονίου μετατρέπεται σε ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία, ίση με 2mec2 (1,02 MeV). Στην εξαΰλωση εκπέμπονται δύο ή τρία φωτόνια ανάλογα αν τα σπιν ηλεκτρονίου και ποζιτρονίου είναι αντιπαράλληλα ή παράλληλα, λόγω διατήρησης ορμής, ενέργειας και ολικής στροφορμής.

Τα σωμάτια β λόγω της μικρής τους μάζας δε διαγράφουν ευθείες τροχιές μέσα στον απορροφητή αλλά πολύ ακανόνιστες. Έτσι ενώ η εμβέλεια των σωματίων α είναι σχεδόν ίση με την ολική διαδρομή που διαγράφουν μέσα στην ύλη του απορροφητή, επειδή η σκέδαση είναι αμελητέα, η εμβέλεια των σωματίων β μπορεί να είναι κατά πολύ μικρότερη από την αντίστοιχη ολική διαδρομή λόγω της μεγάλης γωνίας σκέδασης. Έτσι, προκειμένου για σωμάτια β, με τον όρο εμβέλεια θα εννοούμε την απόσταση (μετρούμενη παράλληλα προς τη διεύθυνση της αρχικής δέσμης) που διαγράφει το σωμάτιο μέχρι να απορροφηθεί εντελώς.

Για δέσμη μονοενεργειακών ηλεκτρονίων, η καμπύλη απορρόφησης παρουσιάζει τη μορφή του σχήματος (Ι-9). Παρατηρούμε ότι το τελικό τμήμα της καμπύλης παρουσιάζει «ουρά» λόγω της αβεβαιότητας στην εμβέλεια. To μεσαίο τμήμα της καμπύλης είναι σε καλή προσέγγιση ευθύγραμμο και η τομή της προέκτασής του με το υπόβαθρο, (οφειλόμενο σε συνεισφορά γ ακτινοβολίας, ακτινοβολίας πέδης κ.λ.π.) δίνει τη λεγόμενη εμβέλεια προεκβολής R0·
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Στην περίπτωση όμως σωματίων β, που όπως είδαμε παρουσιάζουν συνεχές φάσμα, η καμπύλη απορρόφησης είναι της μορφής του σχήματος (Ι-10). Η καμπύλη αυτή σε καλύτερη από 1% προσέγγιση είναι εκθετική. Η εκθετική αυτή μορφή είναι συμπτωματικό γεγονός, οφειλόμενο στη μορφή του συνεχούς ενεργειακού φάσματος των β. Τo σημείο όπου η καμπύλη απορρόφησης τέμνει το υπόβαθρο δίνει τη μέγιστη εμβέλεια, Rmax, για τα σωμάτια β. Η Rmax δεν είναι εύκολο να υπολογισθεί πειραματικά, μια και αντιστοιχεί σε σημείο όπου η ένταση της δέσμης των σωματίων β είναι μηδέν. Εμπειρικές σχέσεις δίνουν την εμβέλεια Rmax σε συνάρτηση με τη μεγίστη Emax των σωματίων β. Οι σχέσεις αυτές λέγονται σχέσεις εμβέλειας ενέργειας. Η εμπειρική σχέση των Katz και Penfold για ενέργειες των β μέχρι πρακτικά 2,5 MeV είναι:
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(Ι-29)

όπου n = 1,265 – 0,0954 ln Emax. Η Rmax στην (I-29) βρίσκεται σε mg ( cm-2 όταν η Emax δοθεί σε MeV.

H εκθετική μορφή της καμπύλης απορρόφησης των σωματίων β μπορεί να συμβολιστεί από τη σχέση της μορφής:
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όπου I0 η ένταση της αρχικής δέσμης των σωματίων β, I η ένταση σε βάθος x μέσα στον απορροφητή και μ ο συντελεστής απορρόφησης. Αν ρ η πυκνότητα του υλικού του απορροφητή, βρέθηκε πειραματικά πως ο μαζικός συντελεστής, μ/ρ, είναι σχεδόν ανεξάρτητος από τον ατομικό αριθμό Ζ του απορροφητή, αυξανόμενος ελαφρά με την αύξηση του Ζ. Μια εμπειρική σχέση που δίνει προσεγγιστικά το μαζικό συντελεστή απορρόφησης σε συνάρτηση Emax των σωματίων β είναι η ακόλουθη:
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(Ι-31)

όπου η Emax εκφράζεται σε MeV και ο μ σε gr(1 cm2.

1.4.   Ακτινοβολία γ

Η ακτινοβολία γ είναι ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία πολύ μικρού μήκους κύματος. Η εκπομπή γ ακτινοβολίας συνοδεύει την αποδιέγερση ενός πυρήνα από μια διεγερμένη στάθμη σε άλλη μικρότερης ενέργειας, όπως ακριβώς γίνεται στην εκπομπή ακτίνων X από διεγερμένα άτομα. Αλλά ενώ ο μηχανισμός εκπομπής είναι ίδιος και στις δύο περιπτώσεις, η ενέργεια μιας ακτίνας γ είναι περίπου ένα εκατομμύριο φορές μεγαλύτερη από εκείνη μιας ακτίνας του ορατού φάσματος. Αν λ το μήκος κύματος της ακτίνας γ, εκφρασμένο σε Fermi (1 Fm = 10(15m), η ενέργεια της γ σε MeV δίνεται από τη σχέση:



Εγ (MeV = 1239,8/λ (Fm)
(Ι-32)

Είναι πολύ συνηθισμένο φαινόμενο, όπως είδαμε στην α ή β διάσπαση, να σχηματίζεται ο θυγατρικός πυρήνας σε διεγερμένη κατάσταση. Αν θεωρήσουμε τη μετάπτωση ενός πυρήνα από τη διεγερμένη στάθμη ενέργειας Ei, σε μια χαμηλότερη στάθμη ενέργειας Ef, η ενέργεια της ακτίνας γ που θα εκπεμφθεί θα είναι:



Εγ = Εi – Ef 
(I-33)

Επειδή οι πυρηνικές στάθμες χαρακτηρίζονται και από καθορισμένη ενέργεια, το ενεργειακό φάσμα των ακτίνων γ θα είναι κβαντισμένο. Σύμφωνα όμως με την κβαντομηχανική μια ασταθής πυρηνική στάθμη παρουσιάζει διαπλάτυνση ΔΕ. Η διαπλάτυνση αυτή ΔΕ συνδέεται με την αβεβαιότητα Δt στο χρόνο με τη σχέση της αβεβαιότητας:


ΔΕ ( Δt (  (
(I-34)
Αποτέλεσμα τούτου είναι η ενεργειακή κατανομή της εκπεμπόμενης γ-ακτινοβολίας να παρουσιάζει τη μορφή του σχήματος (Ι-11). Η καμπύλη αυτή είναι μια κατανομή Lorentz και περιγράφεται μαθηματικά από τη σχέση:
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(I-35)

όπου Εγ η παρατηρούμενη ενέργεια της ακτίνας γ και Γ το φυσικό πλάτος της γραμμής του φάσματος, που όπως φαίνεται και από το σχήμα (I-11), αντιστοιχεί σε όλο το πλάτος της γραμμής στο μέσο ύψος της μεγίστης έντασης. To φυσικό πλάτος Γ δίνεται από τη σχέση:


Γ = (/τ
(Ι-36)
σε πλήρη συμφωνία με την (I -34).

Η σταθερά λ της διάσπασης μπορεί να υπολογισθεί ή κατ' ευθείαν (βλέπε §Ι.1) ή με τη βοήθεια της (Ι-36), όταν υπολογισθεί πειραματικά το φυσικό πλάτος Γ.

Στην εκπομπή γ-ακτινοβολίας ούτε ο μαζικός ούτε ο ατομικός αριθμός μεταβάλλονται, αφού όπως είδαμε, πρόκειται για μεταπτώσεις μεταξύ των διαφόρων ενεργειακών σταθμών ενός πυρήνα. Κάθε διεγερμένη στάθμη χαρακτηρίζεται και από καθορισμένο μέσο χρόνο ζωής τ. Ο μέσος χρόνος ζωής τ για γ διάσπαση μεταβάλλεται από 10-14 sec μέχρι αρκετά χρόνια. Μια αργή διάσπαση (λ μικρό) θα δίνει στενή φασματική γραμμή σύμφωνα με τις (Ι-36) και (Ι-35), ενώ για γρήγορη διάσπαση (λ μεγάλο) θα αντιστοιχεί σε φασματική γραμμή με μεγάλο εύρος.

Τυπικό   διάγραμμα   γ   διάσπασης  φαίνεται   στο   σχήμα  (Ι-12).  Πρόκειται   για  τη διάσπαση 60Co. Παρατηρούμε δύο ακτίνες γ με ενέργειες 
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g
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= 1,17 MeV και 
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g

E

= 1,33 MeV, Οι γ1 και γ2 ακτίνες αποτελούν διαδοχικές ακτίνες γ. Η ακτίνα γ από την ψηλότερη διεγερμένη στάθμη (εδώ τη δεύτερη) στη βασική, λέγεται ακτίνα υπερπήδησης. Στην περίπτωση του 60Co η ακτίνα αυτή, ενέργειας 2,50 MeV, δεν παρατηρείται και υπολογίζεται ότι αντιστοιχεί σε ποσοστό μόλις 2,50(10-7 των διαδοχικών ακτίνων 1,17 MeV και 1,33 MeV.
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Είναι δυνατόν κατά τη γ-μετάπτωση η εκπεμπόμενη ακτίνα γ να απορροφηθεί από ένα τροχιακό ηλεκτρόνιο οπότε το τελευταίο εγκαταλείπει το άτομο, που παραμένει τώρα ιονισμένο. Τo φαινόμενο αυτό λέγεται εσωτερική μετατροπή. Η κινητική ενέργεια, Τ, των εκπεμπομένων ηλεκτρονίων της εσωτερικής μετατροπής δίνεται από τη σχέση:


T = Eγ – Εx 
(I-37)

όπου Εγ η διαθέσιμη ενέργεια της γ-διάσπασης και Εx η ενέργεια σύνδεσης του ηλεκτρονίου.

Η εκπομπή ακτινοβολίας γ και η εσωτερική μετατροπή είναι φαινόμενα που συμβαίνουν παράλληλα. Επομένως για μια διάσπαση γ θα μπορούσαμε να γράψουμε:


λ = λγ + λ0 
(Ι-38)

όπου λγ η πιθανότητα για εκπομπή ακτίνας γ στο δευτερόλεπτο και λ0 η πιθανότητα για εκπομπή ηλεκτρονίου εσωτερικής μετατροπής στο δευτερόλεπτο. Ο λόγος των δύο αυτών σταθερών



α = λ0/λγ
(Ι-39)
λέγεται συντελεστής εσωτερικής μετατροπής (στο σχήμα I-12 φαίνονται οι α1 και α2 για το 60Co).
Αλληλεπίδραση ακτινοβολίας γ με την ύλη


Εύκολα ελέγχεται πειραματικά ότι, η απορρόφηση της γ ακτινοβολίας από την ύλη, όπως και στην περίπτωση των ακτίνων β, ακολουθεί την εκθετική σχέση:
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(I-40)
όπου I0 η αρχική ένταση της δέσμης, I η ένταση σε βάθος x μέσα στον απορροφητή και μ ο ολικός γραμμικός συντελεστής απορρόφησης. Για να ισχύει η (Ι-40) προϋποθέτονται:
 α.
η δέσμη να είναι μονοενεργειακή μια και ο μ εξαρτάται από την ενέργεια (η ένταση επομένως μπορεί να μετριέται σε φωτόνια ανά cm2 και ανά sec).
 β. 
η δέσμη να εκτείνεται σε μικρή στερεά γωνία, και 

 γ.  
ο απορροφητής να είναι μικρού πάχους, να είναι, όπως λέγεται, λεπτός.

Επειδή συνήθως το πάχος x δίνεται σε cm, o συντελεστής απορρόφησης μ εκφράζεται σε cm-1, ώστε το γινόμενο μx να είναι αδιάστατο μέγεθος. Συνήθως αντί του συντελεστή μ χρησιμοποιείται ο ολικός μαζικός συντελεστής απορρόφησης μm που δίνεται από τη σχέση:


μm = μ/ρ     (ρ = η πυκνότητα υλικού απορροφητή)
(Ι-41)

και εκφράζεται σε cm2/gr, οπότε το πάχος x εκφράζεται σε gr/cm2.

To πάχος, x1/2, όπου η ένταση της δέσμης είναι το μισό της Ι0, λέγεται πάχος υποδιπλασιασμού και βρίσκεται εύκολα με τη βοήθεια της (I -40) ότι είναι:



x1/2 = ln 2/μ = 0,693/μ
(I-42)

Εξάλλου μπορούμε να ορίσουμε σαν μέση εμβέλεια, R των ακτίνων γ, την κατά μέσο όρο απόσταση που διανύεται από ένα φωτόνιο πριν απορροφηθεί. Η R υπολογίζεται από τη σχέση:
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Σε αντίθεση λοιπόν με τα φορτισμένα σωμάτια που λίγο πολύ διαγράφουν καθορισμένες τροχιές μέσα στον απορροφητή, οι ακτίνες γ δεν έχουν καθορισμένες τροχιές αλλά παρουσιάζουν μια χαρακτηριστική εκθετική απορρόφηση. Η αλληλεπίδραση της ακτινοβολίας γ με την ύλη είναι τελείως διαφορετική από εκείνη των φορτισμένων σωματίων, τα οποία όπως είδαμε χάνουν την ενέργειά τους λόγω κυρίως αλληλεπιδράσεων με τα ατομικά ηλεκτρόνια. Η απώλεια ενέργειας των φορτισμένων σωματίων γίνεται σταδιακά, σαν αποτέλεσμα πολλών κρούσεων, που σε κάθε μια ένα τμήμα της αρχικής ενέργειας απορροφάται. Σε μια δέσμη ακτίνων γ, κάθε φωτόνιο, τυχαία και ανεξάρτητα, απομακρύνεται από τη δέσμη σαν αποτέλεσμα ενός απλού γεγονότος. Τρεις κυρίως είναι οι μηχανισμοί οι υπεύθυνοι για την απορρόφηση της γ ακτινοβολίας:
   i.
Φωτοηλεκτρικό φαινόμενο (επικρατεί για ενέργειες των γ από 100 keV έως 500 keV)

  ii.
Φαινόμενο Compton (από 100 keV έως 1,0 MeV)
 iii.
Δίδυμη γένεση (για ενέργειες μεγαλύτερες από 2mec2 = 1,02 MeV).


Ο ολικός συντελεστής απορρόφησης μ μπορεί να γραφεί επομένως σαν άθροισμα των:


μ = ξ + σ + κ
(Ι-44)

όπου ξ, σ και κ αντιπροσωπεύουν τους μερικούς συντελεστές απορρόφησης λόγω φωτοηλεκτρικού φαινομένου, φαινομένου Compton και δίδυμης γένεσης, αντίστοιχα.

i.   Φωτοηλεκτρικό φαινόμενο

Τo φαινόμενο αντιστοιχεί στην πλήρη απορρόφηση της ακτίνας γ από ένα τροχιακό (εσωτερικό) ηλεκτρόνιο του απορροφητή. Η κινητική ενέργεια, Τ, του εκπεμπόμενου φωτοηλεκτρονίου δίνεται από τη σχέση:


Τ = Εγ ( Εx
(Ι-45)

όπου Εγ η ενέργεια της ακτίνας γ και Εx η ενέργεια σύνδεσης του ατομικού ηλεκτρονίου, η οποία προφανώς εξαρτάται από τη στάθμη στην οποία ήταν το ηλεκτρόνιο.

Η εξάρτηση του συντελεστή απορρόφησης ξ από τον ατομικό αριθμό Ζ των ατόμων του απορροφητή και από την ενέργεια Εγ, για μικρές ενέργειες, δίνεται από τη σχέση:
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όπου Ν ο αριθμός των ατόμων του απορροφητή στο cm3. Στο σχήμα (Ι-13) φαίνεται η συνεισφορά του συντελεστή ξ στον ολικό συντελεστή απορρόφησης για λεπτό απορροφητή από μόλυβδο.

i.
Φαινόμενο Compton

Τo φαινόμενο αντιστοιχεί στη σκέδαση ακτίνας γ από ατομικό (εξωτερικό) ηλεκτρόνιο. Η ενέργεια, Ε της γ μετά τη σκέδαση θα είναι:
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(Ι-47)

Αν θεωρήσουμε αμελητέα την ενέργεια σύνδεσης του ατομικού ηλεκτρονίου σε σχέση με την ενέργεια της γ, η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου Compton θα είναι:
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(Ι-48)


Από την (Ι-48) παρατηρούμε ότι η ενέργεια που μπορεί να απορροφηθεί από το ηλεκτρόνιο Compton είναι:

α.  μηδέν για φ = 0°

β.  μέγιστη για φ = 180° και μάλιστα ίση με:
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(Ι-49)

Κατά τη σκέδαση Compton η ακτίνα γ σκεδάζεται σε γωνία φ ως προς την αρχική της διεύθυνση και επομένως απομακρύνεται από τη δέσμη, ανεξάρτητα από το ποσό της ενέργειας Τ που θα δώσει στο ηλεκτρόνιο Compton. Ο συντελεστής απορρόφησης σ, που είναι μέτρο της πιθανότητας να απομακρυνθεί μία γ από την αρχική δέσμη, υπολογίστηκε από τους Klein και Nishina και είναι:
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(Ι-50)


Στο σχήμα (Ι-13) φαίνεται η συνεισφορά του συντελεστή απορρόφησης σ στον ολικό συντελεστή απορρόφησης.

iii.   Δίδυμη γένεση

Ο τρίτος μηχανισμός σύμφωνα με τον οποίο μπορεί να απορροφηθεί μια ακτίνα γ είναι η παραγωγή ενός ζεύγους ποζιτρονίου - ηλεκτρονίου. Εάν η ενέργεια της γ είναι μεγαλύτερη από το άθροισμα των μαζών ηρεμίας του ηλεκτρονίου και του ποζιτρονίου (2mec2 = 1,02 MeV) είναι δυνατό, στη θέση της ακτίνας γ να παραχθεί ένα ζεύγος ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου. Για να ικανοποιηθεί ο νόμος διατήρησης της ορμής θα πρέπει η δίδυμη γένεση να γίνει ηλεκτρικό πεδίο ενός πυρήνα ή ενός ηλεκτρονίου. Η κινητική ενέργεια, Tpair, του ζεύγους ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου θα είναι προφανώς ίση με τη διαφορά:
 

Tpair = Eγ – 2mec2 
(I-51)
αν δε ληφθεί υπόψη η ενέργεια που δίνεται στον πυρήνα ή στο ηλεκτρόνιο στο πεδίο Coulomb των οποίων γίνεται η δίδυμη γένεση. Ο μερικός συντελεστής απορρόφησης κ, ο οποίος είναι μηδέν για ενέργειες μικρότερες του 1,02 MeV βρίσκεται να είναι:


κ ( ΝΖ2 (Eγ – 2mec2) 
(Ι-52)

για μικρές τιμές του Εγ και


κ ( NZ2 ln (Εγ) 
(Ι-53)

για πολύ μεγάλες ενέργειες Εγ.
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Η συνεισφορά του συντελεστή κ στον ολικό συντελεστή απορρόφησης φαίνεται στο σχήμα (I-13). 


Στο σχήμα (I-14) δίνεται η μορφή του ολικού γραμμικού συντελεστή απορρόφησης σε συνάρτηση με την ενέργεια Εγ της ακτινοβολίας γ, για μια σειρά από απορροφητές. 


Στο σχήμα (I-15) φαίνονται οι περιοχές, σε σχέση με τον ατομικό αριθμό του απορροφητή και την ενέργεια Εγ της ακτινοβολίας γ, όπου καθένας από τους παραπάνω τρεις μηχανισμούς κυριαρχεί.
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O ολικός μαζικός συντελεστής απορρόφησης, μm, θα δίνεται από τη σχέση:



μm = μ/ρ = ξ/ρ + σ/ρ + κ/ρ
(Ι-54)
όπου ξ, σ και κ οι μερικοί συντελεστές απορρόφησης λόγω φωτοηλεκτρικού φαινομένου, φαινομένου Compton και δίδυμης γένεσης, αντίστοιχα. Όπως είδαμε, τόσο στο φωτοηλεκτρικό φαινόμενο όσο και στη δίδυμη γένεση, όλη η ενέργεια Εγ της ακτίνας γ απορροφάται, ενώ στο φαινόμενο Compton τμήμα μόνο της ενέργειας απορροφάται από το ηλεκτρόνιο Compton, ενώ η υπόλοιπη ενέργεια απάγεται από τη σκεδαζόμενη ακτίνα γ. Για το λόγο αυτό και επειδή μερικές φορές είναι απαραίτητο να γνωρίζουμε το ποσό της ενέργειας που απάγεται από τη σκεδαζόμενη ακτίνα γ και το ποσό της ενέργειας που απορροφάται από το ηλεκτρόνιο Compton γράφουμε το συντελεστή σ σαν άθροισμα δύο συντελεστών:


σ = σα + σσ
(Ι-55)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Τα ηλεκτρόνια Compton λόγω της μικρής τους εμβέλειας συνήθως απορροφούνται μέσα στον απορροφητή και η ενέργειά τους μπορεί να παρουσιαστεί υπό τη μορφή της θερμότητας. Σε μερικά πρακτικά προβλήματα είναι απαραίτητο να γνωρίζουμε το ποσό της θερμότητας που παράγεται σαν αποτέλεσμα της εξασθένισης μιας δέσμης ακτίνων γ όταν αυτή διέρχεται από δοσμένο απορροφητή.
Ο συντελεστής σα αντιστοιχεί στην απορρόφηση και ο συντελεστής σσ στη σκέδαση της ακτινοβολίας γ. Έτσι ο ολικός γραμμικός συντελεστής απορρόφησης αντί της (Ι-44) θα δίνεται από τη σχέση:


μα = ξ + σα + κ
(Ι-56)
ενώ ο ολικός μαζικός συντελεστής απορρόφησης αντί της (Ι-54) θα δίνεται από τη σχέση:



μm,α = μα/ρ = ξ/ρ + σα/ρ + κ/ρ
(Ι-57)
Οι συντελεστές τώρα μ και μm θα λέγονται ολικός γραμμικός συντελεστής εξασθένισης και ολικός μαζικός συντελεστής εξασθένισης και θα δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις (Ι-44) και (1-55).

Στο σχήμα (Ι-16) φαίνονται ο ολικός μαζικός συντελεστής τόσο της απορρόφησης όσο και της εξασθένισης καθώς και η συνεισφορά των μερικών συντελεστών ξ, σα, σσ και κ (σαν απορροφητής θεωρείται ο αέρας).
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Τέλος θα πρέπει να αναφέρουμε και τους παρακάτω μηχανισμούς αλληλεπίδρασης της γ ακτινοβολίας με την ύλη, παρ' ότι για τις ενέργειες που ενδιαφερόμαστε η συνεισφορά τους είναι πολύ μικρή.

α.   σκέδαση Rayleigh και 


β.   σκέδαση Thomson.
Όταν, εξάλλου, η ενέργεια Εγ είναι αρκετά υψηλή η ακτίνα γ μπορεί να απορροφηθεί από ένα πυρήνα και να ελευθερωθεί ένα νουκλεόνιο. Όταν η ενέργεια Εγ είναι ίση με την ενέργεια που απαιτείται για να διεγερθεί σε μια στάθμη του ο πυρήνας του στοιχείου του απορροφητή, είναι δυνατό να έχουμε απορρόφηση συντονισμού (π.χ. φαινόμενο Mossbauer).
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II.    ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ 

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΩΝ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ
ΙΙ.1. Σε πολλές επιστημονικές και πρακτικές δραστηριότητες ορισμένα πειράματα (παρατηρήσεις) επαναλαμβάνονται με περίπου τις ίδιες συνθήκες. Σε μερικές περιπτώσεις τα αποτελέσματα μπορούν να προβλεφθούν με ακρίβεια (π.χ. διάστημα που διανύει ένα κινητό σε χρόνο t με ταχύτητα υ) ενώ για άλλα δε συμβαίνει αυτό. Τα πρώτα λέγονται «προσδιορισμένα πειράματα», τα άλλα «πειράματα τύχης». Στις επόμενες παραγράφους αναφερόμαστε σε πειράματα τύχης.
ΙΙ.2. Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρονται χωρίς λεπτομέρειες ορισμένες έννοιες και τύποι που χρησιμοποιούνται κατά την επεξεργασία των πειραματικών μετρήσεων. Για μια συστηματική μελέτη παραπέμπουμε στη βιβλιογραφία, π.χ.


1.
Θ. Κάκουλλου, Μαθήματα Θεωρίας Πιθανοτήτων.


2.
Θ. Κάκουλλου, Μαθήματα Στατιστικής

3.
J. Topping, Errors of Observation and Their Treatment.

4.

Pugh - Winslow, The analysis of Physical Measurements.
ΙΙ.3. Τo σύνολο των δυνατών αποτελεσμάτων ενός πειράματος τύχης αποτελεί το λεγόμενο «δειγματοχώρο», ενώ τα διάφορα υποσύνολα του δειγματοχώρου λέγονται ενδεχόμενα ή γεγονότα. Σε κάθε ενδεχόμενο Α ενός (μετρήσιμου) δειγματοχώρου Ω, μπορεί να προσαφθεί ένας αριθμός Ρ(Α), που λέγεται πιθανότητα του ενδεχομένου, με διαφόρους τρόπους, π.χ.:

α.   Κατά Laplace (κλασσικός ή a priori ορισμός)


Ρ(Α) = nΑ/Ν
όπου nA ο αριθμός παρατηρήσεων με αποτέλεσμα Α και Ν ο συνολικός αριθμός παρατηρήσεων.

β.    Κατά Von Mises (στατιστική πιθανότητα) 
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όπου nA και Ν όπως και στην περίπτωση (α).

γ. Κατά Kolmogorov (αξιωματική ή μετροθεωρητική πιθανότητα). Σύμφωνα με αυτήν η συνάρτηση πιθανότητας Ρ είναι ένα πεπερασμένο μέτρο στο δειγματοχώρο Ω και έχει τις ιδιότητες:


Ρ(Ω) = 1



0 ( P(A) ( 1    για κάθε ενδεχόμενο Α και 



Ρ(Α ( Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) - Ρ(Α ( Β)
όπου Α ( Β παριστάνει το ενδεχόμενο να συμβεί είτε το Α είτε Β είτε και τα δύο και Α ( Β παριστάνει το ενδεχόμενο να συμβεί και το A και το Β. Προφανώς για τα «ασυμβίβαστα», ή «ξένα μεταξύ τους» ενδεχόμενα
Ρ(Α ( Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)
Κατά την επεξεργασία των πειραματικών μετρήσεων η συνάρτηση πιθανότητας Ρ είτε θεωρείται δεδομένη (περίπτωση γ) είτε εκτιμάται από τα πειραματικά αποτελέσματα χρησιμοποιώντας τους ορισμούς α ή β με τη θεωρία της στατιστικής συμπερασματολογίας.

ΙΙ.4. Στην περίπτωση που ο δειγματοχώρος Ω είναι συνεχής τότε η συνάρτηση πιθανότητας dP, ορίζεται για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο τούτου, dQ από σχέση της μορφής:



dP(Ω) = f(Ω) ( dΩ

η συνάρτηση f(Ω) λέγεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Στα επόμενα θα χρησιμοποιείται ο όρος συνάρτηση πιθανότητας και για την f(Ω), εφόσον δε δημιουργείται σύγχυση.

ΙΙ.5.   Παραδείγματα συναρτήσεων πιθανότητας

i) Αν p είναι η πιθανότητα να συμβεί ένα γεγονός και g η πιθανότητα να μη συμβεί, τότε η συνάρτηση πιθανότητας είναι:


P(1) = p,      P(0) = g
(II-2)
με p ( 0, g ( 0 και p + g = 1, όπου ο δειγματοχώρος Ω είναι το σύνολο Ω1 = {0,1} (0 η αποτυχία, 1 η επιτυχία).

Αν το p δεν είναι γνωστό μπορεί να εκτιμηθεί με τον ορισμό (β), αν επαναληφθεί πολλές φορές το πείραμα.
ii) Αν επαναλάβουμε το πείραμα Ν φορές και έχουμε n επιτυχίες τότε συνάρτηση πιθανότητας είναι η διωνυμική κατανομή.
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(II-3)

Η διωνυμική κατανομή έχει δύο παραμέτρους τα p, Ν.

iii)
 Αv ο δειγματοχώρος Ω1 περιλαμβάνει περισσότερα από δύο ενδεχόμενα, μπορούμε να ορίσουμε την πολυωνυμική κατανομή με τρόπο ανάλογο προς τη διωνυμική. Πολυωνυμική κατανομή k τάξεως έχουμε όταν είναι δυνατά k ενδεχόμενα με n1, n2,...,nk τη συχνότητα εμφάνισης για το 1,2,...,k ενδεχόμενο. Αν επαναλάβουμε το πείραμα Ν φορές προφανώς ισχύει:



n1 + n2 + … nk = N
(II-4)
Η πολυωνυμική κατανομή k τάξεως είναι:
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(II-5)

όπου p1, p2,...,pk είναι οι πιθανότητες να έχουμε 1,2,...,k αποτέλεσμα.

Για k = 2 η (II-5) συμπίπτει με την (II-3).

iv) Οριακή περίπτωση της διωνυμικής κατανομής είναι η κατανομή Poisson, όταν η πιθανότητα p είναι πολύ μικρή, ο αριθμός των δοκιμών Ν πολύ μεγάλος και η αναμενόμενη τιμή m = p ( Ν μικρή και σταθερή. Στην κατανομή Poisson δειγματοχώρος είναι το σύνολο:


Ωp = {0, 1, 2, 3, 4, …}

 και η συνάρτηση πιθανότητας είναι:
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(ΙΙ-6)
όπου m είναι η παράμετρος της κατανομής. Την κατανομή αυτή ακολουθούν, π.χ. οι διασπάσεις των ραδιενεργών πυρήνων. (Βλ. σχήμα  (ΙΙ-1) με  m = 50).
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v) H διωνυμική κατανομή και η κατανομή Poisson εφαρμόζονται όταν η μεταβολή που μελετάμε παίρνει μόνο ακέραιες τιμές. Όταν η μεταβλητή είναι συνεχής και παίρνει τιμές από -(, +( έχουμε την κανονική κατανομή ή κατανομή Gauss. H συνάρτηση πιθανότητας dP(x) μας δίνει την πιθανότητα να έχουμε τιμή μεταξύ x και x + dx.
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(II-7)
με
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(ΙΙ-8)

Η καμπύλη είναι κανονικοποιημένη έτσι ώστε το εμβαδόν να είναι ίσο με τη μονάδα. To εμβαδόν που περικλείεται μεταξύ δυο τιμών του x (x1 και x2) δίνει την πιθανότητα να βρίσκεται το χ μεταξύ αυτών των δύο τιμών:



dPx = dA = f(x) ( dx
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όπου dA είναι το στοιχειώδες εμβαδόν. 


Με το μετασχηματισμό:



y ( (x – m)/σ

η (ΙΙ-8) μετατρέπεται στην
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 (II-9)
η (II-9) λέγεται τυποποιημένη κανονική κατανομή (μέση τιμή μηδέν και διασπορά μονάδα) και δίνεται σε πίνακες όπως και το ολοκλήρωμά της
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(ΙΙ-10)



Η σημασία της κανονικής κατανομής έγκειται στο ότι η μέση τιμή ενός δείγματος ακολουθεί συνήθως την κατανομή αυτή, ανεξάρτητα από την κατανομή που ακολουθούν τα γεγονότα του δείγματος.

Παρατήρηση:  Η διωνυμική  κατανομή  προσεγγίζεται  από  την  κατανομή  Gauss  για Ν ( (.  Η  κατανομή Poisson προσεγγίζεται από την Gauss για  m  ( ( (πρακτικά για m > 30). Η διωνυμική κατανομή προσεγγίζεται από την Poisson για Ν ( (, ρ ( 0 έτσι ώστε Νp = m = σταθερό (και μικρότερο του 30).


vi) Εκθετική κατανομή 

Η συνάρτηση πιθανότητας δίνεται από τη σχέση:



dP(x) = α ( exp(– αx)dx    x ( 0    και    α > 0
(II-11)

Η   κατανομή   Maxwell -Boltzmann   είναι  αυτής  της   μορφής   με α = 1/kT.


vii) Ομοιόμορφη κατανομή 

Η συνάρτηση πιθανότητας δίνεται εδώ από τη σχέση:



dP(x) = (1/β – α) dx         α ( x ( β
(ΙΙ-12)
II.6.   Μέση Τιμή και Τυπική Απόκλιση

Υποθέτουμε   ότι   κάνουμε   μια  μέτρηση   Ν   φορές.   Τα   Ν   αποτελέσματα x1, x2,…, xN είναι στοιχεία από τον αντίστροφο δειγματοχώρο και λέμε ότι αποτελούν ένα «δείγμα» Ν τάξεως από τον «πληθυσμό» όλων των δυνατών μετρήσεων. To ποσοστό με το οποίο παρουσιάζεται κάθε αποτέλεσμα σε ολόκληρο τον πληθυσμό παρέχει την  πιθανότητα για  το  αντίστοιχο γεγονός  (ορισμός ΙΙ.3.β). Χαρακτηριστικά μεγέθη ενός πληθυσμού αποτελούν:


α)   Η μέση τιμή x
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(II-13)

για διάκριτες κατανομές ή
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(II-14)
για συνεχείς κατανομές.


β)   Η τυπική απόκλιση σ που παρέχεται από την σχέση:
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(II-15)
για διακριτές κατανομές, ή
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(II-16)
για συνεχείς κατανομές. Η σ αποτελεί μέτρο της διασποράς των αποτελεσμάτων x1 από τη μέση τιμή x. Τo μέγεθος σ2 λέγεται διασπορά. Η μέση τιμή x και η τυπική απόκλιση σ για ορισμένες κατανομές δίνονται στον Πίνακα (II-1).

Πίνακας (ΙΙ-1)

	Κατανομή
	
	Μέση Τιμή
	Τυπική Απόκλιση
	Παράμετροι

	διωνυμική

Poisson
Gauss
ομοιόμορφη

εκθετική
	(ΙΙ-3)

(ΙΙ-6)

(ΙΙ-9)

 (ΙΙ-12)

 (ΙΙ-11)
	Νp

 m*
m

(α + β)/2

1/α
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ΙΙ.7.   Σφάλμα Μέσης Τιμής

Η τυπική απόκλιση ενός πληθυσμού δίνεται από τη σχέση:
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(ΙΙ-17)
όπου m η αναμενόμενη τιμή του x. Επειδή η αναμενόμενη τιμή είναι άγνωστη, εκτιμούμε την τυπική απόκλιση, χρησιμοποιώντας τη μέση τιμή του δείγματος από τη σχέση
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(II-18)
η μέση τιμή x του δείγματος δίνεται από τη σχέση:
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(II-19)
Σαν τυπική απόκλιση του δείγματος ορίζεται η ποσότητα:
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(II-20)
Η αναμενόμενη τιμή της ποσότητας αυτής δίνεται από τη σχέση:
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Αν επαναλάβουμε k φορές ένα πείραμα θα έχουμε αντίστοιχα k μέσες τιμές 
[image: image71.wmf].
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 Av θεωρήσουμε σαν στατιστική μεταβλητή τη μέση τιμή του δείγματος τότε αυτή ακολουθεί μια κατανομή Gauss με μέση τιμή τη μέση τιμή του πληθυσμού και τυπική απόκλιση:
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Την τυπική απόκλιση 
[image: image73.wmf]x
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 ονομάζουμε σφάλμα της μέση τιμής:
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II.8.   Πιθανό Σφάλμα, Τυπικό Σφάλμα

Όπως αναφέραμε προηγουμένως, η μέση τιμή ενός δείγματος ακολουθεί κανονική κατανομή. Τo εμβαδόν που περικλείεται μεταξύ δύο τιμών της μεταβλητής δίνει την πιθανότητα να βρίσκεται η μεταβλητή μας μεταξύ των δύο αυτών τιμών. Αυτό γίνεται με την ολοκλήρωση της σχέσης (ΙΙ-7)
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Προτιμότερη είναι η χρησιμοποίηση της σχέσης (ΙΙ-10), όπου το ολοκλήρωμα μας δίνει την πιθανότητα να απέχει μια μέτρηση από την μέση τιμή κατά:



y = x – m/σ 


Έτσι η πιθανότητα Ρα να βρίσκεται μια μέτρηση σε απόσταση μεγαλύτερη από τη μέση τιμή, m, α φορές την τυπική απόκλιση σ, είναι: (Βλέπε πίνακα (ΙΙ-2).)
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Πίνακας (ΙΙ-2)
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Βλέπουμε πως όταν α = 1, Ρα = 0,317 και επομένως τα 31,7% των τιμών απέχουν  από  τη  μέση  τιμή  περισσότερο  από  σ.  Η  τιμή  του  α  για  την  οποία Ρα = 0,50 ονομάζεται πιθανό σφάλμα και είναι α = 0,6745. Αυτό σημαίνει ότι το 50% γεγονότων βρίσκεται μέσα στην περιοχή: m – 0,6745 σ,   m + 0,6745 σ.

Παραδείγματα
Υποθέτουμε ότι σε μια σειρά μετρήσεων βρίσκουμε:
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(ΙΙ-22)
Τι εμπιστοσύνη μπορώ να έχω στην εκτίμηση αυτή; Μπορεί η πραγματική τιμή m να είναι μεγαλύτερη από 10;
Στην περίπτωση αυτή η μέτρηση θα απέχει από την πραγματική τιμή m κατά
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Όπως  είναι  φανερό  από  τον  Πίνακα  (II-2),  στην  περίπτωση  αυτή P(m > 10) = 0.

Αντίθετα με τις ίδιες τιμές (II-22) η πιθανότητα η πραγματική τιμή m να είναι μεγαλύτερη από 0,502 (α = 1) είναι:



P(m > 0,502) = 0,317
To αποτέλεσμα για την εκτίμηση (II-22) συνήθως δίνεται με τη μορφή:
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(II-23)
και θα πει (Πίνακας (II-2)) ότι το διάστημα 
[image: image81.wmf])
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 έχει 68,3% πιθανότητα να περιέχει την πραγματική τιμή m. Μερικές φορές αντί της (II-23) χρησιμοποιείται η σχέση:
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Αυτό γίνεται όταν η κατανομή δεν είναι συμμετρική, π.χ. επειδή το x προέκυψε σαν συνάρτηση των μετρουμένων μεγεθών. Και πάλι η έννοια της (II-24) είναι ότι το διάστημα 
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 έχει 68,3% πιθανότητα να περιέχει την πραγματική τιμή m.
ΙΙ.9.   Σφάλματα των Μετρήσεων

Έστω ότι μετράμε τα ανεξάρτητα μεγέθη x1, x2,…,xn και από αυτά υπολογίζουμε την συνάρτηση:



y = f(x1, x2,…,xn)
(II-25)
Αν τα μεγέθη x1,…,
xn μετρηθήκανε με σφάλματα δx1,...,δxn η συνάρτηση y θα υπολογιστεί με κάποιο σφάλμα δy, που θα οφείλεται στα αντίστοιχα των δx1,…,δxn σφάλματα δy1,...,δyn. Εφ' όσον τα δxi, είναι μικρά το δyi, υπολογίζεται ως:
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(II-26)

Συνήθως μόνο η απόλυτη τιμή των δxi είναι γνωστή όχι και το πρόσημό τους. Έτσι σαν «μέγιστο σφάλμα» δy max, θεωρείται η ποσότητα:
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(II-27)

Η εκτίμηση (II-27) για το δymax είναι πολύ συντηρητική και γι' αυτό χρησιμοποιείται το «μέσο σφάλμα» δy
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(II-28)

Από τις (II-27) και (II-28) παρατηρούμε ότι, για να επιτύχουμε μικρά σφάλματα κατά τον υπολογισμό του y, απαιτείται ακριβέστερη γνώση των μεταβλητών xi, για μεγάλες τιμές των αντιστοίχων
[image: image87.wmf].
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Παράδειγμα




y = αx1 + βx2
και

δx1 = 0,1          και           δx2 = 1

τότε 

[image: image88.wmf](

)

2

2

100

y

b

+

a

=

d


Αν α ( β τότε δy ( β και η μεγάλη ακρίβεια με την οποία γνωρίζουμε το x1 δεν ωφελεί. Αντίθετα, αν α >> β τότε απαιτείται, για σχετικά μέτρια γνώση της τιμής του x2, πολύ καλύτερη γνώση της τιμής του x1.

To σχετικό σφάλμα ε της y ορίζεται από τον τύπο:



y = δy/y
II.10.   Έλεγχος των υποθέσεων

Έστω  ότι  εκτελείται  ένα  πείραμα  και  βρίσκοντας  τα  αποτελέσματα  xi,  i = 1,…,
k με συχνότητα n1. Η θεωρία πρόβλεπε τα αποτελέσματα xi με πιθανότητα εμφάνισης P(xi) για κάθε xi. Αν η θεωρία είναι σωστή και
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(II-29)

Επομένως για μεγάλες τιμές του Ν περιμένουμε:
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(II-30
To πρόβλημα που παρουσιάζεται είναι: oι παρατηρηθείσες διαφορές, μεταξύ των 
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 είναι σημαντικές ή όχι: Στην πρώτη περίπτωση συνάγεται ότι η θεωρία δεν είναι σωστή (υπόθεση Η1) ενώ στη δεύτερη ότι είναι σωστή (υπόθεση H0). To πρόβλημα αντιμετωπίζεται ως εξής:

α) 
Κατασκευάζεται ένα μέτρο, z, της διαφοράς των  
[image: image94.wmf])
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 π.χ. υπολογίζεται η τιμή του x2 (βλέπε παράδειγμα 1) και βρίσκεται η συνάρτηση πιθανότητας που ακολουθεί το z.

β)
 Υπολογίζεται η πιθανότητα, Ρ, αν επαναληφθεί το πείραμα να βρεθεί για το z μεγαλύτερη τιμή από την υπολογισθείσα.

γ) Αν η τιμή που βρέθηκε στο (β) είναι μικρότερη από μια προκαθορισμένη τιμή, τότε η θεωρία απορρίπτεται (δηλ. δεχόμαστε την υπόθεση Η1) άλλως η θεωρία κρίνεται σωστή (δηλ. δεχόμαστε την υπόθεση Η0).

Σημείωση 1. Η προκαθορισμένη τιμή της πιθανότητας Ρ λέγεται και επίπεδο εμπιστοσύνης, ενώ η διαφορά της από την μονάδα λέγεται επίπεδο σημαντικότητας.

Παρατήρηση 2. Τo επίπεδο εμπιστοσύνης εξαρτάται κάθε φορά από τη συγκεκριμένη περίπτωση. Συνηθισμένα επίπεδα για το x2 με 1 ή 2 βαθμούς ελευθερίας είναι το 5% ενώ για 3 ή 4 βαθμούς ελευθερίας εκλέγεται το 1%.
II.11. Εκτίμηση των μεταβλητών μιας κατανομής

Πολλές φορές χρειάζεται να εκτιμηθούν από το δείγμα των μετρήσεων οι παράμετροι μιας κατανομής. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι γι' αυτό.

α) Μέθοδος του ελαχίστου x2. Με τη μέθοδο αυτή οι παράμετροι εκλέγονται έτσι ώστε το x2, δηλαδή το μέτρο της διαφοράς των αναμενόμενων τιμών από τις παρατηρούμενες, να γίνεται ελάχιστο.


β) Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας, Η. Με τη μέθοδο αυτή οι παράμετροι εκλέγονται έτσι ώστε η πιθανότητα να παρατηρηθούνε τα αποτελέσματα που έδωσε το πείραμα να γίνεται μέγιστη.

Για μεγάλα δείγματα οι δύο τρόποι δίνουν τα ίδια αποτελέσματα, ενώ για την κατανομή Gauss είναι ταυτόσημοι.
Η ποιότητα της προσαρμογής μπορεί να βρεθεί όπως και προηγούμενα από την τιμή του x2 ή της πιθανοφάνειας και τη συνάρτηση κατανομής που ακολουθεί. Οι τιμές του x2 ή της πιθανοφάνειας, Η, παρουσιάζουν ακρότατο για τις αναζητούμενες τιμές των μεταβλητών, αi, και άρα: 
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(II-31)

Από την επίλυση των (ΙΙ-31) προκύπτουν οι τιμές των παραμέτρων, αi. Τα διάφορα «διαστήματα εμπιστοσύνης» παρέχονται από τις σχέσεις:
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(II-32)

Από την (II-32) βρίσκονται τα «σφάλματα δα, κατά την εκτίμηση των παραμέτρων αi». Π.χ. για το διάστημα 68% ΔΗ ( (1/2)Hmax και τα 
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 υπολογίζονται στο μέγιστο της Η.

Παράδειγμα 1


Υποθέτουμε ότι οι μετρήσεις μας ακολουθούν κατανομή Poisson με άγνωστη την μέση τιμή m. Παίρνουμε Ν μετρήσεις και έστω ότι παρατηρήθηκε xi, i = 0, 1,2,3,... φορές η τιμή i.


α)   Η μέση τιμή m είναι εκείνη για την οποία η παράσταση
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γίνεται ελάχιστη, όπου αi = Ne-m (m/i!), η θεωρητική συχνότητα του i.


β)   Η μέση τιμή m είναι εκείνη για την οποία η παράσταση
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γίνεται μέγιστη. Τούτο γίνεται για
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δηλαδή για τη μέση τιμή του δείγματος.
Παράδειγμα 2

Υποθέτουμε Ν μετρήσεις που ακολουθούν κατανομή Gauss με άγνωστες παραμέτρους m και σ.

α)  Ελάχιστο x2.
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οπότε
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(ΙΙ-33)

η μέση τιμή του δείγματος.

To σ2 υπολογίζεται από τη σχέση (ΙΙ-17)

β)  Μέγιστη πιθανοφάνεια, είναι:
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Γίνεται μέγιστο όταν το x2 γίνεται ελάχιστο, δηλαδή για την τιμή (II-33).
Παράδειγμα 3

Πήραμε μετρήσεις Ν σημείων (xi, yi). Υποθέτουμε ότι τα σημεία προέρχονται από τη σχέση:


y = αx + b
με άγνωστα τα α, b. Είναι σωστή η υπόθεση ή όχι;

Θέτουμε (η άθροιση γίνεται πάνω στο i με i = 1, 2,...,Ν):
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(II-34)
όπου το wi είναι ενδεικτικό της ακρίβειας των μετρήσεων. 


Συνήθως
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Τα α, b προκύπτουν από την επίλυση των
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δηλαδή από τις
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(II-35)
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Από την τιμή του x2 στο ελάχιστο και την κατανομή του για τους N – 2 βαθμούς ελευθερίας βρίσκεται το επίπεδο εμπιστοσύνης για την αποδοχή της υπόθεσης. Τα σφάλματα των α, b δίνονται από τις σχέσεις:
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όπου Δ η ορίζουσα του συστήματος (II-35).
Παράδειγμα 4

Από τους ορισμούς (ΙΙ-17) έως (II-20) να βρεθούν χρησιμοποιώντας τις αντίστοιχες συναρτήσεις πιθανότητας, οι τιμές του Πίνακα (ΙΙ-1).
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* m είναι η αναμενόμενη τιμή, η οποία συμπίπτει με τη μέση τιμή όταν το δείγμα είναι μεγάλο
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