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Ìç÷áíéêÞ óçìåéáêþí óùìáôéäßùí

⇒ ¸íá óýóôçìá óçìåéáêþí óùìáôéäßùí ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß
ìÝóù ôçò ËáãêñáíæéáíÞò

L ≡ T −V

⇒Ç L åîáñôÜôáé áðü ôéò êáíïíéêÝò ìåôáâëçôÝò qi , ôéò
ðáñáãþãïõò ôïõò q̇i = dqi/dt êáé ôï ÷ñüíï.

⇒ H åîÝëéîç ôïõ óõóôÞìáôïò äßíåôáé ìÝóù ôùí åîéóþóåùí
Euler-Lagrange:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0

Êïíôïýäç Êùíóôáíôßíá Óõììåôñßåò âáèìßäáò



ËáãêñáíæéáíÞ ðåäßùí-Ëïãéóìüò ìåôáâïëþí

⇒Ãåíéêåýïõìå ãéá ðåäßá

qi(t)→ Φ(t , x )

L(q , q̇ , t)→ L(Φ, ∂µΦ, x )

⇒ Ç äñÜóç ôçò èåùñßáò èá åßíáé:

S =
∫

Ldt =
∫
L (Φ, ∂µΦ, x ) d4x

⇒ Åöáñìüæïõìå ëïãéóìü ìåôáâïëþí óôç äñÜóç. ÌåôáâÜëïõìå
ôá ðåäßá ùò:

Φ(x )→ Φ(x ) + δΦ(x )

êáé ðñïêýðôåé ç ìåôáâïëÞ óôç äñÜóç:

δS =
∫

Ω
δLd4x

δL =
∂L
∂Φ

δΦ +
∂L

∂(∂µΦ)
δ(∂µΦ)
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Ëïãéóìüò ìåôáâïëþí

⇒ Éó÷ýåé
δ∂µΦ = ∂µ(δΦ)

δS =
∫

Ω

[
∂L
∂Φ

δΦ +
∂L

∂(∂µΦ)
∂µ(δΦ)

]
d4x

⇒ÊÜíïíôáò ðáñáãïíôéêÞ ïëïêëÞñùóç

δS =
∫

Ω

[
∂L
∂Φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)]
δΦd4x +

∫
∂Ω
∂µΦδΦηµνdσν

üðïõ åöáñìüóáìå ôï èåþñçìá ôïõ Gauss∫
Ω
∂ν (∂µΦδΦ) ηµνd4x =

∫
∂Ω
∂µΦδΦηµνdσν
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Ëïãéóìüò ìåôáâïëþí-Åîßóùóç êßíçóçò ðåäßùí

⇒ Áðü ôçí áðáßôçóç δS = 0 Ý÷ïõìå

∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
− ∂L
∂Φ

= 0

⇒ Ãåíßêåõóç óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ëáãêñáíæéáíÞ åîáñôÜôáé áðü
ðïëëÜ ðåäßá

∂µ

(
∂L

∂(∂µΦi)

)
− ∂L
∂Φi

= 0
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Èåþñçìá Noether

⇒Ìåôáó÷çìáôéóìüò óå áðåéñïóôÞ ìïñöÞ

Φ(x )→ Φ′(x ) = Φ(x ) + α(x )Φ(x )

⇒¸÷ïõìå óõììåôñßá áí áöÞíåé áìåôÜâëçôåò ôéò åîéóþóåéò
êßíçóçò⇔ Ç ëáãêñáíæéáíÞ õðü ôç äñÜóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
áõôïý áëëÜæåé ôï ðïëý êáôÜ ìßá 4-áðüêëéóç :

L → L+ ∂µK
µ

⇒Ç ìåôáâïëÞ óôç äñÜóç åßíáé:

δL =
∂L
∂Φ

δΦ +
∂L

∂(∂µΦ)
∂µ(δΦ) =

∂L
∂Φ

αΦ +
∂L

∂(∂µΦ)
∂µ(αΦ)
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Èåþñçìá Noether

⇒×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò åîéóþóåéò êßíçóçò:

δL = ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)
αΦ

)
= ∂µK

µ

⇒¶ñá

∂µj
µ = 0⇒ dj

dt
+∇~j = 0

üðïõ

j µ =
∂L

∂(∂µΦ)
αΦ−K µ

⇒ Ãéá êÜèå óõììåôñßá ôçò ëáãêñáíæéáíÞò õðÜñ÷åé Ýíá
äéáôçñïýìåíï ñåýìá j µ.
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Èåþñçìá Noether

⇒Ç ðïóüôçôá Q äéáôçñåßôáé

Q ≡
∫

üëïò
ï ÷þñïò

j od3x

dQ

dt
=

d

dt

∫
j od3x =

∫
dj o

dt
d3x = −

∫
~∇~j d3x = −

∫
óýíïñï

~j d~s = 0
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Ôï çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï

⇒ ÔáíõóôÞò ôïõ çëåêôñïìáãíçôéêïý ðåäßïõ:

Fµν =


0 E1 E2 E3

−E1 0 B3 −B2

−E2 −B3 0 B1

−E3 B2 −B1 0


⇒Ï ôáíõóôÞò Fµν ïñßæåôáé ùò:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = −Fνµ

üðïõ Aµ = (ϕ, ~A) åßíáé ôï 4-äõíáìéêü êáé ϕ, ~A åßíáé ôï âáèìùôü
êáé ôï äéáíõóìáôéêü äõíáìéêü áíôßóôïé÷á.
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Ôï çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï

⇒ËáãêñáíæéáíÞ ôïõ çëåêôñïìáãíçôéêïý ðåäßïõ :

L = −1

4
FµνF

µν − j µAµ

üðïõ j µ = (ρ,~j )

⇒Èåùñïýìå êÜèå óõíéóôþóá ôïõ 4-äõíáìéêïý ùò äõíáìéêÞ
ìåôáâëçôÞ

δ(FµνFµν) =
∂(FµνFµν)
∂(∂κAλ)

δ(∂κAλ)

δ(FµνFµν) = δ(ηµρηνσFρσFµν) = 2ηµρηνσFρσδFµν = 2FµνδFµν

δFµν = δ(∂µAν)− δ(∂νAµ)
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Ôï çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï

δ(FµνFµν) = 2[Fµνδ(∂µAν)− Fµνδ(∂νAµ)] =
2[Fµνδ(∂µAν) + Fµνδ(∂µAν)] = 4Fµνδ(∂µAν)

∂(FµνFµν)
∂(∂κAλ)

= 4Fκλ

∂L
∂Aν

= −j ν , ∂µ

(
∂L

∂(∂µAν)

)
= −∂µF

µν

⇒ Eîéóþóåéò êßíçóçò

∂µF
µν = j ν ⇔ ∇~E = ρ,∇× ~B = ~j + ∂~E/∂t
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Ôï çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï

⇒Ï ôáíõóôÞò ôïõ çëåêôñïìáãíçôéêïý ðåäßïõ éêáíïðïéåß ôçí
ó÷Ýóç:

∂κFλµ + ∂λFµκ + ∂µFκλ = 0

Ióïäýíáìç ìå: ∇~B = 0 êáé ∇× ~E = −∂B/∂t .

⇒ Ìåôáó÷çìáôéóìïß âáèìßäáò çëåêôñïìáãíçôéóìïý

Aµ → A′µ = Aµ − ∂µχ

⇒ Ãéá ôïí ìåôáó÷çìáôéóìÝíï ôáíõóôÞ Ý÷ïõìå:

F ′µν = ∂µA′ν − ∂νA′µ = ∂µ(Aν − ∂νχ)− ∂ν(Aµ − ∂µχ) = Fµν
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ÊâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ

⇒Åîßóùóç Dirac:
(iγµ∂µ −m)ψ = 0

üðïõ ψ åßíáé Ýíáò óðßíïñáò.

⇒Oé γµ åßíáé 4x4 ðßíáêåò ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò ó÷Ýóåéò
áíôéìåôÜèåóçò:

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2ηµν

⇒ËáãêñáíæéáíÞ ðõêíüôçôá áðü ôçí ïðïßá ðñoêýðôåé ç åîßóùóç
Dirac:

L = iψγµ∂
µψ −mψψ

üðïõ ψ ≡ ψ†γo .
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ÊâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ

⇒Èåùñoïýìå ôá ðåäßá ψ êáé ψ ùò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò

∂L
∂(∂µψ)

= 0

∂L
∂ψ

= iγµ∂
µψ −mψ

⇒Åîéóþóåéò êßíçóçò:

iγµ∂
µψ −mψ = 0

⇒Xñçóéìïðïéþíôáò ôéò åîéóþóåéò êßíçóçò ùò ðñïò ôï ðåäßï ψ
ðñïêýðôåé ç óõæõãÞò åîßóùóç Dirac.
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ÊâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ

⇒Çëåêôñüíéï ðïõ áëëçëåðéäñÜ ìå ôï çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï

(iγµ∂µ + eγµAµ −m)ψ = 0

⇒Áíôßóôïé÷ç ËáãêñáíæéáíÞ

LI = iψγµ∂µψ + eψγµAµψ −mψψ
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ÊâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ

⇒Ç ËáãêñáíæéáíÞ åëåýèåñïõ óùìáôéäßïõ ôïõ ðåäßïõ Dirac åßíáé
áíáëëïßùôç óå ìåôáó÷çìáôéóìïýò ôçò ìïñöÞò:

ψ → ψ′ = e iαψ

ψ → ψ
′ = e−iαψ

⇒ Óå áðåéñïóôÞ ìïñöÞ

ψ → ψ′ = (1 + iα)ψ

ψ → ψ
′ = (1− iα)ψ

⇒Äéáôçñïýìåío ñåýìá óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò Noether:

j µ = e

(
∂L

∂(∂µψ)
iψ − ∂L

∂(∂µψ)
iψ

)
= −eψγµψ
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ÊâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ - Óõììåôñßá âáèìßäáò

⇒ Ôïðéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß öÜóçò

ψ → ψ′ = e iα(x)ψ

ψ → ψ
′ = e−iα(x)ψ

L = iψγµ∂µψ −mψψ

⇒ Ï ðñþôïò üñïò ìåôáó÷çìáôßæåôáé ùò:

∂µψ
′ → e iα∂µψ + ie iα∂µαψ

⇒ Ïñßæïõìå ìéá êáéíïýñéá óõíáëëïßùôç ðáñÜãùãï:

Dµ ≡ ∂µ − ieAµ
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ÊâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ - Óõììåôñßá âáèìßäáò

⇒Èá ðñÝðåé ç óõíáëëïßùôç ðáñÜãùãïò íá ìåôáó÷çìáôßæåôáé ùò:

Dµψ → D ′
µψ

′ = e iαDµψ

e iα∂µψ + ie iα∂µαψ − iee iαA′
µψ = e iα(∂µψ − ieAµψ)⇒

A′
µ = Aµ +

1

e
∂µα

⇒ Ôï äéáíõóìáôéêü ðåäßï ðïõ åéóáãÜãáìå ïíïìÜæåôáé ðåäßï
âáèìßäáò ìåôáó÷çìáôßæåôáé üðùò ôï 4-äõíáìéêü êÜôù áðü
ìåôáó÷çìáôéóìïýò âáèìßäáò óôç çëåêñïìáãíçôéêÞ èåùñßá.

⇒ ÅéóÜãoõìå óôçí åëÝõèåñç ËáãêñáíæéáíÞ ôçí óõíáëëïßùôç
ðáñÜãùãï:

L = iψγµDµψ −mψψ

= iψγµ(∂µ − ieAµ)ψ −mψψ

= iψγµ∂µψ + eψγµAµψ −mψψ
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ÊâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ - Óõììåôñßá âáèìßäáò

L = iψγµ∂µψ + eψγµAµψ −mψψ

⇒Ï äåýôåñïò üñïò ìðïñåß íá ãñáöôåß óôç ìïñöÞ −j µAµ üðïõ
j µ = −eψγµψ åßíáé ôï ñåýìá ãéá ôï åëÝõèåñï óùìáôßäéï.

⇒ÔåëéêÞ ËáãêñáíæéáíÞ:

L = iψγµ∂µψ + eψγµAµψ −mψψ − 1

4
FµνFµν

⇒Ôï ðåäßï âáèìßäáò äåí Ý÷åé ìÜæá. Ï üñïò ìÜæáò 1

2
mAµA

µ äåí
åßíáé áíáëëïßùôïò óå ìåôáó÷çìáôóéìïýò âáèìßäáò.
⇒Ç áðáßôçóç ãéá áíáëëïéþôçôá ôçò ËáãñáíæéáíÞò óå ôïðéêïýò

ìåôáó÷çìáôéóìïýò öÜóçò ìáò ïäÞãçóå áðü ôçí åëÝõèåñç èåùñßá

óôçí êâáíôéêÞ çëåêôñïäõíáìéêÞ.
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