
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  9: Επαγόµενοι Χαρακτήρες και το 

Θεώρηµα του Frobenius  
 

 Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουµε τους επαγόµενους χαρακτήρες µε τη βοήθεια των 

οποίων αποδεικνύουµε το θεώρηµα των συµπληρωµάτων του Frobenius. Οι επαγόµενοι 

χαρακτήρες αποτελούν ένα θεµελιώδες και βαθύ τµήµα της θεωρίας αναπαραστάσεων 

οµάδων. Εµείς εδώ θα περιοριστούµε στα πλέον απαραίτητα για το θεώρηµα του 

Frobenius. Για περισσότερες πληροφορίες παραπέµπουµε στο βιβλίο του Serre, [13]. 

 

 

9.1. Επαγόµενοι Χαρακτήρες 

 Έστω G (πεπερασµένη, όπως πάντα) οµάδα και Η υποοµάδα της G. Για κάθε 

χαρακτήρα χ της Η θα κατασκευάσουµε ένα χαρακτήρα της G. 

 Αν  είναι συνάρτηση, ορίζουµε µια συνάρτηση  C→Hφ : C→Gφ :�
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Ορίζουµε την επαγόµενη συνάρτηση κλάσεων φ C→GG :  
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 Έστω G , οπότε λέµε ότι οι  είναι αντιπρόσωποι των 

συµπλόκων της Η στη G. Τότε αν φ
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Τώρα 
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           ,   (4) )())(( 111
iiii gssφhgsshφ −−− = ��

γιατί αν i) , τότε και τα δύο µέλη της (4) είναι µηδέν, ενώ αν ii)  

τότε 

Hgss ii ∉−1 Hgss ii ∈−1

                       )()(),(())(( 111111
iiiiiiii gssφgssφgsshφhgsshφ −−−−−− == ��

             ,     αφού   )())(( 111
iiii gssφhgsshφ −−− = )(Hcfφ∈ , 

οπότε πάλι ισχύει η (4). Η (2) προκύπτει από τις (3) και (4). 

Παρατήρηση. Έστω φ . i) Για )(Hcf∈ GH = , έχουµε . ii) Για τυχαία Η ισχύει 

. 

φφG =

)1(]:[)1( φHGφ =G

) (Gcf

 Με ,  συµβολίζουµε τα εσωτερικά γινόµενα στους διανυσµατικούς 

χώρου ,  αντίστοιχα, που µελετήσαµε στην § 7.2. Αν )θ

H>< ,

(Hcf

G>< ,

)(Gcf ∈ , µε  

συµβολίζουµε τον περιορισµό της συνάρτησης θ στο Η. Βέβαια 

Hθ

θ )(HcfH ∈ . 

9.1.1 Θεώρηµα Αµοιβαιότητας του Frobenious. Με τους προηγούµενους συµβολισµούς 

έστω  και θ . Τότε )(Hcfφ∈ )(Gcf∈

                                                 . G
G

HH θφθφ >=<>< ,,

Απόδειξη: Το αποτέλεσµα προκύπτει από έναν απλό υπολογισµό: 
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9.1.2 Πόρισµα. Αν φ είναι χαρακτήρας της Η, τότε φ  είναι χαρακτήρας της G. G
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Απόδειξη: Γνωρίζουµε ότι ) . Επιπλέον η προηγούµενη παρατήρηση δίνει 

. Από την άσκηση 7.1 αρκεί να δείξουµε ότι  για κάθε ανάγωγο 

χαρακτήρα χ της G. Από το θεώρηµα αµοιβαιότητας του Frobenious έχουµε 

, και γνωρίζουµε ότι 

(GcfφG ∈

0≠Gφ

G χφ< ,

N>∈< χφG ,

NHHG χφ >=>> , ∈>< HHχφ,  (δες για παράδειγµα το 

πόρισµα 7.2.8). 
                                                                                                                                        ■ 

9.1.3 Παράδειγµα και Σχόλιο. Έστω G 8D= , η διεδρική οµάδα του παραδείγµατος 

7.1.1. Έστω χ ο χαρακτήρας της αναπαράστασης ρ που κατασκευάσαµε εκεί. το χ 

υπολογίστηκε στην αρχή της §7.2: 2)1( =χ , , και 2)( −=a2χ 0)( =gχ  ∀ . 

Θεωρούµε τώρα τον χαρακτήρα ψ της υποοµάδας 

2

D

,1 ag ≠

8a >⊆< , ,1)1( =ψ  ψ  

, ψ .Ένα σύστηµα των αντιπροσώπων της 

ia =)( ,

1)( −=aψ 2 3 ia −=)( >< a  στη  είναι 8D

1=s bs =                                                       1 ,   2 . 

Με χρήση της (2) υπολογίζουµε 

                  ψ  0)()()()()()(,2)1( 1 =−+=+=+== − iiaψaψbabψaψaψGG ����

                  ψ . 2)1(1)()()()()( 22222 −=−+−=+=+= −aψaψbbaψaψaG ����

Συνεχίζοντας, διαπιστώνουµε ότι ψ , δηλαδή ο χ είναι επαγόµενος χαρακτήρας. 

Γνωρίζουµε ότι ο χ είναι ανάγωγος όπως είδαµε µετά το πόρισµα 7.2.6. Ο υπολογισµός 

του <  µπορεί να γίνει και ως εξής: Από το θεώρηµα αµοιβαιότητας του 

Frobenius για  έχουµε 

χG =

Gχχ

Gχχ >,

>=< aH HHχψ >=< ,, .><  

Υπολογίζοντας έχουµε 

                  ( ))()()()()()()1()1(
4
1, 3322 aχaψaχaψaχaψχψχψ HH +++=><  

    1)0)()2)(1(02(
4
1

=−+−−+⋅+= ii . 

Άρα 1< , =>Gχχ , και κατά συνέπεια ο χ είναι ανάγωγος (πόρισµα 7.2.6). Παρατηρήστε 

ότι ο παραπάνω υπολογισµός δεν απαιτεί την a priori γνώση της αναπαράστασης ρ. Εδώ 

έγκειται η σηµασία των επαγόµενων χαρακτήρων: κατασκευάζουµε χαρακτήρες της G 

από χαρακτήρες µικρών -για παράδειγµα κυκλικών- υποοµάδων. (Αν είµαστε τυχεροί οι 

ανάγωγες συνιστώσες θα είναι νέοι χαρακτήρες της G). Φυσικά δεν είµαστε σίγουροι ότι 

λαµβάνονται έτσι όλοι οι χαρακτήρες της G (καθώς το Η διατρέχει τις κυκλικές 
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υποοµάδες της G). ∆ες όµως το θεώρηµα του Artin στο βιβλίο του Serre, [13; §9.2 

Corollary]. 

 

9.2. Θεώρηµα Συµπληρωµάτων του Frobenious. 

 Χρειαζόµαστε έναν τρόπο εντοπισµού κανονικών υποοµάδων χρησιµοποιώντας 
χαρακτήρες (δες την άσκηση 7.7). 

9.2.1 Λήµµα. Έστω χ χαρακτήρες της G και )}1()(,{ χgχGgK =∈= . Τότε το Κ είναι 

κανονική υποοµάδα της G. 

Απόδειξη: Έστω )  αναπαράσταση της G µε χαρακτήρα χ. Θα δείξουµε 

ότι . 

(: CnGLGρ →

Kρ ⊆

KρKer =

) Η σχέση  είναι προφανής. Έστω Ker 1()( χgχ = . Τότε )  είναι διαγώνιος 

πίνακας της µορφής  (απόδειξη του πορίσµατος 8.25). Επειδή )  παίρνουµε 

. Άρα )  και συνεπώς 

(gρ

)(gχ =Iω

(gρKerg ∈

1(χ

1=ω ρKerK = . 

                                                                                                                                         ■ 

 Το ρρKeχgχGgK ==∈= )}1()(|{  συµβολίζεται µε . χKer

9.2.2 Πόρισµα. Ισχύει 
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Απόδειξη: Έστω g στοιχείο του αριστερού σκέλους, οπότε )1()( χgχ =  για κάθε 

. Για τον χαρακτήρα  της κανονικής αναπαράστασης έχουµε  

 (λήµµα 7.2.3 ii)), οπότε . Άρα 1

)(GIrrχ ∈

∑
x

χχ )1(

regχ

χ

=regχ

∑ ≠=
χ

reg χg 0)1()( 2 =g από το λήµµα 7.2.3 

i). 
                                                                                                                                        ■ 

 ∆ιατυπώνουµε τώρα το θεώρηµα συµπληρωµάτων του Frobenius. Μια υποοµάδα Η 

της G ονοµάζεται συµπλήρωµα του Frobenius αν  για κάθε . 

Για παράδειγµα η 

11−

)12( S>⊆

=∩ HggH HGg −∈

3<  είναι συµπλήρωµα του Frobenius. 

9.2.3 Θεώρηµα Συµπληρωµάτων του Frobenius. Έστω G  συµπλήρωµα του 

Frobenius. Τότε το υποσύνολο 

H ⊆
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είναι κανονική υποοµάδα της G. Επιπλέον ισχύει NHG =  και 1=∩ HN . 

 Για την απόδειξη χρειαζόµαστε δύο λήµµατα που αφορούν συµπληρώµατα του 

Frobenius. Ακολουθούµε τον Isaacs [8, σελ. 227-229]. 

9.2.4 Λήµµα. Έστω G  συµπλήρωµα του Frobenius. Έστω φH ⊆ )(, Hcfθ∈  µε . 

Τότε 
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Απόδειξη: i) Έστω Hh∈ . Πρέπει να δείξουµε ότι )φ . Για  ισχύει 

. Έστω 

()( hφhG = 1=h

)1()1(]:[)1( φHGφ = 0 φ==G 1≠h . Γνωρίζουµε ότι 
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Αν , τότε  από την υπόθεση. Άρα  και συνεπώς 

, οπότε φ . Έτσι 
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Επειδή ) , η τελευταία ισότητα δίνει φ . (Hcfφ∈ )()( hφhG =

ii) Έχουµε 

                                            HH
G

H φθφθ >=<>< )(,,  

από το i). Το θεώρηµα αµοιβαιότητας του Frobenius δίνει 

                                             G
GG

HH
G φθφθ >=<>< ,)(,

οπότε προκύπτει το ζητούµενο. 
                                                                                                                                    ■ 

9.2.5 Λήµµα. Έστω G  συµπλήρωµα του Frobenius και H ⊆ )(HIrrχ ∈ . Τότε υπάρχει 

 µε τις ιδιότητες )(GIrrχ ∈

*

*

i)  χχH =
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ii) . ∪
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Απόδειξη: Το λήµµα ισχύει βέβαια αν Hχ 1=  (ο τετριµµένος χαρακτήρας της Η). ΄Εστω 

. Θέτουµε Hχ 1≠ (1)1( cfχχφ )HH . Από το θεώρηµα αµοιβαιότητας του Frobenius 

έχουµε 

∈−=

                              . )1(1,1)1(1,1,1, χχχφφ HHHHHHGG
G −>=<−>=<>=<><

Oρίζουµε   )(* Gcfχ ∈

                          G
G 1)1(* χϕχ +=

και παρατηρούµε οτι   

                                                    .                                           (5) 01,* =>< GGχ

Επιπλέον το  είναι Ζ-γραµµικός συνδυασµός του )  γιατί το ίδιο συµβαίνει για το 

 (πράγµα που προκύπτει από 

*χ (GIrr

Gφ Hχχφ 1)1(−=  και το πόρισµα 9.1.2). 

 Επειδή 0  το λήµµα 9.2.4 ii) δίνει )1( =φ

                             . 22 )1(1)1(,,, χχχχφφφφ HHG
GG +=+>=<>=<><

Επίσης έχουµε λόγω της (5) 

                                    . *** )1(,, χχχφφ GG
GG +>=<><

Συνεπώς . Επειδή το  είναι Ζ-γραµµικός συνδυασµός του  

συµπεραίνουµε από το θεώρηµα 7.2.5 ότι , όπου ψ

1, ** =>< Gχχ *χ )

)

(GIrr

ψχ ±=* (GIrr∈ . 

 Από το λήµµα 9.2.4 i) έχουµε  οπότε φφ H
G =)( ,

                                           HHG χχχχ 1)1()1)1(( * −=−

πράγµα που δίνει . Συνεπώς . χχ H =)( * )

0

)

(* GIrrψχ ∈=

ii) Έστω . Τότε 0 , δηλαδή . Έτσι 

 από το i). Άρα . 

∪
Gg

HggGx
∈

−−∈ 1

)1()1( *χχ =

)( =xφG

Kerg ∈

)1()(* =− χgχ

)(* gχ = *χ

                                                                                                                           ■ 

Απόδειξη του θεωρήµατος 9.2.3. 

 Για , έστω )  που δίνεται από το λήµµα 9.2.5. Γνωρίζουµε ότι 

.Θέτουµε 

(HIrrχ ∈

*χ

(* GIrrχ ∈

KerN ⊆
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Τότε  (λήµµα 9.2.1), . Επειδή  (λήµµα 9.2.5) ισχύει GM �

Irrχ
H

∈

MN ⊆ χχH =*

∩
)(

1
H

χKerM ==∩  από το πόρισµα 9.2.2. Επειδή 1=∩ HM  και  ισχύει 

 για κάθε . Άρα . Συνεπώς 

GM �

1=∩M 1− Hgg G∈g NM ⊆ NM =  και το Ν είναι κανονική 

υποοµάδα της G. 

 Μένει να δειχτεί ότι G . Ο πληθάριθµος του συνόλου {  είναι ο 

δείκτης [ , όπου )  είναι η κανονικοποιούσα οµάδα της Η στη G. (Αυτό 

προκύπτει, για παράδειγµα, από δράσεις). Αλλά 

NH=

(HNG

}|1 GgHgg ∈−

)](: HNG G

HHNG =)(  λόγω της υπόθεσης στο Η. 

Έχουµε 

                ∪
Gg

HggGN
∈

− −−= ])1{(||| 1| )1|](|:[|| −−= HHGG ]:[ HG= . 

Επειδή  παίρνουµε 1=∩ HN

                                         ||| HNNH =|  

Οι δύο τελευταίες σχέσεις δίνουν 

                                           | ||||]:[| GHHGNH == , 

και εποµένως . GNH =

                                                                                                                           ■ 

 Μέχρι και σήµερα δεν υπάρχει απόδειξη του θεωρήµατος των συµπληρωµάτων του 

Frobenius που να αποφεύγει χαρακτήρες και αναπαραστάσεις. 

 

                                                 Ασκήσεις 

1. Κάθε ανάγωγος χαρακτήρας της G περιέχεται ως συνιστώσα σε κάποιον επαγόµενο 

χαρακτήρα της  GHGH ≠⊆ , .

2. Στην απόδειξη του θεωρήµατος 9.2.3 ποια σχέση συνδέει τους χαρακτήρες  και 

. 

*χ

Gχ

3. Έστω ψ ανάγωγος χαρακτήρας της Η. Τότε 

                                 . ]:[, HGψψ GG ≤><

4. Έστω 2[ . Τότε για κάθε ανάγωγο χαρακτήρα χ της Η ισχύει  είναι ]: =HG Gχ
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ανάγωγος ή το άθροισµα δύο ανάγωγων του αυτού βαθµού. 

5. Έστω , χ  χαρακτήρας της Η και ψ χαρακτήρας της G. Αποδείξετε ότι GH ⊆

 . G
H

G χψψχ )()( =

6. Έστω η οµάδα G  τάξης 21. Οι κλάσεις συζυγίας 

είναι    1 . 

>====< 237 ,1|, baabbaba

},6,...,0|{},,,{},, 65342 =ibaaaaa i }6,...,0|{,{, 2 =ibaaa i

 Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα χαρακτήρων, όπου ω . 012 =++ω

5

4

2
3

2
2

1

23

111
111

11111
337721|)(|

1

χ
χ

ωωχ
ωωχ

χ
gC

bbaag

 

 Υπόδειξη: Έστω  και ε πρωταρχική 7-ρίζα της µονάδας. Έστω 

, . Υπολογίστε τον χαρακτήρα ψ  χρησιµοποιώντας την (2) από 

την §9.1. Υπολογίστε το  και συµπεράνετε ότι ο ψ είναι ανάγωγος. 

Θέτοντας , βρείτε τώρα τον  από τις σχέσεις ορθογωνιότητας. Για 

επαλήθευση, οι τελευταίες δύο γραµµές του πίνακα χαρακτήρων της G είναι 

>=< aH

ε=)(

< ψ

G

)(HIrrψ∈

χ

aψ

ψ=

G

>GG ψ,

4 5χ

  
.003

003
42653

65342

εεεεεε
εεεεεε

++++
++++

 
7. Αφού αποδείξετε ότι ο µοναδικός ανάγωγος χαρακτήρας χ της  βαθµού 2 (§7.3) είναι 

επαγόµενος χαρακτήρας από την , βρείτε την ανάγωγη ανάλυση του . 

3S

3A χχχ n ...=


