
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7: Αναπαραστάσεις Πεπερασµένων 
Οµάδων  Ι 

 

 Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Wedderburn για ηµιαπλούς δακτυλίους 

αναπτύσσουµε εδώ τις πρώτες προτάσεις από τη θεωρία των αναπαραστάσεων και 

χαρακτήρων πεπερασµένων οµάδων υπέρ του C . Αυτές εφαρµόζονται στο επόµενο 

κεφάλαιο όπου αποδεικνύουµε ένα θεµελιώδες θεώρηµα του Burnside που αφορά 

επιλυσιµότητα οµάδων τάξης baqp  ( qp,  πρώτοι). 

 

 

7.1. Αναπαραστάσεις. 

 Έστω G  µια οµάδα και k ένα σώµα. Μια αναπαράσταση της G υπέρ του k είναι 

ένας οµοµορφισµός οµάδων )(: kGLGρ n→ , για κάποιο n, όπου )(kGLn  είναι η 

οµάδα των αντιστρέψιµων nn×  πινάκων µε στοιχεία από το k. Το n ονοµάζεται 

βαθµός της αναπαράστασης. 

 Αν )(: kGLGρ n→  είναι µια αναπαράσταση της G, τότε θέτοντας nkV =:  και 

ορίζοντας ))(( vggv ρ=  λαµβάνουµε ένα k[G]-πρότυπο. Αντίστροφα αν V είναι ένα 

k[G]-πρότυπο διάστασης ∞<n , τότε σταθεροποιώντας µια βάση του V έχουµε 

)()( kGLVAut n≅  και ορίζεται ένας οµοµορφισµός οµάδων )(: kGLGρ n→ , όπου 

)(gρ  είναι ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης VgvvV ∈∋ 6 . Έτσι, στις 

σηµειώσεις αυτές, θα χρησιµοποιούµε τους όρους αναπαράσταση της G και k[G]-

πρότυπο χωρίς να γίνεται ιδιαίτερη διάκριση µεταξύ της ρ και του V. 

7.1.1 Παράδειγµα. 

1. Για κάθε οµάδα G  έχουµε την αναπαράσταση 1: ( )G GL kρ → , όπου 

( ) 1gρ =  για κάθε g G∈ . Αυτή λέγεται η τετριµµένη αναπαράσταση της G. 

2. Για τη συµµετρική οµάδα nG S=  έχουµε την αναπαράσταση 

1: ( )G GL kρ → , όπου ( ) ( )signρ σ σ=  για κάθε nSσ ∈ . Αυτή λέγεται η 

αναπαράσταση προσήµου της nS  
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3.  Έστω G  η  οµάδα 8D  που δίνεται µε γεννήτορες και σχέσεις από 

124
8 ,1:, −==== baabbabaD . 

  (Αυτή έχει τάξη 8 και είναι µία από µια οικογένεια οµάδων που ονοµάζονται  

  διεδρικές. Γεωµετρικά, η 8D περιγράφει τις συµµετρίες ενός τετραγώνου.)   

  Θέτουµε 

2

0 1 1 0
, . ( ( ))

1 0 0 1
A B M⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

C  

   Ελέγχουµε ότι IBA == 24 , 1−= BAAB . Ορίζουµε µία αναπαράσταση G    

   πάνω από το C ,  )(: CnGLGρ →  

1,03,...,0,)( === jiBAbaρ jiji . 

   Γεωµετρικά το Α παριστάνει στροφή 90ο γύρω από την αρχή των αξόνων    

   και  το Β ανάκλαση ως προς τον άξονα των x. Έτσι η συγκεκριµένη    

   αναπαράσταση  ρ “παριστάνει” τη G ως οµάδα µετασχηµατισµών του      

   επιπέδου. 

 ∆ύο αναπαραστάσεις )(:, kGLGρρ n→′  λέγεται ισοδύναµες αν υπάρχει 

)(kGLT n∈  µε την ιδιότητα TgρTgρ )()( 1−=′  για κάθε Gg ∈ . Για παράδειγµα η 

αναπαράσταση 8 2: ( )D GLρ → C  του προηγούµενου παραδείγµατος είναι 

ισοδύναµη µε την 8 2: ( )D GLρ′ → C  που ορίζεται από ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=′

i
iaρ 0

0)(  και 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

01
10)(bρ . Εδώ Τ είναι ο πίνακας που διαγωνοποιεί τον Α, δηλαδή ο πίνακας 

των ιδιοδιανυσµάτων του Α, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
ii

T
11

. 

 Έστω )(:, kGLGρρ n→′  δύο αναπαραστάσεις της G µε αντίστοιχα k[G]-

πρότυπα VV ′, . Τότε οι ρρ ′,  είναι ισοδύναµες αν και µόνο αν υπάρχει ισοµορφισµός 

k[G]-προτύπων VV ′→   (άσκηση). 

 Ένα k[G]-πρότυπο λέγεται ανάγωγο αν δεν έχει µη τετριµµένα γνήσια 

υποπρότυπα. Μία αναπαράσταση )(: kGLGρ n→  λέγεται ανάγωγη αν το 

αντίστοιχο k[G]-πρότυπο V είναι ανάγωγο. 
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7.1.2 Παράδειγµα. Έστω nSG =  η συµµετρική οµάδα των µεταθέσεων n στοιχείων. 

Έστω nkV =  και µια βάση },...,{ 1 nvv  του V. Το V είναι nS -πρότυπο µε δράση 

( )i iv vσσ = . ∆εν είναι απλό όταν 1>n , γιατί ένα υποπρότυπό του είναι το 

nvv ++ ...1 . Πράγµατι, έχουµε ( )1 (1) ( ) 1... ... ...n n nv v v v v vσ σσ + + = + + = + +  για κάθε 

.nSσ ∈  

 Ένα k[G]-πρότυπο V λέγεται πλήρως αναλύσιµο αν είναι ευθύ άθροισµα 

αναγώγων υποπροτύπων του. Το θεώρηµα του Maschke (κεφάλαιο 2) µας δίνει το 

εξής αποτέλεσµα. 

7.1.3 Πόρισµα. Έστω G µια πεπερασµένη οµάδα τάξης n. Αν η χαρακτηριστική του k 

είναι µηδέν, ή αν η χαρακτηριστική του k είναι p µε np |/ , τότε κάθε k[G]-πρότυπο 

είναι πλήρως αναλύσιµο. 

 Στα παρακάτω θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε την περίπτωση k =C , οπότε 

ισχύει το προηγούµενο πόρισµα. Στο κεφάλαιο 2 είδαµε ότι υπάρχει ισοµορφισµός 

αλγεβρών 
1

[ ] ( ) ... ( ).
sn nG M M×�C C C  Λαµβάνοντας διαστάσεις υπεράνω του C  

έχουµε 
2 2
1 ... sn n G+ + = . 

Υπενθυµίζουµε ότι το s  είναι το πλήθος των ανά δυο µη ισόµορφων απλών [ ]GC -

προτύπων.  Στη συνέχεια θα χαρακτηρίσουµε τον αριθµό s χρησιµοποιώντας 

οµαδοθεωρητικές έννοιες. 

 Υπενθυµίζουµε ότι η κλάση συζυγίας του Gg ∈  είναι το σύνολο }|{ 1 Gxgxx ∈−  

και ότι δύο κλάσεις συζυγίας είτε ταυτίζονται είτε είναι ξένες. Έστω C µία κλάση 

συζυγίας. Θέτουµε 

[ ]
g C

C g G
∈

= ∈∑ C . 

Θα δείξουµε ότι κάθε C  ανήκει στο κέντρο της άλγεβρας [ ]GC . Έστω 

},...,{ 1
1

1
1 rr gxxgxxC −−=  και Gh∈ . Έχουµε ∑

=

−=
r

i
i gxxC

1

1 , οπότε 

     ∑
=

−−− ==
r

i
ii ChgxxhhCh

1

111 ,     (1) 
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γιατί καθώς το ix  διατρέχει τα στοιχεία rxx ,...,1  το hgxxh ii
11 −−  διατρέχει τα στοιχεία 

του C (αφού jijiijjii xxgxgxxhgxxhhgxxh =⇔⇔= −−−− 1111  λόγω του ορισµού 

των ix  στο σύνολο C). Από την (1) συνάγουµε ότι  ( [ ])C C G∈ C . 

7.1.4 Πρόταση. Έστω mCC ,...,1  οι (ανά δύο διάφορες) συζυγείς κλάσεις της G. Τότε 

µία βάση του C -διανυσµατικού χώρου ( [ ])C GC  είναι 

mCC ,...,1 . 

Απόδειξη: i) Γραµµική ανεξαρτησία: Αν 0...11 =++ mmCλCλ  µε iλ ∈C  παίρνουµε 

0...1 === mλλ , γιατί τα mCC ,...,1  είναι ανά δύο ξένα σύνολα. 

ii) Έστω ( [ ])g
g

g C Gλ ∈∑ C . Τότε για Gh∈  ισχύει ∑∑ =−

g
g

g
g gλghhλ 1 , δηλαδή 

∑∑ =
∈

−
g

g
Gx hxh

gλxλ 1 , 

οπότε παίρνουµε xhxh
λλ =−1  για κάθε Gx∈ . Με άλλα λόγια, καθώς το g διατρέχει τα 

στοιχεία µια κλάσης συζυγίας iC  ο συντελεστής sλ  παραµένει σταθερός ig λλ = . 

Έτσι γράφουµε ∑ ++=
g

mmg CλCλgλ ...11 . 

■ 

7.1.5 Πόρισµα. Το πλήθος των ανά δύο µη ισόµορφων αναγώγων [ ]GC -προτύπων 

είναι το πλήθος των κλάσεων συζυγίας της G. 

Απόδειξη: Έχουµε 
1

[ ] ( ) ... ( )
sn nG M M≅ × ×C C C  όπου s είναι το πλήθος των ανά δύο 

µη ισόµορφων αναγώγων [ ]GC -προτύπων. Υπολογίζοντας κέντρα σύµφωνα µε την 

άσκηση 1.10 παίρνουµε ( [ ]) sC G �C C . Το ζητούµενο προκύπτει από την Πρόταση 

7.1.4. 
■ 

7.1.6 Πόρισµα. Μια πεπερασµένη οµάδα G είναι αβελιανή αν και µόνο αν κάθε 

ανάγωγο [ ]GC -πρότυπο έχει διάσταση ένα. 

Απόδειξη: Αν G αβελιανή, τότε η G  έχει G  κλάσεις συζυγίας, οπότε η σχέση 



 71

2 2
1 ... sG n n= +  δίνει 1...1 === snn . Αντίστροφα αν 1...1 === snn , τότε από τη 

σχέση 2 2
1 ... sG n n= + +  έπεται ότι G s= , οπότε η G έχει G  κλάσεις συζυγίας και 

άρα είναι αβελιανή. 
■ 

7.1.7 Παράδειγµα. (Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις αβελιανών οµάδων). Έστω G 

(πεπερασµένη, όπως πάντα) αβελιανή οµάδα τάξης n. Από το θεώρηµα ταξινόµησης 

των πεπερασµένων αβελιανών οµάδων (που συνήθως αναπτύσσεται σε προπτυχιακά 

µαθήµατα Άλγεβρας) γνωρίζουµε ότι η G είναι ισόµορφη µε ευθύ γινόµενο κυκλικών 

οµάδων, 

1
...

rn nG ≅ × ×Z Z , 

όπου in  είναι θετικοί ακέραιοι. Μια παρουσίαση της G µε γεννήτορες και σχέσεις 

είναι: 

ijji
n
r

n
r gggggggG r ===== ,1...:,..., 1

11 . 

Έστω 1,..., rλ λ ∈C  µε 1=in
iλ . Ορίζουµε την αναπαράσταση 

1

*
... :

r
Gλ λρ →C  

rr
r

i
r

ii
r

i
λλ λλggρ ...)...( 11

1 11... = . 

Το σύνολο },...,1,1|{ ...1
riλρ i

r
n
iλλ ==  έχει ακριβώς nnn r =...1  στοιχεία και αποτελεί 

το σύνολο των αναγώγων αναπαραστάσεων της G υπέρ του C . 

 

7.2. Χαρακτήρες. 

 Έστω )(: kGLGρ n→  αναπαράσταση της G. Ο χαρακτήρας του ρ είναι η 

απεικόνιση kGχ ρ →: , ))(()( gρTrgχ ρ =  για κάθε Gg ∈ , όπου ( )Tr A  συµβολίζει 

το ίχνος ii
i

a∑ του πίνακα ( )ijA a= . Ο χαρακτήρας ενός k ][G -προτύπου είναι ο 

χαρακτήρας της αντίστοιχης αναπαράστασης. 

 Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν το αυτό ίχνος παρατηρούµε ότι ισοδύναµες 

αναπαραστάσεις έχουν τον αυτό χαρακτήρα. Επιπλέον η τιµή )(gχ ρ  εξαρτάται µόνο 

από τη κλάση συζυγίας του g. 

 Για παράδειγµα ο χαρακτήρας χ της αναπαράστασης 8 2: ( )D GLρ → C  του 

Παραδείγµατος 7.1.3 είναι 
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00000202)(
1 3232

−gχ
babaabbaaag  

 

Παρατηρούµε ότι αν χ είναι ο χαρακτήρας µιας αναπαράστασης  ρ υπέρ του 

: ( )nG GLρ → C , τότε: 

i) Ο βαθµός της ρ είναι η τιµή )1(χ .  

ii) Αν m είναι η τάξη του στοιχείου g G∈ , τότε το )(gχ  είναι άθροισµα m-στών 

ριζών της µονάδας. Πράγµατι, αφού 1=mg  ισχύει Igρ m =)(  οπότε οι 

ιδιοτιµές του πίνακα )(gρ  είναι m-στές ρίζες της µονάδας. Το ίχνος του )(gρ  

είναι το άθροισµα των ιδιοτιµών του.  

iii) Ισχύει )()( 1 gχgχ =−  (ο συζυγής του )(gχ ), γιατί αν nωωgχ ++= ...)( 1  µε 

1=m
iω , τότε 11

1
1 ...)( −−− ++= nωωgχ  και ii ωω =−1  για κάθε i.  

iv) ( )gχ ∈\  αν g και 1−g  είναι συζυγή. Πράγµατι, αν g και 1−g  είναι συζυγή 

τότε )()()( 1 gχgχgχ == − . 

 

 Έστω : ( )mG GLρ → C , : ( )nG GLρ′ → C  δύο αναπαραστάσεις της G βαθµού m 

και n αντίστοιχα. Το ευθύ άθροισµα των ρ και ρ′  είναι η αναπαράσταση 

: ()m nG GLρ ρ +′⊕ →  βαθµού nm +  που ορίζεται από 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′=′⊕ )(0
0)())(( gρ

gρgρρ . 

(Συνεπώς αν VV ′,  είναι τα αντίστοιχα [ ]GC -πρότυπα των ρρ ′,  τότε το αντίστοιχο 

[ ]GC -πρότυπο του ρρ ′⊕  είναι το VV ′⊕ ). Θεωρώντας ίχνη παίρνουµε 

ρρρρ χχχ ′′⊕ +=  (συνήθης πρόσθεση συναρτήσεων G →C ). 

 Έστω , : Gχ ψ →C  συναρτήσεις (όχι αναγκαστικά χαρακτήρες). Ορίζουµε το 

εσωτερικό γινόµενο των χ και ψ 

∑
∈

=
Gg

gψgχ
G

ψχ )()(
||

1, . 

Παρατηρούµε ότι 

 i) , ,ψ χ χ ψ=  

 ii) >< ,  είναι γραµµική στην πρώτη µεταβλητή, και 
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 iii) 0, >χχ  αν 0≠χ . 

Επίσης 22112211 ,,, ψχλψχλψλψλχ +=+  για κάθε 1 2,λ λ ∈C , και κάθε 

συναρτήσεις 1 2, , : Gχ ψ ψ →C . 

 Για χαρακτήρες µπορούµε να πούµε κάτι ισχυρότερο: 

7.2.1 Πρόταση. Έστω χ και ψ χαρακτήρες της G και gg ,...,1  ανιιπρόσωποι των 

κλάσεων συζυγίας της G. Με )( igC  συµβολίζουµε την κεντροποιούσα οµάδα του ig , 

}|{)( xgxgGxgC iii =∈= . Τότε 

(i) 11, , ( ) ( )
| | g G

g g
G

χ ψ ψ χ χ ψ −

∈

= = ∈∑ \ , και 

(ii) ∑
=

=
s

i i

ii

gC
gψgχ

ψχ
1 |)(|

)()(
, . 

Απόδειξη: i) Έχουµε 

∑ ∑∑
∈ ∈

−−

∈ −
====

Gg GgGg
χψgψgχ

G
gψgχ

G
gψgχ

G
ψχ

1
,)()(

||
1)()(

||
1)()(

||
1, 11 . 

Αφού χψψχ ,, = , παίρνουµε ψχψχ ,, =  και άρα ,χ ψ ∈\  (θα δούµε 

παρακάτω ότι ισχύει ,χ ψ ∈` ). 

ii) Έστω iC  η κλάση συζυγίας του ig . Επειδή )()( igχgχ =  και )()( igψgψ =  για 

κάθε iCg ∈  έχουµε 

∑∑
=∈

==
s

i
ii

i

Gg
gψgχ

G
C

gψgχ
G

ψχ
1

)()(
||
||

)()(
||

1, . 

Θυµόµαστε από τις οµάδες (π.χ. δράσεις οµάδων) ότι )](:[|| ii GCGC =  (ο 

πληθάριθµος µιας τροχιάς είναι ο δείκτης της αντίστοιχης σταθεροποιούσας οµάδας). 

Έτσι 
|)(|

1
||
||

i

i

gCG
C

= . 

■ 

 Μια συνάρτηση : Gψ →C  ονοµάζεται συνάρτηση κλάσεων αν για κάθε Gg ∈  

ισχύει )()( 1 gψghhψ =−  για κάθε Gh∈ , δηλαδή αν η ψ είναι σταθερή σε κάθε 

κλάση συζυγίας. Κάθε χαρακτήρας είναι συνάρτηση κλάσεων. Το C -διανυσµατικό 
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χώρο των συναρτήσεων κλάσεων συµβολίζουµε µε )(Gcf . Θα αποδείξουµε στη 

συνέχεια το σηµαντικό αποτέλεσµα ότι οι χαρακτήρες των αναγώγων 

αναπαραστάσεων της G αποτελούν µια ορθοκανονική βάση του )(Gcf  ως προς το 

εσωτερικό γινόµενο >< , . 

 Αν : Gψ →C  είναι συνάρτηση, θα συµβολίζουµε πάλι µε : [ ]Gψ →C C  τη 

γραµµική επέκταση της G →C  στο [ ]G →C C . 

 Έστω sVV ,...,1  τα ανά δύο µή ισόµορφα απλά [ ]GC -πρότυπα και sχχ ,...,1  οι 

χαρακτήρες τους αντίστοιχα. Οι iχ  ονοµάζονται ανάγωγοι χαρακτήρες της G. Από 

την άσκηση 2.9 υπάρχουν κεντρικά αυτοδύναµα στοιχεία 1,..., [ ]se e G∈C  µε την 

ιδιότητα see ++= ...1 1  και 0=jiee  για ji ≠ . Επιπλέον iii rre =  για κάθε ii Rr ∈  

και 0=ji Re  για κάθε ji ≠  και 0=jiee  για κάθε ji ≠ , όπου iR  είναι οι απλές 

συνιστώσες του [ ]GC , 1[ ] ... sG R R≅ × ×C . Συνεπώς ισχύει και iii vve =  για κάθε 

ii Vv ∈  και 0=jiVe  για κάθε ji ≠ . 

7.2.2 Λήµµα. Με τους προηγούµενους συµβολισµούς έχουµε 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
.αν0

ανdim
)(

ji
jiV

eχ i
ji  

Απόδειξη: Για ji ≠  έχουµε 0=ijVe  και άρα το ίχνος της δράσης του je  στο iV  

είναι µηδέν, δηλαδή 0)( =ji eχ . Γράφοντας τώρα see ++= ...1 1  παίρνουµε 

)(dim)(...)()1( 1 iiisiii eχVeχeχχ =⇒++= . 

■ 

7.2.3 Λήµµα. Έστω regχ  ο χαρακτήρας του [ ]GC -προτύπου [ ]GC  (µε δράση αριστερό 

πολλαπλασιασµό). ∆ιατηρώντας τους προηγούµενους συµβολισµούς έχουµε: 

 i) ||)1( Gχ reg =  και 0)( =gχ reg  για κάθε 1, ≠∈ gGg . 

 ii) ssreg χχχχχ )1(...)1( 11 ++= . 

Απόδειξη: i) (1) dim [ ] | |reg G Gχ = =C . Έστω 1, ≠∈ gGg . Θεωρούµε τη βάση 

},...,,{ 21 nggggG ==  του [ ]GC . Ο αντίστοιχος πίνακας της δράσης του g έχει µη 

µηδενικό στοιχείο πάνω στη διαγώνιο αν και µόνο αν ii ggg = , δηλαδή αν 1=g . 
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ii) Το ζητούµενο προκύπτει αµέσως από τον ισοµορφισµό 1
1[ ] ... snn

sG V V≅ ⊕ ⊕C  (βλ. 

κεφάλαιο 2) και το γεγονός ότι )1(dim iii χVn == . 

■ 

7.2.4 Πρόταση. Με τους προηγούµενους συµβολισµούς ισχύει 

∑
∈

−=
Gg

iii ggχχ
G

e )()1(
||

1 1 . 

Απόδειξη: Έστω ∑
∈

=
Gg

gi gλe , gλ ∈C . Θεωρώντας τον χαρακτήρα regχ  της g 

υπολογίζουµε σύµφωνα µε το Λήµµα 7.2.3 i). Έστω Gh∈ . 

∑
∈

−− ==
Gg

hreggireg Gλghχλehχ ||)()( 11 . 

Από το Λήµµα 7.2.3 ii) έχουµε 

∑
=

−− =
s

j
ijiireg ehxχehχ

1

11 )()1()( . 

Επειδή 0=ji Re  για ji ≠ , έχουµε 0)( 1 =−
ij ehχ  για ji ≠ . Για ji =  έχουµε 

iii vve =  ii Rv ∈∀  και άρα )()( 11 −− = hχehx iii . Τελικά αντικαθιστώντας έχουµε 

∑
=

−− ==
s

j
iiijjh hχχ

G
ehχχ

G
λ

1

11 )()1(
||

1)()1(
||

1 , 

απ’όπου προκύπτει το ζητούµενο. 
■ 

 Είµαστε τώρα έτοιµοι να αποδείξουµε το πρώτο κύριο αποτέλεσµα αυτού του 

κεφαλαίου. 

7.2.5 Θεώρηµα. Οι ανάγωγοι χαρακτήρες της G πάνω από το C  αποτελούν µια 

ορθοκανονική βάση του C -διανυσµατικού χώρου )(Gcf  ως προς το εσωτερικό 

γινόµενο >< , . 

Απόδειξη: Έστω sχχ ,...,1  οι ανάγωγοι χαρακτήρες. Θα δείξουµε πρώτα ότι οι 

rχχ ,...,1  αποτελούν βάση του )(Gcf . Γνωρίζουµε ότι s είναι το πλήθος των κλάσεων 

συζυγίας της G (Πόρισµα 7.1.5). Επειδή η διάσταση του )(Gcf  είναι s (µια βάση του 

)(Gcf  είναι οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις C→Gfi :  που ορίζονται από 

0)( =ji Cf  για ji ≠  και 1)( =gfi  για κάθε iCg ∈ ) αρκεί να δείξουµε ότι οι 
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sχχ ,...,1  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Έστω ∑
=

=
s

i
ii χλ

1
0 . Από το Λήµµα 7.2.2 

παίρνουµε τότε 0)( =iii eχλ , δηλαδή 0dim =ii Vλ , οπότε 0=iλ . (Η γραµµική 

ανεξαρτησία των iχ  έπεται και από το γεγονός ijji δχχ >=< ,  που θα δείξουµε 

αµέσως παρακάτω). Θα δείξουµε τώρα ότι 1, >=< ii χχ . Από τον τύπο της Πρότασης 

7.2.4 συµπεραίνουµε ότι ο συντελεστής του G∈1  στο 2
ie  είναι 

2 1
2

1 (1) ( ) ( )
| | i i i

g G
g g

G
χ χ χ −

∈
∑  

που είναι (λόγω της Πρότασης 7.2.1 i)) ίσος µε 

21 (1) ,
| | i i iG

χ χ χ< > . 

Όµως ii ee =2  οπότε ο συντελεστής του 1 στο 2
ie  είναι ίσος µε (Πρόταση 7.2.4) 

2)1(
||

1
iχG

. 

Συγκρίνοντας τις δύο τελευταίες εκφράσεις παίρνουµε 1, >=< ii χχ . 

Θα δείξουµε τώρα ότι 0, >=< ji χχ  για ji ≠ . Από τη σχέση 0=jiee  παίρνουµε 

λόγω της Πρότασης 7.2.4 ότι 

∑
∈

−− =
Ghg

ji ghhχgχ
,

11 0)()( . 

Ο συντελεστής του G∈1  στην προηγούµενη ισότητα δίνει 

∑
∈

− =
Gg

ji gχgχ 0)()( 1  

οπότε 0, >=< ji χχ  από την πρόταση 7.2.1 i). 

■ 

7.2.6 Πόρισµα. Έστω V ένα [ ]GC -πρότυπο µε χαρακτήρα χ. Τότε το V είναι ανάγωγο 

αν και µόνο αν 1, >=< χχ . 

Απόδειξη: Αν V είναι ανάγωγο τότε 1, >=< χχ  από το προηγούµενο θεώρηµα. 

Αντίστροφα, έστω 1, >=< χχ . Γράφοντας το V ως ευθύ άθροισµα αναγώγων 

προτύπων rm
r

m VVV ⊕⊕≅ ...1
1  λαµβάνουµε rr χmχmχ ++= ...11  οπότε η σχέση 

1, >=< χχ  δίνει 
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∑ >=<
ji

jiji χχmm
,

1, . 

Από το προηγούµενο θεώρηµα έχουµε 1, >=< ii χχ  και 0, >=< ji χχ  για ji ≠ , 

οπότε 

1... 22
1 =++ rmm . 

Συνεπώς 1=jm  για κάποιο j  και 0=im  για ji ≠ . Άρα jVV = . 

■ 

 Το προηγούµενο πόρισµα είναι ιδιαίτερα χρήσιµο σε υπολογισµούς. Για 

παράδειγµα, ο χαρακτήρας χ της αναπαράστασης 8 2: ( )D GLρ → C  του 

Παραδείγµατος 7.1.2 υπολογίστηκε στην αρχή της παρούσας παραγράφου  

00000202)(
1 3232

−gχ
babaabbaaag  

 Εύκολα επαληθεύουµε ότι 1, >=< χχ  και άρα η ρ είναι ανάγωγη. 

 Το ακόλουθο αποτέλεσµα δείχνει ότι οι χαρακτήρες αναπαραστάσεων επί του C  

‘χαρακτηρίζουν’ τις αναπαραστάσεις. 

7.2.7 Πόρισµα. ∆ύο αναπαραστάσεις της G επί του C  είναι ισοδύναµες αν και µόνο αν 

οι χαρακτήρες τους ταυτίζονται. 

Απόδειξη: Έστω ρ και ρ′  αναπαραστάσεις µε αντίστοιχους χαρακτήρες χ και χ ′ . Αν 

ρ και ρ′  είναι ισοδύναµες τότε χχ ′=  όπως είπαµε στην αρχή της παραγράφου. 

Αντίστροφα, έστω χχ ′= . Για τα αντίστοιχα [ ]GC -πρότυπα γράφουµε 

rm
r

m VVV ⊕⊕≅ ...1
1 , rm

r
m VVV ′⊕⊕≅′ ...1

1  όπου rVV ,...,1  είναι ανά δύο µη ισόµορφα 

ανάγωγα [ ]GC -πρότυπα. Από >′>=<< ii χχχχ ,,  παίρνουµε ++>< ...,11 iχχm  

>′<++><′>=< irriirr χχmχχmχχm ,...,, 11 , οπότε το Θεώρηµα 7.2.5 δίνει 

ii mm ′=  για κάθε i. Άρα VV ′≅ . 

■ 

7.2.8 Πόρισµα. Έστω VV ′,  [ ]GC -πρότυπα µε χαρακτήρες χχ ′,  αντίστοιχα. Τότε 

[ ], dim Hom ( , )G V Vχ χ′ ′< >= C C . 
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Απόδειξη: Γράφοντας sm
s

m VVV ⊕⊕≅ ...1
1  και sm

s
m VVV ′′ ⊕⊕≅′ ...1

1 , το θεώρηµα 

δίνει ssmmmmχχ ′++′>=′< ..., 11 . Από την άλλη µεριά έχουµε 

[ ]

, αν
Hom ( , )

0, ανG i j

i j
V V

i j
=⎧

≅ ⎨ ≠⎩
C

C
  (γιατί;). 

Από την Πρόταση 1.2.2 παίρνουµε [ ] 1 1dim Hom ( , ) ...G s sV V m m m m′ ′ ′= + +C C . 

 

7.3 Σχέσεις Ορθογωνιότητας και Πίνακες Χαρακτήρων. 

 Έστω 1{ ,..., }sIrrG χ χ=  το σύνολο των αναγώγων χαρακτήρων της G , sgg ,...,1  

αντιπρόσωποι των κλάσεων συζυγίας της G  και =∈= ii xgGxgC |{)(  }xgi  η 

κεντροποιούσα οµάδα του ig . Με αβδ  συµβολίζουµε το δέλτα του Kronecker, 

0=αβδ  εκτός αν βα =  οπότε 1=ααδ . 

7.3.1 Θεώρηµα. Με τους προηγούµενους συµβολισµούς έχουµε: 

i) (ορθογώνιες σχέσεις γραµµών) 

αβ
s

i i

iβiα δ
gC

gχgχ
=∑

=1 |)(|
)()(

 

ii) (ορθογώνιες σχέσεις στηλών) 

|)(|)()(
1

ααβ
s

i
βiαi gCδgχgχ =∑

=
. 

Απόδειξη: i) Από το Θεώρηµα 7.2.5 έχουµε αββα δχχ >=< ,  οπότε το ζητούµενο 

προκύπτει από την Πρόταση 7.2.1 ii). 

ii) Έστω )(Gcfψ∈  που ορίζεται από αβαβ δgψ =)( . Λόγω του Θεωρήµατος 7.2.5 

γράφουµε ssβ χλχλψ ++= ...11  οπότε παίρνουµε 

∑
∈

>==<
Gg

iβiβi gχgψ
G

χψλ )()(
||

1, . 

Ισχύει 1)( =gψβ  αν το g  είναι συζυγές του βg  και 0)( =gψβ  διαφορετικά. Επειδή 

επιπλέον ο πληθάριθµος της κλάσης συζυγίας του βg  είναι |)(|/|| βgCG  παίρνουµε 

)(
|)(|

1
βi

β
i gχ

gC
λ = . 

Συνεπώς 
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∑
=

=++==
s

i β

βiαi
αssααβαβ gC

gχgχ
gχλgχλgψδ

1
11 |)(|

)()(
)(...)()( . 

■ 

 Έστω },...,{ 1 sχχIrrG =  και sgg ,...,1  αντίστοιχα αντιπρόσωποι των κλάσεων 

συζυγίας της G . Ο πίνακας χαρακτήρων της G  είναι ένας ss ×  πίνακας που στη 

θέση ),( ji  υπάρχει η τιµή )( ji gχ . 

 Για παράδειγµα ο πίνακας χαρακτήρων της 2
3 {1, , }a a=Z  είναι (παράδειγµα 

7.1.9), 

ωωχ
ωωχ

χ
aag

2
3

2
2

1

2

1
1

111
1

 

όπου 13 =ω  µε 1≠ω , δηλαδή 012 =++ωω . Οι ορθογώνιες σχέσεις γραµµών για 

τις πρώτες δύο γραµµές δίνουν 0
333

1 2
=++

ωω , και για τη δεύτερη γραµµή µε τον 

εαυτό της δίνουν 1
333

1 22
=++

ωωωω . Οι ορθογώνιες σχέσεις στηλών για τις δύο 

τελευταίες στήλες δίνουν 01 22 =++ ωωωω . (Φυσικά οι προηγούµενες σχέσεις 

ισχύουν αφού 1−= ωω ). 

 Οι ορθογώνιες σχέσεις επιτρέπουν συχνά τον προσδιορισµό ολόκληρου του 

πίνακα χαρακτήρων αν γνωρίζουµε µόνο κάποιο τµήµα του. Για παράδειγµα, ας 

υποθέσουµε ότι για µια οµάδα G τάξης 12 που έχει 4 συζυγείς κλάσεις γνωρίζουµε το 

ακόλουθο τµήµα του πίνακα χαρακτήρων 

4

2
3

2
2

1

4321

11
11

1111
33412|)(|

χ
ωωχ
ωωχ

χ
gC

ggggg
i

i

 

όπου 41,..., gg  είναι αντιπρόσωποι των συζυγών κλάσεων και 012 =++ωω . 

 Από τη σχέση 12)1(...)1( 2
4

2
1 =++ χχ  (θεώρηµα 7.2.5 ή Θεώρηµα 7.3.1 i) για 

1== βα ) παίρνουµε 3)1(4 =χ . Οι ορθογώνιες σχέσεις στηλών για τις στήλες 1 και 



 80

2 δίνουν 

∑
=

−=⇒=+++⇒=
4

1
242421 1)(0)(31110)()(

i
ii gχgχgχgχ . 

Οι ορθογώνιες σχέσεις στηλών για τις στήλες 1 και 3 δίνουν 

0)(0)(310)()( 3434
24

1
31 =⇒=+++⇒=∑

=
gχgχωωgχgχ

i
ii  

και για τις στήλες 1 και 4 δίνουν 

0)(0)(310)()( 4444
24

1
41 =⇒=+++⇒=∑

=
gχgχωωgχgχ

i
ii . 

Προσδιορίζεται κατά αυτόν τον τρόπο όλος ο πίνακας χαρακτήρων της G . 

Παρατηρήσεις i) Ο προηγούµενος πίνακας χαρακτήρων είναι αυτός της 4A . 

ii) Ήδη επισηµάναµε ότι το Θεώρηµα 7.2.5 προκύπτει από το θεώρηµα Θ.3.1 ii) για 

1== βα . Παρόµοια, το Λήµµα 7.2.3 προκύπτει από το Θεώρηµα 7.3.1 ii) για 1=α . 

 Ως άλλο παράδειγµα ας θεωρήσουµε τη 3SG =  που έχει τρεις κλάσεις συζυγίας 

}1{ , )}13(),23(,12{( , )}132(),123{( . Το Πόρισµα 7.1.5 δίνει 3=s  οπότε 11 =n , 

12 =n , 23 =n . Μια ανάγωγη αναπαράσταση της 3S  είναι η 

*
3: ( )S signρ σ σ→ ∈6 C  που έχει χαρακτήρα 2 ρχ χ= , που δίνεται από 1)1(2 =χ , 

2 (12) 1χ = − , 2 (123) 1χ = . Συνεπώς ο πίνακας χαρακτήρων της 3S  έχει τη µορφή 

baχ
χ
χ
gC

g
i

i

2
111
111
326|)(|

)123()12(1

3

2

1
−

. 

Οι ορθογώνιες σχέσεις στηλών για τις στήλες 1 και 2 δίνουν 02)1(1 =+−+ a  οπότε 

0=a . Για τις στήλες 1 και 3 δίνουν 10211 −=⇒=++ bb . 

 

 

 

 

Ασκήσεις 

Στις παρακάτω ασκήσεις µε G  συµβολίζουµε µια πεπερασµένη οµάδα. 
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1. Το µη µηδενικό )(Gcfχ∈  είναι χαρακτήρας αν και µόνο αν , iχ χ< >∈`  για 

κάθε ανάγωγο χαρακτήρα iχ . 

 

2. Αν για τον χαρακτήρα χ ισχύει 0)( =gχ  1, ≠∈∀ gGg , τότε ο χ είναι της 

µορφής ,regm mχ ∈` . (Υπόδειξη: υπολογίστε το ,χ ψ< >  όπου ψ  ανάγωγος 

χαρακτήρας και χρησιµοποιείστε το Λήµµα 7.2.3). 

 

3. Συµπληρώσετε τον πίνακα χαρακτήρων της 8D . 

5

4

3

2

1

2

1111
111

1111
1111

48|)(|
1

χ
χ
χ
χ
χ
gC

abbaag
i

i

−−
−

−−  

 

4.  

i) Οι ορθογώνιες σχέσεις γραµµών είναι ισοδύναµες µε τις ορθογώνιες σχέσεις 

στηλών. 

ii)  Έστω Μ ο πίνακας χαρακτήρων της G . ∆είξετε ότι 2

1

det ( )
s

i
i

M C g
=

=∏ , 

όπου sgg ,...,1  είναι αντιπρόσωποι των  κλάσεων συζυγίας της G .  

Υπόδειξη: από τις σχέσεις ορθογωνιότητας προκύπτει ότι ο πίνακας 
t

M M  

είναι διαγώνιος.  

iii) Έστω },...,{)( 1 sGIrr χχ= . Τότε 
1

( ) ( ) ( ) | |
s

i i
i

C G g G g g Gχ χ
=

⎧ ⎫= ∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ .  

 

7. Έστω χ χαρακτήρας της G . Θέτουµε )}1()(|{ker χgχGgχ =∈= . Τότε kerχ 

είναι κανονική υποοµάδα της .G  Αντίστροφα κάθε κανονική υποοµάδα της G  

είναι της µορφής χker  για κάποιο χαρακτήρα χ. Επιπλέον αν jχχ ,...,1  είναι οι 

ανάγωγοι χαρακτήρες τότε ∩
j

jχχ kerker =  όπου το jχ  διατρέχει τους 

ανάγωγους χαρακτήρες που έχουν την ιδιότητα 0, >>< jχχ . Συµπέρασµα: από 
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τον πίνακα χαρακτήρων της G  µπορούµε να βρούµε όλες τις κανονικές 

υποοµάδες της G . Βρείτε τώρα όλες τις κανονικές υποοµάδες της 8D  απο την 

άσκηση 3. 

 

8. Η G  δεν είναι απλή αν και µόνο αν )1()( χgχ =  για κάποιον µη τετριµµένο 

ανάγωγο χαρακτήρα χ και κάποιο 1, ≠∈ gGg . (βλ. προηγούµενη άσκηση) 

 

9. Για κάθε χαρακτήρα χ αβελιανής οµάδας ισχύει ).1(, χχχ ≥><  Αληθεύει το 

συµπέρασµα για µη αβελιανές οµάδες; 

 

10. Έστω χ ανάγωγος χαρακτήρας της G  βαθµού n. 

i) Για κάθε ( )g C G∈  ισχύει ng =)(χ . 

ii) Ισχύει )].(:[2 GCGn ≤  

 

11. Έστω H αβελιανή υποοµάδα της G. Τότε κάθε ανάγωγος χαρακτήρας της G  

       έχει  βαθµό ].:[ HG≤  Κατά συνέπεια κάθε ανάγωγος χαρακτήρας  της 

       διεδρικής οµάδας >====< −12
2 ,1:, baabbabaD n

n  έχει βαθµό 1 ή 2. 

 

12. Έστω [ ]GC -πρότυπα V, W µε αντίστοιχους χαρακτήρες χ, ψ. Τότε ο χαρακτήρας         

του V W⊗
C

  είναι το γινόµενο χψ. ( Η δράση είναι )()()( wgvgwvg ⊗=⊗  ). 

Υπόδειξη: υπολογίσετε το ίχνος της δράσης του g  παίρνοντας βάσεις των V, W 

που αποτελούνται απο ιδιοδιανύσµατα. 

 

13. Αν , ( )Irr Gχ ψ ∈  και deg 1χ = , τότε ( ).Irr Gχψ ∈  (Βλ. προηγούµενη άσκηση 

και Πόρισµα 7.2.6). 

 

14. Έστω χ ο µοναδικός ανάγωγος χαρακτήρας της 3S  βαθµού 2. Βρείτε την 

ανάλυση του 2χ χχ= σε άθροισµα αναγώγων χαρακτήρων. 

 

15. Έστω : ( )nG GLρ → C  αναπαράσταση.  
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i) Αν υπάρχει g G∈  µε det( ( )) 1,gρ = −  δείξτε ότι η G δεν είναι απλή. 

ii) Αν το g G∈  έχει τάξη 2, τότε ισχύει ακριβώς ένα από τα εξής 

συµπεράσµατα: a) ( ) (1) mod 4gχ χ≡  b) η G  κανονική υποοµάδα τάξης 2. 

Υπόδειξη: Αν V  είναι το αντίστοιχο πρότυπο της ρ , µπορούµε να 

επιλέξουµε βάση του V  τέτοια ώστε ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης 

, ,V V v gv→ 6  είναι διαγώνιος µε 1±  στη διαγώνιο. 

 

16. Έστω ,V W δυο ανάγωγα [ ]GC -πρότυπα. ∆είξτε ότι το V W⊗
C

 (άσκηση12) 

εµφυτεύεται στην κανονική αναπαράσταση της .G   

Υπόδειξη: αρκεί να δειχτεί ότι αν , , ( )Irr Gχ ψ ζ ∈ , τότε , (1).χψ ζ ζ< >≤   

 

17. Με το συµβολισµό του Παραδείγµατος 7.1.2 έστω .k =C   

i) ∆είξτε ότι το [ ]nSC -πρότυπο 1 ... nV v v+ +  είναι ανάγωγο. 

ii) ∆είξτε ότι 1, 1Vχ χ =  όπου 1χ  είναι ο τετριµµένος χαρακτήρας της nS . 

 

18. Να βρεθούν όλες οι οµάδες µε ακριβώς 1,2 ή 3 ανάγωγους χαρακτήρες. 

 

19. Έστω G πεπερασµένη υποοµάδα της ( ).nGL C  Αποδείξτε ότι αν ( ) 0,
g G

Tr g
∈

=∑  

τότε 0
g G

g
∈

=∑ . 

 

20. Έστω 2: ( )G GLρ → C  µια αναπαράσταση τέτοια ώστε το 1 είναι ιδιοτιµή του 

( )gρ  για κάθε .g G∈  ∆είξτε ότι η ρ  δεν είναι ανάγωγη.  

Υπόδειξη: Υπολογίστε το 1,χ χ , όπου χ  είναι ο χαρακτήρας της ρ  και 1χ  ο 

τετριµµένος χαρακτήρας της G , συναρτήσει των ιδιοτιµών των ( )gρ . 

 

21. Αποδείξτε ότι κάθε πεπερασµένη απλή οµάδα µε τάξη όχι δύναµη πρώτου δεν 

έχει ανάγωγη αναπαράσταση βαθµού 2. 

 

22. Οι αναπαραστάσεις της δικυκλικής οµάδας. 
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a. Έστω 2: ( )G GLρ → C  µια αναπαράσταση τέτοια ώστε  για κάποια ,g h G∈  

έχουµε ( ) ( ) ( ) ( )g h h gρ ρ ρ ρ≠ . Αποδείξτε ότι η ρ  δεν είναι ανάγωγη. 

b. Θεωρούµε την οµάδα (‘δικυκλική’) 2 2 1 1
4 , : 1, ,n n

nT a b a a b b ab a− −= = = =  

που έχει τάξη 4 .n  Έστω r  ένας ακέραιος και 
2
2

ir
n

r e
π

ε = ∈C .  

i. ∆είξτε ότι η αντιστοιχία 1

0 0 1
,

0 0
r

n
r r

a b
ε

ε ε−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

6 6  ορίζει µια 

αναπαράσταση rρ της 4nT . 

ii. ∆είξτε ότι η rρ  είναι ανάγωγη αν 1rε ≠ ± . (Υπόδειξη: ένας τρόπος 

είναι µε το a.).  

iii. ∆είξτε ότι οι 1 1,..., nρ ρ −  είναι ανά δυο µη ισοδύναµες.  

iv. ∆είξτε ότι οι υπόλοιπες ανάγωγες ανά δυο µη ισοδύναµες 

αναπαραστάσεις της 4nT  είναι βαθµού 1. 

 

23. Υπολογίστε τον πίνακα χαρακτήρων της 4S  ως εξής.  

i. Υπολογίστε τον αριθµό των κλάσεων συζυγίας χρησιµοποιώντας την 

ανάλυση µεταθέσεων σε γινόµενο ξένων κύκλων. Υπολογίστε τον 

πληθάριθµο κάθε κλάσης συζυγίας 
igC και το ( )

i

i
g

G
C g

C
= . 

ii. Έστω 1 2,χ χ  ο τετριµµένος χαρακτήρας και ο χαρακτήρας προσήµου 

αντίστοιχα. Έστω 3χ  ο χαρακτήρας 1Vχ χ−  όπου Vχ  ο χαρακτήρας του 

προτύπου στο παράδειγµα 7.1.2 για 4.n =  Υπολογίστε τον 3χ  και δείξτε 

ότι είναι ανάγωγος.  

iii. Στη συνέχεια θέστε 4 2 3χ χ χ=  (που είναι ανάγωγος από την άσκηση 13) 

και υπολογίστε τον. Βρείτε τον τελευταίο χαρακτήρα 5χ  από τις 

ορθογώνιες σχέσεις.  

∆ίνεται ο πίνακας χαρακτήρων της 4S  για επαλήθευση. 
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 ig  1 (12) (123) (12)(32) (1234) 

( )iC g  24 4 3 8 4 

1χ  1 1 1 1 1 

2χ  1 -1 1 1 -1 

3χ  2 0 -1 2 0 

4χ  3 1 0 -1 -1 

5χ  3 -1 0 -1 1 


