
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4: Ριζικό του Jacobson 

 

 Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι κάθε ηµιαπλός δακτύλιος είναι δακτύλιος 

του Artin. Επειδή υπάρχουν παραδείγµατα δακτυλίων του Artin που δεν είναι 

ηµιαπλοί, πχ  2m
Z , 1m > , τίθεται το ερώτηµα: τι εµποδίζει ένα δακτύλιο του Artin να 

είναι ηµιαπλός. Στο κεφάλαιο αυτό θα δούµε ότι η µελέτη του προηγούµενου 

ερωτήµατος οδηγεί άµεσα στο ριζικό του Jacobson. Ως εφαρµογή των ιδιτήτων του 

ριζικού του Jacobson, αποδεικνύουµε ότι κάθε δακτύλιος του Artin είναι και της 

Noether. 

 

 

4.1. ∆ακτύλιοι του Artin. 

 Μέχρι τώρα µελετούσαµε δακτυλίους µέσω των προτύπων τους. Τα θεωρήµατα 

του Wedderburn (2.1.2) και Wedderburn-Artin (3.3.1) δίνουν πολλούς 

χαρακτηρισµούς των ηµιαπλών δακτυλίων και απλών δακτυλίων του Artin 

αντίστοιχα, χρησιµοποιώντας ιδιότητες προτύπων. Εδώ θα αλλάξουµε γραµµή και θα 

ασχοληθούµε µε έννοιες “εσωτερικές” των ηµιαπλών δακτυλίων.   

 

4.1.1 Ορισµός. Έστω 0R ≠  ένας δακτύλιος. Το ιδεώδες 
απλo

( )
M

J R AnnM= ∩ , όπου το 

M διατρέχει τα απλά R-πρότυπα, ονοµάζεται  ριζικό του Jacobson του R. 

     

 4.1.2 Παρατήρηση 

1. Επειδή το /R I  διατρέχει τα απλά R-πρότυπα καθώς το I διατρέχει τα 

µεγιστικά ιδεώδη (άσκηση 11 του Κεφ1), έχουµε ( )
µεγιστικο

( ) /
I

J R Ann R I= ∩ . 

2. Επειδή κάθε AnnM , όπου το Μ είναι απλό R-πρότυπο, είναι ένα αµφίπλευρο 

ιδεώδες, το ( )J R  είναι ένα αµφίπλευρο ιδεώδες. Επιπλέον είναι γνήσιο. Άρα 

αν ο R είναι απλός δακτύλιος, τότε ( ) 0.J R =  

 

     Για λόγους οικονοµίας στις διατυπώσεις, από το σηµείο αυτό και µέχρι το τέλος 

του κεφαλαίου, κάνουµε τη γενική παραδοχή ότι όλοι οι δακτύλιοι που εµφανίζονται 
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στις υποθέσεις θεωρηµάτων, προτάσεων κλπ είναι µη µηδενικοί. 

4.1.3 Πρόταση. Έχουµε  
µεγιστικο

( )
I

J R Ι= ∩    όπου το I διατρέχει τα µεγιστικά  ιδεώδη 

του R. 

Απόδειξη: Πρώτα διατυπώνουµε µια γενική παρατήρηση: Για κάθε R-πρότυπο M 

έχουµε ker m
m M

AnnM f
∈

= ∩ ,όπου : , .mf R M r rm→ 6  

Έστω τώρα M ένα απλό R-πρότυπο και 0 0, 0.m M m∈ ≠  Τότε 
0 0

/ Imm mR kef f M=�  

και άρα το 
0

ker mf  είναι µεγιστικό ιδεώδες. Από την παρατήρηση έπεται ότι 

απλo µεγιστικο

( )
M I

J R AnnM Ι= ⊇∩ ∩ . 

Έστω Ι ένα µεγιστικό ιδεώδες του R. Τότε έχουµε 1ker ,II f +=  όπου 

1 : / , (1 ) .If R R I r r I r I+ → + = +6  Από την παρατήρηση έπεται ότι ( )/Ann R I I⊆  

και  εποµένως ( )
µεγιστικο µεγιστικο

/
I I

Ann R I Ι⊆∩ ∩  οπότε, από την Παρατήρηση 4.1.2 1, 

έχουµε 
µεγιστικο

( )
I

J R Ι⊆ ∩ . 

■ 

 

4.1.4 Παραδείγµατα 

1. Από την Παρατήρηση 4.1.2 2 έπεται ότι για κάθε δακτύλιο διαίρεσης D 

έχουµε 0))(( =DMJ n . 

2. Από την Πρόταση 4.1.3 έπεται ότι 
πρωτος

( ) ( ) 0
p

J p= =∩Z    και   

( )2( ) [ ]
p

J p=Z ,  όπου  p  πρώτος. 

   

    Το παρακάτω θεώρηµα µας πληροφορεί ότι το ιδεώδες )(RJ  “µετράει” κατά πόσο 

ένας δακτύλιος του Artin απέχει από το να είναι ηµιαπλός. 

4.1.5 Θεώρηµα. Ο R είναι ηµιαπλός αν και µόνο αν ο R είναι δακτύλιος του Artin και 

0)( =RJ . 
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 Για την απόδειξη χρειαζόµαστε τα ακόλουθα αποτελέσµατα. 

4.1.6 Λήµµα. Αν R είναι δακτύλιος του Artin, τότε υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους 

µεγιστικά  ιδεώδη nII ,...,1  µε 

nIIRJ ∩∩= ...)( 1 . 

Απόδειξη: Το σύνολο ιδεωδών 

}/{{ ii II∩  πεπερασµένη οικογένεια µεγιστικών ιδεωδών} 

είναι µη κενό (Πρόταση 1.4.2)  οπότε έχει ελαχιστικό στοιχείο (Πρόταση 3.1.3), έστω 

J . Θα δείξουµε ότι JRJ =)( . Λόγω της Πρότασης 4.1.3, αρκεί να δείξουµε ότι 

)(RJJ ⊆ . Έστω Ι µεγιστικό ιδεώδες. Τότε JJI ⊆∩ , οπότε ο ορισµός του J  δίνει 

JJI =∩ . Άρα IJ ⊆  και συνεπώς 
µεγιστικο

( )
I

J I J R⊆ =∩ . 

■ 

 

4.1.7 Λήµµα Αν 21, RR είναι δακτύλιοι, τότε )()()( 2121 RJRJRRJ ×=× .  

Απόδειξη: Aφού κάθε ιδεώδες του 21 RR ×  έχει τη µορφή 21 II × , όπου iI  είναι 

ιδεώδες του iR , συµπεραίνουµε ότι κάθε µεγιστικό ιδεώδες του 21 RR ×  έχει τη 

µορφή 1 2I R×   ή 1 2R I×  για µεγιστικά ιδεώδη iI  του iR . Το ζητούµενο προκύπτει 

από την Πρόταση 4.1.3 . 
■ 

 

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.5. 

""⇒  Έστω R ηµιαπλός. Τότε είναι του Artin (Πόρισµα 3.1.6). Για να δείξουµε ότι 

0)( =RJ , γράφουµε )(...)( 11 snn DMDMR
s

××=  σύµφωνα µε το θεώρηµα του 

Wedderburn, οπότε από το Λήµµα 4.1.7 έχουµε 
1 1( ) ( ( )) ... ( ( ))

sn n sJ R J M D J M D= × ×  

και το ζητούµενο έπεται από το Παράδειγµα 4.1.4 1. 

""⇐  Έστω ότι ο R είναι δακτύλιος του Artin µε 0)( =RJ . Θα δείξουµε ότι ο R είναι 

υποπρότυπο ηµιαπλού προτύπου, οπότε από την Πρόταση 2.1.1 ii) θα είναι ηµιαπλός 

δακτύλιος. Από την υπόθεση και το Λήµµα 4.1.6 παίρνουµε 

            nII ∩∩= ...0 1       (1) 
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για κάποια µεγιστικά ιδεώδη kI . Λόγω της (1), ο οµοµορφισµός R-προτύπων 

),...,(,/.../ 11 nn IrIrrIRIRR ++××→ 6  

είναι µονοµορφισµός. Επειδή κάθε kIR /  είναι απλό, το nIRIR /.../ 1 ××  είναι 

ηµιαπλό. 
■ 

 

4.1.8 Πόρισµα. Αν ο R είναι δακτύλιος του Artin, τότε ο δακτύλιος / ( )R J R  είναι 

ηµιαπλός. 

Απόδειξη: Ο )(/ RJR  είναι του Artin, γιατί ο R είναι του Artin. Επιπλέον έχουµε 

0))(/( =RJRJ . Πράγµατι, τα µεγιστικά ιδεώδη του )(/ RJR , είναι ακριβώς τα 

/ ( )I J R , όπου τα I  είναι τα µεγιστικά ιδεώδη του R που περιέχουν το )(RJ . Από 

την Πρόταση 4.1.3, κάθε µεγιστικό ιδεώδες του R περιέχει το ( )J R . Έτσι 

µεγιστικο

( / ( )) ( / ( )) ( ) / ( ) 0
I

J R J R I J R J R J R= = =∩ . 

■ 

4.2. Πληροφορίες για το Ριζικό του Jacobson. 

 Στα παρακάτω µελετάµε το ριζικό του Jacobson και δίνουµε µια σηµαντική 

εφαρµογή του. 

 Ένα ιδεώδες λέγεται µηδενοδύναµο αν 0=nI  για κάποιο n, δηλαδή αν 

0...1 =nrr  για κάθε Iri ∈ .  

 

4.2.1 Παραδείγµατα 

1. Έστω S ένας δακτύλιος, 
* *

( )
0 *

nR M S
⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟= ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

%  ο δακτύλιος των άνω 

τριγωνικών πινάκων και 
0 *

( )
0 0

nI M S
⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟= ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

%  το ιδεώδες του R των 

άνω τριγωνικών πινάκων µε 0 στην κύρια διαγώνιο. Τότε το Ι είναι 

µηδενοδύναµο αφού 1 2... 0nA A A =  για κάθε ,iA I∈  όπως προκύπτει από τον 
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πολλαπλασιασµό πινάκων. 

2. Το ιδεώδες ( )[ ]I m=  του 2m
Z  είναι µηδενοδύναµο αφού 2 0.I =  

4.2.2 Λήµµα. Για κάθε )(RJr ∈ , το r−1  έχει αριστερό αντίστροφο. 

Απόδειξη: Αν το r−1  δεν έχει αριστερό αντίστροφο, τότε το κύριο ιδεώδες )1( r−  

περιέχεται σε κάποιο µεγιστικό ιδεώδες I του R, (1 )r I− ⊆ . Όµως ( )r J R I∈ ⊆  και 

άρα 1 (1 ) ,r r I= − + ∈  άτοπο. 

■ 

4.2.3 Θεώρηµα. Έστω R  ένας δακτύλιος. Τότε 

1) Το )(RJ  περιέχει κάθε µηδενοδύναµο ιδεώδες του R. 

2) Αν ο R είναι δακτύλιος του Artin, τότε το )(RJ  είναι µηδενοδύναµο ιδεώδες. 

Απόδειξη: 1) Έστω µηδενοδύναµο ιδεώδες Ι που δεν περιέχεται σε κάποιο µεγιστικό 

ιδεώδες Μ. Τότε RMI =+ , και άρα υπάρχει Mx∈ , έτσι ώστε  1 .x I− ∈  Εποµένως 

για κάποιο n ισχύει 0)1( =− nx  δηλαδή 

∑
=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

n

i

ii xi
n

1
0)1(1 , 

οπότε M∈1 , άτοπο 

2) Για την ακολουθία ιδεωδών του R 

...)()()( 32 ⊇⊇⊇ RJRJRJ  

υπάρχει n τέτοιο ώστε ...)()( 1 == +nn RJRJ  . Θα δείξουµε ότι 0)( =nRJ . Έστω 

0)( ≠nRJ . Από την υπόθεση του Artin, το σύνολο των ιδεωδών Ι που έχουν τις 

ιδιότητες 
nRJI )(⊆    και   0)( ≠IRJ n  

(που είναι µη κενό γιατί περιέχει το nRJ )( ) έχει ελάχιστο στοιχείο που το 

συµβολίζουµε πάλι µε Ι. Τότε υπάρχει Ix∈  µε 0)( ≠xRJ n . Το ιδεώδες xRJ n)(  

ικανοποιεί τις προηγούµενες ιδιότητες οπότε, λόγω του ελαχίστου έχουµε 

IxRJ n =)( . 

Συνεπώς υπάρχει nRJy )(∈  µε xyx = . Έτσι 0)1( =− xy . Αλλά το y−1  έχει 
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αριστερό αντίστροφο αφού )()( RJRJy n ⊆∈  (Λήµµα 4.2.2). Τότε η σχέση 

0)1( =− xy  δίνει 0=x , άτοπο. 

■ 

 Ως άµεσο πόρισµα λαµβάνουµε ένα ακόµα χαρακτηρισµό ηµιαπλών δακτυλίων. 

4.2.4 Πόρισµα. Ένας δακτύλιος είναι ηµιαπλός αν και µόνο αν είναι δακτύλιος του 

Artin και δεν έχει µη τετριµµένα µηδενοδύναµα ιδεώδη. 

4.2.5 Παράδειγµα. 

Θεωρούµε το δακτύλιο 
* *

( )
0 *

nR M k
⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟= ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

%  και το ιδεώδες  

0 *
( )

0 0
nI M k

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟= ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

%  όπως στο Παράδειγµα 4.2.1 1 αλλά µε την επιπλέον 

υπόθεση ότι  S k=  σώµα. Ισχυριζόµαστε ότι ( ) .J R I=  

Πράγµατι, είδαµε ότι το Ι είναι µηδενοδύναµο οπότε ( )I J R⊆  σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 4.2.2 1). Έστω ( ) ( )ijA a J R= ∈ . Ο R είναι δακτύλιος του Artin γιατί 

είναι πεπερασµένης διάστασης k-διανυσµατικός χώρος. Άρα από το Θεώρηµα 

4.2.2 2), έχουµε 0mA =  για κάποιο 1m ≥  και επειδή ο Α είναι άνω τριγωνικός 

παίρνουµε 0m
iia =  για κάθε i, δηλαδή 0iia =  για κάθε i. Συνεπώς ( ) .J R I⊆   

Από το 1ο Θεώρηµα ισοµορφσµών δακτυλίων παίρνουµε / ( ) ...R J R k k× ×� (n 

φορές) που είναι ηµιαπλός δακτύλιος, όπως προβλέπει άλλωστε το Πόρισµα 

4.1.8. 

∆ίνουµε τώρα την εφαρµογή που µνηµονεύσαµε στην αρχή του κεφαλαίου. 

4.2.6 Θεώρηµα. Κάθε δακτύλιος του Artin είναι και της Noether. 

Απόδειξη: Έστω R ένας δακτύλιος του Artin. Θα δείξουµε ότι ο R έχει συνθετική 

σειρά, οπότε θα είναι της Noether σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2.3. 
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Γνωρίζουµε ότι i) το ιδεώδες )(RJ  είναι µηδενοδύναµο (Θεώρηµα 4.2.3) και ii) ο 

δακτύλιος )(/ RJR  είναι ηµιαπλός (Πόρισµα 4.1.8).  Από το i) υπάρχει n∈`  µε 

    RRJRJRJ n ⊆⊆⊆⊆= )()(...)(0 2 .    (2) 

Το R-πρότυπο 1)(/)( +ii RJRJ  γίνεται )(/ RJR -πρότυπο µε εξωτερικό 

πολλαπλασιασµό =+ + ))(( 1iRJxr  1)( ++ iRJrx  (γιατί;). Επειδή ο δακτύλιος )(/ RJR  

είναι ηµιαπλός, το 1)(/)( +ii RJRJ  είναι ευθύ άθροισµα απλών −)(/ RJR προτύπων. 

Ισχυριζόµαστε ότι αυτό το ευθύ άθροισµα έχει πεπερασµένο πλήθος αθροιστέων. 

Προς τούτο αρκεί να δειχτεί ότι κάθε 1)(/)( +ii RJRJ  είναι −)(/ RJR πρότυπο του 

Artin, ή ισοδύναµα ότι είναι R-πρότυπο του Artin (γιατί τα R-υποπρότυπα του 
1)(/)( +ii RJRJ  ταυτίζονται µε τα −)(/ RJR υποπρότυπα του 1)(/)( +ii RJRJ ). Αλλά 

R δακτύλιος του Artin iRJ )(⇒  είναι R-πρότυπο του Artin για κάθε i και κατά 

συνέπεια το πηλίκο 1)(/)( +ii RJRJ  είναι R-πρότυπο του Artin (Πρόταση 3.1.4). 

 Από τον ισχυρισµό έπεται ότι κάθε 1)(/)( +ii RJRJ  έχει συνθετική σειρά ως R-

πρότυπο. Παρεµβάλοντας τότε όρους στην (2), εύκολα βλέπουµε ότι το R έχει 

συνθετική σειρά και συνεπώς (Θεώρηµα 3.2.3) το R είναι R-πρότυπο της Noether. 
■ 

 

Ασκήσεις 
1. Κάθε δακτύλιος του Artin που δεν έχει µη µηδενικά µηδενοδύναµα στοιχεία είναι 

ισόµορφος µε ευθύ γινόµενο δακτυλίων διαίρεσης. 

 

2. Ένας δακτύλιος είναι δακτύλιος διαίρεσης αν και µόνο αν είναι του Artin και 

0≠xy  για κάθε 0, ≠yx . 

 

4. Ποιο είναι το )(RJ  αν 

i)  20R = Z ,    ii)  21R = Z ,    iii)  3[ ] /( 5 )R x x x= −Q ,    iv)  [ ] /( )nR x x=Q , 

        v)  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= Sdbad

baR ,,0 , όπου  S  είναι δακτύλιος. 
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5. Έστω nR  ο δακτύλιος των άνω τριγωνικών nn×  πινάκων µε στοιχεία από ένα 

δακτύλιο διαίρεσης D. Πόσα ανά δύο µη ισόµορφα απλά −nR πρότυπα 

υπάρχουν; 

6.   Έστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα τάξης n και k ένα σώµα. Ποιο είναι το  

( )[ ]J k G ; 

7.   Για κάθε δακτύλιο R έχουµε ( ) ( )( ) ( ) .n nJ M R M J R=  Συνεπώς ( )( ) 0.nJ M =Z  

8.   Αποδείξτε ότι ( )r J R∈  αν και µόνο αν 1 xr−  έχει αριστερό αντίστροφο για κάθε 

.x R∈  

9.   Έστω k ένα σώµα. Τότε κάθε απλή k-άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης είναι 

ηµιαπλή. (Σύγκρινε µε το Παράδειγµα 3.3.2). 

10.   Έστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Τότε { }( ) 0, 1nJ R r R r n= ∈ = ≥ . 

11. ∆ώστε ένα παράδειγµα που δείχνει ότι η υπόθεση στο Πόρισµα 4.1.8 είναι 

απαραίτητη. Όµοια για το Λήµµα 4.1.6. 


