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∆ακτύλιοι και Πρότυπα 

Ασκήσεις 3 
 

1. Υπενθυµίζουµε ότι το 1ο Κύριο Θεώρηµα λέει:  
Αν Μ είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R −πρότυπο, όπου R  ΠΚΙ, τότε 

1 ... sM M M= ⊕ ⊕  (εσωτερικό ευθύ άθροισµα υποπροτύπων), όπου κάθε iM  

είναι κυκλικό και 1 2... ,sd d d  όπου ( ).i iannM d=   

Έστω ότι έχουµε δυο αναλύσεις 1 1... , ...s sM M M M N N= ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕  της 
παραπάνω µορφής. ∆είξτε µε συγκεκριµένο παράδειγµα ότι η ακόλουθη 
πρόταση είναι λανθασµένη: Υπάρχει µετάθεση, ,σ  των 1,..., s  τέτοια ώστε 

( )i iM Nσ =  για κάθε i . 
Υπόδειξη: M = ⊕Z Z  

 
2. Θεωρούµε τους οµοµορφισµούς Z -προτύπων 3 2 3 2: , :f g→ →Z Z Z Z  µε 

αντίστοιχους πίνακες τους 
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 ως προς τις συνήθεις βάσεις. 

Εξετάστε αν τα Z -πρότυπα 2 2/ Im , / Imf gZ Z  είναι ισόµορφα. 
 
3. Να βρεθεί µια κανονική µορφή Smith του πίνακα 

( )
2

22 3

2 1
[ ] .

1 2
x x

M x
x x

⎛ ⎞+
∈⎜ ⎟

+ −⎝ ⎠
Q  

 
4. Στη διατύπωση της κανονικής µορφής Smith υπάρχει η υπόθεση ότι ο R  είναι 

ΠΚΙ. Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι η υπόθεση αυτή είναι απαραίτητη. 

Αποδείξτε ότι ο πίνακας ( )2
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Z  δεν είναι ισοδύναµος µε 

διαγώνιο πίνακα.  
Υπόδειξη: Εξετάστε τα ιδεώδη ( )iJ A  του [ ].xZ  

 
5. Ξέρουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενο, ελεύθερο στρέψης  πρότυπο 

πάνω από ΠΚΙ είναι ελεύθερο. ∆είξτε µε παράδειγµα ότι η υπόθεση ΠΚΙ είναι 
απαραίτητη. 
Υπόδειξη: Βλ. τις Ασκήσεις 2. 

 
6. Έστω R  ΠΚΙ και M  ένα κυκλικό R −πρότυπο στρέψης.  

a. Αποδείξτε ότι το Μ έχει πεπερασµένο πλήθος υποπροτύπων και βρείτε 
µια περιγραφή τους. 

b. Αποδείξτε ότι κάθε πηλίκο του M είναι ισόµορφο µε υποπρότυπο του 
.M  

 
Προθεσµία 5/12 

Σηµείωση: Η συνεργασία φοιτητών στην επίλυση των ασκήσεων επιτρέπεται. Σε περίπτωση που έχετε 
λάβει βοήθεια, αυτό θα πρέπει να αναγράφεται στην αρχή του γραπτού σας µε µια δήλωση όπως ‘στην 
άσκηση τάδε είχα βοήθεια από τον δείνα’. 


