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∆ακτύλιοι και Πρότυπα 

Ασκήσεις 1 
 

1. Αποδείξτε το 2Z  είναι ένα υποπρότυπο του Z που είναι ισόµορφο µε το Z . 
Αληθεύει ότι οι δακτύλιοι 2 ,Z Z  είναι ισόµορφοι; 

 
2. Έστω { }[ 2] 2 ,a b a b= + ∈Z Z .  

Το [ 2]Z  είναι ένας υποδακτύλιος του R  και επιπλέον είναι ένα Z -πρότυπο 
ως προς την απεικόνιση [ 2] ( , 2) 2 [ 2].n a b na nb× ∋ + + ∈Z Z Z   

a. Αποδείξτε ότι τα Z - πρότυπα [ 2]Z  και ⊕Z Z  είναι ισόµορφα. 
b. Εξηγείστε γιατί οι δακτύλιοι [ 2]Z  και ⊕Z Z  δεν είναι ισόµορφοι. 
c. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση [ 2] 2 [ 2]a b a b∋ + + ∈Z Z  είναι 

οµοµορφισµός Z -προτύπων αλλά όχι οµοµορφισµός [ 2]Z -
προτύπων. 

 
3. (Ένα σηµαντικό παράδειγµα) Έστω V  ένας k - διανυσµατικός χώρος, όπου το 

k είναι σώµα. Έστω :V Vα →  µια γραµµική απεικόνιση.  Αν 
0 1 ... [ ]n

nf f f x f x k x= + + + ∈  είναι ένα πολυώνυµο, τότε µε ( )f a  
συµβολίζουµε τη γραµµική απεικόνιση 0 11 ... n

V nf f fα α+ + + .  
a. Αποδείξτε ότι ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )fg v f g vα α α=  για κάθε 

, , [ ].v V f g k x∈ ∈  
b. Αποδείξτε ότι το V  είναι ένα [ ]k x -πρότυπο ως προς 

( )[ ] , , ( )( ).k x V V f v fv f a v× → =  
c. Αποδείξτε ότι ένας υπόχωρος U  του V  είναι [ ]k x -υποπρότυπο του V  

αν και µόνο αν ( ) .U Uα ⊆  
 

4. Αποδείξτε ότι το Q  δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο Z -πρότυπο. 
 

5. Έστω 1 2 1 2, , ,M M N N  πρότυπα πάνω από ένα δακτύλιο R.  
a. Αποδείξτε ότι αν 1 1M N  και  2 2M N , τότε 1 2 1 2M M N N⊕ ⊕ . 
b. Εξετάστε αν ισχύει το αντίστροφο του a. 
 

6. Έστω Μ ένα R - πρότυπο και :f M M→  ένας οµοµορφισµός R - προτύπων 
τέτοιος ώστε 2 .f f=  Αποδείξτε ότι ker ImM f f= ⊕  (εσωτερικό ευθύ 
άθροισµα). Υπόδειξη: Για κάθε m M∈ , θεωρείστε  τη σχέση 

( )( ) ( )m m f m f m= − +  και παρατηρήστε ότι ( ) ker .m f m f− ∈   
 

Προθεσµία 19/10 
Σηµείωση: Η συνεργασία φοιτητών στην επίλυση των ασκήσεων επιτρέπεται Σε περίπτωση που έχετε 
λάβει βοήθεια, αυτό θα πρέπει να αναγράφετε στην αρχή του  γραπτού σας µε µια δήλωση όπως ‘στην 
άσκηση τάδε είχα βοήθεια από τον δείνα’. 


