
 
 
 

Εισαγωγή 
 
 Όσο σηµαντικές και αν είναι οι γενικές έννοιες και προτάσεις που απορρέουν 
από το σύγχρονο πάθος για αξιωµατική θεµελίωση και γενίκευση, είµαι όµως 
πεπεισµένος ότι τα ειδικά προβλήµατα µε όλη την πολυπλοκότητά τους αποτελούν το 
σώµα και τη ψυχή των µαθηµατικών… 
 

Herman Weyl 
 
 Οι σηµειώσεις αυτές αποτελούν µια εισαγωγή στη Μεταθετική Άλγεβρα. 
Απευθύνονται στους φοιτητές του Μαθηµατικού Τµήµατος που γνωρίζουν τα 
βασικά στοιχεία από οµάδες, δακτύλιους και σώµατα όπως αυτά εξετάζονται στο 
µάθηµα “Βασική Άλγεβρα” και έχουν ετοιµαστεί για να καλύψουν τις ανάγκες του 
προπτυχιακού µαθήµατος “Μεταθετική Άλγεβρα και Εφαρµογές”. 
 Η ύλη που αναπτύσσεται αντιστοιχεί ουσιαστικά στα κεφάλαια 1-9 του 
κλασσικού συγγράµµατος των Atiyah και Macdonald, Introduction to 
Commutative Algebra [1]. Έχουµε όµως προσθέσει στοιχεία Αλγεβρικής 
Γεωµετρίας και Αλγεβρικής Θεωρίας Αριθµών που αποτελούν άλλωστε ιστορικές 
πηγές της Μεταθετικής Άλγεβρας. 
 Έχει καταβληθεί ιδιαίτερη προσπάθεια οι κεντρικές ιδέες των 12 κεφαλαίων 
και οι αποδείξεις των θεωρηµάτων να είναι κατανοητές από το φοιτητή χωρίς να 
χρειάζεται εξωτερική βοήθεια. Έτσι έχουµε συµπεριλάβει όλα όσα χρειάζονται 
από την Άλγεβρα στο Κεφάλαιο 0. Επίσης οι αποδείξεις δίνονται µε κάθε 
πληρότητα, πράγµα που ίσως έρχεται σε αντίθεση µε την αριστοτεχνική οικονοµία 
του βιβλίου των Atiyah και Macdonald. 
 Ο χρονικός περιορισµός που υπάρχει σ’ ένα εξαµηνιαίο µάθηµα µας 
ανάγκασε να µην επεκταθούµε σε θέµατα όπως τανυστικά γινόµενα, οι συναρτητές 
Ext και Tor, κανονικές ακολουθίες, θεωρία διάστασης, κ.ά. Όµως αναπτύσσονται 
συγκεκριµένα σηµαντικά θέµατα σε τέτοιο βάθος που πιστεύουµε ότι δίνουν µια 
ικανοποιητική πρώτη γεύση της Μεταθετικής Άλγεβρας. Τα κυριώτερα από αυτά 
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είναι: δακτύλιοι της Noether, δακτύλιοι του Artin, κανονικοποίηση της Noether, 
Nullstellensatz και γεωµετρικές εφαρµογές, τοπικοποίηση, πρωταρχική ανάλυση 
ιδεωδών και δακτύλιοι διακριτής εκτίµησης. 
 Εννοείται ότι ο φοιτητής θα πρέπει να επιχειρήσει πολλές από τις ασκήσεις, οι 
οποίες κυµαίνονται από πολύ εύκολες έως απαιτητικές. Μερικές χρησιµοποιούνται 
παρακάτω. αυτές σηµειώνονται µε αστερίσκο *. 
 Ολοκληρώνουµε την εισαγωγή µε µια συντοµότατη αναφορά στις ιστορικές 
πηγές της Μεταθετικής Άλγεβρας (και έτσι απαντάµε έµµεσα στο ερώτηµα “γιατί 
να µελετήσει κανείς Μεταθετική Άλγεβρα”). 
 
i) Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών 

 Το 1847 ο Lamé ανακοίνωσε ότι “απέδειξε” το τελευταίο θεώρηµα του 

Fermat: για  η ∆ιοφαντική εξίσωση  δεν έχει µη τετριµµένες 

λύσεις. Θέτοντας 

3≥n nnn zyx =+

¬∈+=
n
πi

n
πζ 2ηµ2συν  παρατήρησε ότι η παραγοντοποίηση 

      (1) nn zζxyζxyx =+++ − )())(( 1

στο }  οδηγεί στο εξής συµπέρασµα: αν τα x 

και y δεν έχουν µη τετριµµένους κοινούς διαιρέτες, τότε το ίδιο συµβαίνει ανά δύο 

για τους παράγοντες 

|{][ 10 ŸŸ ∈+++= i
r

r aζaζaaζ

yζxyζxyx n 1,...,, −+++ . Από την (1) συµπέρανε ότι κάθε 

παράγοντας  είναι n-στή δύναµη στο ] . Συνεχίζοντας από εκεί έφθασε 

σε άτοπο. 

yζx i+ [ζŸ

 Όµως αµέσως ο Liouville επεσήµανε το λάθος: για να καταλήξει κάποιος στο 

συµπέρασµα ότι κάθε  είναι n-στη δύναµη µε τον τρόπο του Lamé, θα 

έπρεπε να ισχύει η µοναδικότητα της παραγοντοποίησης στο ] . Λίγο αργότερα 

ο Kummer έδειξε ότι αυτή δεν ισχύει γενικά: 

yζx i+

[ζŸ

23=n  είναι η πρώτη αρνητική 
περίπτωση. 
 Η προσπάθεια αποκατάστασης οδηγεί στη δηµιουργία του κλάδου της 
Μεταθετικής Άλγεβρας: ο Dedekind εισήγαγε την έννοια του ιδεώδους και 
απέδειξε ότι σε δακτύλιους όπως ο ]  ισχύει η µοναδικότητα 

παραγοντοποίησης ιδεωδών. Λίγο αργότερα ο E. Lasker θεώρησε το αντίστοιχο 
πρόβληµα για πολυωνυµικούς δακτυλίους. Εισήγαγε µια ασθενέστερη 

[ζŸ
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παραγοντοποίηση σε αυτούς (πρωταρχική ανάλυση) και απέδειξε τη µοναδικότητα 
(Κεφάλαιο 11). Γύρω στο 1920 η E. Noether ενοποίησε τα προηγούµενα 
αποτελέσµατα, τα γενίκευσε σηµαντικά και τα έθεσε σε αξιωµατική βάση 
αναγνωρίζοντας το θεµελιώδη ρόλο που παίζει η συνθήκη της αύξουσας αλυσίδας 
ιδεωδών που η ίδια εισήγαγε (Κεφάλαιο 4). Σηµειώνεται έτσι η απαρχή της 
σύγχρονης Μεταθετικής Άλγεβρας. 
 
ii) Αλγεβρική Γεωµετρία 
 Το θεµελιώδες θεώρηµα της Άλγεβρας περιγράφει µία σύνδεση µεταξύ της 
Άλγεβρας και της Γεωµετρίας: ένα πολυώνυµο πάνω από το  µιας µεταβλητής 
(αλγεβρικό αντικείµενο) προσδιορίζεται µονοσήµαντα (µε προσέγγιση 
αριθµητικού πολλαπλασίου) από το σύνολο των ριζών του µαζί µε τις 
πολλαπλότητες (γεωµετρικό αντικείµενο). Το Nullstellensatz επεκτείνει αυτή τη 
σύνδεση σε πολυώνυµα πολλών µεταβλητών. Για να γίνουµε πιο κατανοητοί 
χρειαζόµαστε πρώτα κάποιους ορισµούς. 

¬

 Έστω k ένα σώµα. Μια οµοπαραλληλική πολλαπλότητα )  είναι (για µας) 

το σύνολο κοινών ριζών στο  ενός συνόλου πολυωνύµων . 

Μπορούµε να αντικαταστήσουµε το  µε το ιδεώδες που αυτό παράγει χωρίς να 
αλλάξει η οµοπαραλληλική πολλαπλότητα. Κατά συνέπεια υποθέτουµε ότι το J 

είναι ιδεώδες. Αν  είναι µια οµοπαραλληλική πολλαπλότητα, µε  

συµβολίζουµε το ιδεώδες των πολυωνύµων ]

(JV
nk ],...,[ 1 nxxkJ ⊆

J

nkX ⊆ )(XI

,...,[ 1 nxxkf ∈  που µηδενίζονται στο 

Χ. 
 Έτσι έχουµε αντιστοιχίες: ιδεώδη του ]  (αλγεβρικά αντικείµενα)  

 οµοπαραλληλικές πολλαπλότητες του  (γεωµετρικά αντικείµενα). Τώρα αν 

το  είναι αλγεβρικά κλειστό, το Nullstellansatz (Hilbert, 1893) µας πληροφορεί 

ότι , όπου  για κάποιο . 

Κατά συνέπεια, οι αντιστοιχίες 

,...,[ 1 nxxk
V

I

nk

k

JJVI rad))(( = JfxxkfJ m
n ∈∈= |],...,[{rad 1 }1≥m

ριζικά ιδεώδη του ],...,[ 1 nxxk
V

J
 οµο/κές πολ/τες του  nk

είναι αντίστροφες και 1. (Ένα ιδεώδες J λέγεται ριζικό αν ). 

∆ηµιουργείται έτσι µια αµφίδροµη γέφυρα –διαφορετικού χαρακτήρα από το 

1− JJ =rad
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πρόγραµµα Erlangen– µε τη βοήθεια της οποίας η µελέτη γεωµετρικών ιδιοτήτων 
οµοπαραλληλικών πολλαπλοτήτων ανάγεται στη µελέτη Μεταθετικής Άλγεβρας 
(Κεφάλαιο 8). 
 
iii) Θεωρία Αναλλοιώτων 
 Το κεντρικό πρόβληµα της θεωρίας αναλλοιώτων µπορεί να περιγραφεί ως 
εξής. Έστω G µια οµάδα που δρα ως οµάδα αυτοµορφισµών στο δακτύλιο 

. Ποια στοιχεία του ]  παραµένουν αναλλοίωτα κάτω από 

τη δράση; Το σύνολο των αναλλοιώτων για κάθε }  είναι 

µια υποάλγεβρα της S. Αληθεύει ότι είναι πεπερασµένα παραγόµενη; (14

],...,[ 1 nxxkS = ,...,[ 1 nxxk

sgsSsS G =∈= |{  Gg∈
ο 

πρόβληµα του Hilbert). Αν ναι, ποιο είναι ένα συγκεκριµένο πεπερασµένο σύνολο 
γεννητόρων; (1ο θεµελιώδες πρόβληµα της θεωρίας αναλλοιώτων). 
 Ο Hilbert (1890 και 1893) σε δύο καταπληκτικές εργασίες απέδειξε ότι η 
απάντηση στο 14ο πρόβληµα είναι καταφατική για µια ευρεία κλάση περιπτώσεων. 
Το αποφασιστικό βήµα στις αποδείξεις του ήταν αυτό που σήµερα ονοµάζεται 
θεώρηµα βάσης του Hilbert: Κάθε ιδεώδες του δακτυλίου ]  (k σώµα) και 

του   είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Αργότερα η E. Noether 

αναγνώρισε ότι η κρίσιµη ιδιότητα των  και ] , απ’ όπου 

έπεται το θεώρηµα βάσης του Hilbert, είναι η συνθήκη αύξουσας ακολουθίας 
ιδεωδών. Έτσι φθάνουµε στη σύγχρονη διατύπωση του θεωρήµατος του Hilbert: R 
δακτύλιος της Noether  δακτύλιος της Noether (Κεφάλαιο 4, § 7.4). 

,...,[ 1 nxxk

],...,[ 1 nxxŸ

],...,[ 1 nxxk ,...,[ 1 nxxŸ

][xR⇒

 Ευχαριστώ θερµά την κα Π. Μπολιώτη για την επιµεληµένη 
δακτυλογράφηση. 

Μιχάλης Π. Μαλιάκας 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

Κεφάλαιο 0 

Μεταθετικοί ∆ακτύλιοι, Ιδεώδη 
 
 Το κεφάλαιο αυτό έχει προπαρασκευαστικό χαρακτήρα. Θα καθιερώσουµε 
συµβολισµούς και θα υπενθυµίσουµε ορισµούς και στοιχειώδεις προτάσεις για 
δακτύλιους και ιδεώδη που είναι γνωστά από το µάθηµα Βασική Άλγεβρα. Θα 
περιοριστούµε στα πλέον απαραίτητα για την ύλη που ακολουθεί. 
 
0.1 Συµβολισµοί 

 Με  και ...},1,0,1{...,−=Ÿ ...},1,0{=Õ  συµβολίζουµε το σύνολο των 

ακεραίων αριθµών και το σύνολο των µη αρνητικών ακεραίων αριθµών 

αντίστοιχα. Το σύνολο των ρητών αριθµών είναι 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≠∈= 0,,| nnm

n
m

Ÿ– , το 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών συµβολίζεται µε , ενώ το σύνολο των 

µιγαδικών αριθµών είναι 

—

{ }—¬ ∈+= babia ,| , όπου 1. Για σύνολα Α και Β, 

χρησιµοποιούµε το συµβολισµό  για να δηλώσουµε ότι το Α είναι 

υποσύνολο του Β, ενώ ο συµβολισµός 

2 −=i

BA⊆

BA
≠
⊂  σηµαίνει ότι το Α είναι γνήσιο 

υποσύνολο του Β, δηλαδή  και BA⊆ BA ≠ . Ο πληθικός αριθµός ενός 
πεπερασµένου συνόλου Α συµβολίζεται µε #A. Αν  είναι συνάρτηση, 

 και  γράφουµε 

BAf →:

AC ⊆ BD ⊆ }|)({)( CccfCf ∈=  και 

. })(|{)(1 DafAaDf ∈∈=−

 
0.2 ∆ακτύλιοι, Παραδείγµατα 

 ∆ακτύλιος είναι ένα µη κενό σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο εσωτερικές 
πράξεις, πρόσθεση  και πολλαπλασιασµός RRR →×: RRR →×⋅ :  τέτοιες ώστε: 
α) το R ως προς την πρόσθεση είναι αβελιανή οµάδα, β) ισχύουν 
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=⋅⋅ )( 321 rrr )( 21 rr ⋅  , 3r⋅ ,)( 3121321 rrrrrrr ⋅+⋅=+⋅  3231321 )( rrrrrrr ⋅+⋅=⋅+  για 

κάθε , και γ) υπάρχει στοιχείο Rrrr ∈321 ,, RR ∈1  έτσι ώστε RR rrr 11 ⋅==⋅  για 

κάθε Rr∈ . 
 Ένας δακτύλιος R καλείται µεταθετικός αν ισχύει 1221 rrrr ⋅=⋅  για κάθε 

 Rrr ∈21, .

 Εφεξής θα γράφουµε  στη θέση του 21rr 21 rr ⋅ . 

 Επειδή στις σηµειώσεις αυτές θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε µεταθετικούς 
δακτυλίους, όταν γράφουµε “δακτύλιο” θα εννοούµε µεταθετικό δακτύλιο. Έτσι για 
παράδειγµα η φράση “έστω R δακτύλιος” σηµαίνει έστω R µεταθετικός δακτύλιος. 
 Τα σύνολα , ,  και  µε τις συνήθεις πράξεις είναι δακτύλιοι. Το 

σύνολο των “ακεραίων του Gauss”  

Ÿ – — ¬

¬ŸŸ ⊆∈+= },|{][ babiai  είναι επίσης 

δακτύλιος µε τις συνήθεις πράξεις. Το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων modulo n 
, , είναι δακτύλιος µε πράξεις )( Õ∈n ]}1[],...,1[],0{[ −= nnŸ ][][][ baba +=+  και 

 όπως θυµόσαστε από το µάθηµα Βασική Άλγεβρα. ][]][[ abba =

 
0.2.1  Παράδειγµα (Τυπικές δυναµοσειρές) Έστω R ένας δακτύλιος. Θεωρούµε το 

σύνολο ÕR  των άπειρων ακολουθιών ,...),...,,()( 10 nii rrrr =∈Õ  όπου  για κάθε 

. Ορίζουµε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό 

Rri ∈

Õ∈i

ÕÕÕ ∈∈∈ +=+ iiijjii srsr )()()(  

ÕÕÕ ∈∈∈ = kkjjii tsr )()()( , 

όπου 

∑
=

−− =+++=
k

i
ikikkkk srsrsrsrt

0
0110 "  

για κάθε . Ως προς αυτές τις πράξεις το Õ∈k ÕR  είναι δακτύλιος µε 
 και , όπου  είναι το µηδενικό στοιχείο του R. 

Συνήθως συµβολίζουµε το στοιχείο 

,...)0,1(1 RRR
=Õ ,...)0,0(0 RRR

=Õ R0

,...),()( 10 rrr ii =∈Õ  µε 

,10
0

"++=∑
∞

=

xrrxr i
i

i
 

οπότε οι πράξεις λαµβάνουν τη γνωστή µορφή 
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⎠
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όπου . Με αυτόν το συµβολισµό γράφουµε 

, και τα στοιχεία του δακτυλίου  ονοµάζονται τυπικές 

δυναµοσειρές. Το σύνολο των τυπικών δυναµοσειρών , όπου όλα τα  

εκτός από ένα πεπερασµένο πλήθος είναι ίσα µε το  είναι το σύνολο ]  των 

πολυωνύµων µε συντελεστές από το R. 

0110 srsrsrt kkkk +++= − "
ÕRxR =]][[ ]][[xR

i
i

i
xr∑

∞

=0
ir

R0 [xR

 Ένα υποσύνολο S ενός δακτυλίου R ονοµάζεται υποδακτύλιος του R αν το S 
είναι δακτύλιος ως προς τις ίδες πράξεις και RS 11 = . Από το προηγούµενο 

παράδειγµα, ο ]  είναι υποδακτύλιος του  για κάθε δακτύλιο R. [xR ]][[xR

S

 
0.2.2  Πρόταση  Έστω S υποσύνολο του δακτυλίου R. Τότε ο S είναι υποδακτύλιος 
του R αν και µόνον αν 
 (i)  SR ∈1

(ii)  και SbaSba ∈−⇒∈, ab∈ . 
 
Απόδειξη. Άσκηση        □ 
 
Έστω R δακτύλιος. Η τοµή (οποιουδήποτε πλήθους) υποδακτυλίων του R είναι 
υποδακτύλιος του R, πράγµα που προκύπτει άµεσα από την προηγούµενη 
πρόταση. Αν τώρα Α είναι ένα µη κενό υποσύνολο του R, και S υποδακτύλιος του 
R, µε ]  συµβολίζουµε την τοµή όλων των υποδακτυλίων του R που περιέχουν 

το S και A. Αν το Α είναι πεπερασµένο, 

[AS

},...,{ 1 naaA = , ο δακτύλιος  

συµβολίζεται και µε . Με ]  συµβολίζουµε το δακτύλιο των 

πολυωνύµων στις µεταβλητές  επί του S. 

]

]

[AS

,...,[ 1 naaS ,...,[ 1 nxxS

nxx ,...,1
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0.2.2  Πρόταση  Έστω ένας R δακτύλιος και S ένας υποδακτύλιος του S. Έστω 
. Τότε Raa n ⊆},...,{ 1

]},...,[),...,(|),...,({],...,[ 1111 nnnn xxSxxfRaafaaS ∈∈= . 

 
Απόδειξη.  Από την Πρόταση 0.2.2, το σύνολο ∈∈ ),...,(|),...,({ 11 nn xxfRaaf  

 είναι υποδακτύλιος του R. Επιπλέον περιέχει το σύνολο . 

Άρα από τον ορισµό έχουµε 

]},...,[ 1 nxxS },...,{ 1 naa

∈∈⊆ ),...,(|),...,({],...,[ 111 nnn xxfRaafaaS  

. Για την άλλη σχέση εγκλεισµού παρατηρούµε ότι ο 

 περιέχεται σε κάθε υποδακτύλιο του R 

που περιέχει το S και το } . Άρα ισχύει η ισότητα.   □ 

]},...,[ 1 nxxR

]},...,[),...,(|),...,({ 111 nnn xxSxxfRaaf ∈∈

,...,{ 1 naa

 
 Η προηγούµενη πρόταση εξηγεί το συµβολισµό ]  για τους ακέραιους του 

Gauss. 

[iŸ

 
0.3 Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων, Ιδεώδη 

 Έστω R και S δυο δακτύλιοι και  µια απεικόνιση. Η φ καλείται 

οµοµορφισµός δακτυλίων αν 

SRφ →:

  (i) )()()( 212 rφrφrrφ i +=+  για κάθε   Rrr ∈21,  

 (ii)   για κάθε   )()()( 2121 rφrφrrφ += Rrr ∈21, , και 

(iii) . SRφ 1)1( =

 Ένας οµοµορφισµός δακτυλίων  καλείται επιµορφισµός ή 

µονοµορφισµός αν η φ ως απεικόνιση είναι αντίστοιχα επί ή 1

SRφ →:

1− . Ισοµορφισµός 
είναι οµοµορφισµός που είναι ταυτόχρονα επιµορφισµός και µονοµορφισµός. Αν 

 είναι ένας ισοµορφισµός θα λέµε ότι οι δακτύλιοι SRφ →: R  και  είναι 

ισόµορφοι και θα συµβολίζουµε αυτό µε 

S
SR ≅ . Για παράδειγµα, η απεικόνιση 

 ] , είναι επιµορφισµός. nφ ŸŸ →: , [)( mmφ =

 Έστω  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Το σύνολο 

 ονοµάζεται πυρήνας του φ. Η εικόνα του φ είναι 

SRφ →:

}0)(|{ker SrφRrφ =∈=

)(|{Im rφsSsφ =∈=  για κάποιο }Rr∈ . Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 0.2.2 
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εύκολα αποδεικνύεται ότι το  είναι υποδακτύλιος του S (άσκηση). Επιπλέον 

έχουµε: 

φIm

 
0.3.1  Πρόταση  Έστω S  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε Rφ →:

  (i) ο φ είναι µονοµορφισµός }0{ker =⇔ φ . 

 (ii) o φ είναι επιµορφισµός Sφ =⇔ Im . 

 
Απόδειξη. (i) Έστω φ µονοµορφισµός. Αν φr ker∈  τότε 0  και άρα 

. Όµως ο φ είναι µονοµορφισµός σηµαίνει 

)( =rφ

)0()( Rφrφ = Rr 0= . Αντίστροφα έστω 

. Αν  µε }0{ker Rφ = )()( 21 rφrφ = Rrr ∈21, , τότε Srrφ 0)( 21 =−  και άρα 

. Συνεπώς . φrr ker21 ∈− 21 rr =

(ii) Προφανές από τους ορισµούς.      □ 
 
 Έστω R ένας δακτύλιος και Ι ένα µη κενό υποσύνολο του R. Το Ι καλείται 
ιδεώδες του R αν i)  για κάθε Iba ∈+ Iba ∈,  και ii) Ira∈  για κάθε Rr∈  και 

. Για παράδειγµα, αν  είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, τότε ο 

πυρήνας  είναι ιδεώδες του R (άσκηση). Ένα ιδεώδες Ι του R λέγεται γνήσιο 

αν 

Ia∈ SRφ →:

φker

RI ≠ . 
 Ένα ιδεώδες του δακτυλίου R λέγεται κύριο αν έχει τη µορφή  

για κάποιο . Στην περίπτωση αυτή θα γράφουµε )

}|{ RrraI ∈=

Ia∈ (aI =  και θα λέµε ότι το Ι 

παράγεται από το a. 
 Έστω Α ένα υποσύνολο του δακτυλίου R. Το ιδεώδες που παράγεται από το Α 
είναι το ιδεώδες 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈∈=∈∑
=

miAaRrmRar iiii

m

i
,...,2,1κάθεγια,,...,2,1|

1
 

και το συµβολίζουµε ) . Αν το Α είναι πεπερασµένο  

χρησιµοποιούµε και το συµβολισµό )  στη θέση του . 

(A },...,{ 1 naaA =

,...,( 1 naa )(A

 Έστω Ι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Το σύνολο των πλευρικών κλάσεων 
}|{/ RrIrIR ∈+=  έχει τη δοµή δακτυλίου µε τις πράξεις =+++ )()( 21 IrIr  

, Irr ++ )( 21 IrrIrIr +=++ 2121 ))(( . Πράγµατι, το µόνο πράγµα που δεν είναι 

τελείως προφανές είναι ότι οι προηγούµενες πράξεις είναι καλά ορισµένες: έστω 
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IrIr +′=+ 11  και . Τότε έχουµε IrIr +′=+ 22 Irr ∈′− 11  και Irr ∈′− 22 . Για την 

πρόσθεση παρατηρούµε ότι Irrrrrrrr ∈′−+′−=′+′−+ )()()()( 22112121  και άρα 

. Για τον πολλαπλασιασµό παρατηρούµε ότι  IrrIrr +′+′=++ )()( 2121 =′′− 2121 rrrr

Irrrrrr ∈′′−+′− 211221 )()(  και άρα IrrIrr +′′=+ 2121 . Ο  καλείται δακτύλιος 

πηλίκο. 

IR /

 Είδαµε ότι σε κάθε µονορφισµό δακτυλίων  αντιστοιχεί ο πυρήνας 

 που είναι ιδεώδες του R. Αντίστροφα, έστω Ι ιδεώδες του R. Τότε ο 

οµοµορφισµός δακτυλίων , 

SRφ →:

φker

IRRφ /: → Irrf +=)(  (που καλείται φυσικός 

επιµορφισµός) έχει πυρήνα Iφ =ker . Έτσι υπάρχει στενή σχέση µεταξύ των 

εννοιών οµοµορφισµός, ιδεώδες και δακτύλιος πηλίκο. Μία άλλη σχέση δίνεται 
από το παρακάτω αποτέλεσµα. 
 
0.3.2  Θεώρηµα (Το 1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων)  Έστω  

ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε υπάρχει ισοµορφισµός δακτυλίων 

SRφ →:

)()ker(,Imker/: rφφrφφφRφ =+→ . 

 
Απόδειξη.  Η φ  είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι, αν φrφr kerker +′=+ , τότε 

 και άρα φrr ker∈′− 0)( =′− rrφ . ∆ηλαδή )()( rφrφ ′=  και κατά συνέπεια 

)ker()ker( φrφφrφ +′=+ . Το ότι ο φ  είναι οµοµορφισµός δακτυλίων 

βεβαιώνεται µε έναν υπολογισµό ρουτίνας που παραλείπεται. Προφανώς ο φ  είναι 

επί. Μένει να δείξουµε ότι είναι µονοµορφισµός. Από την Πρόταση 0.3.1 (i) αρκεί 
να δείξουµε ότι }0{ker ker/ φRφ = . Πράγµατι, παρατηρούµε ότι  

φrrφφrφ SS ker0)(0)ker( ∈⇒=⇒=+  φRφφr ker/0kerker ==+⇒ .  

     □ 
 
 Η επόµενη πρόταση περιγράφει τα ιδεώδη του δακτυλίου πηλίκου και θα 
χρησιµοποιηθεί συχνά στα παρακάτω. 

IR /

 
0.3.3  Πρόταση  Έστω Ι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Κάθε ιδεώδες του I  έχει 
τη µορφή I  όπου J είναι ιδεώδες του R που περιέχει το Ι. 

R /
J /
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Απόδειξη.  Σηµειώνουµε πρώτα µία γενική παρατήρηση: αν  είναι ένας 

οµοµορφισµός δακτυλίων και Κ ένα ιδεώδες του S, τότε η αντίστροφη εικόνα 

 }  είναι ένα ιδεώδες του R. Πράγµατι, 

, 

SRφ →:

=− )(1 Kφ )(|{ KrφRr ∈∈

)()(, 1
1

21 rφKφrr ⇒∈ − KrrKrφrφrrφKrφ ∈+⇒∈+=+⇒∈ 2121212 )()()()( , 

και ,  . Εφαρµόζουµε 

τώρα την προηγούµενη παρατήρηση στον φυσικό επιµορφισµό . 

Έστω Κ ένα ιδεώδες του . Το )  είναι ιδεώδες του R, που προφανώς 

περιέχει το Ι, για το οποίο ισχύει .    □ 

Ra∈ )(1 Iφr −∈ )

)

()()()( 1 KφarKrφaφarφ −∈⇒∈=⇒

IRRf /: →

IR / (1 Kf −

KIKf =− /)(1

 
0.4 Κατασκευή Νέων Ιδεωδών από Παλαιά 

 Από τον ορισµό του ιδεώδους προκύπτει άµεσα ότι η τοµή µιας µη κενής 
οικογένειας ενός δακτυλίου είναι και πάλι ιδεώδες. 
 Όµως δεν συµβαίνει το ίδιο για την ένωση. Για παράδειγµα η ένωση  

των κύριων ιδεωδών (2) και (3) του  δεν είναι ιδεώδες (γιατί;). Ένα 
υποκατάστατο της ένωσης ιδεωδών είναι η πράξη του αθροίσµατος ιδεωδών: έστω 

 µια οικογένεια ιδεωδών του δακτυλίου R. Το άθροισµα των  είναι το 

ιδεώδες του R που παράγεται από το σύνολο , δηλαδή είναι το ιδεώδες 

3()2( ∪

Ÿ

ΛλλI ∈)( λI

λ
Λλ

I∪
∈

⎩
⎨
⎧

=∈∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

∈

0και,,| λλλλλλ
λ

λ
Λλ

rIcRrcrI∪  

⎭
⎬
⎫
λπλήθοςοπεπερασµένένααπόεκτός . 

Το συµβολίζουµε µε . Στην ειδική περίπτωση που το Λ είναι πεπερασµένο 

σύνολο,  χρησιµοποιούµε συνήθως το συµβολισµό  ή και 

 και παρατηρούµε ότι ισχύει 

λ
Λλ

I∑
∈

},...,2,1{ nΛ = i

n

i
I∑

=1

nII ++"1

{ }niIcccI iin

n

i
i ,...,1για|1

1
=∈++=∑

=

" . 
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0.4.1  Παράδειγµα  Έστω ∈nm, Õ . Τότε στο  ισχύει Ÿ )()()( dnm =+ , όπου d 

είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των m και n. 
 
Απόδειξη.  Εφόσον το m είναι πολλαπλάσιο του d, έχουµε . Όµοια 

. Άρα από τον ορισµό )

)()( dm ⊆

dn ⊆)( ()()( dnm ⊆+ . Για την άλλη σχέση εγκλεισµού, 

γράφουµε το d ως γραµµικό συνδυασµό των m και n (το d είναι ο µέγιστος κοινός 
διαιρέτης των m και n). Έχουµε nymxd += , όπου ∈yx, Ÿ . Άρα από τον ορισµό 

, και κατά συνέπεια ))()( nmd +∈ ()()( nmd +⊆ .    □ 

 
Μια άλλη χρήσιµη πράξη ιδεωδών είναι το γινόµενο. Έστω Ι και J ιδεώδη του R. 
Με IJ συµβολίζουµε το ιδεώδες που παράγεται από το σύνολο 

. Αυτό ονοµάζεται γινόµενο των I και J. Η 

προσεταιριστικότητα του γινοµένου στο R µας επιτρέπει να ορίσουµε κατά τον 
προφανή τρόπο το γινόµενο πεπερασµένου πλήθους ιδεωδών: Έστω  

ιδεώδη του R. Τότε ορίζουµε το ιδεώδες  ως το ιδεώδες του R 

που παράγεται από το σύνολο 

},|{ JbIaRab ∈∈∈

nII ,...,1

ni

n

i
IIII "21

1
=∏

=

iin Iaaaa ∈|{ 21 "  για },...,2,1 ni = . Παρατηρούµε 

ότι ∏ . 
= =

⊆
n

i
i

n

i
i II

1 1
∩

 Μετά την τοµή, το άθροισµα και το γινόµενο ολοκληρώνουµε την 
“αριθµητική” των ιδεωδών ορίζοντας το ιδεώδες πηλίκο: Έστω Ι και J ιδεώδη του 
R. Θέτουµε }. Αυτό είναι ένα ιδεώδες του R για το οποίο 

ισχύει ) . Ονοµάζεται ιδεώδες πηλίκο. Στην ειδική περίπτωση , το 

ιδεώδες πηλίκο 

|{):( IrJRrJI ⊆∈=

:( JII ⊆ )0(=I

0|{}0|{):0( =∈==∈= raRrrJRrJ  για κάθε  

ονοµάζεται µηδενιστής του J και συµβολίζεται µε . 

}Ja∈

0

JAnn

 
0.5 Ακέραιες Περιοχές και Σώµατα 

 Ένας δακτύλιος R (µεταθετικός όπως πάντα!) ονοµάζεται ακέραια περιοχή ή 
απλώς περιοχή αν  και η σχέση RR 10 ≠ =ab  µε Ra∈  και Rb∈  ισχύει µόνο αν 
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0=a  ή 0 . Για παράδειγµα οι δακτύλιοι , ,  είναι περιοχές, ενώ ο 

 δεν είναι. 

=b Ÿ ][xŸ 3Ÿ

4Ÿ

 
0.5.1  Πρόταση  Ο δακτύλιος  είναι περιοχή αν και µόνον αν ο n είναι πρώτος. nŸ

 
Απόδειξη. Έστω n πρώτος. Αν ]0[][][ =ba  στο , τότε το n διαιρεί το γινόµενο 

. Εφόσον ο n είναι πρώτος, θα διαιρεί έναν τουλάχιστον από τους a και b. Άρα 
 ή 0 , και συνεπώς ο  είναι περιοχή. 

nŸ

ab
][a ][ =b nŸ

 Αντίστροφα, έστω ότι ο  είναι περιοχή. Τότε αν nŸ abn =   µε 

και , έχουµε 

)

]

,( Nba ∈

na <<1  nb <<1 [][]0[ ba=  όπου 0][ ≠a  και 0][ ≠b . Αυτό είναι 

άτοπο.          □ 
 
Ένας δακτύλιος R λέγεται σώµα αν RR 10 ≠  και κάθε }0{−∈ Ra  είναι 

αντιστρέψιµο. Προφανώς κάθε σώµα είναι περιοχή. 
 
0.5.2  Πρόταση  Κάθε πεπερασµένη περιοχή είναι σώµα. 
 
Απόδειξη. Έστω R πεπερασµένη περιοχή και Ra∈  µε 0≠a . Θα δείξουµε ότι το 
a είναι αντιστρέψιµο. Έστω },...,,{ 21 naaaR = . Θεωρούµε τα στοιχεία 

. Αυτά είναι διακεκριµένα µεταξύ τουςnaaaaaa ,...,, 21
. πράγµατι αν  

τότε  και αφού 0

ji aaaa =

0)( =− ji aaa ≠a  και R είναι περιοχή, έχουµε . Το 

πλήθος τους είναι n και άρα κάποιο απ’ αυτά θα είναι το στοιχείο , δηλαδή 

 για κάποιο i. Άρα το a είναι αντιστρέψιµο.    □ 

ji aa =

R1

Riaa 1=

 
0.5.3  Πόρισµα  Ο δακτύλιος  είναι σώµα αν και µόνον αν ο n είναι πρώτος. nŸ

 
Απόδειξη. Άµεση από τις Προτάσεις 0.5.1 και 0.5.2.    □ 
 
0.5.4  Ορισµός  Έστω k σώµα. Μια k-άλγεβρα R είναι ένας δακτύλιος R 
εφοδιασµένος µε µια απεικόνιση RraraRk ∈⋅∋× 6),(  που ικανοποιεί τις 

συνθήκες: Το R είναι k-διασµατικός χώρος και 
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)()()( 212121 rarrrarra ⋅=⋅=⋅    για κάθε   Rrrka ∈∈ 21,, . 

 Για παράδειγµα, ο δακτύλιος ]  είναι µια  άλγεβρα. [xk k

 
0.5.5  Ορισµός  Έστω R και S δύο k-άλγεβρες. Μια απεικόνιση  

ονοµάζεται οµοµορφισµός (αντίστοιχα, µονοµορφισµός, επιµορφισµός, 
ισοµορφισµός) αλγεβρών αν είναι οµοµορφισµός (αντίστοιχα, µονοµορφισµός, 
επιµορφισµός, ισοµορφισµός) δακτυλίων και επιπλέον ισχύει 

SRφ →:

)()( rφaarφ =  

για κάθε k  και a∈ Rr ∈ . 

 Για παράδειγµα, έστω . Η απεικόνιση (“εκτίµηση στο a”) ka∈
kafxfxk ∈∋ )()(][ 6  

είναι ένας επιµορφισµός k-αλγεβρών. 
 
0.6 Πρώτα και Μέγιστα Ιδεώδη 

 Θυµίζουµε εδώ τα πλέον βασικά περί πρώτων και µέγιστων ιδεωδών. 
 
0.6.1  Ορισµός  Ένα ιδεώδες Ρ του R καλείται πρώτο αν 
  (i) RP ≠ , και 
 (ii) αν  µε P  τότε R Pba ∈, ab∈ a∈  ή Pb∈ . 
 
0.6.2  Πρόταση  Έστω Ι ιδεώδες του R. Τότε το Ι είναι πρώτο αν και µόνο αν ο 
δακτύλιος πηλίκο I  είναι περιοχή. R /
 
Απόδειξη. Έστω Ι πρώτο. Τότε RI ≠  και 0/ ≠IR . Έστω  µε την 

ιδιότητα . Τότε 

Rba ∈,

IRIbIa /0))(( =++ IIab =+  και άρα Iab∈ . Συνεπώς  ή 

 δηλαδή  ή 

Ia∈

Ib∈ IRIa /0=+ IRIb /0=+ . 

 Αντίστροφα, έστω  ακέραια περιοχή. Τότε 0IR / / ≠IR  και άρα RI ≠ . 
Έστω ε . Τότε Rba ∈,  µ Iab∈ ⇒=++⇒=+ IRIR IbIaIab // 0))((0  

IRIa /0=+  ή IaIb IR ∈⇒=+ /0  ή Ib∈ .     □ 

 
0.6.3  Ορισµός  Ένα ιδεώδες Μ του R ονοµάζεται µέγιστο αν 
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  (i) RM ≠ , και 
 (ii) δεν υπάρχει ιδεώδες Ι του R µε την ιδιότητα RIM

≠
⊂

≠
⊂ . 

 
0.6.4  Πρόταση  Έστω Ι ένα ιδεώδες του R. Τότε το Ι είναι µέγιστο αν και µόνο αν ο 
δακτύλιος πηλίκο I  είναι σώµα. R /
 
Απόδειξη. Έστω ότι το Ι είναι µέγιστο. Τότε RI ≠  και 0 . Έστω 

 µε . Θα δείξουµε ότι το 
/ ≠IR

IRIa /∈+ IRIa /0≠+ Ia +  είναι αντιστρέψιµο. 

Εφόσον IRIa /0≠+  ισχύει Ia∉ . Το ιδεώδες Ia +)(  περιέχει γνήσια το Ι. Αφού 

το Ι είναι µέγιστο έχουµε RIa =+)( . Άρα για κάποια Rr ∈  και  ισχύει 

. Συνεπώς 

Ib∈

1=+ bra IIbIraIar +=+−=+=++ 1)1())(1(  και το Ir +  είναι 

αντιστρέψιµο. 
 Αντίστροφα, έστω ότι ο  είναι σώµα. Τότε 0IR / / ≠IR  και άρα RI ≠ . 
Έστω J ιδεώδες µε . Θα δείξουµε ότι RJI

≠
⊂

≠
⊂ RJ = , οπότε το Ι είναι µέγιστο. 

Υπάρχει , . Άρα Ja∈ Ia∉ IRIa /0≠+  και, αφού το  είναι σώµα, IR /

IIbIa +=++ 1))((  για κάποιο Rb∈ . Άρα 

Iab ∈−1 . 
Εφόσον  και  συµπεραίνουµε ότι JI ⊆ Ja∈ J∈1 , δηλαδή RJ = .  □ 
 
0.6.5  Πόρισµα  Κάθε µέγιστο ιδεώδες είναι πρώτο. 
 
Απόδειξη.  Άµεση από τις Προτάσεις 0.6.4 και 0.6.2.    □ 
 
 Για παράδειγµα, το ιδεώδες )  του  είναι πρώτο, γιατί  

που είναι περιοχή, και όχι µέγιστο αφού ο  δεν είναι σώµα. Το ιδεώδες  

του  είναι µέγιστο, αφού 

(x Ÿ ][x Ÿ ≅)/(][ xx Ÿ

Ÿ ),2( x

Ÿ ][x Ÿ ≅),2/(][ xx 2Ÿ  (γιατί;) που είναι σώµα. Στο 

επόµενο κεφάλαιο θα περιγράψουµε όλα τα πρώτα (και µέγιστα) ιδεώδη του  

(Πρόταση 1.4.1). 

Ÿ ][x

 
0.7 Σώµα Πηλίκων Ακέραιας Περιοχής 
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 Θυµίζουµε εδώ την κατασκευή του σώµατος πηλίκων µιας ακέραιες περιοχής 
R. Ειδικότερα θα δούµε πως ο R εµφυτεύεται ως υποδακτύλιος σ’ ένα σώµα σε 
αναλογία µε την εµφύτευση του  στο . Ÿ –

 
0.7.1  Πρόταση  Έστω R µια περιοχή. Τότε υπάρχει σώµα k και µονοµορφισµός 

δακτυλίων k  έτσι ώστε κάθε στοιχείο του k γράφεται στη µορφή  

για κάποια 

Rφ →: 1)()( −sφrφ

Rsr ∈, ,  0≠s .
 
Απόδειξη.  Θέτουµε } . Στο σύνολο 0{−= RS SR×  ορίζουµε µια σχέση 

ισοδυναµίας 
bcaddcba =⇔),(~),( . 

Η κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το στοιχείο )  συµβολίζεται ,( ba
b
a . Το σύνολο 

των κλάσεων ισοδυναµίας, έστω k, είναι σώµα µε πράξεις 

bd
ac

d
c

B
a

bd
bcad

d
c

b
a

=
+

=+ ,  

(Η επαλήθευση του καλώς ορισµένου των πράξεων και των αξιωµάτων είναι θέµα 

ρουτίνας και παραλείπεται). Το µηδέν του σώµατος αυτού είναι το 
1
0  και το 

µοναδιαίο στοιχείο είναι το 
1
1 . Τέλος η συνάρτηση  kRφ →: ,

1
)( aaφ =  για κάθε 

, είναι µονοµορφισµός δακτυλίων και το τυχαίο Ra∈ k
b
a
∈  γράφεται .

           □ 

1)()( −bφaφ

 
 Το σώµα που κατασκευάσαµε πιο πάνω ονοµάζεται σώµα πηλίκων του R. Για 
παράδειγµα, το σώµα πηλίκων του  είναι το  και το σώµα πηλίκων του  

(k σώµα) είναι το σώµα των ρητών συναρτήσεων 

Ÿ – ][xk

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠∈= 0)(],[)(),(|
)(
)()( xgxkxgxf

xg
xfxk . 

 
0.8 Επεκτάσεις Σωµάτων 
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 Αν  είναι σώµατα (ως προς τις ίδιες πράξεις) θα λέµε ότι το Ε είναι 

επέκταση του F. Συµβολικά γράφουµε . Ο βαθµός της επέκτασης  είναι 
η διάσταση του Ε ως F-διανυσµατικός χώρος. Συµβολικά 

FE ⊇

FE / FE /
EFE Fdim]:[ = . Μια 

επέκταση σωµάτων  λέγεται πεπερασµένη αν FE / ∞<]:[ FE . Ένα στοιχείο 

 λέγεται αλγεβρικό επί του F αν είναι ρίζα κάποιου µη µηδενικού 

πολυωνύµου ] . Για παράδειγµα το 

Ea∈

[)( xFxf ∈ ∈2 —  είναι αλγεβρικό επί του 

, γιατί είναι ρίζα του . Μια επέκταση  λέγεται αλγεβρική αν 

κάθε  είναι αλγεβρικό επί του F. 

– ∈− 22x – ][x FE /

Ea∈
 
0.8.1  Πρόταση  Κάθε πεπερασµένη επέκταση σωµάτων είναι αλγεβρική. 
 
Απόδειξη. Έστω  επέκταση µε FE / ∞<= nFE ]:[ . Έστω Ea∈ . Τα στοιχεία 

naaaa ,...,,,1 210=  

είναι γραµµικώς εξαρτηµένα επί του F  γιατί το πλήθος τους είναι . Άρα 
υπάρχουν  (όχι όλα µηδέν) µε την ιδιότητα 

nn >+1
Fλλλ n ∈,...,, 10

010 =+++ n
naλaλλ " . 

Αν θέσουµε 

][)( 10 xFxλxλλxf n
n ∈+++= "  

τότε 0  και το  είναι ρίζα του ) .     □ )( ≠xf a (xf

 
 Ένα σώµα F  λέγεται αλγεβρικά κλειστό αν κάθε µη σταθερό πολυώνυµο 

 έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο F. Συνεπώς ένα σώµα F είναι 

αλγεβρικά κλειστό αν κάθε µη σταθερό πολυώνυµο 

][)( xFxf ∈

][)( xFxf ∈  γράφεται ως 

γινόµενο πρωτοβάθµιων παραγόντων στο . ][xF

 Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη ότι για κάθε σώµα F  υπάρχει επέκταση FF /  

όπου το F  είναι αλγεβρικά κλειστό σώµα. Το F  είναι µοναδικό (µε προσέγγιση 
ισοµορφισµού) και ονοµάζεται αλγεβρική θήκη του F . Για παράδειγµα η 
αλγεβρική θήκη του  είναι το , πράγµα που έπεται από το Θεµελιώδες 
Θεώρηµα της Άλγεβρας, που παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. 

— ¬

 
0.8.2  Θεµελιώδες Θεώρηµα της Άλγεβρας  Το σώµα  είναι αλγεβρικά κλειστό. ¬
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0.8.3  Θεώρηµα  Αν οι επεκτάσεις σωµάτων   και E είναι πεπερασµένες, 
τότε η επέκταση F  είναι πεπερασµένη και 

FE / K /
K /

]:[]:[]:[ FEEKFK = . 

Απόδειξη.  Έστω και nFE =]:[  mEK =]:[ . Έστω 

naa ,...,1  

µια βάση του Ε ως F-διανυσµατικός χώρος και 

mbb ,...,1  

µια βάση του Κ ως Ε-διανυσµατικός χώρος. Θα δείξουµε ότι το σύνολο 
},...,1,,...,1|{ mjniKbaX ji ==∈=  

αποτελεί µία βάση του Κ ως F-διανυσµατικός χώρος. 
 Έστω . Τότε το  είναι Ε-γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων 

. Επειδή κάθε στοιχείο του Ε είναι F-γραµµικός συνδυασµός των 

στοιχείων  συµπεραίνουµε ότι το  είναι F-γραµµικός συνδυασµός των 

στοιχείων . Άρα το Χ παράγει το Κ επί του F. 

Kc∈ c

mbb ,...,1

naa ,...,1 c

jiba

 Έστω 

)(0
,

Fλbaλ ijjiij
ji

∈=∑ . 

Γράφοντας 

0
,

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑ jiij

ij
jiij

ji
baλbaλ  

συµπεραίνουµε ότι 

0=∑ iij
i

aλ  

γιατί τα  αποτελούν βάση. Η τελευταία σχέση δίνει 0jb =ijλ , γιατί τα  

αποτελούν βάση. Συνεπώς το Χ είναι γραµµικά ανεξάρτητο επί του F.  □ 

ia

 
0.9 Θεµελιώδες Θεώρηµα Συµµετρικών Πολυωνύµων 

 Ένα πολυώνυµο ],...,[),...,( 11 nn xxRxxf ∈  ονοµάζεται συµµετρικό αν για 

κάθε µετάθεση σ των στοιχείων  ισχύει n,...,2,1

),...,(),...,( 1)()1( nnσσ xxfxxf = . 
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 Για παράδειγµα, τα ακόλουθα πολυώνυµα είναι συµµετρικά 
  nxxxe +++= "211  

nnn xxxxxxe 11212 −++++= ""  
           "

  . nn xxxe "21=

Τα  ονοµάζονται στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα. Παρατηρούµε ότι αυτά 

εµφανίζονται ως συντελεστές (µε προσέγγιση προσήµου) του πολυωνύµου 
 αφού 

ie

][],...,[)())(( 121 xxxRxxxxxx nn ∈−−− "

n
nnnn

n exexexxxxx )1()()( 2
2

1
11 −+−+−=−− −− "" . 

 
0.9.1  Θεµελιώδες Θεώρηµα Συµµετρικών Πολυωνύµων  Κάθε συµµετρικό 
πολυώνυµο είναι πολυώνυµο στα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα. 

 ∆ηλαδή αν )  είναι ένα συµµετρικό πολυώνυµο, τότε ισχύει 

 για κάποιο 

,...,( 1 nxxf

),...,(),...,( 11 nn eegxxf = ],...,[),...,( 11 nn xxRxxg ∈ . Για παράδειγµα 

. 2
2
1

22
1 2eexx n −=++"

Απόδειξη.  Θα δώσουµε µια στοιχειώδη απόδειξη που είναι µάλιστα 
κατασκευαστική. 

 Ορίζουµε µια ολική διάταξη στα µονώνυµα  na
n

a xx "1
1

nn b
n

ba
n

a xxxx "" 11
11 >  

αν η πρώτη µη µηδενική διαφορά ii ba −  είναι θετική. (Η διάταξη αυτή συνήθως 

καλείται λεξικογραφική). Για παράδειγµα . 21
2
212

2
1 xxxxxx >>

       Έστω )  ένα συµµετρικό πολυώνυµο και ,...,( 1 nxxf

na
n

a xx "1
1  

το µέγιστο µονώνυµο του )  ως προς τη λεξικογραφική διάταξη. Επειδή 

το )  είναι συµµετρικό θα περιέχει κάθε µονώνυµο που λαµβάνεται από 

το  µε κάποια µετάθεση των . Συνεπώς ισχύει 

,...,( 1 nxxf

,...,( 1 nxxf

na
n

a xx "1
1 naa ,...,1

naaa ≥≥≥ "21 . 

 Θεωρούµε τώρα το µέγιστο µονώνυµο που περιέχεται στο πολυώνυµο 
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na
n

a ee "1
1 . 

Το µονώνυµο αυτό είναι το 
nnn a

n
aaaa xxx """ ++++ 21

21 . 

 Συνεπώς το µέγιστο µονώνυµο που περιέχει το πολυώνυµο 
na

n
aaaa eee "3221

21
−−  

είναι το 
na

n
aa xxx "21
21 . 

Έστω  ο συντελεστής του  στο ) . Τότε το µέγιστο 

µονώνυµο του πολυωνύµου 

c na
n

a xx "1
1 ,...,( 1 nxxf

na
n

aaaa
n eecexxff "3221

2111 ),...,( −−−=  

είναι µικρότερο από το . Έχουµε na
n

a xx "1
1 ),...,(degdeg 11 nxxff ≤  γιατί 

. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία στο , κοκ. 

Όµως το πλήθος των µονωνύµων που είναι µικρότερα του  και έχουν 

βαθµό )  είναι βέβαια πεπερασµένο. Έτσι, µετά ένα πεπερασµένο 

πλήθος βήµατα, έχουµε 0 , δηλαδή το )  γράφεται ως πολυώνυµο 

στα .        □ 

n
a
n

aaaa aaeee n ++=−− "" 121
3221deg 1f

na
n

a xx "1
1

,...,(deg 1 nxxf≤

=kf ,...,( 1 nxxf

nee ,...,1

 
 Για παράδειγµα, έστω 3  και =n

2
323

2
2

2
31

2
213

2
12

2
1321 ),,( xxxxxxxxxxxxxxxf +++++= . 

Τότε 
0,1,2 321 === aaa , 

και 

213211 ),,( eexxxff −= , 

σύµφωνα µε την απόδειξη. Όµως µε πράξεις διαπιστώνουµε ότι  

. Άρα 

),,( 321 xxxf

32121 3 xxxee −=−

  321321 3),,( eeexxxf −= .    □ 

 
Ασκήσεις 
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1*. Ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή αν και µόνο αν ο δακτύλιος ]  είναι 

ακέραια περιοχή. 

[xR

2. Το στοιχείο  είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν το στοιχείο 

 είναι αντιστρέψιµο. 

]][[
0

xRxr i
i

i
∈∑

∞

=

Rr ∈0

3. ∆ώστε ένα παράδειγµα ενός υποδακτυλίου του ]  που δεν είναι ιδεώδες 

του . 

[x–

– ][x

4. Αποδείξτε ότι το ιδεώδες )  του  δεν είναι κύριο. ,2( x Ÿ ][x

5. Για τα κύρια ιδεώδη , )(mI = )(nI =  του  ποια είναι τα ιδεώδη , 

,  και ; Η απάντηση να δοθεί συναρτήσει της 

παραγοντοποίησης των m και n σε γινόµενα πρώτων αριθµών. 

Ÿ JΙ ∩

JI + IJ ):( JI

6*. Έστω I, J, K ιδεώδη του R, και έστω  µια οικογένεια ιδεωδών του R. 

Αποδείξτε τις παρακάτω σχέσεις. 
ΛλλI ∈)(

 (i)   ( ) ( )JKIJKIKJI :):():(:):( ==  

 (ii)    ):(: KIKI λ
Λλ

λ
Λλ

∩∩
∈∈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 (iii)    ):(: λ
Λλ

λ
Λλ

IJIJ ∩
∈∈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑

7. Στον δακτύλιο  θεωρούµε τα ιδεώδη – ],,,[ 4321 xxxx ),( 21 xxI =  και 

. Αποδείξτε ότι ),( 43 xxJ = },|{ JgIffgIJ ∈∈≠ . 

8. Έστω I, J, K ιδεώδη του δακτυλίου R. 
  (i)   Ισχύει ότι ; JIIJ ∩=

 (ii)   Αποδείξτε ότι KIJIKJI ∩+∩⊇+∩ )( ; 

 (iii) Αν RJI =+  αποδείξετε ότι JIIJ ∩= . 

9. Είναι ισόµορφοι οι δακτύλιοι  και Ÿ ][i Ÿ ∈+= baba ,|2{]2[ }Ÿ ; 

10. Έστω  οµοµορφισµός δακτυλίων όπου το S είναι περιοχή. 

Αποδείξτε ότι το ιδεώδες  είναι πρώτο. 

SRφ →:

φker

11. Κάθε  περιοχή µε πεπερασµένο πλήθος ιδεωδών είναι σώµα. 
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12. Έστω R ένας πεπερασµένος δακτύλιος. Τότε κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι 
µέγιστο. 

13. Ο δακτύλιος  έχει άπειρο πλήθος µέγιστων ιδεωδών. Ÿ ][x

14*.  Σωστό (απαιτείται απόδειξη) ή Λάθος (αρκεί ένα αντιπαράδειγµα). Έστω 
 ένας οµοµορφισµός δακτυλίων SRφ →:

 (i) Ι ιδεώδες του )  ιδεώδες του S.  (IφR ⇒

 (ii) Ι ιδεώδες του R και φ επιµορφισµός )  ιδεώδες του S. (Iφ⇒

 (iii) J ιδεώδες του )  ιδεώδες του R. (1 JφS −⇒

 (iv) Ρ πρώτο ιδεώδες του R, φ επιµορφισµός )  πρώτο ιδεώδες του S. (Pφ⇒

 (v) Ρ πρώτο ιδεώδες του R, φ επιµορφισµός,  πρώτο 

ιδεώδες του S. 

)(ker PφPφ ⇒⊆

 (vi) Μ µέγιστο ιδεώδες του R, φ επιµορφισµός,  µέγιστο 

ιδεώδες του S. 

)(ker MφMφ ⇒⊆

15. Έστω  ιδεώδη του R. Τότε υπάρχει ισοµορφισµός JI ⊆
JRIJIR /)//()/( →  

JrIJIr +++ 6/)(  

 (Υπόδειξη: Εφαρµόστε το Θεώρηµα 0.3.2). 

16*. Έστω  ιδεώδη του R. Τότε JI ⊆
  (a) Το ιδεώδες  του  είναι πρώτο IJ / IR / ⇔  το J είναι πρώτο 

  (b) Το ιδεώδες  του  είναι µεγιστο IJ / IR / ⇔  το J είναι µέγιστο. 

  (Υπόδειξη: Άσκηση 15). 

17*. (Ταυτότητα διαίρεσης) Έστω ][, xRgf ∈ . Αν ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής 

του )  είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R, τότε υπάρχουν  µε 

τις ιδιότητες 

(xg ][, xRrq ∈

  (1)   rqgf +=

  (2)  qr degdeg <  

  Επιπλέον, τα q, r είναι µοναδικά. 
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  (Υπόδειξη: για την ύπαρξη, χρησιµοποιήσετε επαγωγή στο fm deg= . Για το 

επαγωγικό βήµα, παρατηρήσετε ότι ο βαθµός του , όπου 

 και  είναι 

gxbaf nm
nm

−−− 1

0axaf m
m ++= " 0bxbg n

n ++= " m< ). 

18*. (Κριτήριο του Eisenstein). Έστω  και ∈++= 0axaf n
n " Ÿ ][x ∈p Ÿ  

πρώτος αριθµός. Αν 
 (i) p διαιρεί τους  110 ,...,, −naaa

 (ii) p δεν διαιρεί τον  na

 (iii)  δεν διαιρεί τον  2p 0a

  τότε το  είναι ανάγωγο πολυώνυµο στο . f Ÿ ][x

 (Παρατήρηση: ισχύει το ισχυρότερο συµπέρασµα ότι το  είναι ανάγωγο στο 

. Βλέπε Λήµµα 1.3.4 στο επόµενο Κεφάλαιο). 

f

– ][x

19. Εφαρµόστε το θεµελιώδες θεώρηµα των συµµετρικών πολυωνύµων στο 

πολυώνυµο  3
212

3
1

4
2

4
1 xxxxxx +++ )2( =n . 

20.  Αποδείξτε ότι το – ]2[  είναι ισόµορφο µε το σώµα πηλίκων του Ÿ ]2[ . 

21.  Στην απόδειξη της Πρότασης 0.7.1, που χρησιµοποιήθηκε η υπόθεση ότι το R 
είναι ακέραια περιοχή; 

 
 
 
 
 



 
 
 

Κεφάλαιο 1 

Παραγοντοποίηση σε Ακέραιες Περιοχές 
 
 Γνωρίζουµε ότι στο  κάθε στοιχείο εκτός από το 0 και τα Ÿ 1±  γράφεται ως 
γινόµενο πρώτων αριθµών κατά τρόπο ουσιαστικά µοναδικό. Από τη Βασική 
Άλγεβρα ξέρουµε ότι κάτι ανάλογο συµβαίνει στο δακτύλιο πολυωνύµων , 

όπου k είναι σώµα. Σκοπός µας εδώ είναι να µελετήσουµε ακέραιες περιοχές που 
έχουν την ιδιότητα της “µοναδικής παραγοντοποίησης”. Για να γίνουµε πιο σαφείς 
απαιτούνται µερικοί ορισµοί που παραθέτουµε αµέσως παρακάτω. 

][xk

 
1.1 Ορισµοί και Παραδείγµατα 

 Έστω R ένας δακτύλιος και Rba ∈, . 
 
1.1.1  Ορισµός  i) Θα λέµε ότι το a διαιρεί το b (συµβολισµός b ) αν υπάρχει 

 τέτοιο ώστε . 

a |

Rc∈ acb =
 ii) Τα a και b ονοµάζονται συντροφικά στο R αν uba =  για κάποιο 
αντιστρέψιµο Ru∈ . 

 Η σχέση στο R που ορίζεται από aba ⇔~  και b είναι συντροφικά, είναι 
σχέση ισοδυναµίας. 
 Για παράδειγµα, τα µόνα συντροφικά στοιχεία του 3 στο  είναι το 3 και 

. Τα συντροφικά στοιχεία του ]
Ÿ

3− [)( xkxf ∈ , όπου k είναι σώµα, είναι τα  

όπου . 

)

}

(xuf

0{−∈ku

 
1.1.2  Ορισµός  Έστω R µια ακέραια περιοχή και Rp∈ . Τότε το p ονοµάζεται 

ανάγωγο στο R αν 
(i) το p δεν είναι µηδέν και δεν είναι αντιστρέψιµο, και 
(ii)  µε R  ισχύει µόνο αν το a ή το b είναι αντιστρέψιµο. abp = ba ∈,
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 Προφανώς οι πρώτοι αριθµοί είναι ανάγωγοι στο . Όµως ο πρώτος αριθµός 
5 δεν είναι ανάγωγο στοιχείο στο 

Ÿ

Ÿ ∈+= babiai ,|{][ Ÿ

)21)(21(5 ii −+= i2

} αφού 

 και τα στοιχεία 1+ , 1 i2−  δεν είναι αντιστρέψιµα στο . 

(Απόδειξη: 

Ÿ ][i

1))( 1221( =−⇒=++ nmnimi  και 02 =+ nm  το οποίο δεν έχει 

ακέραιες λύσεις. Όµοια για το i21− . ∆ες την Πρόταση 1.5.4 παρακάτω). 
 
1.1.3  Ορισµός  Μια ακέραια περιοχή R ονοµάζεται περιοχή µοναδικής 
παραγοντοποίησης αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες: 
(i) Κάθε στοιχείο του R που δεν είναι 0 ή αντιστρέψιµο γράφεται ως γινόµενο 

αναγώγων στοιχείων στο R. 
(ii) Αν  και  είναι γινόµενα αναγώγων στοιχείων του R τότε rppa "1= sqqa "1=

sr =  και µετά από κάποια αρίθµηση, το  είναι συντροφικό του  για κάθε 

. 
ip iq

ri ,...,1=

 Γνωστά παραδείγµατα είναι οι δακτύλιοι  και ] , όπου k σώµα. Ένα 

άλλο παράδειγµα είναι ο δακτύλιος  των πολυωνύµων πολλών 

µεταβλητων µε συντελεστές από µία ακέραια περιοχή R, όπως θα δείξουµε 
αργότερα στο κεφάλαιο αυτό. Ο  είναι επίσης περιοχή µοναδικής 

παραγοντοποίησης όπως θα δούµε παρακάτω. Υπάρχουν πολλές περιοχές που δεν 
είναι περιοχές µοναδικής παραγοντοποίησης. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι το 
επόµενο. 

Ÿ [xk

],...,[ xxR

Ÿ ][i

1 n

 

1.1.4  Παράδειγµα  Θα δείξουµε ότι στην ακέραια περιοχή Ÿ =− ]5[  

∈−+ baba ,|5{ Ÿ } δεν ισχύει η συνθήκη (ii) του Ορισµού 1.1.3. Παρατηρούµε 

ότι 

)51()51(326 −−−+=⋅= . 

Πρώτα δείχνουµε ότι τα στοιχεία 2, 3, 51 −+ , και 51 −−  είναι ανάγωγα στο 

Ÿ ]5[ − : Ορίζουµε µία συνάρτηση (“νόρµα”) 

:N Ÿ ∈+−+∋− 22 55]5[ baba 6 Õ  
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και παρατηρούµε ότι  για κάθε )()()( yNxNxyN = ∈yx, Ÿ ]5[ − . Έστω τώρα 

ότι το ∈u Ÿ ]5[ −  είναι αντιστρέψιµο. Από τη σχέση 1=uv  παίρνουµε 

1)1()( == NuvN , δηλαδή 1)()( =vNuN . Άρα 1)( =uN , γιατί . 

Γράφοντας 

∈)(),( vNuN Õ

510 −+= uuu , παίρνουµε  (15 2
1

2
0 =+ uu ∈10 ,uu ). Οι λύσεις της 

τελευταίας ∆ιοφαντικής εξίσωσης είναι προφανώς 

Ÿ

10 ±=u , 01 =u . Συµπέρασµα: 

τα µόνα αντιστρέψιµα στοιχεία του Ÿ ]5[ −  είναι τα 1± . Εποµένως τα 2, 3, 

51 −±  δεν είναι αντιστρέψιµα (συνθήκη i) του Ορισµού 1.1.2). Θα δείξουµε 

τώρα ότι ισχύει η συνθήκη ii) του Ορισµού 1.1.2 για καθένα από τα 2, 3, 51 −+ , 

51 −− . Έστω ε ab=2  µ ∈ba, Ÿ ]5[ − . Έχουµε )()2( abNN = , δηλαδή 

. Επειδή )()(4 bNaN= ∈)(),( bNaN Õ , συµπεραίνουµε ότι 1)( =aN  ή  

ή 4 . Η περίπτωση 1

2)( =aN

)( =aN )( =aN  αποκλείεται γιατί =⇒= aaN 1)(  1± . Όµοια 

η περίπτωση 4  αποκλείεται γιατί )( =aN =⇒=⇒= bbNaN 1)(4)(  1± . Άρα 

έχουµε 2)( =aN . Όµως γράφοντας 510 −+ aa  µε ∈10 , aa Ÿ  παρατηρούµε ότι 

. Η τελευταία ∆ιοφαντική εξίσωση δεν έχει λύσεις. 

Συνεπώς το 2 είναι ανάγωγο στο 

252)( 2
1

2
0 =+⇔= aaaN

Ÿ ]5[ − . Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι το 

3, 51 −+ , και 51 −−  είναι ανάγωγα στο Ÿ ]5[ − . Τέλος είναι προφανές ότι 

από τα 2, 3, 51 −+ , και 51 −−  οποιαδήποτε δύο δεν είναι συντροφικά, γιατί 

τα αντιστρέψιµα στοιχεία του Ÿ ]5[ −  είναι τα 1± . 

 Υπενθυµίζουµε ότι ένα ιδεώδες I του δακτυλίου R ονοµάζεται κύριο αν 
 για κάποιο a  (§ 0.3). )(aI = R∈

 
1.1.5  Ορισµός  Μια περιοχή R ονοµάζεται περιοχή κυρίων ιδεωδών αν κάθε 
ιδεώδες του R είναι κύριο. 
 
1.1.6  Παράδειγµα  Οι δακτύλιοι  και ] , όπου k είναι σώµα, είναι περιοχές 

κυρίων ιδεωδών. 

Ÿ [xk
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Απόδειξη.  Έστω Ι ιδεώδες του  διάφορο από το ) . Έστω Ÿ 0( Id ∈  ο ελάχιστος 

µη µηδενικός φυσικός αριθµός του συνόλου ∩I Õ . Θα αποδείξουµε ότι . 

Προφανώς . Έστω λοιπόν 

)(dI =

Id ⊆)( Im∈ . Από την ταυτότητα διαίρεσης στο  

έχουµε 

Ÿ

drrqdm <≤+= 0, . 

 Συνεπώς , γιατί το Ι είναι ιδεώδες. Από την ανισότητα 

 και τον ορισµό του d συµπεραίνουµε ότι 0

Iqdmr ∈−=

dr <≤0 =r . Τελικά , 

δηλαδή ) . Η απόδειξη για το ]  είναι πανοµοιότυπη: χρησιµοποιήστε την 

ταυτότητα διαίρεσης πολυωνύµων. (Άσκηση 0.17). 

)

,[ yxk

(dqdm ∈=

(dI ⊆ [xk

 Ένα παράδειγµα περιοχής που δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών 
επισηµάνθηκε ήδη στην Άσκηση 0.4. Ένα άλλο τέτοιο παράδειγµα είναι ο 
δακτύλιος ]  των πολυωνύµων δύο µεταβλητών πάνω στο σώµα k (γιατί;). 

 Έχοντας λοιπόν κατανοήσει τους προηγούµενους ορισµούς, µπορούµε να 
περιγράψουµε το στόχο αυτού του Κεφαλαίου, ο οποίος είναι να αποδείξουµε ότι: 
 1. Κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης 
(1.2.1 Θεώρηµα). 
 2. R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης ]  είναι περιοχή µοναδικής 

παραγοντοποίησης (1.3.1 Θεώρηµα). 

[xR⇒

 
1.2 Κύρια Ιδεώδη και Παραγοντοποίηση 

 Θα αποδείξουµε εδώ το ακόλουθο 
 
1.2.1  Θεώρηµα  Κάθε περιοχή κυρίων ιδεών είναι περιοχή µοναδικής 
παραγοντοποίησης. 

 Το πρώτο βήµα στην απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος είναι να δείξουµε 
ότι σε κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών κάθε µη µηδενικό, µη αντιστρέψιµο στοιχείο 
γράφεται ως γινόµενο αναγώγων στοιχείων (1.2.3 Πρόταση παρακάτω). Για το 
σκοπό αυτό χρειαζόµαστε το ακόλουθο λήµµα. 
 
1.2.2  Λήµµα  Έστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών και έστω 
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"⊆⊆ 21 II  

µια αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R. Τότε υπάρχει ∈m Õ  τέτοιο ώστε 
"=== ++ 21 mmm III . 

Απόδειξη.  Θεωρούµε την ένωση . Θα δείξουµε ότι το Ι είναι ιδεώδες του 

R. Πράγµατι, έστω και 

i
i

II ∪
∞

=

=
1

Iba ∈,  Rr∈ . Για κάποια i και j έχουµε iIa∈ , και  

λόγω της υπόθεσης. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι . Τότε 

. Κατά συνέπεια 

jIb∈

ji ≤

jIba ∈, jIba ∈+  και jIra∈ . Άρα Iba ∈+  και . 

Συνεπώς το I είναι ιδεώδες. Τώρα, επειδή ο R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, 

έχουµε )  για κάποιο . Όµως αφού , έχουµε 

Ira∈

(cI = Ic∈ i
i

II ∪
∞

=

=
1

mIc∈  για κάποιο 

m. Άρα για κάθε  έχουµε mn ≥ nm II = .      

 □ 
 
1.2.3  Πρόταση  Έστω R  µια περιοχή κυρίων ιδεωδών. Τότε κάθε µη µηδενικό, µη 
αντιστρέψιµο στοιχείο του R είναι γινόµενο αναγώγων στοιχείων του R. 
 
Απόδειξη.  Έστω  µε 0Ra∈ ≠a  και a µη αντιστρέψιµο. Πρώτα θα αποδείξουµε 
ότι υπάρχει ανάγωγο  που διαιρεί το a. Αν το a είναι ανάγωγο, δεν υπάρχει 

τίποτε να αποδείξουµε. Έστω ότι το a δεν είναι ανάγωγο. Τότε υπάρχουν µη 
αντιστρέψιµα στοιχεία  µε την ιδιότητα 

Rp∈

Rba ∈11 , 11baa = . Αυτό σηµαίνει ότι 

)()( 1aa
≠
⊂ . 

Πράγµατι ) . Αν ()( 111 aabaa ⊆⇒= )()( 1aa =  τότε 1xaa =  και  για 

κάποια 

yaa =1

Ryx ∈, . Τότε 1111 010)1( bybybaaybyaba ⇒=−⇒=−⇒==  

αντιστρέψιµο, που είναι άτοπο. Επαναλαµβάνουµε την προηγούµενη διαδικασία 
για το  στη θέση του a κοκ. Λαµβάνουµε λοιπόν µια γνησίως αύξουσα 

ακολουθία ιδεωδών του R 
1a

…
≠
⊂

≠
⊂

≠
⊂ )()()( 21 aaa . 

Από το Λήµµα 1.2.2, η παραπάνω ακολουθία τερµατίζει σε κάποιο ) . Το 

 είναι ανάγωγο εξ ορισµού και διαιρεί το a. 

( ma

map =
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 Έχουµε αποδείξει ότι είτε το a είναι ανάγωγο είτε 11cpa = , όπου  

ανάγωγο και  µη αντιστρέψιµο. Στη δεύτερη περίπτωση έχουµε 
1p

1c

)()( 1ca
≠
⊂  

όπως και πριν. Αν το  είναι ανάγωγο, δεν υπάρχει τίποτε να αποδείξουµε. Έστω 

ότι το  δεν είναι ανάγωγο. Τότε 
1c

1c 221 cpc =  για κάποιο ανάγωγο  και µη 

αντιστρέψιµο . Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία λαµβάνουµε µια γνησίως 

αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R 

2p

2c

…
≠
⊂

≠
⊂

≠
⊂ )()()( 21 cca . 

Από το Λήµµα 1.2.2, αυτή κάπου τερµατίζει, έστω στο ) . Τότε το  είναι 

ανάγωγο και ισχύει .      □ 

( mc mc

mmcpppa "21=

 
 Το δεύτερο βήµα στην απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2.1 είναι να δείξουµε τη 
µοναδικότητα της παραγοντοποίησης που παρέχει η Πρόταση 1.2.3. Χρειαζόµαστε 
για περιοχές κυρίων ιδεωδών µια πρόταση ανάλογη µε την ακόλουθη πρόταση για 
το : αν ο πρώτος p διαιρεί το γινόµενο ab, τότε θα διαιρεί έναν τουλάχιστον από 
τα a και b. Αυτή η πρόταση είναι το κύριο βήµα στην απόδειξη της µοναδικότητας 
της παραγοντοποίησης στο . 

Ÿ

Ÿ

 
1.2.4  Λήµµα  Έστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών και Rp∉ . Τότε το p είναι 

ανάγωγο αν και µόνο αν το ιδεώδες  είναι µέγιστο. )( p

 
Απόδειξη.  Έστω )  µέγιστο ιδεώδες. Έστω ( p abp =  µε Rba ∈, . Θα δείξουµε 

ότι το a ή το b είναι αντιστρέψιµο. Έχουµε ) . Από τον ορισµό του 

µεγίστου ιδεώδους έχουµε 

()( ap ⊆

)()( pa =  ή Ra =)( . Στην πρώτη περίπτωση ισχύει 

aup =  για κάποιο αντιστρέψιµο , πράγµα που σηµαίνει ότι  είναι 

αντιστρέψιµο. Στη δεύτερη περίπτωση το  είναι αντιστρέψιµο. 

u ab =

a
 Αντίστροφα, έστω ότι το p είναι ανάγωγο. Έστω Ι ιδεώδες του R µε την 
ιδιότητα . Επειδή ο R είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών έχουµε  για 

κάποιο . Άρα  για κάποιο 

Ip ⊆)( )(aI =

Ra∈ abp = Rb∈ . Αν το  είναι αντιστρέψιµο, έχουµε a
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Ra =)( . Αν όχι, τότε το  είναι αντιστρέψιµο γιατί το b p  είναι ανάγωγο, οπότε 

ισχύει ) . Αποδείξαµε ότι ()( pa = RI =  ή )( pI = . Άρα το )(  είναι µέγιστο. □ p

 
1.2.5  Πρόταση  Έστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών και Rp∈  ανάγωγο. Αν 

, όπου ,  τότε a  ή . abp | ,a b R∈ p | bp |

 
Απόδειξη.  Έχουµε )()(| pababp ∈⇒ . Από το Λήµµα 1.2.4 το ιδεώδες )  είναι 

µέγιστο και κατά συνέπεια (Πόρισµα 0.6.5) πρώτο. Άρα 

( p

)( pa∈  ή b )( p∈ . □ 

 
 Με επαγωγή αποδείχνεται αµέσως το παρακάτω πόρισµα. 
 
1.2.6  Πόρισµα  Έστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών και Rp∈  ανάγωγο. Αν 

,  όπου , τότε για κάποιο i έχουµε .   □ naap "1| 1,..., na a ∈R iap |

 
 Έχοντας υπόψη το προηγούµενο πόρισµα, η απόδειξη του δεύτερου βήµατος 
είναι απλούστατη: 
 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2.1.  Από την Πρόταση 1.2.3 αρκεί να δείξουµε τη 
συνθήκη (ii) του Ορισµού 1.1.3. Έστω λοιπόν rppa "1=  και  

γινόµενα αναγώγων στοιχείων του R µε 
sqqa "1=

rs ≥ . Από τη σχέση  

και το Πόρισµα 1.2.6 συµπεραίνουµε ότι το  διαιρεί κάποιο . Μετά από 

κάποια αρίθµηση µπορούµε να υποθέσουµε ότι . Άρα 

sr qqpp "" 11 =

1p jq

11 | qp 111 puq =  για κάποιο 

αντιστρέψιµο , γιατί το  είναι ανάγωγο. Άρα 1u 1q sr qqpupp "" 2111 =  και αφού 

ο R είναι ακέραια περιοχή, 

sr qqupp "" 212 = . 

Συνεχίζοντας κατά αυτόν τον τρόπο καταλήγουµε σε µια σχέση της µορφής 

srr qquu "" 111 += . 

Επειδή τα  είναι ανάγωγα και άρα µη αντιστρέψιµα θα ισχύει sr qq ,...,1+ sr = . □ 
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 Αναφέρουµε εδώ ότι το αντίστροφο του Θεωρήµατος 1.2.1 δεν ισχύει: ο 
δακτύλιος ]  είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης (δες το Πόρισµα 

1.3.5 παρακάτω) αλλά όχι περιοχή κυρίων ιδεωδών. 

,[ yxk

 Από το Θεώρηµα 1.2.1 και το Παράδειγµα 1.1.6 λαµβάνουµε και πάλι το 
ακόλουθο αποτέλεσµα. 
 
1.2.6  Πόρισµα  Οι δακτύλιοι  και  (k σώµα) είναι ακέραιες περιοχές 

µοναδικής παραγοντοποίησης. 

Ÿ ][xk

 
 Αµέσως παρακάτω θα γενικεύσουµε το προηγούµενο πόρισµα όπου στη θέση 
του σώµατος k  θα έχουµε τυχαία περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. 
 

1.3 Περιοχές Μοναδικής Παραγοντοποίησης και Πολυώνυµα 
 
1.3.1  Θεώρηµα  Αν ο δακτύλιος R είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης τότε 
και ο  είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. ][xR

 
 Θα δώσουµε εδώ την κλασσική απόδειξη που οφείλεται ουσιαστικά στον 
Gauss. Έχει το πλεονέκτηµα ότι τα κύρια βήµατα είναι “διαισθητικά προφανή”. Η 
κεντρική ιδέα είναι η ακόλουθη: έστω R µια περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης 
και ] . Θεωρούµε το σώµα πηλίκων του R, έστω k, και την 

παραγοντοποίηση του ]  σύµφωνα µε το Πόρισµα 1.2.6. Συγκρίνοντας 

τα ανάγωγα στοιχεία του ]  µε τα ανάγωγα στοιχεία του ]  λαµβάνουµε την 

παραγοντοποίηση του . 

[)( xRxf ∈

[)( xkxf ∈

[xR [xk

][)( xRxf ∈

 Αν  είναι στοιχεία –όχι όλα µηδέν– µιας ακέραιας περιοχής 

µπορούµε να θεωρήσουµε στοιχεία d έτσι ώστε . Κάθε τέτοιο 

d ονοµάζεται κοινός διαιρέτης των . Αν τώρα 

 είναι ένα µη µηδενικό πολυώνυµο,  όπου 

R ακεραία περιοχή, µε την ιδιότητα κάθε κοινός διαιρέτης των  είναι 

αντιστρέψιµο στοιχείο του R, τότε αυτό ονοµάζεται πρωταρχικό πολυώνυµο. Για 

naaa ,...,, 10

nadadad |,...,|,| 10

naaa ,...,, 10

n
n xaxaaxf +++= "10)( ][)( xRxf ∈

naaa ,...,, 10
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παράδειγµα το  είναι πρωταρχικό, ενώ το 

 δεν είναι. 

∈−+ 432 2 xx Ÿ ][x

∈−+ 422 2 xx Ÿ ][x

 Έστω }0{, −∈Rba  δύο στοιχεία της περιοχής µοναδικής παραγοντοποίησης 

R. Αν  και  είναι αναλύσεις σε γινόµενα αναγώγων 

στοιχείων, όπου u και v είναι αντιστρέψιµα στοιχεία, τα  δεν είναι συντροφικά 

ανά δύο, και , τότε κάθε στοιχείο της µορφής , όπου w 

αντιστρέψιµο στοιχείο του R και }

ka
k

a pupa "1
1= kb

k
b pvpb "1
1=

ip

∈ii ba , Õ kc
k

c pwpc "1
1=

,min{ iii bac =  ονοµάζεται µέγιστος κοινός 

διαιρέτης (µ.κ.δ.) των . Η έννοια του µ.κ.δ. δεν ορίζεται µονοσήµαντα: αν  

είναι µ.κ.δ. των  και , τότε και το  είναι µ.κ.δ. των  και  για κάθε 
αντιστέψιµο . Όταν γράφουµε µ.κ.δ. 

ba, c

a b uc a b
u cba =),(  θα εννοούµε ότι κάθε  είναι 

ένας µ.κ.δ. των . Αν τώρα 

uc

ba, ][)( xRxf ∈  µε 0)( ≠xf

)

4

 είναι φανερό ότι 

, όπου  είναι ένας µ.κ.δ. των συντελεστών του )  και 

 είναι πρωταρχικό. Κάθε τέτοιο  ονοµάζεται περιεχόµενο του . 

Για παράδειγµα,  αλλά και 

, οπότε ένα περιεχόµενο του  

είναι το 2 και ένα άλλο είναι το 2

)()( xcgxf = c (xf

][)( xRxg ∈ c (xf

)263(24126 22 +−=+− xxxx

)263)(2(4126 22 −+−−=+− xxxx 126 2 +− xx

− . Το παρακάτω προφανές λήµµα µας δίνει µια 
µορφή µοναδικότητας των c  και . )(xg

 
1.3.2  Λήµµα  Έστω  ένα µη σταθερό πολυώνυµο, όπου R περιοχή 

µοναδικής παραγοντοποίησης. Έστω 

][)( xRxf ∈

)()( xcgxf =  και )()( xgcxf ′′= , όπου  

είναι περιεχόµενα του  και 

cc ′,

)(xf )(),( xgxg ′  είναι πρωταρχικά πολυώνυµα. Τότε 

υπάρχουν αντιστρέψιµα R  έτσι ώστε cvu ∈, uc ′=  και )()( xgvxg ′= . 

 
Απόδειξη.  Η σχέση  προκύπτει άµεσα από τον ορισµό του περιεχοµένου. 
Για τη δεύτερη σχέση παρατηρούµε ότι 

cuc ′=

⇒′′=′⇒′′= )()()()( xgcxgcuxgcxcg  

.         □ )()( xgxug ′=

 
1.3.3  Λήµµα (Gauss)  Έστω R µια περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. Τότε το 
γινόµενο δύο πρωταρχικών πολυωνύµων στο  είναι πρωταρχικό. ][xR
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Απόδειξη.  Έστω ]  πρωταρχικά. Έστω ότι το γινόµενο  

δεν είναι πρωταρχικό. Τότε υπάρχει ανάγωγο 

[)(),( xRxgxf ∈ )()( xgxf

Rp∈  που διαιρεί όλους τους 

συντελεστές του ) . Θεωρούµε τον επιµορφισµό δακτυλίων ()( xgxf

])[/(][: xpRxRφ →  
n

n
n

n xaaxaa ++++ "6" 00  

όπου )/()( pRpaa ii ∈+= . 

 Έχουµε  και άρα 00))()(( =xgxfφ ))(())(( =xgφxfφ . Όµως το ιδεώδες  

είναι πρώτο αφού το p είναι ανάγωγο 

)( p

apabppab ||)(( ⇒⇒∈  ή  αφού R 

περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης 

bp |

)( pa∈⇒  ή )( pb∈ ). Άρα το )  είναι 

περιοχή (Πρόταση 0.6.2). Συνεπώς ο ]  είναι ακέραια περιοχή (Άσκηση 

0.1). Άρα  ή 0

/( pR

)[/( xpR

0))(( =xfφ ))(( =xgφ

[)().( xkxhxg

. Αυτό σηµαίνει ότι το p θα διαιρεί όλους 

τους συντελεστές είτε του )  είτε του ) , πράγµα άτοπο.   □ (xf (xg

 
1.3.4  Λήµµα  Έστω R µια περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης  και k το σώµα 
πηλίκων του R. Έστω  ένα µη σταθερό πολυώνυµο. ][)( xRxf ∈

(i) Αν το  είναι ανάγωγο στο , τότε είναι ανάγωγο και στο )(xf ][xR ][xk  

(ii) Αν το  είναι ανάγωγο στο  και πρωταρχικό στο , τότε είναι 

ανάγωγο και στο  

)(xf ][xk ][xR

][xR .

 
Απόδειξη.  (i) Έστω  µε ])()()( xhxgxf = ∈ . Το k είναι το σώµα 

πηλίκων του R. Άρα, απαλείφοντας τους παρονοµαστές των συντελεστών των 
 και ) , έχουµε )(xg (xh

)()()( 11 xhxgxdf = , 

όπου ,  Rd ∈ ][)(1 xRxg ∈ )(deg)(deg 1 xgxg =  και . 

Γράφουµε , 

)(deg)(deg 1 xhxh =

)()( 211 xgcxg)()( 1 xcfxf = = , και )()( 221 xhcxh =  για πρωταρχικά 

πολυώνυµα ][)(),(),( 221 xRxhxgxf ∈  και Rccc ∈321 ,,  (δες την παράγραφο πριν 

το Λήµµα 1.3.2). Έχουµε 
)()()( 12211 xhxgccxdcf =  
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και από το Λήµµα 1.3.3, το )  είναι πρωταρχικό. Από το Λήµµα 1.3.2 

έχουµε  για κάποιο αντιστρέψιµο 

()( 22 xhxg

dcucc =21 Ru∈ . Συνεπώς 

)()()( 221 xhxdcugxdcf = . 

Άρα . Συµπέρασµα: )()()()( 221 xhxcugxcfxf == )()()( xhxgxf =  στο  

συνεπάγεται  στο ]  µε 

]

[xR )

[xF

)()()( 22 xhxcugxf = (deg)(deg 2 xgxg =  και . Άρα 

 ανάγωγο στο )  ανάγωγο στο . )(xf (][ xfxR ⇒ ][xk

 (ii) Προφανές αφού ] .      □ [][ xkxR ⊆

 Είµαστε σε θέση τώρα να αποδείξουµε το Θεώρηµα 1.3.1. 
 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 1.3.1  Έστω ][)( xRxf ∈ , όπου ο R είναι περιοχή 

µοναδικής παραγοντοποίησης. Υποθέτουµε ότι 0)( ≠xf  και επιπλέον δεν είναι 

αντιστρέψιµο. Αν 0 , δεν έχουµε να αποδείξουµε τίποτα λόγω της 

υπόθεσης στο R. Έστω λοιπόν 0 . Έστω k το σώµα πηλίκων του R 

(§ 0.7). Θεωρούµε ] . Λόγω του Παραδείγµατος 1.1.6 έχουµε 

)(deg =xf

)(deg >xf

[)( xkxf ∈

ανάγωγο)(),()()( 1 xpxpxpxf im"= . 

Με απαλοιφή παρονοµαστών παίρνουµε 
][)(,),()()( 1 xRxqRdxqxqxdf im ∈∈= " . 

Κάθε )  είναι ανάγωγο στο ] , γιατί (xqi [xk )()( xpuxq iii =  για κάποιο . 

Θεωρώντας περιεχόµενα έχουµε 

kui ∈

)()(και)()( xqcxqxcgxf iii ′==  

όπου ]  είναι πρωταρχικά. Τότε [)(),( xRxqxg i ∈′

)()()()()( 1 xqxqccxgdc mim ′′= "" . 

 Το γινόµενο ][)()( xRxqxq mi ∈′′ "  είναι πρωταρχικό λόγω του Λήµµατος του 

Gauss (Λήµµα 1.3.3). Τώρα από το Λήµµα 1.3.2 παίρνουµε 

mccdcu "1=  

για κάποιο αντιστρέψιµο . Εποµένως Ru∈
)()()()()( 1 xqxqdcuxgdc m′′= "  

και κατά συνέπεια 
 )()()()()( 1 xqxqcuxcgxf m′′== " .             (1) 
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Κάθε )  είναι ανάγωγο στο ]  λόγω του Λήµµατος 1.3.4(ii). Επιπλέον το 

 ή είναι αντιστρέψιµο ή γράφεται ως γινόµενο αναγώγων στοιχείων του R 
λόγω της υπόθεσης στο R. Άρα η σχέση (1) δείχνει ότι το )  αναλύεται σε 

γινόµενο αναγώγων παραγόντων στο ] . Θα δείξουµε στη συνέχεια τη 

µοναδικότητα της παραγοντοποίησης. 

(xqi′ [xR

Rcu∈
(xf

[xR

 Έστω 
 )()()()()( 1111 xqxqddxpxpccxf ntms """" ==             (2) 

δύο παραγοντοποιήσεις του )  σε γινόµενα αναγώγων στοιχείων, όπου 

. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι τα )  και )  είναι πρωταρχικά. 

Από το Λήµµα του Gauss, τα  και )  είναι πρωταρχικά. 

Από το Λήµµα 1.3.2 τα στοιχεία ,  είναι συντροφικά. Από τη 

µοναδικότητα της παραγοντοποίησης στο R παίρνουµε 

(xf

Rdc ji ∈, (xpi (xq j

)()(1 xpxp m" ()(1 xqxq n"

scc "1 tdd "1

st =  και (µετά κάποια 
αναδιάταξη) κάθε  είναι συντροφικό του . Επειδή ο ]  είναι περιοχή, η 

σχέση (2) δίνει 
ic id [xR

 )()()()( 11 xqxuqxpxp nm "" =                (3) 

για κάποιο αντιστρέψιµο . Θεωρούµε την (3) ως ισότητα στο ] . Από το 

Λήµµα 1.3.4(i) κάθε ,  είναι ανάγωγο στο ] . Από τη µοναδικότητα 

της παραγοντοποίησης στο ]  (Παράδειγµα 1.1.6) παίρνουµε 

Ru∈ [xk

)(xpi )(xq j [xk

[xk nm =  και (µετά 

από αναδιάταξη) κάθε )  είναι συντροφικό του )  στο ] . Άρα (xpi (xqi [xk

)()( xquxp iii =  

για κάποιο Fui ∈ . Γράφοντας 
i

i
i b

au =  µε Rba ii ∈,  έχουµε 

)()( xqaxpb iiii = . 

Από το Λήµµα 1.3.2 παίρνουµε )()( xqvxp iii =  για κάποιο αντιστρέψιµο .    Rvi ∈

□ 

1.3.5  Πόρισµα  Οι δακτύλιοι και  (k σώµα) είναι περιοχές 

µοναδικής παραγοντοποίησης. 

Ÿ ],...,[ 1 nxx  ],...,[ 1 nxxk
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Απόδειξη.  Επαγωγή στο n χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.3.1 και το γεγονός ότι 
ο  και ο k είναι περιοχές µοναδικής παραγοντοποίησης.   □ Ÿ

 
 
 
 
1.4 Εφαρµογή: Τα Πρώτα Ιδεώδη του [x] Ÿ

 Θα προσδιορίσουµε εδώ τα πρώτα ιδεώδη του . Ÿ ][x

Αν R είναι ένας δακτύλιος και Ra∈  τότε ο επιµορφισµός 
)/()( aRarrrR ∈+=∋ 6  

επάγει έναν επιµορφισµό 

])[/()()(][ 00 xaRxrrxfxrrxfxR n
n

n
n ∈++=++=∋ "6" , 

που έχει πυρήνα το ιδεώδες )  του ] . Η εικόνα του )  ονοµάζεται 

αναγωγή του )  modulo a. (Την κατασκευή αυτή χρησιµοποιήσαµε στην 

απόδειξη του Λήµµατος του Gauss). 

(a [xR (xf

(xf

 
1.4.1  Πρόταση  Κάθε πρώτο ιδεώδες Ρ του  έχει µία από τις παρακάτω 

µορφές: 

Ÿ ][x

(i)  )0(=P  

(ii)   για κάποιο ανάγωγο )( fP = ∈f Ÿ ][x  

(iii)  , όπου ),( fpP = ∈p Ÿ  είναι πρώτος αριθµός και ∈f Ÿ ][x  είναι τέτοιο 

ώστε η αναγωγή του f modulo p είναι ανάγωγο στο . pŸ ][x

Τα ιδεώδη της περίπτωσης (iii) είναι τα µέγιστα ιδεώδη του . ][xŸ

 
Απόδειξη.  Ας αποδείξουµε πρώτα ότι τα παραπάνω ιδεώδη είναι πρώτα. Το (i) 
είναι άµεσο αφού ο ]  είναι περιοχή. Και το (ii) είναι άµεσο αφού ο  

είναι δακτύλιος µονοσήµαντος παραγοντοποίησης (Θεώρηµα 1.3.1). Για το (iii) 
παρατηρούµε ότι 

[xŸ ][xŸ

≅),/(][ fpxŸ )/(][ fxpŸ , 

πράγµα που προκύπτει από το Θεώρηµα 0.3.2 γιατί ο πυρήνας της σύνθεσης των 

επιµορφισµών ][xŸ → →][xpŸ )/(][ fxpŸ  είναι το ιδεώδες ) . Τώρα ο ,( fp
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pŸ  είναι σώµα (Πόρισµα 0.5.3) και συνεπώς ο ]  είναι περιοχή κυρίων 

ιδεωδών (Παράδειγµα 1.1.6). Από το Λήµµα 1.2.4, ο 

[xpŸ

)/(][ fxpŸ  είναι σώµα. Άρα 

(Πρόταση 0.6.4) το )  είναι µέγιστο ιδεώδες. ,( fp

 Έστω τώρα Ρ ένα πρώτο ιδεώδες του ] . Υποθέτουµε ότι το Ρ δεν είναι 

κύριο. Θα δείξουµε ότι είναι της µορφής (iii). 

[xŸ

 Έστω Phg ∈, . Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι 

µ.κ.δ. . (Ως πρώτο, το Ρ περιέχει έναν ανάγωγο παράγοντα κάθε στοιχείο 

του. Αν όλοι αυτοί οι ανάγωγοι παράγοντες ταυτίζονταν, τότε το Ρ θα ήταν κύριο. 
Άρα υπάρχουν δύο διακεκριµένοι ανάγωγοι παράγοντες και προφανώς ο µ.κ.δ. 
αυτών είναι 1). 

1),( =hg

 Και τώρα το λεπτό σηµείο της απόδειξης: 

Ισχυρισµός: Για το ιδεώδες  του  ισχύει ),( hg ][xŸ ∩),( hg )0(≠Ÿ . 

Ας δεχτούµε προς στιγµή τον ισχυρισµό για να δούµε πως ολοκληρώνεται η 
απόδειξη της πρότασης. Έχουµε από τον ισχυρισµό ∩P )0(≠Ÿ  και αφού το Ρ 

είναι πρώτο ιδεώδες υπάρχει πρώτος αριθµός Pp∈ . Θεωρούµε τον επιµορφισµό 

αναγωγή modulo p 
:φ ][xŸ → ][xpŸ . 

Η εικόνα του Ρ είναι ιδεώδες του ]  γιατί ο φ είναι επί. Ισχύει 

. Με τη βοήθεια της σχέσης αυτής εύκολα ελέγχουµε ότι το 

ιδεώδες )  είναι πρώτο. Όµως ο ]  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και 

συνεπώς 

[xpŸ

Ppφ ⊆= )(ker

(Pφ [xpŸ

))(()( fφPφ =  για κάποιο ∈f ][xŸ . Εφόσον το ιδεώδες  είναι 

πρώτο, το )  είναι ανάγωγο στο ] . Θα δείξουµε τώρα ότι . 

Έχουµε 

))(( fφ

( fφ [xpŸ )

)

,( fpP =

()()()( aφfφPφfφ =⇒∈  για κάποιο 

PfPφafPa ∈⇒⊆∈−⇒∈ ker  και άρα . Για την άλλη σχέση, 

έστω . Τότε 

Pfp ⊆),(

Pb∈ =⇒∈ )())(()( bφfφbφ  )  για κάποιο ()( fφcφ

∈c Ÿ ),()(ker][ fpbpφcfbx ∈⇒=∈−⇒ . Άρα . ),( fpP ⊆

 ∆ίνουµε τώρα την 

Απόδειξη του Ισχυρισµού 
 Πρώτα θα δείξουµε ότι 
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 στο    ισχύει µ.κ.δ.  ][x– .1),( =hg              (1) 

Έστω  και  µε 1dgg = 1dhh = ][, 1 xgd –∈  και 1. Γράφουµε , 

, 

deg ≥d 1add =

21 bgg = 21 chh =  µε –∈cba ,,  και  πρωταρχικά πολυώνυµα του 

. Από το Λήµµα του Gauss έχουµε ότι τα πολυώνυµα  και  είναι 

πρωταρχικά. Τώρα 

221 ,, hgd

][xŸ 21gd 21hd

∈== )()( 211 gdabdgg ][xŸ . 

Αλλά το  πρωταρχικά σηµαίνει ότι 21gd ∈ab Ÿ . Όµοια ∈ac Ÿ . Συνεπώς  

και  στο ]  που είναι άτοπο. Θα δείξουµε τώρα ότι . 

Από την (1) και το γεγονός ότι ο ]  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών 

συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν 

gd |1

hd |1 [xŸ ∩),( hg Ÿ )0(≠

[x–

∈sr, ]

1

[x–  µε την ιδιότητα 

 =+ shrg                (2) 

(Άσκηση 13). Απαλοίφοντας τους παρονοµαστές των συντελεστών των r  και s  
λαµβάνουµε από τη (2) µια σχέση της µορφής 

qhqsgqr =+ )()(  

όπου ,  και }0{−∈Ÿq ][xqr Ÿ∈ ][xqs Ÿ∈ . Άρα Ÿ∩∈ ),( hgq .  □ 

 
 Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται η παρακάτω πρόταση. (Αρκεί στη θέση 
του  να θεωρήσουµε το ]  και στη θέση του  να θεωρήσουµε το  

έχοντας υπόψη ότι . 

Ÿ [xk – )(xk

])[][(],[ yxkyxk =

 
1.4.2  Πρόταση  Έστω k ένα σώµα. Κάθε πρώτο ιδεώδες Ρ του  έχει µια από 

τις παρακάτω µορφές 

],[ yxk

(i)  )0(=P  

(ii)   για κάποιο ανάγωγο )( fP = ],[ yxkf ∈  

(iii)  , όπου  είναι ανάγωγο θετικού βαθµού και  

είναι τέτοιο ώστε η αναγωγή του f modulo p είναι ανάγωγο στο 
.        □ 

),( fpP = ][xkp∈ ],[ yxkf ∈

]))[/(][( ypxk

 
 Στο σηµείο αυτό θα πρέπει κάθε εκκολαπτόµενος Αλγεβριστής να διατυπώσει 
και να αποδείξει ένα θεώρηµα που περιγράφει τα πρώτα ιδεώδη δακτυλίων της 
µορφής ] , όπου R περιοχή κυρίων ιδεωδών. [xR
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1.5 Ευκλείδειες Περιοχές 

 Έχουµε διαπιστώσει ότι οι δακτύλιοι  και ]  (k σώµα) έχουν πολλές 

κοινές ιδιότητες. Μία απ’ αυτές είναι η ταυτότητα διαίρεσης συνέπεια της οποίας 
είναι ότι οι  και ]  είναι περιοχές κυρίων ιδεωδών (Παράδειγµα 1.1.6). Εδώ 

θα µελετήσουµε περιοχές που έχουν µια “ταυτότητα διαίρεσης”. Αυτές 
ονοµάζονται Ευκλείδειες περιοχές. Ακριβέστερα έχουµε: 

Ÿ [xk

Ÿ [xk

 
1.5.1  Ορισµός  Μια Ευκλείδεια περιοχή είναι µία ακέραια περιοχή R εφοδιασµένη 
µε µία συνάρτηση , τέτοια ώστε →− }0{: Rφ Õ

(i)  µε Rba ∈,  )()(| bφaφba ≤⇒  

(ii)   και . Τότε υπάρχουν RRa∈ }0{−∈Rb rq ∈,  µε την ιδιότητα  

και είτε  είτε . 

rbqa +=

0=r )()( bφrφ <

Η συνάρτηση φ ονοµάζεται Ευκλείδεια συνάρτηση του R. 

 Για παράδειγµα έχουµε =R Ÿ  µε ||)( mmφ =  (απόλυτη τιµή), και  

(k σώµα) µε )  (βαθµός πολυωνύµου). Σηµειώνουµε ότι σε µια 

Ευκλείδεια περιοχή είναι δυνατόν να υπάρχουν πολλές Ευκλείδειες συναρτήσεις. 

]

(deg))(( xfxfφ =

[xkR =

 Το επόµενο αποτέλεσµα είναι σίγουρα αναµενόµενο. 
 
1.5.2  Πρόταση  Κάθε Ευκλείδεια περιοχή είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. 
 
Απόδειξη.  Έστω Ι ιδεώδες της Ευκλείδειας περιοχής R µε )0(≠I . Έστω  µε 

την ιδιότητα )  είναι ελάχιστο. Θα δείξουµε ότι )

Ib∈

(bφ (bI = . Αρκεί να δείξουµε 

. Έστω . Έχουµε )(bI ⊆ Ia∈ rbqa +=  όπου είτε 0=r  είτε . Από 

τον ορισµό του b συµπεραίνουµε ότι 0

)()( bφrφ <

=r . Άρα )(abqa ∈= .   □ 

 
 Σηµειώνουµε ότι δεν χρησιµοποιήσαµε την ιδιότητα (i) του ορισµού. Αυτή 
είναι συχνά χρήσιµη στον προσδιορισµό των αντιστρέψιµων στοιχείων µια 
Ευκλείδειας περιοχής, όπως δείχνει η παρακάτω πρόταση. 
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1.5.3  Πρόταση  Έστω R Ευκλείδεια περιοχή µε Ευκλείδεια συνάρτηση φ. Τότε το 
είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν Ru∈ )1()( φuφ = . 

 
Απόδειξη.   Αν 1  τότε )=uv 1()( φuφ ≤ . Από την άλλη µεριά έχουµε  και άρα 

. Άρα ) . Αντίστροφα, έστω )

u|1

)()1( uφφ ≤ 1()( φuφ = 1()( φuφ = . Τότε υπάρχουν 

 µε την ιδιότητα Rrq ∈, ruq +=1  και είτε 0=r  είτε )()( uφrφ < . Αν 0 , τότε 

 και )  άτοπο. Άρα 0

≠r

r|1 ()1( rφφ ≤ =r  και uq=1 .    □ 

 
 Το αντίστροφο της Πρότασης 1.5.2 δεν ισχύει, δηλαδή υπάρχουν περιοχές 
κυρίων ιδεωδών που δεν είναι Ευκλείδειες περιοχές. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι 

ο δακτύλιος 19 | , και mod 2
2 2
a b a b a b⎧ ⎫+ − ∈ ≡⎨ ⎬

⎩ ⎭
Z . Η απόδειξη 

χρησιµοποιεί µέσα που ξεφεύγουν από τις σηµειώσεις αυτές και παραλείπεται. 
 
1.5.4  Πρόταση  Οι ακέραιοι του Gauss Ÿ ∈+= babiai ,|{][ Ÿ } είναι Ευκλείδεια 

περιοχή. Τα αντιστρέψιµα στοιχεία του  είναι Ÿ ][i },1{ i±± . 

 

Απόδειξη.  Έστω . Τότε 22)()()( babiabiabaφ +=−+=+ =++ ))()(( dicbiaφ  

. Κατά συνέπεια ισχύει η συνθήκη (i) του Ορισµού 1.5.1. Για τη 

συνθήκη (ii) τώρα, έστω 

)()( dicφbiaφ ++

∈βα, Ÿ ][i  µε 0≠β . Θεωρούµε τον µιγαδικό αριθµό 

. Στο επίπεδο απεικονίζουµε τα στοιχεία του  στα σηµεία µε ακέραιες 

συντεταγµένες. Έτσι δηµιουργούνται πολλά τετράγωνα µε κορυφές τα παραπάνω 

σηµεία και µήκος πλευράς 1. Επειδή το µήκος κάθε διαγωνίου είναι 

βα / Ÿ ][i

2 , 

συµπεραίνουµε ότι υπάρχει κορυφή που απέχει από το  απόσταση βα /
2
2

≤ . 

Έστω  µια τέτοια κορυφή. Τότε q 12/2|/| <≤− qβα . Θέτοντας  

έχουµε 

qβαr −=

|||/|||||||και βqβαβqβαrrqβα <−=−=+= . 

Εποµένως . )(||||)( 22 βφβrrφ =<=
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 Για τις µονάδες έχουµε (Πρόταση 1.5.3): u  µονάδα 1)1()( ==⇔ φuφ . Άρα 

 και  1±=u i±
 
 
 
 
 
1.5.5  Παράδειγµα  Ποια είναι η ανάγωγη παραγοντοποίηση του ∈+− i71 Ÿ ][i ; 

(Ο  είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης από την Πρόταση 1.5.2 και 

το Θεώρηµα 1.2.1). Πρώτα µια γενική παρατήρηση: αν 

Ÿ ][i

∈α Ÿ ][i  είναι τέτοιο 

ώστε  πρώτος αριθµός στο , τότε ο α είναι ανάγωγο. Πράγµατι, αν 

, τότε 

pαφ =)( Ÿ

βγα = pγφβφαφ == )()()(  και άρα 1)( =βφ  ή 1)( =γφ  δηλαδή β 

αντιστρέψιµο ή γ αντιστρέψιµο (Πρόταση 1.5.3). Τώρα στο συγκεκριµένο 
παράδειγµα. Έχουµε 50)71( =+− iφ . Αν ο ∈α Ÿ ][i  διαιρεί το i71+−  θα πρέπει 

το )  να διαιρεί το 50. Εξαιρώντας τις τετριµµένες περιπτώσεις, αναζητούµε τα 

α που ικανοποιούν . Κάποια απ’ αυτά (όχι αναγκαστικά όλα) θα 

είναι διαιρέτες του . Για 2

(αφ

25,10,5,2)( =αφ

i71+− )( =αφ  δοκιµάζουµε αν το i+1  είναι διαιρέτης 

του . Εκτελώντας τη διαίρεση στο , βλέπουµε ότι το πηλίκο είναι στο 
, 

i71+− ¬

Ÿ ][i )43()1(71 iii ++=+− . Το 1 i+  είναι ανάγωγο. Εκτελούµε την ίδια 

διαδικασία για το . Τελικά  είναι ανάγωγη 

παραγοντοποίηση. 

i43+ 2)2()1(71 iii ++=+−

 
1.5.6  Παράδειγµα  Για κάθε ∈α Ÿ ][i , 0≠α , ο δακτύλιος  είναι 

πεπερασµένος. Πράγµατι κάθε στοιχείο του  έχει τη µορφή  µε 

. Έχουµε  µε 

Ÿ )/(][ αi

Ÿ )/(][ αi )(αβ +

∈β Ÿ ][i rqαβ += ∈rq, Ÿ ][i  και είτε 0=r  είτε . 

Τότε )

)()( αφrφ <

()( ααβ =+  αν 0 , ή )=r ()()( αrφαβ +=+ . Το πλήθος όµως των 

∈r Ÿ ][i  που ικανοποιούν )()( αφrφ <  για σταθερό α είναι προφανώς 

πεπερασµένο. □ 
 

Ασκήσεις 

iyx )1( ++

i

iyx )1()1( +++

yix ++ )1

βα /

(yxq +=
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1*. Ο δακτύλιος R περιοχή κυρίων ιδεωδών. Τότε κάθε µη µηδενικό πρώτο 
ιδεώδες του R είναι µέγιστο (Υπόδειξη: Λήµµα 1.2.4). 

2. Χρησιµοποιήστε το Λήµµα 1.2.2 για να αποδείξετε ότι σε περιοχή κυρίων 
ιδεωδών κάθε γνήσιο ιδεώδες περιέχεται σε µέγιστο ιδεώδες. (∆ες και το 
Πόρισµα 3.5.3). 

3. Ποια είναι η ανάλυση του  σε γινόµενο αναγώγων 

πολυωνύµων; 

∈− 33 yx ],[ yx–

4. Η ακέραια περιοχή Ÿ ∈−+=− baba ,|3{]3[ Ÿ } δεν είναι περιοχή 

µοναδικής παραγοντοποίησης. 

 (Υπόδειξη ))31()31(22 −−−+=⋅ . 

5. Έστω k σώµα. Ο δακτύλιος ]  δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. [xk

6. Σωστό (απαιτείται απόδειξη) ή Λάθος (απαιτείται αντιπαράδειγµα) 
(i) R περιοχή κυρίων ιδεωδών ]  περιοχή κυρίων ιδεωδών [xR⇒

(ii) R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης  κάθε πρώτο ιδεώδες του R 

είναι και µέγιστο 

⇒

(iii) R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης ][xR⇔  περιοχή µοναδικής 

παραγοντοποίησης. 

7. Έστω R ακέραια περιοχή και Rp∈  ένα µη µηδενικό µη αντιστρέψιµο 

στοιχείο. Το p  λέγεται πρώτο αν:  ή  apabp || ⇒ bp | .

(i) Αποδείξτε ότι κάθε πρώτο στοιχείο είναι ανάγωγο 
(ii) Αν ο R είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης, τότε κάθε ανάγωγο 

στοιχείο είναι πρώτο. 

8. Μια ακέραια περιοχή R είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης αν και 
µόνον αν 
(i) Ισχύει η συνθήκη (i) του Ορισµού 1.1.3, και 
(ii) Κάθε ανάγωγο στοιχείο είναι πρώτο (δες την προηγούµενη άσκηση). 

είναι και µέγιστο 

9. Έστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών και }0{−∈Rp . Τα ακόλουθα είναι 

ισοδύναµα 
(i) p  είναι πρώτο στοιχείο (δες άσκηση 7) 
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(ii) p  είναι ανάγωγο στοιχείο 

(iii)  είναι σώµα )/( pR

(iv)  είναι ακεραία περιοχή. )/( pR

10.  Έστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών, S ακέραια περιοχή και 

επιµορφισµός δακτυλίων. Τότε ο φ είναι ισοµορφισµός ή το S είναι σώµα. 

SRφ →:  

11.  Γνωρίζουµε ότι R σώµα ]  περιοχή κυρίων ιδεωδών. ∆είξτε το 

αντίστροφο: Έστω R δακτύλιος (µεταθετικός µε 1, όπως πάντα). Αν ο 
δακτύλιος ]  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε το R είναι σώµα. 

(Υπόδειξη: θεωρήστε έναν επιµορφισµό . 

[xR⇒

[xR

RxR →][ )

12.  Ποια είναι τα πρώτα ιδεώδη του δακτυλίου ] ; Του ; [x— ][x¬

13.  Έστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών και Rba ∈,  όχι και τα δύο µηδέν. Τότε 

, όπου . )(),( dba = ),(µ.κ.δ. bad =

14.  ∆ιατυπώστε και αποδείξετε µια πιο γενική µορφή του κριτηρίου του 
Eisenstein (Άσκηση 0.18) που ισχύει για τυχαία περιοχή µοναδικής 
παραγοντοποίησης στη θέση του Ÿ . 

15.  Έστω R ακέραια περιοχή και Rp∈  

(i) p  είναι ανάγωγο αν και µόνο αν το ιδεώδες )  είναι µέγιστο στοιχείο 

του συνόλου των γνησίων κυρίων ιδεωδών του R (Συγκρίνετε µε το 
Λήµµα 1.2.4). 

( p

(ii) ∆ώστε ένα παράδειγµα Rp∈  όπου το p  είναι ανάγωγο αλλά το 

ιδεώδες )(  δεν είναι µέγιστο (Υπόδειξη: παράδειγµα 1.1.4). p

16.  Ο ∆ακτύλιος  (§ 0.2) είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. ]][[t—

17.  Βρείτε το  έτσι ώστε Õ∈m mii ŸŸ ≅+ )31/(][ . 

18.  Στο \ ισχύει Ÿ ][i )31()31(5210 ii −+=⋅=  αλλά ο \ είναι περιοχή 

µοναδικής παραγοντοποίησης. Εξηγήσετε. 

Ÿ ][i

19.  Έστω Ÿ∈p  πρώτος αριθµός. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα 

(i) \  είναι πρώτο στοιχείο (άσκηση 7) Ÿ ][ip∈

(ii) είναι σώµα 

(iii)  είναι ανάγωγο στο  \. 12 +x Ÿ ][xp
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20*.  Σε κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών κάθε γνήσιο ιδεώδες γράφεται ως γινόµενο 
πρώτων ιδεωδών. 

21.  (i) Η περιοχή  \Ÿ ]2[ −  είναι Ευκλείδεια. 

  (ii) Οι λύσεις της ∆ιοφαντικής εξίσωσης  είναι 32 2 xy =+ 3=x , . 5±=y

 
 



 
 
 

Κεφάλαιο 2 

Επίπεδες Καµπύλες 
Μια πρώτη γεύση Αλγεβρικής Γεωµετρίας 

 
 Στο κεφάλαιο αυτό θα χρησιµοποιήσουµε το παράδειγµα των επίπεδων 
καµπύλων για να εισάγουµε µερικές βασικές έννοιες της Αλγεβρικής Γεωµετρίας, 
να διατυπώσουµε µερικά σηµαντικά προβλήµατά της και να περιγράψουµε τη 
γόνιµη αλληλεπίδραση Μεταθετικής Άλγεβρας και Αλγεβρικής Γεωµετρίας. 
 
2.1 Ρητές Καµπύλες 

 Θεωρούµε ένα απλό πρόβληµα που όλοι µας έχουµε µελετήσει στο Λύκειο. 
 

2.1.1  Πρόβληµα  Να βρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης . 222 zyx =+

Εξαιρώντας την τετριµµένη λύση , θέτουµε )0,0,0(
z
xX =  και 

z
yY = , οπότε 

ζητάµε τις ρητές λύσεις της 

 122 =+YX                (1) 
 )1,0(

1+= XλY
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Η ευθεία 1+= XλY  τέµνει τον κύκλο (1) στα σηµεία )  και 1,0(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
−

= 2

2

2 1
1,

1
2),(

λ
λ

λ
λYX . Παρατηρούµε ότι τα ρητά σηµεία της (1), µε την 

εξαίρεση του ) , βρίσκονται σε 11,0( − 1−  αντιστοιχία µε τους ρητούς αριθµούς 

. Έτσι βρίσκουµε όλες τις ρητές λύσεις της (1). Θέτοντας  όπου 

 παίρνουµε όλες τις λύσεις της αρχικής εξίσωσης: είναι ακέραια 

πολλαπλάσια λύσεων της µορφής  (“τριάδες του 

Πυθαγόρα”). 

–∈λ nmλ /=

Ÿ∈nm,

)

,[),( yxkyxf

,,2( 2222 nmmnmn +−−

 Με παρόµοιο τρόπο µπορεί να αποδειχθεί ότι κάθε ακέραια λύση της 

 είναι πολλαπλάσιο µιας λύσης της µορφής , 

,  (άσκηση). 

222 92 zyx =+ mnx 6−=
22 63 nmy +−= 22 2nmz +=

 Τα παραδείγµατα αυτά δείχνουν ότι η παραµετρικοποίηση καµπυλών συχνά 
βοηθά στην επίλυση ∆ιοφαντικών εξισώσεων. Έτσι οδηγούµαστε σ’ ένα από τα 
σηµαντικά ερωτήµατα της Αλγεβρικής Γεωµετρίας. 
 
2.1.2  Ερώτηµα  Ποιες καµπύλες επιδέχονται ρητές παραµετρικοποιήσεις; 

 Πριν ασχοληθούµε µε το προηγούµενο ερώτηµα πιο αναλυτικά δίνουµε 
µερικούς ορισµούς. Έστω k ένα σώµα και ]∈  ένα πολυώνυµο µε 

συντελεστές από το k. Το σύνολο των σηµείων  που ικανοποιούν τη 

σχέση 0

2),( kβα ∈

),( =βαf C

,( yxf ],[ yxk

,[ yxk

f ,, hgf

 ονοµάζεται (επίπεδη) καµπύλη και συµβολίζεται µε . Θα 

λέµε ότι η  είναι ανάγωγη αν το )  είναι ανάγωγο στο . 

Υπενθυµίζουµε ότι ο ]  είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης 

(Πόρισµα 1.3.5). Αν  µε 

f

fC

hg,= ],[ yxk∈ , τότε hgf CCC ∪= . Συνεπώς 

κάθε καµπύλη είναι ένωση πεπερασµένου πλήθους αναγώγων καµπυλών, µια για 
κάθε ανάγωγο παράγοντα του . Έτσι θα επικεντρώσουµε την προσοχή µας στην 

περίπτωση που το )  είναι ανάγωγο στο ] . Ο βαθµός µιας ανάγωγης 

καµπύλης είναι ο βαθµός του αντίστοιχου πολυωνύµου. Κάθε ανάγωγη καµπύλη 
βαθµού 2 ή 3 λέγεται κωνική ή κυβική αντίστοιχα. Μια καµπύλη λέγεται ρητή αν 
υπάρχουν ρητές συναρτήσεις )

f

f , y

()(), tktβ

,( yx [xk

(tα ∈ , από τις οποίες µια τουλάχιστον δεν 
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είναι σταθερή, έτσι ώστε 0))(),(( ≡tβtαf

x (tβy

C

 (ταυτοτικά µηδέν ως ρητή συνάρτηση 

στο t). Θα λέµε τότε ότι  και )  είναι µια ρητή παραµετρικοποίηση 

της . Έτσι το ερώτηµά µας είναι: Ποιες καµπύλες είναι ρητές; 

)(tα

f

Προφανώς κάθε καµπύλη βαθµού 1 είναι ρητή. Αποδεικνύεται ότι κάθε κωνική 

είναι ρητή (βλ. Άσκηση 3). Η κυβική , , είναι επίσης ρητή 

. Αντίθετα οι καµπύλες του Fermat  δεν είναι 

γενικά ρητές. Ακριβέστερα έχουµε: 

fC 32 xyf −=

))(,)(( 32 ttβttα == 1=+ nn yx

 
2.1.3  Πρόταση  Έστω . Η καµπύλη του Fermat που ορίζεται από 

 είναι ρητή αν και µόνο αν 

¬=k

1=+ nn yx 2≤n . 

 

Απόδειξη. Έστω ότι η καµπύλη 1 είναι ρητή. Τότε υπάρχουν 

πολυώνυµα ] , τέτοια ώστε µ.κ.δ.

=+ nn yx

[,, tkhgf ∈ 1),,( =hgf  και . Αν 

 είναι οι αντίστοιχοι βαθµοί των  και , µπορούµε να υποθέσουµε ότι 

 και . Παραγωγίζοντας παίρνουµε  (εδώ 

χρησιµοποιούµε ότι η χαρακτηριστική του k είναι µηδέν). Οι δύο σχέσεις δίνουν 

. Εφόσον µ.κ.δ. 1

nnn hgf =+

cba ,, gf , h

ba ≥ ca ≥ 111 −−− ′=′+′ nnn hhggff

)()( 11 ghghhgfgff nn ′−′=′−′ −− ),( =hf , παίρνουµε  διαιρεί 

το . Άρα 1

1−nf

ghgh ′−′ )1( −+≤− cban . Αλλά ab ≤  και ac ≤ . Έτσι παίρνουµε 

. Συνεπώς . 12)1( −≤− aan 2≤n

 Αντίστροφα, έστω 2 . Μια ρητή παραµετρικοποίηση είναι =n 21
2

t
tx

+
, 

2

2

1
1

t
ty

+
− .         □ 

 Ένα άµεσο πόρισµα είναι το εξής: 
 
2.1.4  Πόρισµα  (Θεώρηµα του Fermat για πολυώνυµα). Έστω . Τότε δεν 
υπάρχουν πολυώνυµα  θετικού βαθµού µε µ.κ.δ.  έτσι ώστε 

.         □ 

3≥n
][,, xhgf ¬∈ ( , ) 1f g =

nnn hgf =+
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 Η επόµενη πρόταση θα χρησιµοποιηθεί πολλές φορές σ’ αυτό το κεφάλαιο. 
 
2.1.5  Πρόταση  Έστω  µε f ανάγωγο. Αν το g δεν διαιρείται µε το f, 

τότε το σύστηµα 

],[, yxkgf ∈

0),(),( == yxgyxf  

έχει πεπερασµένο το πλήθος λύσεις. 
 
Απόδειξη.  Θεωρούµε τα πολυώνυµα  ως στοιχεία του ] , δηλαδή 

πολυώνυµα στη µεταβλητή x µε συντελεστές ρητές συναρτήσεις του y και 
υποθέτουµε ότι ο βαθµός του f ως προς x είναι 0 . Τότε το f παραµένει ανάγωγο 
και εξακολουθεί να µη διαιρεί το g στο ]  (γιατί;). Άρα µ.κ.δ.  στο 

. Αλλά ο  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών αφού του )  είναι 

σώµα (Παράδειγµα 1.1.6). Άρα (Άσκηση 1.13) υπάρχουν 

gf , )[( xyk

>

)[( xyk 1

]

),( =gf

])[( xyk )[( xyk (yk

])[(, xykgf ∈  µε την 

ιδιότητα 

1=+ ggff . 

Απαλοίφοντας τους παρονοµαστές των gf ,  παίρνουµε µια σχέση της µορφής 

hggff =+ ~~  

όπου  και ][ykh∈ ],[~,~ yxkgf ∈ . Αν 0),(),( == βαgβαf  για κάποιο , 

τότε 0 . Αφού το h είναι µη µηδενικό πολυώνυµο µιας µεταβλητής, 

υπάρχουν πεπερασµένες το πλήθος δυνατότητες για τις τιµές του β. 
Εναλλάσσοντας τους ρόλους των x και y φτάνουµε στο ίδιο συµπέρασµα για τις 
τιµές του α.  □ 

2),( kβα ∈

)( =βh

 
2.1.6  Πόρισµα  Αν το σώµα k είναι αλγεβρικά κλειστό (§ 0.8),  µε f 

ανάγωγο και , τότε το f διαιρεί το g στο  

],[, yxkgf ∈

gf CC ⊆ ],[ yxk .

 
Απόδειξη.  Η καµπύλη  έχει άπειρα σηµεία αφού το k είναι αλγεβρικά κλειστό 

(γιατί;). Άρα το σύστηµα 0

fC

),(),( == yxgyxf  έχει άπειρες λύσεις. Από την 

Πρόταση 2.1.5 παίρνουµε ότι το g διαιρείται από το f.    
 □ 
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Σηµείωση.  (i) Οι αναγνώστες που είναι έµπειροι στη Μεταθετική Άλγεβρα θα 
αναγνωρίσουν ότι το Πόρισµα 2.1.6 είναι µια ειδική περίπτωση του Nullstellensatz 
(∆ες Κεφάλαιο 8). 
 (ii) Το Πόρισµα 2.1.6 δεν ισχύει γενικά αν το k δεν είναι αλγεβρικά κλειστό: 

για παράδειγµα, αν ,  τότε 22 yxf += ],[44 yxyxg —∈+= )}0,0{(== gf CC . 

Όµως υπάρχουν πολύ ενδιαφέροντα προβλήµατα που αφορούν καµπύλες που 
ορίζονται πάνω από µη αλγεβρικά κλειστά σώµατα k όπως: ρητές λύσεις 
πολυωνυµικών εξισώσεων )( ¬=k  ή λύσεις πολυωνυµικών ισοδυναµιών 

. )( pk Ÿ=

 (iii) Το Πόρισµα 2.1.6 µας πληροφορεί ότι ο βαθµός ανάγωγης καµπύλης 
είναι µονοσήµαντα ορισµένος όταν το k είναι αλγεβρικά κλειστό. 
 

2.2 Ρητές Καµπύλες και Υπερβατικές Επεκτάσεις 

 Θα δώσουµε εδώ µια απάντηση στο Ερώτηµα 2.1.2. Η µεθοδολογία είναι 
τυπική για την Αλγεβρική Γεωµετρία: Για κάθε καµπύλη C θα ορίσουµε ένα 
αλγεβρικό αντικείµενο, το σώµα των ρητών συναρτήσεων πάνω στη C. 
Αλγεβρικές ιδιότητες του σώµατος αυτού αντανακλούν γεωµετρικές ιδιότητες της 
καµπύλης. 
 Πρώτα όµως θα υπενθυµίσουµε µερικούς ορισµούς. Έστω  επέκταση 
σωµάτων, δηλαδή τα Ε και F είναι σώµατα µε . Ένα στοιχείο  
λέγεται αλγεβρικό πάνω από το F αν είναι ρίζα µη µηδενικού πολυωνύµου µε 
συντελεστές από το F. Το  λέγεται υπερβατικό πάνω από το F αν δεν είναι 
αλγεβρικό πάνω από το F. Για παράδειγµα η “µεταβλητή” t του σώµατος  

είναι υπερβατικό πάνω από το . Επίσης το 

FE /
EF ⊆ Eα∈

Eα∈
)(t—

— —∈π  είναι —∈e  είναι υπερβατικά 
πάνω από το  (Lindermann 1882 και Hermite 1873 αντίστοιχα). Μία επέκταση 

 λέγεται υπερβατική αν το Ε περιέχει ένα τουλάχιστον υπερβατικό στοιχείο 
πάνω από το F. 

–

FE /

 Έστω  µια ανάγωγη καµπύλη. Το κύριο ιδεώδες  είναι 

πρώτο γιατί το f είναι ανάγωγο και το ]  είναι περιοχή µοναδικής 

παραγοντοποίησης (Πόρισµα 1.3.5). Έτσι ο δακτύλιος )  είναι περιοχή 

και µπορούµε να θεωρήσουµε το σώµα πηλίκων του. 

fC ],[)( yxkf ⊆

,[ yxk

/(],[ fyxk
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2.2.1  Ορισµός  Με τους προηγούµενους συµβολισµούς ορίζουµε 
(i) , που ονοµάζεται δακτύλιος συντεταγµένων της  )/(],[][ fyxkCk f = fC .

(ii) σώµα πηλίκων του , που ονοµάζεται σώµα των ρητών 

συναρτήσεων στη   

=)( fCk ][ fCk

fC .

 

2.2.2  Παράδειγµα  (i) Έστω η παραβολή , . Τότε  

 (γιατί;) και 

fC 2xyf −= =][ fCk

][)/(],[ 2 xkxyyxk ≅− )()( xkCk f ≅ . 

 (ii) Έστω η κυβική , , όπου k είναι αλγεβρικά κλειστό. Θα 

δείξουµε ότι . Η παραµετρικοποίηση ,  ορίζει έναν 

επιµορφισµό δακτυλίων 

gC 32 xyg −=

],[][ 32 ttkCk g ≅ 2tx 3ty

],[],[: 32 ttkyxkφ → . 

Προφανώς ) . Ισχυριζόµαστε ότι . Έστω 

. Τότε το σύστηµα 

(ker 32 xyφ −⊇ )

)

)

(ker 32 xyφ −=

φh ker∈

032 ==− hxy  

έχει άπειρες λύσεις, τα σηµεία της  (το k είναι αλγεβρικά κλειστό). Από την 

Πρόταση 2.1.5 παίρνουµε ότι το  διαιρεί το h, δηλαδή . Τώρα 

από τη σχέση )  και τον επιµορφισµό φ παίρνουµε (Θεώρηµα 

0.3.2) . Απ’ αυτό έπεται εύκολα ότι . 

gC

32 xy − ( 32 xyh −∈

(ker 32 xyφ −=

],[)/(],[ 3232 ttkxyyxk ≅− ()( tkCk g ≅

 
Σηµείωση. (i) Το κίνητρο που οδήγησε στον ορισµό του δακτυλίου 
συντεταγµένων µπορεί να εξηγηθεί ως εξής: Ένας τρόπος µελέτης µιας ανάγωγης 

καµπύλης , όπου k αλγεβρικά κλειστό, είναι η µελέτη των περιορισµών 

στη  των πολυωνυµικών συναρτήσεων . Έστω δύο 

πολυωνυµικές συναρτήσεις. Τότε οι περιορισµοί τους στη  είναι ίσες αν και 

µόνο αν 

2kC f ⊆

fC kk →2 kkhg →2:,  

fC

=)(cg )(ch  για κάθε fCc∈ , δηλαδή αν και µόνο αν η hg −  είναι µηδέν 

πάνω στη . Αλλά τότε (Πρόταση 2.1.5) ισχύει: fC hg −  ανήκει στο ιδεώδες . )( f
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Άρα στο δακτύλιο  ισχύει ))/(],[ fyxk ()( fhfg +=+ . Μπορούµε λοιπόν να 

θεωρήσουµε κατά φυσικό τρόπο τα στοιχεία του )  ως τους 

περιορισµούς στη  των πολυωνυµικών συναρτήσεων . 

/(],[ fyxk
2kC f ⊆ kk →2

 (ii) Θα χρησιµοποιήσουµε τον ίδιο συµβολισµό για ],[),( yxkyxf ∈  και την 

εικόνα του στο . ]

FEφ →: rr

[ gCk

 ∆ίνουµε τώρα µια απάντηση στο Ερώτηµα 2.1.2. ∆ύο σώµατα Ε και F που 
περιέχουν το σώµα k λέγονται k-ισόµορφα αν υπάρχει ισοµορφισµός σωµάτων 

 µε την ιδιότητα φ =)(  kr∈∀ . 

 
2.2.3  Θεώρηµα  Έστω k ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα και  µια ανάγωγη 

καµπύλη. Τότε η  είναι ρητή αν και µόνο αν το σώµα  είναι k-ισόµορφο µε 

το σώµα  

fC

fC )( fCk

)(tk .

 Για την απόδειξη θα εφαρµόσουµε το Θεώρηµα του Lüroth: 
 
2.2.4  Θεώρηµα (Lüroth).  Έστω σώµατα 

)(tFEF ⊆
≠
⊂ , 

όπου το t είναι υπερβατικό πάνω από το F. Τότε ))(( tuFE =  για κάποιο 

. )()( tFtu ∈

 
 Η απόδειξη του Θεωρήµατος του Lüroth δεν χρησιµοποιεί τίποτα πέρα από 
τις στοιχειώδεις ιδιότητες επεκτάσεων σωµάτων. Όµως θα την παραλείψουµε για 
να µην επεκταθούµε σε άλλα θέµατα. 
 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.3  Έστω ότι η  είναι ρητή, δηλαδή υπάρχουν 

, όχι και οι δύο σταθερές, έτσι ώστε 

fC

)()(),( tktβtα ∈ 0))(),(( ≡tβtαf . Ορίζουµε 

έναν οµοµορφισµό k-σωµάτων, 

)(
))(),((
))(),((

),(
),()(: tk

tβtαq
tβtap

yxq
yxpCkφ f ∈∋ . 

Παρατηρούµε ότι 
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 (i) ο φ είναι καλά ορισµένος: Πρώτα, αν 
),(~
),(~

),(
),(

yxq
yxp

yxq
yxp

= , τότε 

)(),(~),(),(~),( fyxpyxqyxqyxp ∈=  οπότε ))(),(())(),((~))(),(( tβtαqtβtαqtβtαp −  

0))(),((~ ≡tβtαp . ∆εύτερο, αν 0))(),(( ≡tβtαq , τότε το σύστηµα 

 θα είχε άπειρες λύσεις (γιατί ο k είναι αλγεβρικά κλειστό). 

Από την Πρόταση 2.1.5 έπεται ότι το )  είναι πολλαπλάσιο του f. Ως στοιχείο 

του ] , θα είχαµε τότε 

0),(),( == yxfyxq

,( yxq

[ fCk 0),( =yxq . 

 (ii) ο φ είναι µονοµορφισµός: αν φyxqyxp ker),(|),( ∈ , τότε 

 και όπως πριν συµπεραίνουµε ότι 00))(),(( ≡tβtαp ),( =yxp  ως στοιχείο του 

. ][ fCk

 Έχουµε λοιπόν έναν k-ισοµορφισµό φCk f Im)( ≅ . Επιπλέον ισχύει , 

γιατί τουλάχιστον µια από τις )  δεν είναι σταθερή. Από το Θεώρηµα του 

Lüroth υπάρχει ) , έτσι ώστε 

φk Im
≠
⊂

(),( tβtα

()( tktu ∈ ))((Im tukφ = . Τέλος παρατηρούµε ότι η 

αντιστοιχία δίνει ένα k-ισοµορφισµό σωµάτων  γιατί η 

 δεν είναι σταθερή. 

t)(  tu )())(( tktuk →

)(tu

) Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει k-ισοµορφισµός . Θέτοντας 

 και )  και εφαρµόζοντας στη σχέση 0

()(: tkCkφ f →

)()( tαxφ = ()( tβyφ = ),( =yxf  (που είναι 

σχέση στο ] ) τη φ παίρνουµε [ fCk 0))(),(( ≡tβtαf  και )  ή )  δεν είναι 

σταθερή. Άρα η  είναι ρητή.       □ 

(tα (tβ

fC

 
 Είδαµε στο πρόβληµα 2.1.1 ότι η συγκεκριµένη παραµετρικοποίηση έδωσε 

όλες τις ρητές λύσεις της 122 =+YX  εκτός από µία, τη )1,0( − . Έτσι γεννιέται το 

ερώτηµα: κατά πόσο µια παραµετρικοποίηση “καταµετρά” όλα τα σηµεία µιας 
ρητής καµπύλης. Η απάντηση δίνεται από την παρακάτω πρόταση. 
 Έστω  ρητή καµπύλη και )fC ()(: tkCkφ f ≅  ο ισοµορφισµός σωµάτων που 

παρέχει το Θεώρηµα 2.2.3. Θέτουµε )()( tαxφ =  και )()( tβyφ = . 
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2.2.5  Πρόταση  (i) Εκτός ενδεχοµένως από ένα πεπερασµένο πλήθος σηµείων, 
κάθε fCyx ∈),( 00  έχει µια παράσταση της µορφής ))(),((),( 0000 tβtαyx = , για 

κάποιο . kt ∈0

 (ii) Εκτός ενδεχοµένως από ένα πεπερασµένο πλήθος σηµείων, η παραπάνω 
παράσταση είναι µοναδική. 
 
Απόδειξη. Έχουµε ισοµορφισµούς 

)()()(
1

f
φφ

f CktkCk ⎯⎯→⎯⎯→⎯
−

. 

Αν ) , τότε έχουµε ,()(1 yxhtφ =−

)),(( yxhαx =    και   )),(( yxhβy = . 

 (i) Τώρα ο παρονοµαστής του )  µηδενίζεται το πολύ σε πεπερασµένο 

πλήθος σηµεία της καµπύλης  (Πρόταση 2.1.5 και πάλι). 

,( yxh

fC

 (ii) Έχουµε . Συνεπώς, αν υπάρχει  έτσι ώστε  

, τότε αυτό είναι µοναδικό.      □ 

))(),(( tβtαht = 0t =),( 00 yx

))(),(( 00 tβtα

 
 Σηµειώνουµε ότι η προηγούµενη πρόταση δεν ισχύει γενικά για όλες τις 

παραµετρικοποιήσεις. Για παράδειγµα, µια παραµετρικοποίηση της  είναι 

, . Όµως t και 

2xy =
2)( ttα = 4)( ttβ = t−  ορίζουν το ίδιο σηµείο πάνω στην καµπύλη. 

 

2.3 Ισοµορφισµός Καµπυλών 

 Έστω ,  δύο καµπύλες. Μια απεικόνιση fC gC

gf CCφ →:  

ονοµάζεται πολυωνυµική αν υπάρχουν πολυώνυµα ],[),(),,( yxkyxvyxu ∈  µε την 

ιδιότητα 
)),(),,((),( βαvβαuβαφ =   για κάθε  fCβα ∈),( . 

Μια πολυωνυµική απεικόνιση   ονοµάζεται ισοµορφισµός αν υπάρχει 

πολυωνυµική απεικόνιση  έτσι ώστε 

gf CCφ →:

fg CCψ →:
fCφψ 1=  και . Θα 

λέµε τότε ότι οι καµπύλες  και  είναι ισόµορφες. 

gCψφ 1=

fC gC
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2.3.1  Παράδειγµα  (i) Έστω  η κυβική που ορίζεται από . Η 

παραµετρικοποίηση  και  ορίζει µια πολυωνυµική απεικόνιση 

fC 32 xyf −=

2)( ttα = 3)( ttβ =

fCtttkφ ∈∋× ),()0,(}0{: 32  

φ

032 =− xy

 (ii) Έστω  η παραβολή που ορίζεται από . Η απεικόνιση 

 είναι πολυωνυµική. Μάλιστα είναι ισοµορφισµός, 

γιατί αν }

gC 2xyg −=

gCtttkφ ∈∋× ),()0,(}0{: 2

0{)0,(),(: ×∈∋ kxyxCψ g  είναι η προβολή στον άξονα των x, 

έχουµε  και }0{1 ×= kφψ
gCψφ 1= . Άρα η παραβολή 0  είναι ισόµορφη 

µε ευθεία. 

2 =− xy

 
 2xy =

προβολή είναι ισοµορφισµός 
 
 
 
 

2.3.2  Θεώρηµα  Έστω  και  δύο ανάγωγες καµπύλες πάνω από ένα 

αλγεβρικά κλειστό σώµα k. Τότε αυτές είναι ισόµορφες αν και µόνον αν οι k-
άλγεβρες και  είναι ισόµορφες. 

fC gC

][ fCk  ][ gCk
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Πριν δώσουµε την απόδειξη του προηγούµενου θεωρήµατος επισηµαίνουµε µια 
χρήσιµη παρατήρηση: Έστω C  µια ανάγωγη καµπύλη. Αν f ],[ yxkh∈ , 

συµβολίζουµε µε h  τη συνάρτηση 

kβαhβαCh f ∈∋ ),(),(: . 

Το σύνολο των h , όταν ] , συµβολίζουµε (προσωρινά) µε ,[ yxkh∈ ][ fCk . Τα 

στοιχεία του ονοµάζονται πολυωνυµικές συναρτήσεις. Είναι µια k-άλγεβρα µε τις 
προφανείς πράξεις. Ο πυρήνας του επιµορφισµού k-αλγεβρών 

],[),(),(],[ yxkyxhyxhyxk ∈∋  

περιέχει προφανώς το κύριο ιδεώδες ) . Επειδή το )  είναι ανάγωγο και το 

k αλγεβρικά κλειστό, η Πρόταση 2.1.5 µας δίνει ότι ο πυρήνας είναι το . 

Εφαρµόζοντας το 1

( f ,( yxf

)( f
ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων (Θεώρηµα 0.3.2), 

παίρνουµε 

)/(],[][ fyxkCk f ≅ . 

Αλλά ο δακτύλιος )  είναι ο δακτύλιος συντεταγµένων του . Άρα /(],[ fyxk fC

][][ ff CkCk ≅ . 

Συµπέρασµα. Θα ταυτίζουµε, χωρίς να γίνεται ιδιαίτερη µνεία, τα στοιχεία του 
δακτυλίου ]  µε τις πολυωνυµικές συναρτήσεις . [ fCk kC f →

 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.2  Έστω ότι οι  και  είναι ισόµορφες. Για 

κάθε πολυωνυµική απεικόνιση  ορίζεται ένας οµοµορφισµός k-

αλγεβρών, 

fC gC

gf CCφ →:

φhhφCkCkφ fg =→ )(],[][: ** . 

Τώρα αν και  έχουν την ιδιότητα gf CCφ →:  fg CCψ →: 1=ψφ  και , 

τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι  και . 

1

1** =ψφ

=φψ

1** =φψ

 Αντίστροφα, έστω ][][ gf CkCk ≅  ως k-άλγεβρες. Θα δείξουµε ότι κάθε 

οµοµορφισµός k-αλγεβρών ]  είναι της µορφής  για µοναδική 

πολυωνυµική απεικόνιση  Έστω λοιπόν  

οµοµορφισµός k-αλγεβρών, και έστω 

[][ fg CkCk → *φ

gf CCφ →: . ][][: fg CkCkΦ →

kCyx g →:,  οι περιορισµοί στο  της gC
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πρώτης και δεύτερης προβολής αντίστοιχα. Έχουµε ][, gCkyx ∈  και άρα 

][)(),( fCkyΦxΦ ∈ . Ορίζουµε την απεικόνιση 

( ) 2))((),)((: kPyΦPxΦPCφ f ∈∋ . 

Η φ είναι προφανώς πολυωνυµική. Ισχυριζόµαστε ότι . Πράγµατι, αρκεί 

να δείξουµε ότι 

gCφ⊆Im

0)))((),)((( =PyΦPxΦg  για κάθε fCP∈ . Ισχύει 0),( =yxg  στο 

 και άρα ][ gCk 0)),(( =yxgΦ . Αλλά επιπλέον ισχύει 

))(),(()),(( yΦxΦgyxgΦ =  

αφού ο Φ είναι οµοµορφισµός k-αλγεβρών. Άρα έχουµε 
][0))(),(( fCkyΦxΦg ∈= . Συνεπώς . Από τους ορισµούς εύκολα 

προκύπτει ότι για την απεικόνιση ισχύει . Η µοναδικότητα 

της φ προκύπτει επίσης άµεσα από τους ορισµούς. 

gCφ⊆Im

gf CCφ →:  Φφ =*

 Εφόσον τώρα ][][ gf CkCk ≅  υπάρχουν  και 

 µε 

]

1

[][: gf CkCkΦ →

][][: fg CkCkΨ → =ΨΦ  και 1=ΦΨ . Τότε υπάρχουν πολυωνυµικές 

απεικονίσεις και  µε  και . Συνεπώς fg CCφ →:  gf CCψ →: Φφ =* Ψψ =*

1** =ψφ    και   . 1** =φψ

Από την προσεταιριστικότητα της σύνθεσης συναρτήσεων προκύπτει ότι 

. Άρα  και . Από τη 

µοναδικότητα (και την προφανή σχέση ) προκύπτει  και 

. Άρα οι  και  είναι ισόµορφες.    □ 

*** )( φψψφ = ][
* 1)(

fCkφψ = ][
* 1)(

gCkψφ =

][
* 11

ff CkC =
gCφψ 1=

fCψφ 1= fC gC

 

2.3.3  Παράδειγµα  Η κυβική ,  δεν είναι ισόµορφη µε την ευθεία. 

Πράγµατι, αν , τότε ]

fC 32 xyf −=

}0{×≅ kC f [][ tkCk f ≅  από το προηγούµενο θεώρηµα. 

Αλλά ]  (Παράδειγµα 2.2.2 (iii)). Οι k άλγεβρες ]  και  

δεν είναι ισόµορφες (γιατί;). 

,[][ 32 ttkCk f = [tk ],[ 32 ttk
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 Ένα φυσικό ερώτηµα που τίθεται εδώ είναι να ταξινοµηθούν οι καµπύλες µε 
προσέγγιση ισοµορφίας. Μέχρι σήµερα δυστυχώς δεν υπάρχει έστω και µερικώς 
ικανοποιητική απάντηση. 
 
 
 
2.4 Θεώρηµα του Bezout και Θεώρηµα του Pascal 

 Στο } ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας  αν 

υπάρχει }

0{1 −+nk ),...,(~),...,( 00 nn yyxx

0{−∈ kλ  µε την ιδιότητα ii yλx =  για κάθε . Το σύνολο των κλάσεων 

ισοδυναµίας του } συµβολίζεται µε  και ονοµάζεται προβολικός 

χώρος. Στην παράγραφο αυτή, θα ασχοληθούµε µε το . Τα σηµεία του  

συµβολίζονται µε τριάδες της µορφής ) , δηλαδή η κλάση που περιέχει το 

σηµείο }  συµβολίζεται µε ) . ∆ιαισθητικά, τα στοιχεία 

του  είναι οι ευθείες του  που διέρχονται από το  

i

0{1 −+nk n
kœ

2
—œ 2

—œ

::( zyx

0{),,( 3 −∈ kzyx ::( zyx
2
—œ 3— )0,0,0( .

 Έστω ],,[ zyxkf ∈  ένα οµογενές πολυώνυµο βαθµού d. Αυτό σηµαίνει ότι 

 για κάθε ),,(),,( zyxfλzλyλxλf d= kλ∈ , και άρα το σηµείο  είναι 

ρίζα του f αν και µόνον αν το )  είναι ρίζα του f, όπου 

3),,( kzyx ∈

,,( zλyλxλ }0{−∈ kλ . Έτσι 

µπορούµε να ορίσουµε , όπου . Το 

σύνολο  ονοµάζεται προβολική καµπύλη. Αν το f έχει βαθµό 2 η  

ονοµάζεται κωνική. Η ταξινόµηση των κωνικών είναι κοµψή και έπεται από το 
Φασµατικό Θεώρηµα της Γραµµικής Άλγεβρας. 

2
kfC œ⊆ }0),,(|)::{( 2 =∈= zyxfzyxC kf œ

fC fC

 
2.4.1  Θεώρηµα  Με κατάλληλη εκλογή των αξόνων, το πολυώνυµο κάθε κωνικής 

στο  έχει µια από τις παρακάτω µορφές 2
—œ

(i)  (µη εκφυλισµένη κωνική) 222 zyx −+

(ii)  (κενό σύνολο) 222 zyx ++

(iii)   (ένα σηµείο) 22 yx +

(iv)   (δύο ευθείες) 22 yx −
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(v)   (µια διπλή ευθεία) 02 =x
 

Απόδειξη.  Το πολυώνυµο κάθε κωνικής στο  έχει από τον ορισµό τη µορφή 2
—œ

fyzexzdxyczbyax 222222 +++++ . 

Σ’ αυτό αντιστοιχούµε τον 3  πραγµατικό συµµετρικό πίνακα. 3×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

cfe
fbd
eda

. 

Το Φασµατικό Θεώρηµα µας πληροφορεί ότι ο πίνακας αυτός είναι ορθοµοναδιαία 

όµοιος µε ένα διαγώνιο πίνακα. Συνεπώς το πολυώνυµο µιας κωνικής στο  

παίρνει (για κατάλληλη εκλογή αξόνων) τη µορφή , όπου 

. Αν τώρα 0 , αντικαθιστούµε το x µε το 

2
—œ

222 vzyµxλ ++

—∈νµλ ,, ≠λ ||/ λx . Όµοια για τα µ, ν. 

Έτσι µπορούµε να υποθέσουµε ότι }0,1{,, ±∈νµλ . Αλλάζοντας –αν είναι ανάγκη– 

το πρόσηµο του πολυωνύµου , φθάνουµε στις περιπτώσεις (i)–(v) 

του Θεωρήµατος.        □ 

222 zνyµxλ ++

 
 Για λόγους σύγκρισης παραθέτουµε την ταξινόµηση των κωνικών στο 

(σύνηθες) επίπεδο  που είναι γνωστή από την Αναλυτική Γεωµετρία: Με 

κατάλληλη εκλογή των αξόνων, το πολυώνυµο µιας κωνικής στο επίπεδο  
παίρνει µία από τις παρακάτω µορφές 

2—
2—

 12

2

2

2

−+
b
y

a
x  (έλλειψη) 

   (παραβολή) 2mxy =

 12

2

2

2

−−
b
y

a
x  (υπερβολή) 

   (σηµείο) 22 yx +

 x    (ευθεία)  

 1  (κενό σύνολο) 22 −+ yx

   (κενό σύνολο) 12 −=x
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 0   (δύο ευθείες) =xy

   (δύο παράλληλες ευθείες) )

0

0

1( −xx

   (διπλή ευθεία). 2 =x
 Παρατηρήστε ότι στο προβολικό επίπεδο, η έλλειψη, η παραβολή και η 

υπερβολή παριστάνονται από την ίδια εξίσωση . 222 =−+ zyx

 Ως συνέπεια του προηγούµενου αποτελέσµατος, θα αποδείξουµε τώρα µια 
ειδική περίπτωση του θεωρήµατος του Bezout που στη συνέχεια θα 
χρησιµοποιήσουµε για να πάρουµε µια σύντοµη και όµορφη απόδειξη του 
θεωρήµατος του Pascal που οφείλεται στον Plücker. 
 

2.4.2  Πρόταση  (Bezout–ειδική περίπτωση).  Έστω  µια µη εκφυλισµένη 

κωνική και 

⊆C 2
—œ

⊆′C 2
—œ  µια καµπύλη βαθµού d. Αν το δεν είναι υποσύνολο του , 

τότε η τοµή CC

C C′

′∩  περιέχει το πολύ 2d σηµεία. 
 

Απόδειξη.  Η εξίσωση της µη εκφυλισµένης κωνικής είναι  

(Θεώρηµα 2.4.1), η οποία γίνεται  αν θέσουµε στη θέση των 

0222 =−+ zyx

xzy =2 yx,  και z 

αντίστοιχα τα zx − ,  και y2 zx + . Μια παραµετρικοποίηση της  είναι xzy =2

2
221

2
1 ,, tzttytx . 

Έστω τώρα g το οµογενές πολυώνυµο βαθµού d της C′ . Η εξίσωση της τοµής 
είναι συνεπώς 

0),,,( 2
221

2
1 =ttttg . 

Όµως το πολυώνυµο )  είναι µη µηδενικό (γιατί το  δεν είναι 

υποσύνολο του ) και οµογενές βαθµού . Ένα τέτοιο πολυώνυµο έχει το πολύ 

 ρίζες . Πράγµατι, έστω  ένα οµογενές 

πολυώνυµο βαθµού m και )  µια ρίζα του στο . Υποθέτοντας ότι 

, έχουµε από 

,,,( 2
221

2
1 ttttg C

C′ d2

d2 ∈):( 21 tt 1
—œ 1

0
),( −

=
∑= mi

i

m

i
yxayxf

:( 00 yx 1
—œ

00 ≠y 0),( 00 =yxf  τη σχέση 

0)/( 00
0

=∑
=

i
m

i
yx . 



Κεφάλαιο  2 56

Άρα για το  υπάρχουν το πολύ m δυνατότητες (γιατί είναι ρίζες 

πολυωνύµου µιας µεταβλητής βαθµού m).                 □ 
00 / yx

 
2.4.3  Πόρισµα  (Θεώρηµα του Pascal).  Έστω εξάγωνο εγγεγραµµένο σε µη 

εκφυλισµένη κωνική του . Τότε οι απέναντι πλευρές του τέµνονται σε τρία 

συνευθειακά σηµεία. 

2
—œ

Απόδειξη.  (Plücker) 

h

2g2f

3g1g

3f1f

 
 
Ορίζουµε το πολυώνυµο τρίτου βαθµού 321321 gggλfffH λ +=  όπου . 

Έστω P ένα έβδοµο σηµείο πάνω στην κωνική διάφορο των έξι δεδοµένων 
σηµείων. Τότε 0 , αφού κάθε  µε την κωνική έχει το πολύ δύο 

κοινά σηµεία. Άρα υπάρχει 

—∈λ

)(321 ≠Pggg ig

—∈0λ , έτσι ώστε 0)(
0

=PH λ . Έχουµε 

7#
0
≥∩

λHh CC . 

Εποµένως η Πρόταση 2.4.2 δίνει εCCC hHh λ
∪=⊆

0
, όπου ε είναι κάποια ευθεία. 

Έστω  το σηµείο . Τότε iP
ii gf CC ∩ 0)(

0
=iλ PH . Επίσης hi CP ∉ , γιατί µια µη 
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εκφυλισµένη κωνική δεν µπορεί να περιέχει τρία διάφορα συνευθειακά σηµεία. 
Άρα , δηλαδή τα  είναι συνευθειακά.     □ εPi ∈ iP

 

2.5 Κυβικές καµπύλες ως οµάδες 

 Στην παράγραφο αυτή θα δείξουµε πως σε µια κυβική καµπύλη (µη 
ιδιάζουσα) ορίζεται η δοµή αβελιανής οµάδας. Στη συνέχεια θα διατυπώσουµε 
(χωρίς απόδειξη) µερικά σηµαντικά θεωρήµατα ενδεικτικά του βάθους του 
αντικειµένου. 

 Θεωρούµε µια κυβική καµπύλη  µε εξίσωση της µορφής 

, όπου το πολυώνυµο  δεν έχει διπλές ρίζες. Θα 

επισυνάψουµε στο σύνολο C ένα σηµείο, το “σηµείο στο άπειρο”, και θα δείξουµε 
ότι στο } ορίζεται µε γεωµετρικό τρόπο δοµή αβελιανής οµάδας. 

2—⊆C

baxxy ++= 32 baxx ++3

{∞∪=′ CC

 Έστω . Ορίζουµε CQP ∈, PPP =+∞=∞+ . Για να ορίσουµε το  

θεωρούµε την ευθεία . Αν αυτή τέµνει την καµπύλη C σε ένα τρίτο σηµείο 

, ορίζουµε ) . Αν αυτή δεν τέµνει την C, ορίζουµε . 

(Αν , ορίζουµε το 

QP +

PQ

),( yx ,( yxQP −=+ ∞=+QP

QP = QP +  όπως πριν µε τη διαφορά ότι θεωρούµε την 

εφαπτοµένη στο P. Εδώ χρειάζεται η υπόθεση ότι το  δεν έχει διπλές 
ρίζες). 

baxx ++3

Q

P

),( yx

),( yxQP −=+
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 Μπορεί να δειχτεί ότι το σύνολο C′  µε την προηγούµενη πρόσθεση είναι 
αβελιανή οµάδα. Το µόνο αξίωµα που δεν είναι προφανές είναι η 
προσεταιριστικότητα. Θα δείξουµε ότι ισχύει. 
 Έστω λοιπόν CRQP ′∈,, . Αν κάποιο απ’ αυτά είναι το  η 

προσεταιριστικότητα προφανώς ισχύει. Έστω τώρα  Θα 

προσδιορίσουµε τις συντεταγµένες του 

∞

CRQP ∈,, .

QP + , όπου ),( 11 yxP =  και  

µε . (Αν , τότε 

),( 22 yxQ =

21 xx ≠ 21 xx = ∞=+QP ). 

 Η ευθεία  έχει εξίσωση PQ )( 1
12

12
1 xx

xx
yyyy −

−
−

=− . Άρα η τοµή της µε την 

C δίνεται από την 

baxxxx
xx
yyy ++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

+ 3
2

1
12

12
1 )( . 

∆ύο ρίζες της εξίσωσης αυτής είναι γνωστές, οι  και . Άρα η τρίτη ρίζα , 

ικανοποιεί 

1x 2x 3x
2

12

12
321 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=++
xx
yyxxx . Έτσι βρίσκουµε 

 

)( 13
12

12
13

2

12

12
213

xx
xx
yyyy

xx
yyxxx

−
−
−

+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+−−=

              (2) 

Τότε . )

)

,( 33 yxQP −=+

 Με παρόµοιο τρόπο προσδιορίζουµε τις συντεταγµένες του . 

Έχουµε 

,(2 βαP =

 

).(
2

3

,
2

32

13
1

2
1

1

2

1

2
1

1

xx
y

axyβ

y
axxα

−
+

+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+−=

              (3) 

(Αν 0 , τότε 1 =y ∞=P2 ). Τώρα η απόδειξη της προσεταιριστικότητας είναι µια 

(κουραστική) υπόθεση ρουτίνας αντικατάστασης των εξισώσεων (2) και (3), που 
φυσικά παραλείπεται. 
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 Οι εξισώσεις (2) και (3) δείχνουν ότι τα ρητά σηµεία της C (µαζί βέβαια µε το 
ουδέτερο στοιχείο ) αποτελούν µία υποοµάδα της C. Ας τη συµβολίσουµε µε 

. 
∞

)(–C

 Ο Mordell απέδειξε το 1922 µια εικασία του Poicaré (1901) σύµφωνα µε τον 
οποίο η αβελιανή οµάδα )  είναι πεπερασµένα παραγόµενη. (–C

 
2.5.1  Θεώρηµα  (Mordell, 1922).  Η αβελιανή οµάδα  είναι πεπερασµένα 

παραγόµενη. 

)(–C

 Λίγο αργότερα, ο Weil γενίκευσε το θεώρηµα του Mordell για πεπερασµένες 
επεκτάσεις του . Τέλος αναφέρουµε ότι ο Mazur απέδειξε ότι για την υποοµάδα 

στρέψης της )  (δηλαδή την υποοµάδα που σχηµατίζουν τα στοιχεία 

πεπερασµένης τάξης) δεν υπάρχουν παρά µόνο ελάχιστες δυνατότητες. 

–

(–C

 
2.5.2  Θεώρηµα  (Mazur, 1976).  Η υποοµάδα στρέψης της  είναι µία από τις 

ακόλουθες 

)(–C

.4,

10,

22

12

≤⊕

≤

m

m

m

m

ŸŸ

Ÿ

Ÿ

 

 Τα στοιχεία άπειρης τάξης της )  αποτελούν µία ελεύθερη αβελιανή 

οµάδα. Έστω  η τάξης της. Υπάρχουν εδώ πολλά ανοικτά ερωτήµατα όπως: 

υπάρχει  έτσι ώστε  για κάθε C; Μια φηµισµένη εικασία στη Θεωρία 

Αριθµών συνδέει τον αριθµό r µε την τάξη του πόλου στο 1

(–C

Crr =

Õ∈m mrC <

=σ  της αντίστοιχης L-
συνάρτησης (εικασία Birch, Swinnerton-Dyer). 
 Για τα θεωρήµατα και τις εικασίες που αναφέραµε πιο πάνω παραπέµπουµε 
στο βιβλίο των K. Ireland and M. Rosen που αναφέρεται στη Βιβλιογραφία. 

 
Ασκήσεις 

1.  Λύστε τις ∆ιοφαντικές εξισώσεις 

 (i) ,        (ii) . 222 252 zyx =+ 222 113 zyx =+
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2.  Ποιες από τις καµπύλες 

1,1,, 22525 =+=== yxxyxyxy  

  είναι ισόµοφρες µε την ευθεία; Εδώ ¬=k . 

3.  Κάθε κωνική καµπύλη  είναι ρητή. 2kC ⊆

4. (i)  Κάθε κυβική καµπύλη  της µορφής , όπου το 

α παράδειγµα κυβικής της µορφής axxy += 32  που

2kC ⊆ baxxy ++= 32

baxx ++3  έχει πολλαπλή ρίζα, είναι ρητή (σχήµα). Εδώ . 

(ii) ∆ώστε έν +  δεν 

)

 ¬=k

b

είναι ρητή (σχήµα). 

ή 

5.  Η καµπύλη )  (“ληµνίσκος”) είναι ρητή. (Υπόδειξη: 

Θεωρήστε την τοµή µε τους κύκλους ). 

()( 22222 yxayx −=+

(22 yxtyx −=+

6.  Ποια είναι τα στοιχεία τάξης 2 της οµάδας της κυβικής  (στο 

); Ποια είναι η υποοµάδα που αυτά σχηµατίζουν; 

baxxy ++= 32

2—

7.  Έστω C η κυβική που ορίζεται από . Αποδείξτε ότι στο C ορίζεται η 

δοµή Αβελιανής οµάδας µε ουδέτερο στοιχείο το )

32 xy =

0,0(0 =  τέτοια ώστε 
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RQPRQP ,,0 ⇔=++  είναι συνευθειακά. 

8.  Έστω k αλγεβρικά κλειστό σώµα και ],[ yxkf ∈  ανάγωγο. Ένα σηµείο 

 ονοµάζεται ιδιάζον αν fCβα ∈),(

0),(),(),( =
∂
∂

=
∂
∂

= βα
y
fβα

x
fβαf . 

  Αποδείξετε ότι η  έχει το πολύ πεπερασµένο πλήθος ιδιάζοντα σηµεία. 

(Υπόδειξη: διακρίνετε περιπτώσεις ανάλογα αν η χαρακτηριστική του k είναι 
 ή ). 

fC

0 0>p

 

 



 
 
 

Κεφάλαιο 3 

Πρότυπα 
 

 
 Στο κεφάλαιο αυτό εισαγάγουµε την έννοια του προτύπου πάνω από δακτύλιο 
που θα παίξει σηµαντικό ρόλο στα επόµενα κεφάλαια.  Η έννοια αυτή είναι αρκετά 
γενική – για παράδειγµα κάθε ιδεώδες Ι του δακτυλίου R και κάθε πηλίκο R/I  είναι 
πρότυπα πάνω από το R – και κατέχει κεντρική θέση στη σύγχρονη Άλγεβρα. 
 
3.1 Ορισµοί και Παραδείγµατα 

3.1.1  Ορισµός  Έστω R ένας δακτύλιος.  Μια Αβελιανή οµάδα Μ εφοδιασµένη µε 
µια απεικόνιση 

MmrmrMR ∈⋅× 6),(:  

ονοµάζεται R- πρότυπο ή πρότυπο πάνω από το R αν ισχύουν 
(i) mrrmrr ⋅=⋅⋅ )()( 2121 για κάθε Rrr ∈21, , Mm∈  

(ii) για κάθε mrmrmrr ⋅+⋅=⋅+ 2121 )( Rrr ∈21, , Mm∈  

(iii) για κάθε 2121 )( mrmrmmr ⋅+⋅=⋅+⋅ Rr∈ , Mmm ∈21,  

(iv) για κάθε . mmR =⋅1 Mm∈

 Στα παρακάτω θα γράφουµε rm στη θέση του mr ⋅ . Στον προηγούµενο 
ορισµό, θα ονοµάζουµε την απεικόνιση MMR →× , τον “εξωτερικό 
πολλαπλασιασµό” του Μ. 
 
3.1.2  Παράδειγµα  (i) Κάθε k -  διανυσµατικός χώρος, όπου το k  είναι σώµα, 
είναι k – πρότυπο.  Μάλιστα οι έννοιες  k -  διανυσµατικός χώρος και k – πρότυπο 
ταυτίζονται όταν το k  είναι σώµα, όπως φαίνεται από τη σύγκριση των παραπάνω 
αξιωµάτων µε αυτά στον ορισµό του διανυσµατικού χώρου.   
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 (ii) Κάθε Αβελιανή οµάδα Μ είναι - πρότυπο µε εξωτερικό 
πολλαπλασιασµό που ορίζεται από τη σχέση 

Ÿ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=

>++
=

,0αν,)(
0αν,0

0αν),φορές(...

rmr
r

rrmm
rm  

όπου Ÿ∈r και . Mm∈

 (iii) Κάθε ιδεώδες  Ι  του R είναι R – πρότυπο µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό 
το πολλαπλασιασµό στοιχείων του R. 
 (iv) Έστω Ι  ένα ιδεώδες του δακτυλίου R .  Ο δακτύλιος R/Ι  είναι ένα  R – 
πρότυπο µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό που ορίζεται από τη σχέση  

IraIar +=+ )( , 

όπου  και .  Η σχέση αυτή είναι καλά ορισµένη, γιατί αν 

, τότε  και άρα 

Rr∈ IRIa /∈+

IaIa +′=+ Iaa ∈′− Iaar ∈′− )(  που σηµαίνει ότι 

.  Η επαλήθευση τώρα των αξιωµάτων του ορισµού 3.1.1 είναι 
θέµα ρουτίνας. 

IarIra +′=+

 (v) Έστω  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.  Τότε ο S είναι R – 

πρότυπο µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό που ορίζεται από τη σχέση 

SRφ →:

srφrs )(=  

Ας επαληθεύσουµε ενδεικτικά το αξίωµα (ii) του ορισµού. Έχουµε 
=+=+=+=+ srφsrφsrφrφsrrφsrr )()())()(()()( 21212121 srsr 21 + . 

 
3.1.3  Παρατήρηση  Έστω Μ  ένα  R – πρότυπο.  Τότε έχουµε 
(i) για κάθε  MR m 00 = Mm∈

(ii) για κάθε MMr 00 = Rr∈  

(iii) rmmrmr −=−=− )()( για κάθε Rr∈ , Mm∈  

 
Απόδειξη.  (i) Έχουµε ⇒=+⇒=+ mm RRRRRR 0)00(000 mmm RRR 000 =+  

από το αξίωµα (ii) του Ορισµού 3.1.1.  Άρα MRRR mmm 0000 +=+ .  Από το 

νόµο της διαγραφής που ισχύει στην οµάδα Μ παίρνουµε MR m 00 + . 

 (ii) Έχουµε: MMMMMMMMM rrrrr 0000)00(000 =+⇒=+⇒=+  

από το αξίωµα (iii) του ορισµού 3.1.1.  Όπως και πριν παίρνουµε . mmr 00 =
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 (iii) MMrmmr 00))(( ==−+ από το (ii). Συνεπώς mmrrm 0)( =+  και άρα 

.  Όµοια )()( rmmr −=− MRmrr 00))(( ==−+ από το (i).  Συνεπώς 

.  Άρα )Mmrrm 0)( =−+ ()( rmmr −=− .     □ 

 
 Στο παρακάτω θα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις της Παρατήρησης 3.1.3 
χωρίς ιδιαίτερη µνεία.  Αξίζει να σηµειωθεί ότι σ’ ένα R – πρότυπο Μ είναι δυνατό 
να ισχύει µε  και 0=rm Rr 0≠ Mm 0≠ .  Για παράδειγµα, στο  - πρότυπο  

ισχύει  για κάθε 

Ÿ nŸ

]0[][][ == naan nŸ∈][a . 

 
3.1.4  Ορισµός  Έστω Μ ένα  R – πρότυπο.  Ένα υποσύνολο M ονοµάζεται  R 

– υποπρότυπο του Μ αν το Ν είναι R – πρότυπο ως προς την πρόσθεση και τον 
εξωτερικό πολλαπλασιασµό του Μ. Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιούµε το 
συµβολισµό 

N ⊆

MN ≤ . 
 
3.1.5 Λήµµα  Έστω Μ ένα  R – πρότυπο και M ένα µη κενό υποσύνολο του Μ.  

Τότε το Ν είναι υποπρότυπο του Μ αν και µόνο αν  

N ⊆

(i)  NbaNba ∈−⇒∈,

(ii)  NraRrNa ∈⇒∈∈ ,
 
Απόδειξη.  Έστω .  Τότε το Ν είναι υποοµάδα του Μ και συνεπώς ισχύει η 
(i). Η συνθήκη (ii) έπεται άµεσα από τον Ορισµό 3.1.4. Αντίστροφα, έστω ότι 
ισχύουν οι (i), (ii).  Από την (i) συµπεραίνουµε ότι το Ν είναι υποοµάδα του Μ. 
Επειδή τώρα ισχύει η (ii),  θα ισχύουν όλα τα αξιώµατα του Ορισµού 3.1.1 για το 
Ν.           □ 

MN ≤

 
3.1.6  Παράδειγµα  (i) Έστω R ένας δακτύλιος.  Τα R – υποπρότυπα του  R  είναι 
ακριβώς τα ιδεώδη του R.  
  (ii) Τα  Ÿ - υποπρότυπα µιας Αβελιανής οµάδας είναι ακριβώς οι υποοµάδες 
της.  
  (iii) Έστω k σώµα.  Τα k- υποπρότυπα ενός k – διανυσµατικού χώρου είναι 
ακριβώς οι υπόχωροί του. 
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 Από το Λήµµα 3.1.5 έπεται άµεσα ότι η τοµή µιας (µη κενής) οικογένειας R-
υποπροτύπων ενός R-προτύπου είναι πάλι ένα R-πρότυπο.  Αυτό µας οδηγεί στον 
επόµενο ορισµό. 
 
3.1.7  Ορισµός  Έστω  ένα υποσύνολο του R-προτύπου Μ.  Το υποπρότυπο 
του Μ που παράγεται από το Χ είναι η τοµή όλων των υποπροτύπων του Μ που 

περιέχουν το Χ. Αυτό συµβολίζεται µε 

∅≠X

X . 

 
3.1.8  Πρόταση  Έστω  ένα υποσύνολο του R – προτύπου Μ.   ∅≠X
Τότε 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈∈= ∑
=

XxRrnxrX iii

n

i
i ,,|

1
Õ . 

 

Απόδειξη.  Έστω Α το δεξί µέλος της παραπάνω ισότητας.  Ισχύει XA ⊆ .  

Πράγµατι, έστω Ν ένα υποπρότυπο του Μ που περιέχει το Χ. Τότε  ⇒∈ Xxi

NxrNx iii ∈⇒∈ .  Άρα .  Συνεπώς Nxr i

n

i
i ∈∑

=1
Xxr i

n

i
i ∈∑

=1
.  Ισχύει AX ⊆ .  

Πράγµατι το Α είναι υποπρότυπο του Μ (όπως συµπεραίνουµε από το Λήµµα  

3.1.5) που περιέχει το Χ.  Το X ως τοµή τέτοιων προτύπων θα περιέχεται στο Α.

           □ 
 

 Αν το Χ είναι πεπερασµένο, { }mxxX ,...,1= , θα συµβολίζουµε το X  µε 

nxx ,...,1  ή και θα λέµε ότι το nRxRx ++ ...1 X  παράγεται από τα . nxx ,...,1

 
3.1.9  Ορισµός  (i) Ένα R-πρότυπο  Μ λέγεται πεπερασµένα παραγόµενο αν υπάρχει 

πεπερασµένο υποσύνολο M µε την ιδιότητα X ⊆ MX = . 

 (iι) Ένα R-πρότυπο  Μ λέγεται κυκλικό αν παράγεται από κάποιο , 

δηλαδή  αν 

Ma∈

aM = . 

 Για παράδειγµα τα κυκλικά  k – υποπρότυπα ενός k – διανυσµατικού χώρου (k 
σώµα)  είναι οι υπόχωροι διάστασης 1 και ο τετριµµένος υπόχωρος. 
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Σχόλιο.  Όλοι οι προηγούµενοι ορισµοί γενικεύουν κατά τρόπο προφανή 
αντίστοιχες έννοιες της Γραµµικής Άλγεβρας. Το ίδιο θα συµβεί στην επόµενη 
παράγραφο. Ας µη θεωρηθεί όµως ότι η θεωρία προτύπων είναι απλοϊκή γενίκευση 
της Γραµµικής Άλγεβρας!  Η δοµή R-προτύπων δεν συγκρίνεται ως προς την 
πολυπλοκότητα και το µαθηµατικό ενδιαφέρον µε τη δοµή k-διανυσµατικών 
χώρων. Αυτό θα γίνει φανερό στην Παράγραφο 3.4, όταν θα µελετήσουµε 
ελεύθερα πρότυπα. 
 

3.2 Ορισµοί και Παραδείγµατα 

3.2.1  Ορισµός  Έστω Μ και Ν δύο R-πρότυπα.  Μία απεικόνιση 
ονοµάζεται οµοµορφισµός  R-προτύπων (ή R-γραµµική) αν: NMφ →:

(i) )()()( mφmφmmφ ′+=′+ για κάθε Mmm ∈′, , και 

(ii) για κάθε )()( mφrrmφ = MmRr ∈∈ , . 

 Ένας οµοµορφισµός R-προτύπων  ονοµάζεται επιµορφισµός 

(αντίστοιχα µονοµορφισµός) αν ως απεικόνιση η φ είναι επί (αντίστοιχο 
αµφιµονοσήµαντη).  Ισοµορφισµός R-προτύπων είναι ένας οµοµορφισµός που 
είναι ταυτόχρονα ως απεικόνιση επί και αµφιµονοσήµαντη. Συµβολισµός: για R-

πρότυπα  Μ και Ν, γράφουµε Μ Ν όταν υπάρχει ισοµορφισµός . Τότε 

αυτά λέγονται ισόµορφα. 

NMφ →:

NM →

 
3.2.2  Παράδειγµα  (i)  Αν  Μ  και  Ν είναι R-πρότυπα η µηδενική απεικόνιση 

 είναι οµοµορφισµός R-προτύπων. Η ταυτοτική απεικόνιση 
είναι επίσης οµοµορφισµός R-προτύπων. 

NmM ∈∋ 06
MmmMM ∈∋ 6:1

 (ii) Αν V και  W είναι k – διανυσµατικοί χώροι (k σώµα), οι οµοµορφισµοί k –
προτύπων  είναι ακριβώς οι k-γραµµικές απεικονίσεις . WV → WV →

 (iii) Αν G και  H  είναι δύο Αβελιανές οµάδες, οι οµοµορφισµοί -προτόπων 
 είναι ακριβώς οι οµοµορφισµοί οµάδων . 

Ÿ

HG → HG →

 (iv) Έστω R  δακτύλιος και Ra∈ . Η απεικόνιση RaxxR ∈∈ 6  είναι 
οµοµορφισµός R-προτύπων αλλά όχι γενικά οµοµορφισµός δακτυλίων (γιατί;). 
 Έστω οµοµορφισµός R-προτύπων.  Ο πυρήνας NMφ →:

{ }0)(|ker =∈= aφMaφ  
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είναι Αβελιανή οµάδα (γιατί ο  φ  είναι οµοµορφισµός Αβελιανών οµάδων).  
Επιπλέον είναι R-υποπρότυπο του Μ  γιατί ⇒=⇒=⇒∈ 0)(0)(ker aφraφφa  

φraraφ ker0)( ∈⇒= . Κατά παρόµοιο τρόπο, η εικόνα του φ είναι R-υποπρότυπο 

του Ν. 
 
3.2.3  Πρόταση  Έστω N οµοµορφισµός R-προτύπων. Τότε ο φ είναι 

µονοµορφισµός αν και µόνο αν 

Mφ →:

{ }0ker =φ . 

 
Απόδειξη. Όµοια µε την Πρόταση 0.3.1.     □ 
 
 Έστω Μ ένα R-πρότυπο και MN ≤ . Θεωρώντας αυτά ως Αβελιανές οµάδες, 
ορίζεται στο πηλίκο { }MaNaNM ∈+= |/  δοµή Αβελιανής οµάδας µε 

πρόσθεση NbaMbNa ++=+++ )()()( .  Επιπλέον τώρα ορίζουµε δοµή R – 

προτύπου θέτοντας NraNar +=+ )( .  Εύκολα αποδείχνεται ότι η σχέση αυτή 

είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι έχουµε   
)( aarNaaNaNa −⇒∈′−⇒+′=+ NarNraNarra ∈′=+⇒∈′−= .   

Η επαλήθευση των αξιωµάτων του Ορισµού 3.1.1 είναι άµεση. 
 Κατ’ αναλογία µε τους διανυσµατικούς χώρους, τις αβελιανές οµάδες και τα 
ιδεώδη, υπάρχουν και εδώ θεωρήµατα ισοµορφισµών.  Έστω Μ ένα R-πρότυπο και 
Α, Β υποπρότυπα του Μ. Με BA+ συµβολίζουµε το υποπρότυπο του Μ  που 
παράγεται από το υποσύνολο BA∪ (Ορισµός 3.1.7). Φυσικά ισχύει =+ BA  
{ }BbAaMba ∈∈∈+ ,| . 

 
3.2.4  Θεώρηµα   
 
1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων: Έστω N ένας οµοµορφισµός R-

προτύπων. Τότε η απεικόνιση  

Mφ →:

φmφNmNMφ Im)(/: ∈+∋ 6  

είναι ισοµορφισµός R-προτύπων. 
2ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων: Έστω ότι B  είναι R-υποπρότυπα του R-

προτύπου Μ . Τότε υπάρχει ισοµορφισµός R-προτύπων  

A,

ABA /)( + � BAB ∩/ . 
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3ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων: Έστω CBA ⊇⊇  R-πρότυπα. Τότε υπάρχει 

ισοµορφισµός R-προτύπων  
)//()/( CBCA � BA / . 

Απόδειξη.  
1) Όµοια µε την απόδειξη του θεωρήµατος 0.3.2. 
2) Η απεικόνιση  

AbbφABABφ +=+→ )(,/)(:  

είναι επιµορφισµός  R-προτύπων. Ισχύει { } BAAbBbφ ∩==+∈= 0|ker . Άρα 

από το 1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων προκύπτει /B A B∩ � ABA /)( + . 

3)  Εφόσον  η απεικόνιση BC ⊆

BaCaφBACAφ +=+→ )(,//:  

είναι ένας καλά οριζόµενος επιµορφισµός R-προτύπων. Ισχύει  

. Άρα από το 1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών R-προτύπων 

προκύπτει ( / .      □ 

{ |ker Caφ +=

} CBBBa /==+

) /( / )A C B C � BA /

 Ίσως είναι η κατάλληλη στιγµή να εισάγουµε την πρώτη έννοια που ανάλογή 
στους διανυσµατικούς χώρους δεν υπάρχει (ακριβέστερη είναι τετριµµένη). Έστω 
Μ ένα  R-πρότυπο. Το σύνολο { 0|Ann =∈= raRrM }Ma∈ για κάθε είναι 

ιδεώδες του R. Πράγµατι, (i) ∅≠MAnn  αφού MAnn0∈ , (ii) ⇒∈ MAAnnsr,  

0)( =+=+ saraasr  για κάθε Ma∈  και άρα Msr Ann∈+ , και (iii)  

 για κάθε 

,Rx∈

0)( =rax Ma)(Ann =⇒∈ axrMr ∈  και άρα Mxr Ann∈ . Το ιδεώδες 

ονοµάζεται µηδενιστής του Μ. Για διανυσµατικούς χώρους ισχύει βέβαια 

.  Για το Ÿ -πρότυπο  ισχύει 

MAnn

)0( (mAnn =V mŸ )Ann =mŸ . 

 Αν Μ και Ν  είναι δύο R-πρότυπα τότε το ευθύ γινόµενό τους  είναι το 
σύνολο 

NM ×

( ){ NyMxyxNM }∈∈=× ,|,  µε πρόσθεση και εξωτερικό 

πολλαπλασιασµό που ορίζονται από τις σχέσεις 
),()(),( yyxxyxyx ′+′+=′+′+  

),(),( ryrxyxr = , 

όπου  και Mxx ∈′, , Nyxy ∈,  Rr∈ . Το NM ×  είναι ένα R-πρότυπο. Πιο γενικά 

αν  είναι µια οικογένεια R-προτύπων, τότε το σύνολο των ακολουθιών Λ)( ∈λλM
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Λ)( ∈λλx  µε , είναι ένα R-πρότυπο µε πρόσθεση και εξωτερικό 

πολλαπλασιασµό που ορίζονται από τις σχέσεις 

λλ Mx ∈

ΛλλλΛλλΛλλ xxxx ∈∈∈ ′+=′+ )()()( , 

.  Θα το συµβολίζουµε µε ΛΛ )()( ∈∈ = λλλλ rxxr ∏
∈Λλ

λM . Κατασκευάζουµε τώρα ένα 

R-υποπρότυπο του . Έστω ∏
∈Λλ

λM λ
λ

M⊕
∈Λ

το υποσύνολο του που 

αποτελείται από τις ακολουθίες  όπου 

∏
∈Λλ

λM

Λ)( ∈λλx
λMλx 0=  για κάθε  εκτός το 

πολύ ένα πεπερασµένο πλήθος. Εύκολα επαληθεύεται ότι αυτό είναι ένα 

υποπρότυπο του και ονοµάζεται ευθύ άθροισµα των . Στην ειδική αυτή 

περίπτωση που το Λ είναι πεπερασµένο σύνολο, έχουµε 

Λ∈λ

∏
∈Λλ

λM λM

∏
∈Λλ

λM = λ
λ

M⊕
∈Λ

. 

 Έστω  µια οικογένεια R-υποπροτύπων του R-προτύπου Μ. Θα λέµε 

ότι το Μ είναι το εσωτερικό ευθύ άθροισµα των  αν κάθε 
Λ)( ∈λλN

λN Mx∈ γράφεται κατά 

µοναδικό τρόπο ως άθροισµα της µορφής 
tλλ yyx ++= "

1
, µε  . 

Στην περίπτωση αυτή θα γράφουµε 

,
ii λλ Ny ∈ 1≥t

λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

. 

Σηµείωση.  Η χρήση του συµβόλου λ
λ

M⊕
∈Λ

για δύο διαφορετικά πράγµατα δεν 

πρέπει να δηµιουργεί σύγχυση για τον εξής λόγο: αν λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

 είναι το 

εσωτερικό ευθύ άθροισµα των υποπροτύπων , τότε το Μ είναι ισόµορφο µε το 

ευθύ άθροισµα των προτύπων 
λN

Λ, ∈λN λ (άσκηση). 

 Αν είναι µια οικογένεια R-υποπροτύπων του R-προτύπου Μ, µε 

συµβολίζουµε το R-υποπρότυπο του Μ που παράγεται από το σύνολο 

. 

Λ)( ∈λλN

∑
∈Λλ

λN

∪
Λ∈λ

λN

 
3.2.5  Πρόταση  Έστω  µια οικογένεια R-υποπροτύπων του R-προτύπου Μ. 

Τότε ισχύει 
Λ)( ∈λλN

λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

 αν και µόνο αν  
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(i)  ∑
∈

=
Λλ

λNM

(ii) για κάθε Λλ∈ ισχύει  

∑
≠
∈

=∩

λµ
µ

µλ NN
Λ

0  

Απόδειξη.  Αν  και Mx∈
tt λλλλ yyyyx ′++′=++= ......

11
 µε 

iii λλλ Nyy ∈′ τότε  

∑
≠
∈

∈−′++−′=′−∋

1

22111
)(...)(

λµ
Λµ

µtλλλλλλλ NyyyyyyN
t

. 

 
Τώρα αν ισχύει η συνθήκη (ii) παίρνουµε 

11 λλ yy ′= . Συνεπώς, αν ισχύουν οι 

συνθήκες της πρότασης, έχουµε λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

.  Αντίστροφα, αν κάθε έχει 

µοναδική γραφή της µορφής 

Mx∈

tλλ yyx ++= ...
1

, , τότε ισχύει προφανώς η 

συνθήκη (i).  Αλλά και η συνθήκη (ii) ισχύει, γιατί αν 

ii λλ Ny ∈

∑
≠
∈

≠∩

µλ
λ

λµ NN
Λ

0 θα είχαµε 

µε , 
tλλµ yyy ++= ...

1 ii λλ Ny ∈ µλi ≠ , δηλαδή θα είχαµε δύο εκφράσεις για το 

.           □ µy

 

3.3 Ακριβείς Ακολουθίες 

 Έστω   οµοµορφοφισµοί R-προτύπων.  Η ακολουθία  MLα →: , NMβ →:

NML βα ⎯→⎯⎯→⎯  
ονοµάζεται ακριβής στο Μ αν ισχύει βα kerIm = . 

 Πιο γενικά µια ακολουθία R-προτύπων και R-οµοµορφισµών  

"" →⎯→⎯⎯⎯→⎯→ −+
+

11
1

i
α

i
α

i MMM ii  

ονοµάζεται ακριβής αν είναι ακριβής σε κάθε Μ . 
 Μια ακριβής ακολουθία της µορφής 

00 321 →⎯→⎯⎯→⎯→ MMM βα  

ονοµάζεται βραχεία ακριβής ακολουθία. Στην περίπτωση αυτή ισχύουν (i) α είναι 
µονοµορφισµός αφού , (ii) )0(ker =α αβ Imker = , (iii) β είναι επιµορφισµός 
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αφού . Αντίστροφα, αν η (*) ικανοποιεί τις (i), (ii) και 

(iii) τότε είναι ακριβής ακολουθία. 
33 )0ker(Im MMβ =→=

 Αν  είναι µονοµορφισµός R-προτύπων, τότε ορίζεται µια 

βραχεία ακριβής ακολουθία 
21 MM α⎯→⎯

0Im/0 221 →→⎯→⎯→ αMMM α  

όπου  είναι φυσική προβολή: αMM Im/22 →

αMαxxM Im/Im 22 ∈+∋ 6 . 

 Από την άλλη µεριά, αν η (*) είναι ακριβής τότε υπάρχει ισοµορφισµός R-

προτύπων, . Αυτό ισχύει, γιατί 3M � αM Im/2 βα kerIm =  και 2 / kerM β �  

από το 1ο Θεώρηµα ισοµορφισµών προτύπων. 3Im Mβ =

 
3.3.1 Πρόταση  Έστω 

00 →⎯→⎯⎯→⎯→ CBA βα  
µια βραχεία ακριβής ακολουθία R-προτύπων.  Τότε οι παρακάτω συνθήκες είναι 
ισοδύναµες  
(i) υπάρχει R-οµοµορφισµός ABα →′ :  µε την ιδιότητα Aαα 1=′ D  

(ii)  υπάρχει R-οµοµορφισµός BCβ →′ :  µε την ιδιότητα Β1=′ββ D  

(iii) η εικόνα είναι ευθύς προσθετέος του Β. αIm
 
Απόδειξη.  (i) (iii). Θα δείξουµε ότι ⇒ ααB ′+= kerIm  και . 
Τότε θα ισχύει 

0kerIm =′∩ αα
ααB ′⊕= kerIm  (Πρόταση 3.2.5).  Γράφουµε 

))(()( bααbbααβ ′−+′= DD  

Προφανώς . Επίσης αbαα Im)( ∈′D DD αbαbααbα ′−′=′−′ )())(( )()( bαbαα ′=′D  

.  Άρα 0)( =′− bα ααB ′+= kerIm . Έστω ααx ′∩∈ kerIm .  Τότε . 

Αλλά )  για κάποιο 

0)( =′ xα

(yαx = Ay∈ . Συνεπώς 0))(( =′ yαα  δηλαδή 0  οπότε 

. Συνεπώς 

=y

0=x ααB ′⊕= kerIm . 
 (ii) ⇒ (i)  Έστω NαB ⊕= Im  για κάποιο υποπρότυπο Ν του Β. Έστω . 
Τότε 

Bb∈
yxαb += )(  για κάθε Ax∈  και Ny∈ . Μάλιστα τα x  και είναι µοναδικά 

ορισµένα γιατί ο α είναι µονοµορφισµός και 

y

)0(Im =∩ Nα . Ορίζουµε  xbα =′ )( .
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Έτσι είναι ένας καλά ορισµένος R-οµοµορφισµός. Προφανώς 
. 

ABα →′ :  

Aαα 1=′ D

 (ii) ⇒ (iii).  Θα δείξουµε ότι ββB ′⊕= Imker απ’ όπου προκύπτει το 

ζητούµενο γιατί .  Έστω αβ Imker = Bb∈ . Γράφουµε 

)())(( bββbββbb DD ′+′−=  

και παρατηρούµε ότι βbββb ker)( ∈′− D , αφού 0)()())(( =−=− bβbβbββbβ D , 

και  προφανώς.  Αν βbββ ′∈′ Im)(D ββx ′∩∈ Imker , τότε 0)( =xβ  και αφού 

για κάποιο , έχουµε )(yβx ′= Cy∈ 0)( =′ yββ D  δηλαδή 0=y . 

 (iii) ⇒ (ii).  Έστω NαB ⊕= Im  για κάποιο υποπρότυπο Ν του Β. Άρα 
. Ο περιορισµός του β  στο Ν  είναι ισοµορφισµός. NβB ⊕= ker CNβN →:

Πράγµατι, αφού , ο  είναι επί.  Αν 0NβB += ker Nβ )( =yβN για κάποιο , 

τότε  και άρα 0  αφού 

Ny∈

βy ker∈ =y )0(ker =∩ Nβ . Θέτοντας  έχουµε το 

ζητούµενο.         □ 

1−=′ Nββ

 
 Μία βραχεία ακριβής ακολουθία που ικανοποιεί µία (και άρα όλες) από τις 
συνθήκες της προηγούµενης πρότασης λέγεται διασπώµενη.  (Συχνά θα λέµε ότι η 
βραχεία ακριβής ακολουθία διασπάται). 
 Στην περίπτωση που η ακριβής ακολουθία 

00 →⎯→⎯⎯→⎯→ CBA βα  
διασπάται ισχύει Β .  Πράγµατι, από την απόδειξη της Πρότασης 3.3.1 
έχουµε  

A C⊕�

ββB ′⊕= Imker . 

Αφού οι α και  είναι µονοµορφισµοί (για το β′ β′ ισχύει cββ 1=′D ) έχουµε 

A Im kerα β=�  και Imβ ′ �C. 

 Αντίστροφα αν για R-πρότυπα ισχύει CAB ⊕= , τότε ορίζεται µια βραχεία 
ακριβής ακολουθία 

00 →⎯→⎯⊕⎯→⎯→ CCAA πi , 
όπου  και , που διασπάται.  )0,()( aai = ccaπ =),(

 
3.4.2  Παράδειγµα  1) Η ακριβής ακολουθία Ÿ -προτύπων  
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00 2
2 →→⎯→⎯→ ŸŸŸ , 

όπου η απεικόνιση  είναι πολλαπλασιασµός µε το 2, δεν διασπάται 
(γιατί;). 

ŸŸ ⎯→⎯2

 2) Έστω k  σώµα.  Τότε κάθε ακριβής ακολουθία  k διανυσµατικών χώρων 
πεπερασµένων διάστασης 

00 321 →→→→ VVV  

διασπάται, γιατί κάθε σύνολο γραµµικώς ανεξαρτήτων διανυσµάτων του V2  
µπορεί να επεκταθεί σε βάση του . 2V

 3) Έστω k  ένα σώµα. Η ακριβής ακολουθία 
0][)( →→→→ kxkx0

)

 

διασπάται, αν αυτή θεωρηθεί ως ακολουθία k-προτύπων: ορίζουµε (][: xxkα 6′ , 

.  Τότε ο α΄ είναι k –οµοµορφισµός και ο 

περιορισµός του στο )  είναι η ταυτοτική απεικόνιση. Όµως η παραπάνω 

ακριβής ακολουθία  δεν διασπάται αν θεωρηθεί ως ακολουθία ] -προτύπων. 

Πράγµατι, έστω ) οµοµορφισµός ] - προτύπων που είναι 

ταυτοτική στο ) . Έστω 

n
n

n
n xfxfxfffα ++=+++′ ...)...( 110

(x

[xk

(][: xxkα 6′ [xk

(x )()1( xxfα =′ , )()( xkxf ∈ . Τότε 

, δηλαδή ) . Φυσικά δεν υπάρχει τέτοιο . )()1()( 2 xfxaxxα =′=′ (2 xfxx = )

∈λλe

(xf

 

3.4  Ελεύθερα Πρότυπα   

 Έστω Μ ένα  R-πρότυπο. Μια οικογένεια  (  στοιχείων  του Μ  καλείται 

βάση του  Μ  αν i) το σύνολο 
Λ)

{ }Λ| ∈λeλ  παράγει το Μ,  και ii)  κάθε 

γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως άθροισµα της µορφής Mm∈ ∑
∈Λλ

λλer , όπου 

 και όλα εκτός του πολύ ένα πεπερασµένο πλήθος από τα  είναι µηδέν. Rrλ ∈ λr

 Ελεύθερο λέγεται το πρότυπο που έχει µια τουλάχιστον βάση. 
(∆εχόµαστε ότι το µηδενικό R-πρότυπο )  είναι ελεύθερο µε µία βάση το κενό 

σύνολο.) Για παράδειγµα, το R είναι ελεύθερο R-πρότυπο µε βάση το µονοσύνολο 

. Το -πρότυπο 

0(

{ }1 Ÿ Ÿ [ ] { ∈+=− baba ,|22 }Ÿ  είναι ελεύθερο µε βάση 

}2,1{ −  (γιατί;). 
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3.4.1  Πρόταση  Ένα R-πρότυπο Μ είναι ελεύθερο αν και µόνο αν είναι ισόµορφο 
µε ένα πρότυπο της µορφής , όπου Rλ

λ
R⊕

∈Λ
Rλ =  για κάθε Λλ∈ . 

 
Απόδειξη.  Έστω ότι το Μ είναι ελεύθερο µε βάση }|{ Λλeλ ∈ . Κάθε στοιχείο 

 γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή Mm∈ ∑
∈

=
Λλ

λλerm  όπου όλα τα  

είναι µηδέν εκτός το πολύ ένα πεπερασµένο πλήθος. Άρα ορίζεται µια απεικόνιση 

λr

λλλ RrmMφ
λ
⊕
∈

∈∋ ∈
Λ

Λ)(: 6  

που είναι R-ισοµορφισµός. Αντίστροφα, το λ
λ

R⊕
∈Λ

 είναι ελεύθερο γιατί µία βάση 

του είναι το σύνολο , όπου  είναι η ακολουθία }|{ Λλελ ∈ λε µλλ εε )(=  µε  

αν  και  αν .       □ 

0

1

=λµε

µλ ≠ =λµε µλ =

 
3.4.2 Πόρισµα   Κάθε R-πρότυπο Μ είναι οµοµορφική εικόνα ελεύθερου R-
πρότυπο. 
 
Απόδειξη.  Έστω Λ ένα σύνολο γεννητόρων Μ, για παράδειγµα ΜΛ = . Κατά τον 
προφανή τρόπο ορίζεται ένας R–επιµορφισµός MRλ

λ
→⊕

∈Λ
.   □ 

 Σε αντίθεση µε την περίπτωση των διανυσµατικών χώρων, υπάρχουν πολλά 
R-πρότυπα που δεν είναι ελεύθερα. Για παράδειγµα, το -πρότυπο  

δεν είναι ελεύθερο. Επίσης υποπρότυπο ελεύθερου προτύπου δεν είναι 
αναγκαστικά ελεύθερο. Ένα παράδειγµα υπάρχει στην Άσκηση 5. Ένα άλλο 
παράδειγµα είναι το -πρότυπο . Θα δούµε όµως παρακάτω, ότι 

αν ο R  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών τότε κάθε υποπρότυπο ελεύθερου προτύπου 
πεπερασµένης τάξης είναι πάλι ελεύθερο. Αυτό θα βρει εφαρµογή στο Κεφάλαιο 9 
όπου µελετάµε τους αλγεβρικούς ακέραιους ενός αριθµητικού σώµατος. 

Ÿ )1( >mmŸ

4Ÿ 4]}2[],0{[ Ÿ⊆

 Υπάρχουν λοιπόν πολλά µη ελεύθερα πρότυπα. Έτσι γεννιέται το ερώτηµα: 
για ποιους δακτυλίου R κάθε R-πρότυπο είναι ελεύθερο; ∆ες την Άσκηση 6. 
 
3.4.3  Πρόταση  Έστω 

00 →⎯→⎯⎯→⎯→ CBA βα  
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µια ακριβής ακολουθία  R-προτύπων. Αν το είναι ελεύθερο, τότε η ακολουθία 
διασπάται. 

C

 
Απόδειξη.  Έστω  µια βάση του .  Αφού ο  είναι επιµορφισµός 

υπάρχουν 
Λ}{ ∈λλe C β

Λ, ∈∈ λBbλ , µε την ιδιότητα λλ ebβ =)( . Για αυτήν την επιλογή 

ορίζουµε έναν R-οµοµορφισµό BCβ →′ :  από τις σχέσεις  

λλ beβ =′ )( . 

(Για να ορίσουµε έναν R – οµοµορφισµό πάνω σ’ ένα ελεύθερο R – πρότυπο αρκεί 
να οριστεί η απεικόνιση πάνω σε µία βάση και να την επεκτείνουµε γραµµικά, 
όπως πράττουµε στους διανυσµατικούς χώρους).  Προφανώς  και 

συνεπώς (Πρόταση 3.3.1) η ακολουθία διασπάται.    □ 
cββ 1=′D

 
 Έχοντας αναπτύξει στις προηγούµενες παραγράφους τις πλέον στοιχειώδεις 
ιδιότητες προτύπων θα αποδείξουµε τώρα δύο σηµαντικά αποτελέσµατα.  Το 
πρώτο λέει ότι οποιεσδήποτε δύο βάσεις ενός ελεύθερου R – προτύπου, όπου R 
µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα, έχουν τον ίδιο πληθικό αριθµό.  Αυτό δεν 
ισχύει γενικά για µη µεταθετικούς δακτυλίους (Σηµείωση 3.6.2ii).  Το δεύτερο 
αποτέλεσµα µας πληροφορεί ότι υποπρότυπο ελευθέρου προτύπου πάνω από 
περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι ελεύθερο.  Αυτό δεν ισχύει για γενικούς δακτυλίους.  
Πρώτα όµως χρειαζόµαστε το Λήµµα του Zorn. 
 

3.5  Λήµµα του Zorn και Εφαρµογές   
 
 Έστω X  ένα µη κενό σύνολο.  Μια σχέση ≤  στο X  ονοµάζεται σχέση 
µερικής διάταξης αν i) Xxx ∈∀≤ , ii) zxzyyx ≤⇒≤≤ , , και iii) ,yx ≤  

⇒≤ xy  yx = . Είναι µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε µία σχέση µερικής 

διάταξης καλείται µερικά διατεταγµένο σύνολο. Ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο 
X  για το οποίο ισχύει η συνθήκη iv) για κάθε Xyx ∈,  είτε xy ≤ , ονοµάζεται 

ολικά διατεταγµένο σύνολο. 
 Έστω ένα υποσύνολο του µερικά διατεταγµένου συνόλου Y X .  Ένα 
στοιχείο ονοµάζεται άνω φράγµα του Y αν Xx∈ xy ≤  για κάθε Yy∈ . 
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 Έστω στοιχείο του µερικά διατεταγµένου συνόλου Xx∈ X ονοµάζεται 
µέγιστο αν µε  συνεπάγεται xx ′≤ Xx ∈′ xx ′= .   
 Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε το Λήµµα του Zorn. Στις σηµειώσεις αυτές 
θα το εφαρµόσουµε αρκετές φορές ως ένα τυπικό εργαλείο σε αποδείξεις. 
 
3.5.1  Λήµµα του Zorn  Έστω X ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο που έχει την 
ιδιότητα ότι κάθε µη κενό ολικά διατεταγµένο υποσύνολο του X έχει ένα άνω 
φράγµα στο X .  Τότε το X έχει ένα τουλάχιστον µέγιστο στοιχείο. 

 Αποδεικνύεται στη Θεωρία Συνόλων ότι το Λήµµα του Zorn είναι ισοδύναµο 
µε το Αξίωµα Επιλογής.  Βέβαια εµείς εδώ θα το δεχτούµε ως αξίωµα.  Ακολουθεί 
µια πρώτη τυπική εφαρµογή. 
 
3.5.2  Πρόταση  Έστω  ένας δακτύλιος.  Τότε ο R έχει ένα τουλάχιστον 
µέγιστο ιδεώδες. 

0≠R

 
Απόδειξη.  Έστω X το σύνολο των γνήσιων ιδεωδών του R.  Είναι , αφού 

.  Ως σχέση µερικής διάταξης θεωρούµε τη σχέση υποσυνόλου.  Έστω Υ 

ένα µη κενό ολικά διατεταγµένο υποσύνολο του Χ.  Θέτουµε  

∅≠X
}0{≠R ⊆

IJ
YI
∪
∈

= . 

Το J είναι ιδεώδες του R. Πράγµατι αν Jba ∈,  τότε 1Ia∈ , και 2Ib∈  για κάποια 

. Αλλά το Υ  είναι ολικά διατεταγµένο. Συνεπώς  ή . 

Εποµένως ή , αντίστοιχα. Άρα 

YII ∈21, 21 II ⊆ 12 II ⊆

2Iba ∈+ 1Iba ∈+ Jba ∈+ . Επίσης,  για 

κάθε 
1Ira∈

Rr∈  αφού το  είναι ιδεώδες. Ισχύει 1I XJ ∈  αφού το J  είναι γνήσιο 

ιδεώδες του R , γνήσιο γιατί αν J∈1  τότε I∈1  για κάποιο XYI ⊆∈  που δεν 
ισχύει. Άρα το J είναι ένα άνω φράγµα του στο Y X . Από το Λήµµα του Zorn 
συµπεραίνουµε ότι το X έχει ένα µέγιστο στοιχείο Μ. Προφανώς το Μ είναι 
µέγιστο ιδεώδες.                                                                                             □ 
 
 Η παραπάνω απόδειξη είναι η αυστηρή διατύπωση της ιδέας: Έστω  γνήσιο 

ιδεώδες του R.  Αν δεν είναι µέγιστο, τότε περιέχεται γνήσια σε κάποιο άλλο . 
1I

2I
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Αν το  δεν είναι µέγιστο… Το Λήµµα του Zorn  εγγυάται ότι η διαδικασία 

περατούται. 
2I

3.5.3  Πόρισµα  Κάθε γνήσιο ιδεώδες του R περιέχεται σ’ ένα µέγιστο ιδεώδες. 
 
Απόδειξη.  Έστω I ένα γνήσιο ιδεώδες του R. Εφαρµόζουµε την Πρόταση 3.5.2 
στο δακτύλιο  οπότε υπάρχει µέγιστο ιδεώδες του .  Όµως αυτό έχει τη 
µορφή  όπου Μ µέγιστο ιδεώδες του R που περιέχει το Ι (Άσκηση 1.16). □ 

IR / IR /
IM /

 
 Η δεύτερη εφαρµογή του Λήµµατος του Zorn  αναφέρεται σε πρώτα ιδεώδη. 
 Ένα υποσύνολο ενός δακτυλίου R λέγεται πολλαπλασιαστικό, αν i) 

, και  ii)  

RS ⊆

S∈1 SabSba ∈⇒∈, .
 Για παράδειγµα, αν P  είναι πρώτο ιδεώδες, το PR −  είναι 
πολλαπλασιαστικό σύνολο. 
 
3.5.4  Πρόταση  Έστω R ένας δακτύλιος, ένα πολλαπλασιαστικό σύνολο, και 

Ι  ένα ιδεώδες του R µε την ιδιότητα 

RS ⊆

∅=∩ SI . Τότε υπάρχει πρώτο ιδεώδες P και 
R µε τις ιδιότητες I και P ⊇ ∅=∩ SP . 
 
Απόδειξη.  Έστω X το σύνολο των ιδεωδών του R που έχουν τις ιδιότητες  

και . Είναι , αφού 

IJ ⊇

∅=∩ SJ ∅≠X XI ∈ . Ως σχέση µερικής διάταξης στο 
X θεωρούµε τη σχέση υποσυνόλου. Έστω Υ ένα µη κενό ολικά διατεταγµένο 
υποσύνολο του Χ. Θέτουµε  

⊆

IJ
YJ
∪
∈

=′ . 

Όπως ακριβώς στην απόδειξη της Πρότασης 3.5.2 διαπιστώνουµε ότι ο P  είναι 
ιδεώδες. Προφανώς  και IJ ⊇′ ∅=∩′ SJ .  Άρα  XJ ∈′  και το J ′  είναι ένα άνω 
φράγµα του  στο Y X .  Συνεπώς από το Λήµµα του Zorn, το X  έχει ένα µέγιστο 
στοιχείο, έστω XP∈ . 
 Θα δείξουµε ότι το P  είναι πρώτο ιδεώδες.  Έστω Pab∈  µε . Έστω 

ότι  και .  Θα καταλήξουµε σε άτοπο.  Τα ιδεώδη 

Rba ∈,

Pa∈ Pb∈ )(aP +  και  

περιέχουν το 

)(bP +

I  γιατί . Επιπλέον PI ⊆ )(aPP +
≠
⊂  και )(bPP +

≠
⊂ . Άρα ο 

ορισµός του  P  δίνει  
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∅≠∩+ SaP )(  και ∅≠∩+ SbP )( . 

Άρα  και  για κάποια Srap ∈+ Ssbq ∈+ RsrPqp ∈∈ ,,, . Αφού το  είναι 

πολλαπλασιαστικό παίρνουµε 

S

Ssbqrap ∈++ )()( , δηλαδή 

Srasbraqpsbpq ∈+++ )( . 

 Αλλά το άθροισµα  στην παρένθεση ανήκει στο P .  Αφού ∅=∩ SP , έχουµε 
.  Άρα .        □ Prasb∉ Pab∉

 Η χρησιµότητα της προηγούµενης πρότασης θα φανεί σε επόµενα κεφάλαια 
(π.χ. Πρόταση 6.1.2), ενώ η χρησιµότητα της Πρότασης 3.5.2 θα φανεί αµέσως 
παρακάτω. 
 

3.6  Πληθάριθµος Βάσης Ελεύθερου Προτύπου   
 
3.6.1  Θεώρηµα  Έστω  ένας δακτύλιος και }0{≠R F  ένα ελεύθερο R-πρότυπο που 

έχει µία πεπερασµένη βάση µε n στοιχεία. Τότε κάθε άλλη βάση του F έχει 
στοιχεία. n

 
Απόδειξη.  Έστω }  µια βάση του ,...,{ 1 nee F  (µπορούµε να υποθέσουµε  

δηλαδή 0 ). Αφού } , υπάρχει µέγιστο ιδεώδες 

0≠n

≠F 0{≠R M του R  (Πρόταση 

3.5.2). Σύµφωνα µε την Άσκηση 12, το πρότυπο πηλίκο  είναι ένα 
πρότυπο, δηλαδή είναι ένας - διανυσµατικός χώρος (Πρόταση 0.6.4). Θα 
δείξουµε ότι τα στοιχεία 

MFF / MR / -
MR /

MFeMFe n ++ ,...,1  αποτελούν µία βάση του  MFF / .

 Εφόσον το σύνολο }  παράγει το ,...,{ 1 nee F ως R – πρότυπο, είναι προφανές 

ότι τα στοιχεία  MFeMFe n ++ ,...,1  παράγουν το ως -πρότυπο. MFF /  MR /

 ∆είχνουµε τώρα ότι τα MFeMFe n ++ ,...,1  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα 

στοιχεία του  πάνω από το .  Έστω  MFF / MR /

∑ ∈=++
i

iii RrMFMFeMr ,)()( . 

Τότε  .  Γράφοντας MFer ii
i

∈∑

Maeaer iii
i

ii
i

∈=∑∑ ,  
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συµπεραίνουµε ότι  γιατί τα , ari = ie ni ,...1= , είναι βάση του F . Έτσι  

και συνεπώς 

Mri ∈

MMri =+  για κάθε ni ,...1= . 

 Αποδείξαµε λοιπόν ότι:  βάση του },...,{ 1 nee },...,{ 1 MeMeF n ++⇒  βάση 

του διανυσµατικού χώρου .  Επειδή τώρα κάθε δύο βάσεις ενός 
πεπερασµένα παραγόµενου διανυσµατικού χώρου έχουν τον ίδιο πληθάριθµο 
(όπως θυµόµαστε από τη Γραµµική Άλγεβρα), προκύπτει το ζητούµενο.  □ 

MFF /

 
3.6.2  Σηµείωση  Το Θεώρηµα 3.6.1 δεν ισχύει γενικά για µη µεταθετικούς 
δακτυλίους. ∆ίνουµε εδώ ένα κλασσικό παράδειγµα. Έστω R  ο δακτύλιος των 
οµοµορφισµών αβελιανών οµάδων ŸŸ ⊕⊕

∈∈
→

NiNi
 όπου "⊕⊕=⊕

∈
ŸŸŸ

Ni
 και 

. Ο πολλαπλαπλασιασµός του ,...}2,1{=N R  είναι η σύνθεση συναρτήσεων.  

Θεωρώντας R  ως R - πρότυπο, είναι ελεύθερο (προφανώς) µε βάση το 
µονοσύνολο } , όπου  είναι η ταυτοτική απεικόνιση 1{ R R1 ŸŸ ⊕⊕

∈∈
→

NiNi
.  

Ορίζουµε τώρα µια άλλη βάση του R .  Έστω  
,...},{ 21 ee  

η κανονική βάση του  ως -πρότυπο, δηλαδή Ÿ⊕
∈Ni

Ÿ ,...)0,1(1 =e ,  

κ.λ.π..  Έστω  που ορίζονται από τις σχέσεις 

,...)0,1,0(2 =e

Rgf ∈,

⎩
⎨
⎧

+=
=

=
12αν,0

2αν,
)(

ni
nie

ef n
i  

⎩
⎨
⎧

−=
=

=
12αν,

2αν,0
)(

nie
ni

eg
n

i  

Τώρα κάθε στοιχείο  γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως  Rφ∈

Rβαgβfαφ ∈+∈ ,,  

(Μάλιστα  και ))()( 2ii eφeα = ()( 12 −= ii eφeβ ). Άρα µια άλλη βάση του R  είναι το 

! Ο δακτύλιος },{ gf R  σε ορισµένους αλγεβρικούς κύκλους είναι γνωστός ως ο 

“Μέγας ∆ακτύλιος” και είναι πηγή αρκετών αντιπαραδειγµάτων. 
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 Το Θεώρηµα  3.6.1 µας επιτρέπει να ορίσουµε την έννοια της τάξης 
ελεύθερου προτύπου. 
 
3.6.3  Ορισµός  Έστω F ένα  ελεύθερο R -πρότυπο, όπου }0{≠R . Ο πληθάριθµος 

µιας πεπερασµένης βάσης του F  ονοµάζεται τάξη του F . Αν το F δεν έχει 
πεπερασµένη βάση θα λέµε ότι η τάξη του είναι άπειρη. Η τάξη του F συµβολίζεται  

. Frank

 
3.6.4  Λήµµα  Έστω  ελεύθερα 21, FF R -πρότυπα.  Τότε το 21 FF ⊕  είναι ελεύθερο 

και . 2121 )( FrankFrankFFrank +=⊕

 
Απόδειξη.  Πρόταση 3.4.1       □ 
 
3.7  Υποπρότυπα Ελευθέρων Προτύπων   
 
 ∆εν αληθεύει ότι κάθε υποπρότυπο ελεύθερου πρότυπου είναι ελεύθερο. Για 
παράδειγµα, έστω  και )],[ yxR –= ,( yxI = . Το I  δεν είναι ελεύθερο R -

πρότυπο (γιατί;). Η περίπτωση των περιοχών κυρίων ιδεωδών είναι πιο ευχάριστη: 
 
3.7.1  Θεώρηµα  Έστω R  περιοχή κυρίων ιδεωδών και F ένα ελεύθερο R -πρότυπο 
µε ∞<= nFrank . Τότε κάθε υποπρότυπο FF <′  είναι ελεύθερο µε . nFrank ≤′

 
Απόδειξη.  Επαγωγή στο . Για 1n =n , έχουµε RF ≅ , οπότε πρέπει να δείξουµε 
ότι κάθε ιδεώδες του R  είναι ελεύθερο R -πρότυπο. Κάθε ιδεώδες του R  έχει τη 
µορφή ) για κάποιο . Αν 0(aI = Ra∈ =a , τότε )0(=I  είναι ελεύθερο µε τάξη 0.  

Αν 0 , τότε ως ≠a R - πρότυπα ισχύει I R� , γιατί η απεικόνιση  
IrarR ∈∋ 6  

είναι R -ισοµορφισµός. Άρα σ’ αυτήν την περίπτωση το I  είναι ελεύθερο µε τάξη 
1. 
 Υποθέτουµε τώρα 1 και ότι το θεώρηµα ισχύει για όλα τα ελεύθερα >n R -

πρότυπα µε τάξη 1 . Έστω }  βάση του −≤ n ,...,{ 1 nee F , οπότε neeF ++= ...1 . 

Θέτουµε neeF ++= "2 . Ισχύει FFF ≤∩′  και το F έχει τάξη 1 . Άρα −n
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το FF ∩′  είναι ελεύθερο µε τάξη 1−≤ n . Ισχύει /F F � 1e  και άρα το FF /  

έχει τάξη 1. 
Έστω 

FFFφ /: →  

ο φυσικός επιµορφισµός και  

FFFFφ /:| →′′  

ο περιορισµός του στο φ F ′ .  Επειδή το FF /  είναι ελεύθερο τάξης 1, η εικόνα 

 θα είναι ελεύθερο πρότυπο τάξης 0 ή 1.  Έχουµε την ακριβή ακολουθία )(Fφ ′

0)(|ker0 →′→′→′→ FφFFφ . 

Αυτή διασπάται (Πρόταση 3.4.3). Άρα F ′ ker | ( )F Fφ φ′ ′⊕� . Όµως  =′Fφ |ker

FF ′∩  που από την επαγωγική υπόθεση είναι ελεύθερο µε τάξη 1−≤ n . Έτσι 

F ′ ( ) (F F Fφ )′ ′∩ ⊕� . 

Το δεξί µέλος είναι ευθύ άθροισµα ελεύθερων προτύπων και άρα ελεύθερο µε 

nnFφrankFFrankFφFFrank =+−≤′+′∩=′⊕′∩ 11)()())()(( (Λήµµα 3.6.4).  

           □ 
 

Ασκήσεις 

1. Έστω M  ένα R -πρότυπο και  ένας MMφ →: R -οµοµορφισµός για τον 

οποίο ισχύει .  Τότε φφ =2 φφM Imker ⊕= . 

2. Έστω  υποπρότυπα του BA, R -προτύπου M . Τότε υπάρχει ακριβής 
ακολουθία της µορφής 

0)/(///0 →+→×→∩→ BAMBMAMBAM  

3. Έστω I  και  ιδεώδη του J R . Τότε υπάρχει ακριβής ακολουθία της µορφής 
0)/(//0 →+→×→→∩→ JIRJRIRRJI . 

4. Κάθε κυκλικό πρότυπο του R  είναι ισόµορφο µε ένα πρότυπο της µορφής 
 για κατάλληλο ιδεώδες IR / I  του R . 

5. Έστω  ένα σώµα. Το ιδεώδες )  δεν είναι ελεύθερο ως ] -πρότυπο.  

Άρα δεν αληθεύει ότι κάθε υποπρότυπο ελεύθερου προτύπου είναι ελεύθερο. 

k ,( yx ,[ yxk
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6. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα 
(i)   R είναι σώµα.  
(ii)  Κάθε R -πρότυπο είναι ελεύθερο. 
(iii) Κάθε κυκλικό R -πρότυπο είναι ελεύθερο. 
(Υπόδειξη:  για το (iii)  (i) θεωρείστε ). ⇒ )/(aR

7. ∆ιατυπώστε και αποδείξτε για πρότυπα µια πρόταση ανάλογη µε την 
Πρόταση 0.3.3. 

8. Έστω 0  ακριβής ακολουθία 0 →→→→ CBA R -προτύπων όπου τα  και 
είναι πεπερασµένα παραγόµενα.  Τότε και το 

A
C B  είναι πεπερασµένα 
παραγόµενο. 

9. Έστω R  περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης και Ryx ∈,  µε µ.κ.δ. 

. Θεωρούµε το ιδεώδες  1),( =yx ),( yxI = .  Αποδείξτε ότι υπάρχει ακριβής 

ακολουθία R -προτύπων της µορφής 

00 →⎯→⎯⊕⎯→⎯→ IRRR βα  
 όπου , και ),()( rxryrα = syrxsrβ −=),(

)

. Αυτή ονοµάζεται σύµπλοκο του 

Koszul για το ζεύγος . ,( yx

10. Έστω R  ένας δακτύλιος. Τότε κάθε ιδεώδες του R  είναι ελεύθερο R -
πρότυπο αν και µόνο αν ο R  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. 

11. Το είναι ελεύθερο -πρότυπο; Έστω – Ÿ R  ακέραια περιοχή που δεν είναι 

σώµα. Το σώµα πηλίκων της R  είναι ελεύθερο R -πρότυπο; 

12. Έστω I  ιδεώδες του R .  Αν M είναι ένα R -πρότυπο, ορίζουµε ως το 
υποπρότυπο του 

IM
M που παράγεται από το σύνολο },|{ MmIaam ∈∈ .  Τότε 

το  έχει τη δοµή -προτύπου, όπου IMM / IR /
IMrmIMmIr +=++ )()(  

13. Αν κάθε πηλίκο οποιουδήποτε ελεύθερου R - πρότυπο είναι πάλι ελεύθερο, 
τότε ο R  είναι… 

14. Είναι ο δακτύλιος  περιοχή κυρίων ιδεωδών; Είναι το ιδεώδες  

ελεύθερο πρότυπο; 

ŸŸ× }0{×Ÿ

ŸŸ×
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15. Έστω  υποπρότυπα  ενός τρίτου NM , R - προτύπου.  Αν τα πρότυπα  

και  είναι πεπραγµένα παραγόµενα, τότε και τα 

NM +

NM ∩ M και  είναι 
πεπερασµένα παραγόµενα.  

N

        (Υπόδειξη: Άσκηση 8). 

16. Έστω 

"" ⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯⎯→⎯→ −+
−+

11
11

iii α
i

α
i

α
i MMM  

 ακριβής ακολουθία R -προτύπων.  Έστω 1Imker +== iii aaN . 

 Αποδείξτε ότι οι δύο ακολουθίες  
"" →→→→→→→ −+ 11 0,0 iiiii MMNNM  

 είναι ακριβείς. 

17. Έστω  
00 01 →→→→→ FFFn "  

ακριβής ακολουθία ελεύθερων R -προτύπων, όπου R  είναι περιοχή κυρίων 
ιδεωδών. Αν για κάθε ,∞<irankF ,...,1 ni =  αποδείξετε ότι  

0)1(
0

=−∑
=

i
i

n

i
rankF  

18. Αληθεύει ότι το -πρότυπο Ÿ Ÿ ∈+=− badbad ,|{][ Ÿ }, όπου , 

είναι ελεύθερο;  Αν ναι, ποια είναι η τάξη του; 

Nd ∈

19. Αν 0  είναι ακριβής ακολουθία 0 →′→→→ FMF R -προτύπων και τα 
 είναι ελεύθερα, τότε και το FF ′, M είναι ελεύθερο. 

 



 
 
 

Κεφάλαιο 4 

∆ακτύλιοι της Noether 
 

 
 Το 1890 ο Hilbert απέδειξε ότι κάθε ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου 

, k σώµα, είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Η µέθοδός του δεν ήταν 

κατασκευαστική και προκάλεσε ισχυρή εντύπωση. Περίπου 30 χρόνια αργότερα η 
Emmy Noether αναγνώρισε ότι η συνθήκη αύξουσας αλυσίδας ιδεωδών ήταν η 
κρίσιµη ιδιότητα του ]  υπεύθυνη για το γεγονός ότι κάθε ιδεώδες του 

είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ∆ακτύλιοι που ικανοποιούν αυτή τη συνθήκη 
ονοµάζονται σήµερα δακτύλιοι της Noether. Αποτελούν κύριο αντικείµενο 
µελέτης της Μεταθετικής Άλγεβρας και Αλγεβρικής Γεωµετρίας και εµφανίζονται 
συχνότητα στην Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών. Για παράδειγµα ο δακτύλιος των 
ακεραίων κάθε αριθµητικού σώµατος είναι της Noether, πράγµα που θα 
αποδείξουµε στο Κεφάλαιο 9. 

],...,[ 1 nxxk

,...,[ 1 nxxk

 Στο Κεφάλαιο αυτό θα αποδείξουµε αρχικά το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert. 
Μετά θα αποδείξουµε ένα θεώρηµα του I.S. Cohen, που λέει ότι αρκεί κάθε πρώτο 
ιδεώδες του R να είναι πεπερασµένα παραγόµενο για να είναι κάθε ιδεώδες 
πεπερασµένα παραγόµενο. Ως εφαρµογή αυτού θα αποδείξουµε ένα θεώρηµα για 
δυναµοσειρές ανάλογο µε το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert. 
 
4.1 Ορισµός και Παραδείγµατα 
  

4.1.1  Πρόταση  Έστω R ένας δακτύλιος. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες. 
(i) Κάθε αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R 

"⊆⊆ 21 II  

 είναι τελικά σταθερή, δηλαδή υπάρχει Õ∈k  τέτοιο ώστε 
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"== +1kk II . 

(ii) Κάθε µη κενό σύνολο ιδεωδών του R έχει µέγιστο στοιχείο. 
(iii) Κάθε ιδεώδες του R είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 
 
Απόδειξη.  . Έστω Ω ένα µη κενό σύνολο ιδεωδών του R και . Αν 

το  δεν είναι µέγιστο στοιχείο του Ω, τότε υπάρχει 

(ii)(i) ⇒ ΩI ∈1

1I ΩI ∈2  µε 

21 II
≠
⊂ . 

Αν το  δεν είναι µέγιστο στοιχείο του Ω, τότε … κ.λ.π. Λόγω της (i), η 

διαδικασία αυτή περατούται µετά από ένα πεπερασµένο πλήθος βηµάτων, έστω k. 
Προφανώς το  είναι µέγιστο στοιχείο του Ω. 

2I

kI

 . Έστω Ι ιδεώδες του R και έστω Ω το σύνολο των πεπερασµένων 

παραγόµενων ιδεωδών του R που περιέχονται στο Ι. Τότε 

(iii)(ii) ⇒

∅≠Ω  αφού  

Έστω J ένα µέγιστο στοιχείο του Ω. Αν 

Ω∈)0( .

IJ ≠  τότε υπάρχει JIa −∈ . Το ιδεώδες 
 περιέχεται προφανώς στο Ω. Άρα )(aJ + IJ =  και το Ι είναι πεπερασµένα 

παραγόµενο. 
 . Έστω (i)(iii) ⇒

"⊆⊆ 21 II  

µια ακολουθία ιδεωδών του R. Θέτουµε . Εύκολα ελέγχουµε ότι το J 

είναι ιδεώδες (δες και την απόδειξη της Πρότασης 3.5.2). Άρα το J είναι 
πεπερασµένα παραγόµενο. Έστω 

i
i

IJ ∪=

),...,( 1 maaJ = . Έχουµε 
ini Ia ∈  για κάποια . 

Αν  } , τότε 

in

=n ,...,1|max{ mini = ni Ia ∈  για κάθε mi ,...,1= . Άρα . Τότε 

βέβαια για την ακολουθία ισχύει 
nIJ ⊆

 "" ==⊆⊆⊆ +121 nn IIII .    □ 

 
4.1.2  Ορισµός  Ένας δακτύλιος που ικανοποιεί µια από τις συνθήκες της Πρότασης 
4.1.1 ονοµάζεται δακτύλιος της Noether. 
 
4.1.3  Παράδειγµα  1) Κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι δακτύλιος της Noether. 
Άρα ο  και ο ] , k σώµα, είναι δακτύλιος της Noether. Ÿ [xk

 2) Κάθε πεπερασµένος δακτύλιος είναι της Noether. 
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 3) O δακτύλιος  των πολυωνύµων στις (απείρου πλήθους) 

µεταβλητές  δεν είναι της Noether αφού 

,...],[ 21 xxk

,..., 21 xx "
≠
⊂

≠
⊂

≠
⊂ ),,(),()( 321211 xxxxxx . 

 
4.1.4  Πρόταση  Έστω S  ένας επιµορφισµός δακτυλίων. Αν ο R είναι της 

Noether, τότε και ο S είναι της Noether. 

Rφ →:

 
Απόδειξη.  Έστω . Αρκεί (Θεώρηµα 0.3.2) να δείξουµε ότι ο  είναι 

της Noether. Έστω 

φI ker= IR /

"⊆⊆ 21 JJ  

µια ακολουθία ιδεωδών του . Από την Πρόταση 0.3.3, κάθε  έχει τη µορφή 

 για κάποιο ιδεώδες  του R. Συνεπώς 

IR / iJ

II i / II i ⊇

"⊆⊆ 21 II . 

Αφού ο R είναι της Noether, έχουµε "== +1mm II  για κάποιο m. Άρα 

.         □ "== +1mm JJ

 

4.2 Θεώρηµα Βάσης του Hilbert 
  
4.2.1  Θεώρηµα  (Θεώρηµα Βάσης του Hilbert).  Έστω R ένας δακτύλιος της 
Noether. Τότε και ο  είναι δακτύλιος της Noether. ][xR

 
Απόδειξη.  Έστω Ι ιδεώδες του ] . Θα δείξουµε ότι το Ι είναι πεπερασµένα 

παραγόµενο. Ορίζουµε 

[xR

}υπάρχει|{ 0
1

1 IrxtrxRrJ n
n

n
n ∈+++∈= −

− "  

∆ηλαδή το  περιέχει το 0 και τους µεγιστοβάθµιους συντελεστές των 

πολυωνύµων βαθµού n που περιέχονται στο I. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το 
Ι είναι ιδεώδες, εύκολα δείχνουµε ότι το  είναι ιδεώδες. Επίσης ισχύει 

, γιατί 

nJ

nJ

1+⊆ nn JJ IxfIf ∈⇒∈ . Έτσι έχουµε µια αύξουσα ακολουθία ιδεωδών 

του R. 
"⊆⊆⊆ 210 JJJ . 

Εφόσον ο R είναι της Noether, έχουµε 



Κεφάλαιο  4 88

"== +1NN JJ  

για κάποιο Õ∈N . 
 Για κάθε  έστω  γεννήτορες του  (ο R είναι της 

Noether). Έστω αντίστοιχα πολυώνυµα 

Ni ,...,1,0=
iimii rrr ,...,, 21 iJ

               (1) Ixrf i
ikik ∈+= "

µε βαθµό i και µεγιστοβάθµιο συντελεστή , όπου ikr Ni ,...,1,0=  και . 

Θα δείξουµε τώρα ότι τα πολυώνυµα στην (1) παράγουν το Ι. Έστω . Αν 

 είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του f τότε 

imk ,...,2,1=

If ∈
nsx nJs∈  από τον ορισµό. 

 1η περίπτωση: . Τότε γράφουµε Nn ≤

jnj
j

rbs ,∑=  

για κάποια Rb j ∈ , οπότε το πολυώνυµο 

                (2) jnj
j

fbf ,∑−

έχει βαθµό . n<

 2η περίπτωση: . Τότε Nn > Nn JJs =∈  και γράφουµε 

  jNj
j

rbs ,∑=

για κάποια Rb j ∈ , οπότε το πολυώνυµο 

 jNj
Nn fbxf ,∑−−              (3) 

έχει βαθµό . n<

 Τώρα από τις σχέσεις (2) και (3) προκύπτει άµεσα µε επαγωγή στο 
 ότι το f γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των  )deg( fn = ikf

),...,1,,...,0( imkNi == .       □ 

 
4.2.2  Πόρισµα  Έστω R ένας δακτύλιος της Noether. Τότε 
(i) Ο  είναι δακτύλιος της Nother. Ειδικά οι  και 

 (k σώµα) είναι δακτύλιοι της Noether. 

],...,[ 1 nxxR ],...,[ 1 nxxŸ

],...,[ 1 nxxk

(ii) Κάθε πεπερασµένα παραγόµενη k-άλγεβρα είναι δακτύλιος της Noether. 
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Απόδειξη.  i) Με άµεση επαγωγή στο n δείχνεται ότι ο ]  είναι της 

Noether. 

,...,[ 1 nxxR

 ii) Κάθε πεπερασµένα παραγόµενη k-άλγεβρα είναι οµοµορφική εικόνα του 
. Από το i), ο ]  είναι της Noether. Από την Πρόταση 4.1.4, 

κάθε οµοµορφική εικόνα του ]  είναι της Noether.   □ 

],...,[ 1 nxxk ,...,[ 1 nxxk

,...,[ 1 nxxk

 
 Τα προηγούµενα αποτελέσµατα παρέχουν πληθώρα παραδειγµάτων 
δακτυλίων της Noether. Στο παρακάτω παράδειγµα θα δούµε ότι υποδακτύλιος 
ενός δακτυλίου της Noether δεν είναι αναγκαστικά της Noether. 
 
4.2.3  Παράδειγµα  Έστω ] , που είναι δακτύλιος της Noether. Έστω ο 

υποδακτύλιος  

,[ yxR Ÿ=

RS ⊆

]},[),(και|),({ yxyxfayxxfaS ŸŸ ∈∈+= . 

Μια γνήσια αύξουσα ακολουθιών ιδεωδών του S είναι 

"
≠
⊂

≠
⊂

≠
⊂ ),,(),()( 2xyxyxxyxx  

(γιατί;). Άρα ο S είναι της Noether. 
 

4.3 Πρώτα Ιδεώδη και ∆υναµοσειρές 
 
4.3.1  Θεώρηµα  Αν κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι πεπερασµένα παραγόµενο, 
τότε ο R είναι δακτύλιος της Noether. 
 
Απόδειξη.  Έστω ότι ο R δεν είναι δακτύλιος της Noether. Θα αποδείξουµε ότι 
υπάρχει πρώτο ιδεώδες που δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 
 Έστω 

IIΩ |{=  ιδεώδες του R που δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο}. 

Τότε , γιατί ο R δεν είναι της Noether. Θεωρούµε στο Ω τη σχέση µερικής 
διάταξης που δίνεται από τη σχέση υποσυνόλου . Έστω Υ ένα µη κενό 

υποσύνολο του Ω που είναι ολικά διατεταγµένο. Θέτουµε 

∅≠Ω
⊆

IJ
YI
∪
∈

= . 
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Εύκολα δείχνουµε ότι το J είναι ιδεώδες (όπως στην απόδειξη της Πρότασης 
4.1.1.). Θα δείξουµε ότι J είναι ένα άνω φράγµα του Υ στο Ω. Αρκεί να δείξουµε 
ότι , δηλαδή ότι το J δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ΩJ ∈
 Έστω (για άτοπο) ότι το J είναι πεπερασµένα παραγόµενο, . 

Κάθε  ανήκει σε κάποιο 

),...,( 1 taaJ =

ia YIi ∈  γιατί . Επειδή το Υ είναι ολικά 

διατεταγµένο, συµπεραίνουµε ότι για κάποιο 

IJ
YI
∪
∈

=

Õ∈N  ισχύει . Άρα 

 και συνεπώς . ∆ηλαδή )
Nt Iaa ∈,...,1

NIJ ⊆ NIJ = ,...,( 1 tN aaIJ ==  που είναι πεπερασµένα 

παραγόµενο, άτοπο. Άρα . ΩJ ∈
 Εφαρµόζουµε τώρα το Λήµµα του Zorn (3.5.1): Το Ω έχει µέγιστο στοιχείο, 
έστω Ρ. Θα δείξουµε ότι το Ρ είναι πρώτο. Επειδή δεν είναι πεπερασµένα 
παραγόµενο, θα έχουµε φτάσει στο επιθυµητό άτοπο. 
 Έστω  (ισχύει βέβαια PRba −∈, RP ≠  γιατί το R είναι πεπερασµένα 

παραγόµενο) και . Θα φθάσουµε σε άτοπο. Επειδή )Pab∈ (aPP +
≠
⊂ , έχουµε ότι 

το )  είναι πεπερασµένα παραγόµενο λόγω του ορισµού του P. Άρα (aP +

),...,()( 111 arparpaP nn ++=+  

για κάποια  και . Έστω Ppi ∈ Rri ∈ }|{))(:( PraRraPK ∈∈==  (§ 0.4). 

Επειδή , έχουµε ότι το Κ είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 

Συνεπώς και το ιδεώδες  είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 

PbPK
≠
⊃+⊇ )(

aK
 Ισχυριζόµαστε ότι aKppP n += ),...,( 1 , που είναι βέβαια άτοπο. Η σχέση 

aKppP n +⊇ ),...,( 1  είναι προφανής. Έστω Pr∈ . Τότε )(aPr +∈  και άρα 

)()( 111 arpcarpcr nnn ++++= "  

για κάποια Rci ∈ . Η παραπάνω σχέση γράφεται 

Ppcpcrarcrc nnnn ∈++−=++ )()( 1111 "" . 

Άρα . Τέλος Krcrc nn ∈++"11

aKpparcrcpcpcr nnnnn +∈+++++= ),...,()()( 11111 "" . 

Αποδείξαµε έτσι τον ισχυρισµό και κατά συνέπεια το Θεώρηµα.   □ 
 
 Εφαρµόζοντας το προηγούµενο θεώρηµα θα αποδείξουµε τώρα ένα θεώρηµα 
για δυναµοσειρές (§ 0.1) ανάλογο µε το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert. 
 



∆ακτύλιοι της Noether 91

4.3.2.  Θεώρηµα  αν R είναι δακτύλιος της Noether, τότε και ο  είναι 

δακτύλιος της Noether. 

]][[xR

 
Απόδειξη.  Έστω Ρ ένα πρώτο ιδεώδες του . Θα δείξουµε ότι είναι 

πεπερασµένο παραγόµενο (4.3.1 Θεώρηµα). 

]][[xR

 Η απεικόνιση 

010,]][[: rxrrRxRφ 6"++→  

είναι επιµορφισµός δακτυλίων. Άρα το )  είναι ιδεώδες του R (Άσκηση 0.14). 

Από την υπόθεση το )  είναι πεπερασµένα παραγόµενο 

(Pφ

(Pφ

),...,()( )(
0

)(
0

ti aaPφ = . 

Θεωρούµε αντίστοιχες δυναµοσειρές 

Pxaf ii ∈+= ")(
0

)( . 

1η περίπτωση: Έστω . Τότε γράφοντας Px∈

)( )(
2

)(
1

)()(
0 "++−= xaaxfa iiii  

βλέπουµε ότι  για κάθε Pa i ∈)(
0 ti ,...,1= . Ισχυριζόµαστε ότι 

),...,,,( )(
0

)2(
0

)1(
0

taaaxP = . 

Έστω Pxbb ∈++ "10 . Τότε 

),...,()()( )(
0

)1(
0100

taaPφxbbφb =∈++= " , 

οπότε 

),...,,,()( )(
0

)2(
0

)1(
021010

taaaxxbbxbxbb ∈++++=++ "" . 

2η περίπτωση: Έστω . Θα δείξουµε ότι Px∉

),...,,( )()2()1( tfffP = . 

Έστω . Pxbbf ∈++= "10

Ισχυρισµός: Για κάθε  υπάρχουν στοιχεία Õ∈m

Rbbbbbb t
mm

tt ∈)()1()(
1

)1(
1

)(
0

)1(
0 ,...,,...,,...,,,...,  

µε την ιδιότητα 

 .            (4) ]][[,)()(
1

01
xRggxfxbf mm

miji
j

m

j

t

i
∈=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− ∑∑

−

==
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Ας δεχτούµε προς στιγµή τον ισχυρισµό για να δούµε πως ολοκληρώνεται η 
απόδειξη. Θέτοντας 

]][[)(
1

)(
0

)( xRxbbe iii ∈++= "  

έχουµε 

)()()(

1

)()(

1

miji
j

mj

t

i
m

mii
t

i
xfxbgxfef ∈⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=− ∑∑∑

∞

===

, 

για κάθε . Αλλά στο  ισχύει προφανώς . Άρα Õ∈m ]][[xR 0)( =
∈

m

m
x∩

Õ

Pfef ii
t

i
∈=∑

=

)()(

1
. 

Απόδειξη του Ισχυρισµού: Επαγωγή στο m. Για 1=m  παρατηρούµε ότι 

),...,()()( )(
0

)(
0100

ti aaPφxbbφb =∈++= " . 

Έτσι 

Rbababb itt ∈++= )(
0

)(
0

)(
0

)1(
0

)1(
00 ," . 

Ισχύει εποµένως 

]][[,)( 11
)(

0
)(

0
)1(

0
)1(

0 xRgxgababf tt ∈=++− "  

γιατί  ο σταθερός όρος του αριστερού σκέλους είναι µηδέν. Υποθέτουµε ότι ισχύει 
ο ισχυρισµός για m. Τότε το αριστερό σκέλος της (4) ανήκει στο Ρ. Άρα 

. Επειδή  και το Ρ είναι πρώτο, παίρνουµε Pgx m
m ∈ Px∉ Pgm ∈ . Όπως στην 

περίπτωση 1=m , έχουµε για το Pgm ∈  ότι υπάρχουν  και 

 µε την ιδιότητα 

Rbb t
mm ∈)()1( ,...,

]][[1 xRgm ∈+

1
)()()1()1( )( +=++− m

tt
mmm xgfbfbg " . 

Τέλος από την επαγωγική υπόθεση και την προηγούµενη σχέση έχουµε: 

   )()(

1

)()(
1

01

)(
1

0

)(

1
)( imi

m

t

i

iii
j

m

j

t

i

i
m

j

ji
j

t

i
fxbfxbffxbf ∑∑∑∑∑

=

−

==

−

==

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

      )( 1+−−= mm
m

m
m xggxgx

     .     □ 1
1

+
+= m

m gx

Σηµείωση: Είναι δυνατόν να αποδειχθεί το Θεώρηµα 4.3.2 µε τρόπο ανάλογο µε 
την απόδειξη του Θεωρήµατος Βάσης του Hilbert. 
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Ασκήσεις 
1.  Ισχύει το αντίστροφο του Θεωρήµατος Βάσης του Hilbert; Το αντίστροφο 

του Θεωρήµατος 4.3.2; 

2.  Έστω R ένας δακτύλιος της Noether και  ένας επιµορφισµός 

δακτυλίων. Τότε ο φ είναι ισοµορφισµός (Υπόδειξη: 

). 

RRφ →:

"⊆⊆⊆ 32 kerkerker φφφ

3*.  Ένα γνήσιο ιδεώδες Ι του R λέγεται ανάγωγο αν 121 IIIII =⇒∩=  ή 

 (όπου  είναι ιδεώδη του R). Έστω R δακτύλιος της Noether. 

Τότε κάθε γνήσιο ιδεώδες του R είναι τοµή πεπερασµένου πλήθους 
ανάγωγων ιδεωδών. (Υπόδειξη: Έστω Ω το σύνολο των γνήσιων ιδεωδών του 
R που δεν είναι τοµές πεπερασµένου πλήθους του R. ∆είξτε ότι ). 

2II = 21,( II

∅=Ω

4. Αποδείξτε ότι ο ]  είναι δακτύλιος της Noether χωρίς να 

χρησιµοποιήσετε το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert (Υπόδειξη: Θεώρηµα 
4.3.1). 

[xŸ

5.  Έστω R ένας δακτύλιος της Noether. Τότε υπάρχει µονοµορφισµός R-
προτύπων της µορφής  για κάποιο πρώτο ιδεώδες Ρ. RPR →/

6.  ∆υο συστήµατα πολυωνυµικών εξισώσεων λέγονται ισοδύναµα αν τα σύνολα 
των λύσεών τους ταυτίζονται. Αποδείξτε ότι κάθε άπειρο σύστηµα 

 ( ] , k σώµα) είναι ισοδύναµο µε ένα 

πεπερασµένο σύστηµα 

021 === "ff ,...,[ 1 ni xxkf ∈

0
21

====
miii fff " . 

Οι επόµενες δύο ασκήσεις δεν αφορούν δακτυλίους της Noether. Όµως δείχνουν 
πόσο ισχυρή είναι η τεχνική της απόδειξης του Θεωρήµατος 4.3.1. 

7.  Κάθε γνήσιο ιδεώδες Ρ του R µέγιστο (ως προς τη σχέση υποσυνόλου) 
ανάµεσα στα µη κύρια ιδεώδη του R είναι πρώτο. (Υπόδειξη: Έστω , 

, . Θεωρείστε 
Pab∈

Pa∉ Pb∉ )()( aaPP ′=+
≠
⊂ )|{ ParrP ∈′ και (} a ′′=

≠
⊂

( aa ′′′

. 

∆είξτε ότι ) , άτοπο). P =

8. Αν κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι κύριο, τότε κάθε ιδεώδες του R είναι 
κύριο. (Υπόδειξη: Έστω ότι το σύνολο των µη κύριων ιδεωδών είναι µη κενό. 
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Εφαρµόστε το Λήµµα του Zorn. Κάθε µέγιστο στοιχείο θα είναι κύριο από 
την προηγούµενη άσκηση, πράγµα άτοπο!). 



 
 
 

Κεφάλαιο 5 

Συνθήκες Αλυσίδων και Πρότυπα 
 

 
 Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε τη συνθήκη της αύξουσας αλυσίδας 
προτύπων (πρότυπα της Noether) και τη συνθήκη της φθίνουσας αλυσίδας 
προτύπων (πρότυπα του Artin). Οι αποδείξεις έχουν τυπικό χαρακτήρα και τα 
αποτελέσµατα παρουσιάζουν κάποια συµµετρία. Αυτή όµως θα πάψει να υπάρχει 
όταν ασχοληθούµε στο Κεφάλαιο 6 µε δακτυλίους του Artin, όπου θα έχουµε την 
ευκαιρία να εφαρµόσουµε τα αποτελέσµατα του παρόντος κεφαλαίου. 
 
5.1 Ορισµοί και Παραδείγµατα 
  

5.1.1  Πρόταση  Έστω Μ ένα R-πρότυπο. Τότε οι παρακάτω συνθήκες είναι 
ισοδύναµες. 
(i) Κάθε αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του Μ 

"⊆⊆ 21 MM  

 είναι τελικά σταθερή, δηλαδή υπάρχει Õ∈k  τέτοιο ώστε 
"== +1kk MM . 

(ii) Κάθε µη κενό σύνολο υποπρποτύπων του Μ έχει µέγιστο στοιχείο. 
(iii) Κάθε υποπρότυπο του Μ είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 
 
Απόδειξη.  ∆ες την απόδειξη της Πρότασης 4.1.1.    □ 

 
5.1.2  Πρόταση  Έστω Μ ένα R-πρότυπο. Τότε οι παρακάτω συνθήκες είναι 
ισοδύναµες. 
(i) Κάθε φθίνουσα ακολουθία υποπροτύπων του Μ 

"⊇⊇ 21 MM  
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 είναι τελικά σταθερή, δηλαδή υπάρχει Õ∈k  τέτοιο ώστε 
.1 "== +kk MM  

(iii) Κάθε µη κενό σύνολο υποπροτύπων του Μ έχει ελάχιστο στοιχείο. 
 
Απόδειξη.  Άσκηση.        □ 
 
5.1.3  Ορισµός  Έστω Μ ένα R-πρότυπο. 
(i) Το Μ ονοµάζεται πρότυπο της Noether αν ικανοποιεί µια από τις συνθήκες της 

Πρότασης 5.1.1. 
(ii) Το Μ ονοµάζεται πρότυπο του Artin αν ικανοποιεί µια από τις συνθήκες της 

Πρότασης 5.1.2. 
 
 Για παράδειγµα, ένας δακτύλιος R είναι R-πρότυπο της Noether αν και µόνον 
αν είναι δακτύλιος της Noether (Ορισµός 4.1.2). Λογικό είναι να ορίσουµε την 
έννοια του δακτυλίου του Artin κατ’ ανάλογο τρόπο. 
 
5.1.4  Ορισµός  Ένας δακτύλιος R ονοµάζεται δακτύλιος του Artin αν είναι R-
πρότυπο του Artin. 
 
 Εποµένως ο δακτύλιος R είναι του Artin ακριβώς όταν κάθε φθίνουσα 
αλυσίδα ιδεωδών του R είναι τελικά σταθερή. 
 
5.1.5  Παράδειγµα  1) Ο  είναι δακτύλιος της Noether όπως γνωρίζουµε, αλλά 
όχι του Artin, γιατί 

Ÿ

"
≠
⊃

≠
⊃

≠
⊃ )2()2()2( 32 . 

(2) Κάθε σώµα είναι δακτύλιος και της Noether και του Artin. 
(3) Ο δακτύλιος  δεν είναι ούτε της Noether ούτε του Artin, γιατί ,...],[ 21 xxk

"
≠
⊂

≠
⊂

≠
⊂ ),,(),()( 321211 xxxxxx  

και 

"
≠
⊃

≠
⊃

≠
⊃ )()()( 3

1
2
11 xxx . 
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 Θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο ότι κάθε δακτύλιος του Artin είναι 
δακτύλιος της Noether. Όµως για πρότυπα αυτό δεν ισχύει όπως δείχνει το 
παρακάτω κλασσικό παράδειγµα. 
5.1.6  Παράδειγµα  Έστω  ένας πρώτος αριθµός και Μ το παρακάτω -

υποπρότυπο του 

Ÿ∈p Ÿ

Ÿ– /  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈+=∈= ÕŸŸŸ– nr
p
raaM n ,,|/ . 

Θέτουµε για κάθε , Õ∈t

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+=∈= ŸŸŸ– r
p
raaN tt ,|/ . 

Τότε ισχύουν 

(i) Ως υποπρότυπα του Μ έχουµε Ÿ+= tt p
N 1  

(ii) Κάθε γνήσιο υποπρότυπο του Μ έχει τη µορφή  για κάποιο t tN

(iii) Ισχύει 
"

≠
⊂

≠
⊂ 10 NN  

(iv) Το Ν είναι -πρότυπο του Artin αλλά όχι -πρότυπο της Noether. Ÿ Ÿ

 

Απόδειξη.  (i) Προφανές αφού ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+ ŸŸ tt p

r
p
r 1 . 

 (ii) Έστω MH ≤  µε 0≠H . Τότε υπάρχει Ha∈  και γράφουµε Ÿ+= tp
ra . 

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι p δεν διαιρεί το r. Έστω τώρα 

H
p
r

t ∈+ Ÿ
1

1 ,  p  δεν διαιρεί το  . 1r

Θα δείξουµε ότι H
pt ∈+ Ÿ

1

1 . Αφού µ.κ.δ. 1),( 1 =rp  τότε υπάρχουν (Άσκηση 

1.13) ε Ÿ∈yx,  µ

11
1 =+ typxr . 

Έχουµε τότε 
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H
p
xr

p
ypxr

p tt

t

t ∈+=+
+

=+ ŸŸŸ
11

1

1

111 . 

Συνεπώς  από το (i). Θα δείξουµε τώρα HNt ⊆ mNH =  για κάποιο m. 

Παρατηρούµε ότι 

t
t

NM ∪
Õ∈

=  

και 
"⊆⊆⊆ 210 NNN . 

Επειδή το Η είναι γνήσιο υποπρότυπο του Μ υπάρχει µέγιστο m τέτοιο ώστε 
 (γιατί;). Θα δείξουµε τώρα ότι HNm ⊆ mNH = . Έστω (για άτοπο) 

mt NH
p
rb −∈+= Ÿ

2

2 ,    µ.κ.δ. 1),( 2 =rp . 

Αφού  έχουµε . Αλλά όπως πριν συµπεραίνουµε , άτοπο. mNb∉ mt >2 HNt ⊆
2

 (iii) Αν , τότε 1+= ii NN ŸŸ +=++ ii p
r

p 1
1  για κάποιο Ÿ∈r . Τότε 

Ÿ∈−+ ii p
r

p 1
1  

δηλαδή  για κάποιο I, που είναι βέβαια άτοπο. 11 +=− icprp

 (iv) Κάθε φθίνουσα αλυσίδα υποπροτύπων του Μ έχει τη µορφή 
,

321
"⊇⊇⊇ ttt NNN     , "≥≥≥ 321 ttt

πράγµα που συµπεραίνουµε από το (ii) και (iii). Η αλυσίδα αυτή είναι τελικά 
σταθερή γιατί κάθε γνήσιο υποπρότυπο του Μ έχει πεπερασµένο πλήθος 
υποπρότυπα όπως φαίνεται από τις (ii) και (iii). Άρα το Μ είναι πρότυπο του Artin. 
Από το (iii) δεν είναι πρότυπο της Noether.     □ 
 

5.2 Ιδιότητες 

5.2.1  Πρόταση  Έστω 

00 →⎯→⎯⎯→⎯→ NML gf  
µια ακριβής ακολουθία R-προτύπων. Τότε 
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(i) Το Μ είναι πρότυπο της Noether αν και µόνο αν τα L και Ν είναι πρότυπα της 
Noether. 

(ii) Το Μ είναι πρότυπο του Artin αν και µόνο αν τα L και Ν είναι πρότυποι του 
Artin. 

Απόδειξη.  Θα αποδείξουµε το (i) µόνο καθώς η απόδειξη του (ii) είναι παρόµοια. 
 Έστω ότι το Μ είναι της Noether. Θεωρούµε αύξουσα αλυσίδα υποπροτύπων 
του L 
 ,              (1) "⊆⊆ 21 LL

και αύξουσα αλυσίδα υποπροτύπων του Ν 
 .              (2) "⊆⊆ 21 NN

Από την (1) παίρνουµε την αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του Μ, 
               (3) "⊆⊆ )()( 21 LfLf

και από την (i) παίρνουµε την αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του Μ 

 .              (4) "⊆⊆ −− )()( 2
1

1
1 NgNg

Αφού ο Μ είναι της Noether, η (3) είναι τελικά σταθερή. Επειδή ο f είναι 
µονοµορφισµός, συµπεραίνουµε ότι η (1) είναι τελικά σταθερή. Όµοια η (4) είναι 
τελικά σταθερή. Επειδή ο g είναι επιµορφισµός, συµπεραίνουµε ότι η (2) είναι 
τελικά σταθερή. 
 Έστω, αντίστροφα, ότι τα L και Ν είναι πρότυπα της Noether. Έστω αύξουσα 
ακολουθία υποπροτύπων του Μ 

"⊆⊆ 21 MM . 

Θεωρούµε την αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του L 

"⊆⊆ −− )()( 2
1

1
1 MfMf  

και την αύξουσα ακολουθία υποπροτύπων του Ν 
"⊆⊆ )()( 21 MgMg . 

Αυτές είναι τελικά σταθερές. Εποµένως υπάρχει Õ∈n  µε την ιδιότητα 

"== +
−− )()( 1

11
nn MfMf  

και 
"== + )()( 1nn MgMg . 
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Θα δείξουµε ότι "== +1nn MM . Έστω 1+∈ kMx , όπου . Τότε 

. Άρα )

nk ≥

)()()( 1 kk MgMgxg =∈ + ()( ygxg =  για κάποιο kMy∈ . Συνεπώς 

. Άρα  και συνεπώς 

.         □ 

⇒=− 0)( yxg ∈−⇒∩∈−⇒=∈− −
+ )(ImImker 1
1 yxfMfyxfgyx k

1−f

kkkk MxMyxMfM ∈⇒∈−⇒= −
+ )()( 1

1 kk MM ⊆+1

kk MM =+1

 
5.2.2.  Πόρισµα  Έστω  R-πρότυπα και Μ το ευθύ άθροισµά τους, 

. Τότε 

nMM ,...,1

i

n

i
MM

1=
⊕=

(i) Το Μ είναι της Noether αν και µόνο αν κάθε  είναι της Noether. iM

(ii) Το Μ είναι του Artin αν και µόνο αν κάθε  είναι του Artin. iM

 
Απόδειξη.  Θα δείξουµε το (i) µόνο καθώς η απόδειξη του (ii) είναι παρόµοια. 
Επαγωγή στο n. Για 1 , το πόρισµα είναι προφανές. Έστω 1 και ότι το 
πόρισµα ισχύει για 1  προσθετέους. Θεωρούµε την ακριβή ακολουθία 

=n >n
−n

00 2211 →⊕⊕⎯→⎯⊕⊕⊕⎯→⎯→ n
g

n
f MMMMMM ""  

όπου  και ))0,...,0,()( 11 xxf = ,...,(),...,( 21 nn xxxxg = , ii Mx ∈ . Από την Πρόταση 

5.2.1, το nMM ⊕⊕"1  είναι της Noether. Από την επαγωγική υπόθεση, το 

 είναι της Noether αν και µόνο αν κάθε  είναι της 

Noether.         □ 
nMM ⊕⊕"2 nMM ,...,2

 
5.2.3  Πόρισµα  i) Έστω R δακτύλιος της Noether. Τότε κάθε πεπερασµένα 
παραγόµενο R-πρότυπο είναι της Noether. 
 ii) Έστω R δακτύλιος του Artin. Τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-
πρότυπο είναι του Artin. 
 
Απόδειξη.  Πάλι θα δείξουµε µόνο το i). Έστω Μ πεπερασµένα παραγόµενο R-
πρότυπο. Τότε (Πρόταση 3.4.2) υπάρχει επιµορφισµός , όπου το F είναι 
ελεύθερο R-πρότυπο µε πεπερασµένη τάξη. Από τις Προτάσεις 3.4.2 και 5.2.2 και 
την υπόθεση συµπεραίνουµε ότι το F είναι πρότυπο της Noether. Από την 
Πρόταση 5.2.1 συµπεραίνουµε ότι το Μ είναι πρότυπο της Noether.  □ 

MF →
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5.2.4  Παρατήρηση  1) Η υπόθεση “πεπερασµένα παραγόµενο” στην 
προηγούµενη πρόταση είναι απαραίτητη. Για παράδειγµα το k-πρότυπο ]  (k 

σώµα) δεν είναι ούτε της Noether ούτε του Artin αν και το k είναι δακτύλιος και 
της Noether και του Artin. 

[xk

 2) Έστω Μ ένα R-πρότυπο και Ι ένα ιδεώδες του R µε την ιδιότητα 
, δηλαδή 0 . Τότε ο Μ έχει τη δοµή -προτύπου (Άσκηση 

3.12). Ισχύει: το Μ ως R-πρότυπο είναι της Noether (αντίστοιχα, του Artin) αν και 
µόνο αν είναι της Noether (αντίστοιχα, του Artin) ως -πρότυπο, γιατί τα R-
υποπρότυπα του Μ και τα  υποπρότυπα του Μ ταυτίζονται. Αυτή η “αλλαγή 
δακτυλίων” είναι πολύ χρήσιµη όπως θα φανεί στη µεθεποµένη πρόταση. 

MI Ann⊆ =IM IR /

IR /
IR /

 
5.2.5  Πρόταση  Έστω k σώµα και V ένας k-διανυσµατικός χώρος. Οι παρακάτω 
συνθήκες είναι ισοδύναµες. 
(i) Το V έχει πεπερασµένη διάσταση 
(ii) Το V είναι k-πρότυπο της Noether 
(iii) Το V είναι k-πρότυπο του Artin. 
 
Απόδειξη.  Άσκηση.        □ 
 
 Στο επόµενο κεφάλαιο η παρακάτω πρόταση θα χρησιµοποιηθεί δύο φορές. 
 
5.2.6  Πρόταση  Έστω R ένας δακτύλιος στον οποίο υπάρχουν µέγιστα ιδεώδη 

 (όχι αναγκαστικά διακεκριµένα) µε την ιδιότητα tMM ,...,1

021 =tMMM " . 

Τότε ο R είναι δακτύλιος της Noether αν και µόνο αν είναι δακτύλιος του Artin. 
 
Απόδειξη.  Επαγωγή στο t. Για 1=t , έχουµε 01 =M  και άρα το R  είναι σώµα, 

επειδή το 0 είναι µέγιστο ιδεώδες. Προφανώς ισχύει η πρόταση. Έστω . 
Θεωρούµε την ακριβή ακολουθία 

1>t

0/0 →→→→ tt MRRM . 
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Από την Πρόταση 5.2.1, το R είναι δακτύλιος της Noether αν και µόνο αν τα  

και  είναι R-πρότυπα της Noether. Έχουµε  είναι R-πρότυπο της 

Noether (Παρατήρηση 5.2.4 (2))  είναι -πρότυπο του 

Artin (Παρατήρηση 5.2.4 (2))  είναι R-πρότυπο του Artin. Άρα αρκεί να 

δείξουµε ότι:  είναι R-πρότυπο της Noether

tM

tMR / tMR /

⇔ tMR / tMR /

⇔ tMR /

tM ⇔ tM  είναι R-πρότυπο του Artin. 

 Πιο γενικά θα αποδείξουµε για κάθε tk ,...,1=  ότι το R-πρότυπο  

είναι της Noether αν και µόνο αν είναι του Artin. Επαγωγή στο k. Για , η 
υπόθεση δίνει . Έστω 1. Θεωρούµε την ακριβή ακολουθία R-

προτύπων 

tk MM "

1
0

0

/

=k

1 =tMM " >k

 ,           (5) /0 11 →→→→ ++ tktktktk MMMMMMMM """"

όπου . Το πηλίκο  

 είναι -πρότυπο. Συνδυάζοντας την Πρόταση 5.2.5 και την 

Παρατήρηση 5.2.4(2) έχουµε ότι το πηλίκο αυτό είναι R-πρότυπο της Noether αν 
και µόνο αν είναι R-πρότυπο του Artin. Από την επαγωγική υπόθεση, το ίδιο 
ισχύει για το R-πρότυπο . Τέλος η (5) και η Πρόταση 5.2.1 δίνει ότι το 

 είναι της Noether αν και µόνο αν είναι του Artin.   □ 

tktkktk MMMMMMM """ 11 )( ++ ⊆= 1 tk MM "+

tk MM " kMR /

tk MM "

tk MM "1+

 

5.3 Συνθετικές σειρές 

 Έχοντας µελετήσει πρότυπα της Noether και πρότυπα του Artin είναι φυσικό 
να αναρωτηθούµε ποια πρότυπα είναι ταυτόχρονα και της Noether και του Artin. 
Εδώ εµφανίζεται η έννοια της συνθετικής σειράς. 
 
5.3.1  Ορισµός  (i) Ένα R-πρότυπο λέγεται απλό αν δεν έχει µη µηδενικό γνήσιο 
υποπρότυπο. 
 (ii) Μια συνθετική σειρά µήκους n του R-προτύπου Μ είναι µία γνήσια 
φθίνουσα αλυσίδα υποπροτύπων µήκους n 
 010 =

≠
⊃

≠
⊃

≠
⊃= nMMMM "              (1) 

τέτοια ώστε κάθε πηλίκο  είναι απλό R-πρότυπο. 1/ +ii MM
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Επειδή κάθε υποπρότυπο του  είναι της µορφής , όπου  

, η αλυσίδα (1) είναι συνθετική σειρά αν δεν µπορεί να επιµηκυνθεί µε την 

παρεµβολή άλλων υποπροτύπων. 

1/ +ii MM 1/ +iMN ≤+1iM

iMN ≤

 Για παράδειγµα, κάθε συνθετική σειρά ενός n-διάστατου k-διανυσµατικού 
χώρου V είναι µια ακολουθία υποχώρων 

010 =⊇⊇⊇= nVVVV " , 

όπου . Μια συνθετική σειρά του -προτύπου  είναι inVi −=dim Ÿ 12Ÿ

,06312 >⊇>⊇<⊇<Ÿ  

και µία άλλη είναι 
06212 >⊇>⊇<⊇<Ÿ , 

(γιατί;). Τα µήκη των δύο συνθετικών σειρών του  συµπίπτουν. Αυτό δεν είναι 

τυχαίο: 
12Ÿ

 
5.3.2  Πρόταση  Έστω ότι το R-πρότυπο Μ έχει µια συνθετική σειρά µήκους n. Τότε 
κάθε άλλη συνθετική σειρά του Μ έχει µήκος n. Επιπλέον κάθε πεπερασµένη γνήσια 
φθίνουσα αλυσίδα υποπροτύπων του Μ µπορεί να επιµηκυνθεί σε συνθετική σειρά 
(µε την παρεµβολή κάποιων υποπροτύπων). 
 
Απόδειξη.  Αν Ν είναι ένα R-πρότυπο, µε )  συµβολίζουµε το ελάχιστο µήκος 

των συνθετικών σειρών του Ν. (Στην περίπτωση που το Ν δεν έχει συνθετική 
σειρά, ορίζουµε ). 

(NA

∞=)(NA

 
Ισχυρισµός 1. )()( MNMN AA <⇒

≠
⊂ . 

Απόδειξη. Έστω 
010 =

≠
⊃

≠
⊃

≠
⊃= nMMMM "  

συνθετική σειρά του Μ µήκους )(Nn A= . Θεωρούµε την αλυσίδα υποπροτύπων 

 010 =∩⊇⊇∩⊇∩= NMNMNMN n"             (2) 

Για κάθε 1  η απεικόνιση ,...,0 −= ni

 11
11

, ++
++

+∩+→
∩
∩

ii
i

i

i

i MxNMx
M
M

NM
NM 6             (3) 
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είναι επιµορφισµός R-προτύπων, γιατί ο πυρήνας της σύνθεσης →→∩ ii MNM  

 είναι 1/ +ii MM NMMNM iii ∩=∩∩ ++ 11 . Όµως το  είναι απλό. Άρα 

 ή 
1/ +ii MM

NMNM ii ∩=∩ +1 11 // ++ ≅∩∩ iiii MMNMNM . 

 Αν ισχύει η πρώτη περίπτωση, αφαιρούµε τον όρο NM i ∩+1  από την 

αλυσίδα (2). Ό,τι µείνει είναι προφανώς συνθετική σειρά και έχει µήκος . 
Μένει να εξετάσουµε τι συµβαίνει αν για κάθε I ισχύει η δεύτερη περίπτωση. Από 

  για 1

n<

∩iM 11 // ++ ≅∩ iii MMNMN −= ni  παίρνουµε  

(ισχύει και όχι µόνο από τον ορισµό της (3)). Συνεχίζοντας κατά αυτόν τον 

τρόπο συµπεραίνουµε 

11 −− =∩ nn MNM

= ≠

0022 ,..., MNMMNM nn =∩=∩ −− , δηλαδή . NM =

Ισχυρισµός 2. Κάθε πεπερασµένη γνήσια φθίνουσα αλυσίδα υποπροτύπων 
010 =′

≠
⊃

≠
⊃′

≠
⊃′= kMMMM "  

έχει µήκος . )

0

(Nk A≤

Απόδειξη. Από τον ισχυρισµό 1 έχουµε )()()( 1 =′>>′> kMMM A"AA . Άρα 

. kM ≥)(A

 Ερχόµαστε τώρα στην απόδειξη της πρότασης. Θεωρούµε µια συνθετική 
σειρά του Μ µήκους k. Τότε )(Mk A≤  από τον ισχυρισµό 2. Αλλά από τον ορισµό 

του ) , έχουµε ) . Συνεπώς (MA (Mk A≥ )(Mk A= . 

 Έστω τέλος µια πεπερασµένη γνήσια φθίνουσα αλυσίδα υποπροτύπων του Μ 
µήκος k. Τότε . Αν ))(Mk A≤ (Mk A< , τότε αυτή δεν είναι συνθετική σειρά, γιατί 

αποδείξαµε ότι δύο συνθετικές σειρές του Μ έχουν το ίδιο µήκος. Έτσι µπορούµε 
να παρεµβάλουµε όρους ώστε το µήκος της νέας ακολουθίας είναι . 

Αλλά τότε η νέα ακολουθία είναι προφανώς συνθετική σειρά.   □ 

)(Mk A=′

 
5.3.3  Θεώρηµα  Το R-πρότυπο Μ έχει συνθετική σειρά αν και µόνο αν είναι R-
πρότυπο της Noether και του Artin. 
 
Απόδειξη.  Έστω ότι το Μ έχει συνθετική σειρά. Από την Πρόταση 5.3.2 έπεται 
ότι σε κάθε (αύξουσα ή φθίνουσα) ακολουθία υποπροτύπων του Μ υπάρχουν το 
πολύ ∞<)(MA  γνήσιες διαδοχικές σχέσεις υποσυνόλου 

≠
⊂  ή 

≠
⊃ . Αντίστροφα, 

έστω ότι το Μ είναι και της Noether και του Artin. Κατασκευάζουµε συνθετική 



Συνθήκες Αλυσίδων και Πρότυπα 105

σειρά του Μ κατά τον προφανή τρόπο: έστω  µέγιστο υποπρότυπο του Μ 

(υπάρχει τέτοιο γιατί το Μ είναι της Noether), έστω  µέγιστο υποπρότυπο του 

 (το  είναι της Noether από την Πρόταση 5.2.1), έστω  µέγιστο 

υποπρότυπο του , κ.ο.κ. Έχουµε 

1M

2M

1M 1M 3M

2M

"
≠
⊃

≠
⊃

≠
⊃= 210 MMMM . 

Επειδή το Μ είναι του Artin, η παραπάνω ακολουθία τερµατίζει στο 0 µετά από 
πεπερασµένο πλήθος βήµατα.       □ 
 
 Το µήκος, , ενός R-προτύπου Μ είναι το µήκος µιας 

συνθετικής σειράς, αν υπάρχει τέτοια, διαφορετικά είναι 

)()( MM RAA =

∞ . Άρα  αν 

και µόνο αν το Μ είναι και της Noether και του Artin. 

∞<)(MA

 

Ασκήσεις 

1. (i) Έστω  επιµορφισµός R-προτύπων, όπου το Μ είναι πρότυπο 

της Noether. Τότε ο  είναι ισοµορφισµός. 

MMf →:

f

 (ii) Έστω  µονοµορφισµός R-προτύπων, όπου το Ν είναι πρότυπο 

του Artin. Τότε ο 

NNg →:

g  είναι ισοµορφισµός 

  (Υπόδειξη: (i) Θεωρήστε ) , (ii) θεωρήστε ). ker( nf )Im(/ ngM

2. Έστω  υποπρότυπα του R-προτύπου Μ. Αν τα  και  

είναι της Noether (αντίστοιχα του Artin) τότε και το 
21, NN 1/ NM 2/ NM

21/ NNM ∩  είναι της 

Noether (αντίστοιχα του Artin). 

3.  Έστω Μ ένα R-πρότυπο της Noether. Τότε ο δακτύλιος  είναι της 

Noether. (Υπόδειξη: αν 

MR Ann/

>=< kmmM ,...,1 , τότε  και 

το  εµφυτεύεται στο . 

><= i
i

mM AnnAnn ∩

MR Ann/ ><⊕>≅<⊕
==

i

k

ii

k

i
mmR

11
Ann/ )

4. Έστω Μ πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο του Artin. Τότε ο δακτύλιος 
 είναι του Artin. MR Ann/

5.  Αληθεύει ότι το  είναι -πρότυπο της Noether; Του Artin; – Ÿ
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6.  Αν Ι, J είναι ιδεώδη του R µε την ιδιότητα οι δακτύλιοι  και  είναι 
της Noether, αποδείξτε ότι το R-πρότυπο 

IR / JR /
JRIR // ⊕  είναι της Noether. 

7.  Έστω 
00 →→→→ NML  

 ακριβής ακολουθία R-προτύπων. Τότε ∞<)(MA  αν και µόνο αν  

και 

∞<)(LA

∞<)(NA . Επιπλέον )()()( NLM AAA += . 

8. Ποιο είναι το ) , όπου είναι το -πρότυπο (MA Ÿ 2720 ŸŸ ⊕ ; 

9. Θυµηθείτε το θεώρηµα Jordan-Hölder από τις πεπερασµένες οµάδες. 
∆ιατυπώστε ένα ανάλογο θεώρηµα για πρότυπα πεπερασµένου µήκους. 
Βεβαιωθείτε ότι η ίδια απόδειξη ισχύει και εδώ! 

10. Έστω Μ ένα R-πρότυπο µε ∞<)(MA  και έστω Ν ένα υποπρότυπο του Μ. Αν 

 τότε . )()( MN AA = MN =

11.  Έστω Μ ένα R-πρότυπο µε ∞<)(MA  και  υποπρότυπα του Μ. Τότε 21, NN

)()()()( 212121 NNNNNN ∩−+=+ AAAA . Τι σας θυµίζει αυτή η ισότητα; 

(Υπόδειξη: άσκηση 7). 

12. Έστω k σώµα και 1 . Τότε ο δακτύλιος )  είναι του Artin. Ποιο 

γενικά, αν  µε 0

≥m /(][ mxxk

][xkf ∈ ≠f  τότε ο δακτύλιος )  είναι του Artin. 

Γενικεύσατε ακόµα περισσότερο µε τυχαία περιοχή κυρίων ιδεωδών στη 
θέση του ] . Ισχύει η γενίκευσή σας για περιοχές µοναδικής 

παραγοντοποίησης; 

/(][ fxk

[xk
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∆ακτύλιοι του Artin 
 
 Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του προηγούµενου κεφαλαίου θα 
αποδείξουµε εδώ ότι κάθε δακτύλιος του Artin είναι και δακτύλιος της Noether, 
ένα αποτέλεσµα που µάλλον δεν χαρακτηρίζεται ως αναµενόµενο. Επιπλέον θα 
µελετήσουµε τη δοµή των δακτυλίων του Artin τόσο, όσο χρειάζεται να 
επισηµάνουµε την ειδοποιό διαφορά τους µε τους δακτύλιους της Noether: ένας 
δακτύλιος της Noether είναι δακτύλιος του Artin αν και µόνο αν κάθε πρώτο 
ιδεώδες είναι µέγιστο (Θεώρηµα 6.2.5). 
 Στο πρώτο µέρος του κεφαλαίου αυτού θα ασχοληθούµε µε µερικά 
χαρακτηριστικά αποτελέσµατα που αφορούν ριζικά ιδεωδών σε γενικούς 
δακτύλιους που θα εφαρµοστούν και σε επόµενα κεφάλαια. 
 
6.1 Ριζικό Ιδεώδους 

6.1.1  Ορισµός  Έστω Ι ένα ιδεώδες του R. Το ριζικό του  είναι το ιδεώδες του R 

IrRrII n ∈∈== |{rad    για κάποιο   }Õ∈n . 

 Το I  είναι πράγµατι ιδεώδες: αν Isr ∈,  τότε Ir m ∈  και  για 

κάποια . Θέτοντας 

Is n ∈

Õ∈nm, nmk +=  έχουµε 

iki

i

k sr
i
k

sr −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ ∑)( . 

Αν , τότε mi ≥ Ir∈  και άρα . Αν Isr iki ∈− mi < , τότε nik ≥−  και άρα 

 οπότε . Άρα σε κάθε περίπτωση  δηλαδή Is ik ∈− Isr iki ∈− Isr k ∈+ )( ,

Isr ∈+ . Αν , τότε  Άρα Ra∈ Iraar mmm ∈=)( . Iar∈ . 
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 Για παράδειγµα, αν το Ρ είναι πρώτο ιδεώδες του R, τότε PP = . Το ριζικό 

του ιδεώδους (12) του  είναι το (6) (γιατί;). Το ριζικό του  στο  

είναι . 

Ÿ ) ]

)

( 32 yx ,[ yxŸ

(xy

 Το ριζικό του µηδενικού ιδεώδους αποτελείται προφανώς από τα 

µηδενοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου, 0|{0 =∈= nrRr  για κάποιο . }Nn∈

 
6.1.2  Πρόταση  Έστω Ι ένα ιδεώδες του R. Τότε έχουµε 

PI

P
IP
∩
πρώτο
⊇

=  

δηλαδή το I  είναι η τοµή των πρώτων ιδεωδών του R που περιέχουν το Ι. 
Ειδικότερα 

P
P
∩
πρώτο

0 = . 

Απόδειξη.  Έστω Ir∈ . Τότε Ir n ∈ . Αν Ρ είναι πρώτο ιδεώδες µε PI ∈ , τότε 

Pr n ∈  και άρα Pr∈ . 

 Για την άλλη σχέση, έστω (για άτοπο)  µε Pa

P
IP
∩
πρώτο
⊇

∈ Ia∉ . 

 Το σύνολο } είναι πολλαπλασιαστικό και ισχύει , 

γιατί 

|{ NmaS m ∈= ∅=∩ IS

Ia∉ . Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.5.4 υπάρχει πρώτο ιδεώδες P′  του R µε 
την ιδιότητα IP ⊇′  και ∅=∩′ IP . Αλλά Pa ′∈  και Sa∈  που είναι άτοπο. □ 
 
 Το παρακάτω λήµµα δεν έχει σχέση µε ριζικά αλλά θα χρησιµοποιηθεί στα 
επόµενα. 
 
6.1.3  Λήµµα  Έστω , Ρ ιδεώδη του R µε Ρ πρώτο. Τότε nII ,...,1

(i)  για κάποιο k PIPIII kn ⊆⇔⊆"21

(ii)  για κάποιο k. kn IPIIP =⇒∩∩= "1
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Απόδειξη.  (i) Αν , τότε . Έστω . Αν για 

κάθε  είχαµε  τότε θα υπήρχαν 

PIk ⊆ PIIII kn ⊆⊆"21 PIII n ⊆"21

ni ,...,2,1= PIi ⊆/ PIa ii −∈ , οπότε το 

, άτοπο γιατί το Ρ είναι πρώτο. PIIIaaa nn ⊆∈ "" 2121

 (ii) Έχουµε PIIIII nn =∩∩⊆ "" 121 . Άρα  για κάποιο k από το 

(i), οπότε .        □ 

PIk ⊆

PIk =

 Επίσης θα χρειαστούµε το επόµενο λήµµα. 
 
6.1.4  Λήµµα  Έστω R ένας δακτύλιος της Noether και Ι ένα ιδεώδες του R. Τότε 

υπάρχει  µε την ιδιότητα Õ∈t II t ⊆)( . 

 

Απόδειξη.  Το I  είναι πεπερασµένα παραγόµενο γιατί ο R είναι της Noether. 
Έστω 

),...,( 1 raaI = . 

Για κάθε , υπάρχει  µε την ιδιότητα . Θέτουµε ia Õ∈in Ia in
i ∈

)1(1
1

−+= ∑
=

i

r

i
nt . 

Το tI )(  παράγεται προφανώς από το σύνολο 

{ }ttaa i
t
r

t
i

r =∑|1" . 

Όµως, αν 

∑ ∑
= =

−+==
r

i
i

r

i
i ntt

1 1
)1(1 , 

τότε για κάποιο  ισχύει . Κατά συνέπεια jt jj nt ≥

Iaaa rj t
r

t
j

t
i ∈""1 . 

Άρα II t ⊆)( .        □ 

 

6.2 ∆ακτύλιοι του Artin είναι ∆ακτύλιοι της Noether 

 Οι επόµενες δύο προτάσεις δείχνουν ότι οι δακτύλιοι του Artin έχουν “λίγα” 
πρώτα ιδεώδη. 
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6.2.1  Πρόταση  Έστω R δακτύλιος του Artin. Τότε κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι 
και µέγιστο. 
 
Απόδειξη.  Έστω Ρ πρώτο ιδεώδες του R. Τότε ο  είναι δακτύλιος του Artin 
(Πρόταση 5.2.1) και περιοχή (Πρόταση 0.6.2). Θα δείξουµε ότι ο  είναι 
σώµα. Έστω 

PR /
PR /

PRr /∈  µε 0 . Τότε η ακολουθία ιδεωδών του ≠r PR /  

"⊇⊇⊇ )()()( 32 rrr  

είναι τελικά σταθερή, οπότε  για κάποια 1+= nn srr Õ∈n  και . Άρα 

, και εφόσον βρισκόµαστε σε περιοχή ισχύει 

PRs /∈

0)1( =− srr n sr−1 . Άρα το r  είναι 

αντιστρέψιµο.         □ 
 
6.2.2  Πρόταση  Το πλήθος των µέγιστων ιδεωδών κάθε δακτύλιου του Artin είναι 
πεπερασµένο. 
 
Απόδειξη.  Θεωρούµε το σύνολο Õ∈∩∩= tMMΩ t |{ 1 " ,  µέγιστο ιδεώδες 

του R για κάθε . Είναι 
iM

},...,1 ti = ∅≠Ω  (γιατί;) και αφού ο R είναι του Artin, το Ω 

έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω 

nMMI ∩∩= "1 . 

Θα δείξουµε ότι κάθε µέγιστο ιδεώδες του R είναι ένα από τα . Έστω 

λοιπόν Μ µέγιστο ιδεώδες. Τότε 
nMM ,...,1

IMMM n ⊆∩∩∩ "1 . 

Από τον ορισµό του Ι έχουµε 
IMMM n =∩∩∩ "1  

και συνεπώς 

nn ΜΜΜΜM ∩∩=∩∩∩ "" 11 )( . 

Άρα MMM n ⊆∩∩"1 . Από την Πρόταση 6.3.1 (i) παίρνουµε  για 

κάποιο . Το  είναι µέγιστο και έχουµε

MM k ⊆

nk ,...,1= kM RM ≠ ). Άρα .  □ MM k =

6.2.3  Πρόταση  Έστω R δακτύλιος του Artin. Τότε υπάρχει Õ∈n  µε την ιδιότητα 

0)0( =n . 
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Απόδειξη.  Επειδή ο R είναι του Artin, η αλυσίδα 

"⊇⊇ 2)0(0  

είναι τελικά σταθερή, δηλαδή "== +1)0()0( nn . Θα δείξουµε ότι 

 0)0( =n .               (1) 

Έστω ότι δεν ισχύει η (1). Θα καταλήξουµε σε άτοπο. Έστω 

IΩ {=  ιδεώδες του }0)0(| ≠nIR . 

Τότε  αφού ∅≠Ω ΩR∈ . Επειδή ο R είναι του Artin, το Ω έχει ελάχιστο στοιχείο, 
έστω J. 
 Το J είναι κύριο ιδεώδες. Πράγµατι, υπάρχει Ja∈  µε την ιδιότητα 

0)0( ≠na , γιατί 0)0( ≠nJ . Άρα 0)0)(( ≠na , δηλαδή . Επειδή 

, ο ορισµός του J δίνει 

Ωa ∈)(

Ja ⊆)( )(aJ = . 

 Ισχυριζόµαστε ότι Ja n =)0( . Πράγµατι, έχουµε 

0)0()0()0()0()0( 2 ≠=== nnnnn Jaaa , 

και άρα Ωa n ∈)0( . Επειδή Ja n ⊆)0( , παίρνουµε όπως και πριν ότι 

Ja n =)0( . 

 Η τελευταία σχέση δίνει aba =  για κάποιο nb )0(∈ . Τότε  

. Αλλά 

=== 2ababa

"=3ab 0)0( ⊆∈ nb . Συνεπώς  για κάποιο k. Άρα 

. Συνεπώς 0 , που είναι άτοπο από τον ορισµό του J.  □ 

0=kb

0== kaba =J
 
 Είµαστε τώρα σε θέση να αποδείξουµε το πρώτο από τα δύο κύρια 
αποτελέσµατα αυτού του κεφαλαίου. 
 
6.2.4  Θεώρηµα  Κάθε δακτύλιος του Artin είναι δακτύλιος της Noether. 
 
Απόδειξη.  Έστω R ένας δακτύλιος του Artin. Από την Πρόταση 6.1.2 έχουµε 

P
P
∩
πρώτο

0 = . 

Όµως από την Πρόταση 6.2.1 κάθε πρώτο ιδεώδες είναι µέγιστο. Επιπλέον, η 
Πρόταση 6.2.2 µας πληροφορεί ότι τα µέγιστα ιδεώδη του R είναι πεπερασµένα 
στο πλήθος. Άρα 
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 nMM ∩∩= "10               (2) 

όπου  είναι όλα τα µέγιστα ιδεώδη του R. Η (2) σε συνδυασµό µε την 

Πρόταση 6.2.3 δίνει: υπάρχει 
nMM ,...,1

Õ∈m  τέτοιο ώστε 

 .              (3) 0)( 1 =∩∩ m
nMM "

Επειδή nn MMMMM ∩∩⊆ "" 121 , η (3) δίνει 

01 =m
n

m MM " . 

Τότε εφαρµόζουµε την Πρόταση 5.2.6 για να συµπεράνουµε ότι ο R είναι 
δακτύλιος της Noether.        □ 
 
 Προφανώς δεν ισχύει το αντίστροφο του Θεωρήµατος 6.2.4 (Παράδειγµα 
5.1.5 (1)). Μπορούµε όµως να χαρακτηρίσουµε τους δακτυλίους της Noether που 
είναι και δακτύλιοι του Artin µε το παρακάτω κοµψό αποτέλεσµα. 
 
6.2.5  Θεώρηµα  Έστω R ένας δακτύλιος. Τότε το R είναι του Artin αν και µόνο αν 
είναι της Noether και κάθε πρώτο ιδεώδες είναι µέγιστο. 
 
 Η απόδειξη θα δοθεί στην επόµενη παράγραφο, γιατί απαιτεί µια νέα έννοια. 
Ας προσπαθήσουµε εδώ να δώσουµε το κίνητρο. 
 Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 6.2.5 θα θέλαµε να δείξουµε ότι: Έστω R 
δακτύλιος της Noether όπου κάθε πρώτο ιδεώδες είναι µέγιστο. Τότε 

nMM ∩∩= "10  για µέγιστα ιδεώδη  του  R. (Αυτό αρκεί λόγω του 

Λήµµατος 6.1.4 και της Πρότασης 5.2.6). 
nMM ,...,1

 Έχουµε (Άσκηση 4.3) 

ik III ,0 1 ∩∩= "    ανάγωγο. 

Μπορούµε να δείξουµε ότι (θα το δούµε παρακάτω) 

 =iI πρώτο = µέγιστο ιδεώδες.             (5) 

Τώρα χρησιµοποιώντας απλές ιδιότητες του ριζικού παίρνουµε 

kk IIII ∩∩=∩∩== "" 1100 , 

και άρα προκύπτει το ζητούµενο 

kMM ∩∩= "10 . 
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 Το κρίσιµο σηµείο είναι η πρώτη ισότητα της (5). Άρα εύλογο είναι να 

θεωρήσουµε ιδεώδη Ι µε την ιδιότητα I  είναι πρώτο ιδεώδες. Μια κλάση 
τέτοιων ιδεωδών είναι τα πρωταρχικά ιδεώδη µε τον ορισµό των οποίων αρχίζει η 
επόµενη παράγραφος. 
 
6.3 Πρωταρχικά Ιδεώδη 

6.3.1  Ορισµός  Ένα γνήσιο ιδεώδες Ι του R λέγεται πρωταρχικό αν  είτε 

 είτε I  για κάποιο 

⇒∈ Ixy

Ix∈ y n ∈ Õ∈n . 

 Για παράδειγµα κάθε πρώτο ιδεώδες είναι πρωταρχικό. Το ιδεώδες )  του 

 (p πρώτος) είναι πρωταρχικό, ενώ το  

( np

Ÿ )( pq qp ≠(  πρώτοι) δεν είναι. 

 

6.3.2  Πρόταση  Ι πρωταρχικό I⇒  πρώτο ιδεώδες. Το αντίστροφο δεν ισχύει. 
 

Απόδειξη.  IxIyxIxy nnn ∈⇒∈⇒∈  ή  για κάποιο Iy nm ∈ Ixm ∈⇒∈Õ  

ή Iy∈ . Για  το αντίστροφο, ένα αντιπαράδειγµα είναι ],[ yxkR =  (δακτύλιος 

πολυωνύµων), . Τότε ),( 2 xyxI = )(xI =  που είναι πρώτο ιδεώδες, αλλά το Ι δεν 

είναι πρωταρχικό γιατί  και Ixy∈ Ix∉ , Iy∉ .    □ 

 Θυµίζουµε ότι ένα ιδεώδες Ι του R λέγεται ανάγωγο αν 
IIIII =⇒∩= 121    ή   II =2  

(Άσκηση 4.3). 
 
6.3.3  Πρόταση  Έστω ένας R δακτύλιος της Noether. Τότε κάθε ανάγωγο ιδεώδες 
του R είναι πρωταρχικό. 
 

Απόδειξη.  Έστω Ι ανάγωγο ιδεώδες και Ixy∈  µε Iy∉ . Θα δείξουµε ότι  

για κάποιο  

Ixn ∈

Õ∈n .
 Η αύξουσα αλυσίδα ιδεωδών του R 

"⊆⊆ ):():( 2xIxI  
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είναι τελικά σταθερή, δηλαδή  για κάποιο ):():( 1+= nn xIxI Õ∈n . 

Ισχυρισµός:  ))(())(( yIxII n +∩+=

Απόδειξη. Η σχέση  είναι προφανής. Έστω ))(())(( yIxII n +∩+⊆

))(( nxIr +∈  ))(( yI +∩ . 

Τότε 

dbhcxgr n +=+=  

για κάποια Ihg ∈,  και . Γράφουµε Rdc ∈,

Igxdxbhxcxn ∈−+=+1 . 

Εποµένως 

):( 1+∈ nxIc . 

Άρα ) . Αλλά τότε . Συνεπώς αποδείξαµε τον ισχυρισµό. :( nxIc∈ Icxgr n ∈+=

 Από τον ισχυρισµό, το γεγονός ότι το Ι είναι ανάγωγο και το γεγονός ότι 

, παίρνουµε . Άρα .    □ )(yII +
≠
⊂ )( nxII += Ixn ∈

 Περισσότερα για πρωταρχικά ιδεώδη θα πούµε στο Κεφάλαιο 11. Τώρα θα 
αποδείξουµε το Θεώρηµα 6.2.5. 
 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 6.2.5.  1) Έστω R ένας δακτύλιος του Artin. Λόγω 
της Πρότασης 6.2.1 και του Θεωρήµατος 6.2.4 δεν έχουµε να δείξουµε τίποτα. 
 2) Αντίστροφα, έστω R ένας δακτύλιος της Noether όπου κάθε πρώτο ιδεώδες 
είναι µέγιστο. Αν } , δεν χρειάζεται να δείξουµε τίποτα. Έστω } . Τότε 0{=R 0{≠R

01∉ , δηλαδή το ιδεώδες 0  είναι γνήσιο. Εφαρµόζοντας την Άσκηση 4.3 στο 

0  παίρνουµε 

nII ∩∩= "10  

όπου τα  είναι ανάγωγα ιδεώδη του R. Εφαρµόζοντας στοιχειώδεις 

ιδιότητες του ριζικού (Άσκηση 1) έχουµε 
nII ,...,1

kk IIII ∩∩=∩∩== "" 1100 . 
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Από την Πρόταση 6.3.3 κάθε  είναι πρωταρχικό και συνεπώς από την Πρόταση 

6.3.2 κάθε 

jI

jI  είναι πρώτο ιδεώδες και άρα µέγιστο. Έχουµε δηλαδή 

 nMM ∩∩= "10 (4)              (4) 

όπου  είναι µέγιστα ιδεώδη. Από την Πρόταση 6.1.4 έχουµε nMM ,...,1 0)0( =t  

για κάποιο t . Άρα από την (4) παίρνουµε 

01 =t
n

t MM " . 

Επειδή τώρα ο R είναι της Noether, η Πρόταση 5.2.6 µας δίνει ότι ο R είναι του 
Artin.          □ 

 

Ασκήσεις 

1. Έστω I, J ιδεώδη του R. Τότε 

 (i) II =  

 (ii) IJJIJI =∩=∩  

 (iii) JIJI +=+  

 (iv) RIRI =⇔=  

 (v) RJIRJI =+⇔=+  

2. Έστω } . Τότε ο R έχει ακριβώς ένα πρώτο ιδεώδες αν και µόνο αν κάθε 

στοιχείο του R είναι είτε αντιστρέψιµο είτε µηδενοδύναµο. 

0{≠R

3.  Έστω  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και έστω Q  ένα πρωταρχικό 

ιδεώδες στο S . Το )  είναι πρωταρχικό στο R; 

SRφ →:

(1 Qφ−

4. Έστω p πρώτος αριθµός και 1. Ο δακτύλιος  είναι τοπικός 

δακτύλιος του Artin. (Τοπικός λέγεται ένας δακτύλιος που έχει ακριβώς ένα 
µέγιστο ιδεώδες). Επίσης τοπικός δακτύλιος του Artin είναι και ο 

 (  σώµα). 

≥n )

1

/( npŸ

)/(],[ 432 xxxk k

5.  Έστω Μ µέγιστο ιδεώδες του δακτυλίου του Artin R. Τότε για κάθε  ο 

 είναι τοπικός δακτύλιος του Artin (δες την προηγούµενη άσκηση για 
τον ορισµό του τοπικού δακτυλίου). 

≥t
tMR /
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6.  Ιδεώδη  του R λέγονται ανά δύο πρώτα αν nII ,...,1 RII sr =+  για κάθε 

sr ≠ . Αν τα  είναι ανά δύο πρώτα, τότε nII ,...,1 nn IIII ∩∩= "" 11 . 

7.  Κάθε δακτύλιος του Artin είναι ισόµορφος µε ευθύ γινόµενο πεπερασµένου 

πλήθους τοπικών δακτυλίων του Artin. (Υπόδειξη: Αν , δείξετε 

ότι . ∆ες και τις Ασκήσεις 5, 6 και 1 (v)). 

01 =t
n

t MM "
t
n

t MAMAA // 1 ××≅ "

8*. Έστω Ι ένα ιδεώδες του R µε την ιδιότητα ότι το I  είναι µέγιστο ιδεώδες. 

Τότε το Ι είναι πρωταρχικό. (Υπόδειξη: Έστω Iab∈  µε Ib ∉ . Τότε 

⇒=+ RbI )(  (Άσκηση 1) RbI =+ )( , οπότε Iaa ∈⋅= 1 ). 

9. Ποιο είναι το ριζικό του ιδεώδους )  στο ; Ποια είναι τα πρωταρχικά 

ιδεώδη του ; 

(m Ÿ

Ÿ

10. Έστω Α πρότυπο του Artin πάνω από το δακτύλιο R και . Τότε 
υπάρχουν µέγιστα ιδεώδη  του R µε την ιδιότητα 

Aa∈

nMM ,...,1

0)( 1 =aMM t
n" . 

 (Υπόδειξη: Άσκηση 5.4). 

11.  Χωρίς να χρησιµοποιήσετε το Θεώρηµα 6.2.5, αποδείξετε ότι σε ένα 
δακτύλιο της Noether, όπου κάθε πρώτο ιδεώδες είναι και µέγιστο, το πλήθος 

των µέγιστων ιδεωδών είναι πεπερασµένο (Υπόδειξη: για το 0  έχετε δύο 

παραστάσεις). 

12. Έστω R ένας δακτύλιος του Artin. Ποια R-πρότυπα έχουν πεπερασµένο 
µήκος; 

13.  Έστω R ένας δακτύλιος της Noether και I, J ιδεώδη του R. Τότε ισχύει 

⇔= JI υπάρχει 1 µε την ιδιότητα  και . >n JI n ∈ IJ ⊆

14.  Έστω ][iR Ÿ=  (ακέραιοι του Gauss) και ][xRS =  (πολυωνυµικός 

δακτύλιος). Τότε ο  είναι δακτύλιος της Noether αλλά όχι του Artin. S
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Κεφάλαιο 7 

Ακεραία Εξάρτηση και Κανονικοποίηση της Noether 
 
 Θα µελετήσουµε εδώ ακέραια στοιχεία πάνω από δακτύλιο. Αυτά 
συµπεριφέρονται κατά τρόπο ανάλογο µε τα αλγεβρικά στοιχεία πάνω από σώµα, 
αλλά η µελέτη τους είναι κάπως πιο λεπτή. 
 Αφού αποδείξουµε βασικές ιδιότητες ακεραίων στοιχείων, προχωράµε 
αµέσως σε µια σηµαντική εφαρµογή, το θεώρηµα κανονικοποίησης της Noether. 
Αυτό θα χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη του Nullstellensatz που δίνουµε στο 
Κεφάλαιο 8. Στο Κεφάλαιο 9 θα ακολουθήσουν εφαρµογές και άλλων προτάσεων 
από το παρόν κεφάλαιο. 
 Ξεκινάµε µε µερικές χρήσιµες τεχνικές, όπως είναι το τέχνασµα της 
ορίζουσας και το Λήµµα του Nakayama. 
 

7.1 Τέχνασµα της Ορίζουσας 

 Έστω k ένα σώµα και Α ένας nn×  πίνακας µε στοιχεία από το k. Θυµίζουµε 

µια σηµαντική σχέση οριζουσών από τη Γραµµική Άλγεβρα. Έστω ijA~  ο 

 πίνακας που προκύπτει από τον Α αν παραλείψουµε την  γραµµή 

και  στήλη. Θέτουµε 

)1()1( −×− nn i

j )~det()1( ji
ji

ij Ad +−= . Ο nn×  πίνακας )  συµβολίζεται 

µε  και ονοµάζεται προσαρτηµένος πίνακας του Α. Ισχύει η σχέση 

( ijd

adjA

 nIAadjAadjAA )(det)()( == ,              (1) 

όπου  είναι ο ταυτοτικός nI nn×  πίνακας. 

 Η σχέση (1) ισχύει πιο γενικά όταν αντικαταστήσουµε το σώµα k µε ένα 
(µεταθετικό, όπως πάντα) δακτύλιο R. Μάλιστα η κλασσική απόδειξη της (1) που 
συνήθως δίνεται στη Γραµµική Άλγεβρα ισχύει και για το R, οπότε δεν χρειάζεται 
να την επαναλάβουµε εδώ. 
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 Αν  είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων τότε κάθε -πρότυπο Μ 

µπορεί να θεωρηθεί ως 

SRφ →: S

R -πρότυπο µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό 
MmRrmrφrm ∈∈= ,,)( , 

(Παράδειγµα 3.1.2 (v)). Συχνά στο κεφάλαιο αυτό θα έχουµε  (ο R είναι 
υποδακτύλιος του ), οπότε κάθε -πρότυπο είναι 

SR ⊆

S S R -πρότυπο κατά τον προφανή 
τρόπο. 
 Θα γράφουµε απλά  εννοώντας ότι SR ⊆ R  είναι υποδακτύλιος του , και 

 εννοώντας ότι το Μ είναι ένα -πρότυπο. 

S

MM S∈ S

7.1.1  Πρόταση  Έστω δακτύλιοι S  και MR ⊆ M S∈ . Έστω Ss∈  και Ι ιδεώδες 

του R  µε την ιδιότητα . Αν ως IMsM ⊆ R -πρότυπο το Μ παράγεται από 

στοιχεία, τότε υπάρχουν , 

1≥n  
i

i Ia ∈ ni ,...,1= , µε την ιδιότητα 

Masas Snn Ann1
1

1 ∈+++ −sa nn + − . 

 
Απόδειξη. (Τέχνασµα της ορίζουσας)  Έστω ότι το Μ παράγεται ως R-πρότυπο 
από τα . Για κάθε i  έχουµε nmm ,...,1 IMsmi ∈ . Συνεπώς 

nnnnnn

nn

mbmbmbsm

mbmbmbsm

+++=

+++=

2211

12121111

 

για κάποια Ibij ∈ . Γράφουµε τις προηγούµενες εξισώσεις ως 

              (2) 

nnnnn

nn

msbmbmb

mbmbmsb

)(0

)(0

2211

1212111

−+++=

+++−=

Έστω Α ο  πίνακας των συντελεστών των  στο σύστηµα (2). Τότε nn× im

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nm

m
A

1

0  

και άρα 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nm

m
AadjA

1

)(0 . 
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Η τελευταία σχέση λόγω της (1) δίνει 

 .              (3) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

n

n

m

m
IA

1

)(det0

Άρα  για κάθε . Εφόσον τα  παράγουν το Μ έχουµε 

. Η επιθυµητή σχέση προκύπτει τώρα αν αναπτύξουµε την ορίζουσα 

.          □ 

0

t

)(det =imA i im

0)(det =MA

Ade
 
7.1.2  Πόρισµα  Έστω Μ ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο και Ι ιδεώδες 
του R µε την ιδιότητα IMM = . Τότε υπάρχει Ia∈  µε την ιδιότητα  0)1( =+ Ma .

 
Απόδειξη.  Θέτουµε  και 1RS = =s  στην Πρόταση 7.1.1.   □ 

 Ένας δακτύλιος ονοµάζεται τοπικός αν έχει ακριβώς ένα µέγιστο ιδεώδες. 
Έστω m  µέγιστο ιδεώδες του R  (Πρόταση 3.4.2). Τότε ο R  είναι τοπικός αν και 

µόνο αν κάθε στοιχείο της µορφής a+1  µε ma∈  είναι αντιστρέψιµο. Πράγµατι, 

έστω R  τοπικός. Αν το  δεν ήταν αντιστρέψιµο θα έπρεπε να περιέχεται σε 
κάποιο µέγιστο ιδεώδες (Πόρισµα 3.5.3), δηλαδή στο 

a+1
m . Αλλά mma ∈⇒∈+ 11  

άτοπο. Αντίστροφα, έστω ότι κάθε a+1  είναι αντιστρέψιµο όπου ma∈ . Έστω 

mm ≠′  άλλο µέγιστο ιδεώδες. Έχουµε Rmm =′+  από τον ορισµό του µέγιστου 

ιδεώδους. Άρα 1  για κάποια =+ ba ma∈ , mb ′∈ . Τότε το  είναι 

αντιστρέψιµο. Άρα 

ab −=1

Rm =′ , άτοπο. 

 
7.1.3  Λήµµα  Έστω m  µέγιστο ιδεώδες του R . Τότε ο R  είναι τοπικός δακτύλιος 

αν και µόνον αν το a  είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του +1 R  για κάθε ma∈ . □ 

 
7.1.4  Πόρισµα  (Λήµµα του Nakayama).  Έστω R  τοπικός δακτύλιος µε µέγιστο 
ιδεώδες m  και Μ πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. Αν MmM =  τότε  0=M .

 
Απόδειξη.  Από το Πόρισµα 7.1.2 έχουµε 

0)1( =+ Ma  
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για κάποιο ma∈ . Αλλά από το Λήµµα 7.1.3, το a+1  είναι αντιστρέψιµο. 

Συνεπώς 0 .      □ )1()1( 1 =++= − MaaM

Σηµείωση.  1) Η υπόθεση ότι το Μ είναι πεπερασµένα παραγόµενο στο Λήµµα 
του Nakayama είναι απαραίτητη (Άσκηση 11). 2) Μπορεί να αποδειχθεί το Λήµµα 
Nakayama χωρίς να χρησιµοποιηθεί η Πρόταση 7.1.1. (Άσκηση 8). 
 

7.2 Ακέραια Εξάρτηση 

 Αν  είναι σώµατα, ένα στοιχείο Kk ⊆ Ka∈  λέγεται αλγεβρικό πάνω από το 

k αν είναι ρίζα µη µηδενικού πολυωνύµου ][)( xkxf ∈ . Μπορούµε βέβαια να 

υποθέσουµε ότι το )  είναι µονικό. (xf

 Αν  είναι δακτύλιοι, ένα στοιχείο SR ⊆ Ss∈  λέγεται ακέραιο πάνω από το R 

αν είναι ρίζα µονικού πολυωνύµου ][)( xRxf ∈ . Εδώ όµως η υπόθεση ότι το  

είναι µονικό περιπλέκει αρκετά τη θεωρία. Η έννοια του ακεραίου στοιχείου πάνω 
από δακτύλιο οδηγεί στο δακτύλιο των ακεραίων  ενός αριθµητικού σώµατος 

Κ που είναι το αντικείµενο του Κεφαλαίου 9. Εδώ θα ασχοληθούµε µε µερικές 
γενικές αλλά χρήσιµες ιδιότητες ακεραίων στοιχείων. 

)(xf

KO

 Για παράδειγµα, κάθε στοιχείο του R  είναι ακέραιο πάνω από το R . Το 

2
51+

=a  είναι ακέραιο πάνω από το , γιατί η ρίζα του µονικού πολυωνύµου 

. Όµως το 

Ÿ

12 −− xx
2

31+
=b  δεν είναι ακέραιο πάνω από το Ÿ  (γιατί;). 

 Χρήσιµη θα είναι η ακόλουθη απλή παρατήρηση. 
 
7.2.1  Λήµµα  Έστω T  δακτύλιοι. Αν το Τ είναι πεπερασµένα παραγόµενο 

S-πρότυπο και το S είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, τότε το Τ είναι 
πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. 

SR ⊆⊆

 
Απόδειξη.  Αν το Τ ως -πρότυπο παράγεται από τα S

ntt ,...,1  

και το S παράγεται ως R-πρότυπο από τα 
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mss ,...,1 , 

τότε το Τ παράγεται ως R-πρότυπο από τα στοιχεία 
 mits ji ,...,1, =    και   nj ,...,1= .   □ 

 
 Ένα  R-πρότυπο Μ λέγεται πιστό αν 0Ann =M . Ακολουθεί τώρα µια 

πρόταση που θα βρει πολλές εφαρµογές. 
 
7.2.2  Πρόταση  Έστω S  δακτύλιοι και SR ⊆ s∈ . Τότε οι παρακάτω συνθήκες 

είναι ισοδύναµες 
(i)  το s είναι ακέραιο πάνω από το R, 
(ii)  ο υποδακτύλιος  του S είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο ][sR

(iii)  υπάρχει υποδακτύλιος R′ του S έτσι ώστε RsR ′⊆][  και το R′  είναι 

πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο 
(iv)  υπάρχει πιστό -πρότυπο που είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. ][sR

 
Απόδειξη.  . Από την υπόθεση έχουµε ii)()i( ⇒

00
1

1 =+++ −
− rsrs n

n
n  

για κάποια . Συνεπώς  και για κάθε 0  παίρνουµε Rri ∈ 0
1

1 rsrs n
n

n −−−= −
− ≥k

0
1

1 rssrs kkn
n

kn −−−= −+
−

+ . 

Τώρα µια προφανής επαγωγή στο k δείχνει ότι κάθε  γράφεται ως R-
γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων 

kns +

120 ,...,,,1 −= nssss . 

 . Προφανές iii)()ii( ⇒ ][( sRR =′ ). 

 . Έστω iv)()iii( ⇒ RM ′= . Αυτό είναι πιστό ] -πρότυπο, γιατί αν 

, τότε . 

[sR

Ra sR ′∈ ][Ann 01 == Raa

 . Έστω Μ πιστό ] -πρότυπο που είναι πεπερασµένο παραγόµενο 

ως R-πρότυπο. Εφαρµόζουµε την Πρόταση 7.1.1 για 

i)()iv( ⇒ [sR

RI = ,  και 

συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν 

][sRS =

Rrr n ∈−11,...,  µε την ιδιότητα 

Mrsrs sR
n

n
n

][0
1

1 Ann∈+++ −
− . 
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Αλλά 0 .        □ Ann ][ =MsR

 
7.2.3  Πόρισµα  Έστω δακτύλιοι S  και στοιχεία SR ⊆ ss n ∈,...,1  ακέραια πάνω 

από το R. Τότε ο δακτύλιος  είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. ],...,[ 1 nssR

 
Απόδειξη.  Επαγωγή στο . Η περίπτωση 1n =n  περιέχεται στην προηγούµενη 
πρόταση. Για 1 γράφουµε >n

][],...,[],...,[ 111 nnn sssRssR −= . 

Από την υπόθεση της επαγωγής το ]  είναι πεπερασµένα παραγόµενο 

R-πρότυπο. Το ]  είναι πεπερασµένο παραγόµενο  

(αφού είναι ακέραιο πάνω από το ] ). Από το Λήµµα 7.2.1, το 

 είναι πεπερασµένο παραγόµενο R-πρότυπο.   □ 

,...,[ 11 −nssR

[],...,[ 11 sssR n− ],...,[ 11 −nssR

,...,[ 11 −⊆ nssRR

][],...,[ 11 nn sssR −

 
7.2.4  Ορισµός  Έστω S  δακτύλιοι. Το σύνολο R ⊆

sSsR |{ ∈=′  είναι ακέραιο πάνω από το }R  

ονοµάζεται ακέραια θήκη του R  στο S . Αν RR =′ , το R  ονοµάζεται ακέραια 
κλειστό στο S . 
 
7.2.5  Πόρισµα  Έστω δακτύλιοι . Η ακέραια θήκη του SR ⊆ R  στο S  είναι 
υποδακτύλιος του S  που περιέχει το R . 
 
Απόδειξη.  Προφανώς RR ′⊆ . Έστω Rba ′∈, . Ο δακτύλιος ]  είναι 

πεπερασµένα παραγόµενο 

,[ baR

R -πρότυπο (Πόρισµα 7.2.3). Από την Πρόταση 
7.2.2.(iii) συµπεραίνουµε τότε ότι Rba ′∈−  και Rab ′∈ . Άρα το R′  είναι 
δακτύλιος. □ 
 
 Το προηγούµενο πόρισµα δεν αποδεικνύεται εύκολα µε χρήση µόνο του 
ορισµού ακεραίου στοιχείου. ∆οκιµάστε για παράδειγµα να βρείτε ένα µονικό 
πολυώνυµο στο ]  µε ρίζα το [xR βα + , όπου  είναι ακέραια πάνω από το βα, R .  

Εδώ φαίνεται η ισχύς των γενικών µεθόδων και ειδικότερα της Πρότασης 7.2.2. 
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7.2.6  Πόρισµα  Έστω T  δακτύλιοι µε S  ακέραιο πάνω από το SR ⊆⊆ R  και Τ 
ακέραια πάνω από το S . Τότε το T  είναι ακέραιο πάνω από το R . 
 
Απόδειξη.  Έστω . Το Tt∈ t  είναι ακέραιο πάνω από το . Άρα S

00
1

1 =+++ −
− stst m

m
m  

για κάποια . Άρα το Sssm ∈− 01,..., t  είναι ακέραιο πάνω από το . 

Από την Πρόταση 7.2.2, το ]  είναι πεπερασµένα παραγόµενο 

-πρότυπο. Το ]  είναι τότε πεπερασµένα παραγόµενο 

],...,[ 10 −mssR

[],...,[ 10 tssR m−

],...,[ 10 −mssR [],...,[ 10 tssR m−

R -πρότυπο γιατί το ]  είναι πεπερασµένα παραγόµενο ,...,[ 10 −mssR R -πρότυπο 

(Πόρισµα 7.2.3) οπότε εφαρµόζει το Λήµµα 7.2.1. Από την Πρόταση 7.2.2, το t  
είναι ακέραιο πάνω από το R. Συνεπώς το Τ είναι ακέραιο πάνω από το R . □ 
 
7.2.7  Πόρισµα  Έστω S . Έστω R ⊆ R′  η ακέραια θήκη του R στο S. Τότε το R′  

είναι ακέραια κλειστό στο S. 

Απόδειξη. Έστω R ′′  η ακέραια θήκη του R′  στο . Από το Πόρισµα 7.2.6, το S
R ′′ RR ′⊆′′ RR ′′=′ είναι ακέραιο πάνω από το R . Συνεπώς  και άρα .  □ 
 

7.3 Κανονικοποίηση της Noether 

 Είµαστε σε θέση να αποδείξουµε τώρα το κύριο αποτέλεσµα αυτού του 
κεφαλαίου. 
Έστω  ένα σώµα. Υπενθυµίζουµε ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενη -
άλγεβρα έχει τη µορφή ]  για κάποια . Στοιχεία 

 λέγονται αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το  αν δεν 

υπάρχει µη µηδενικό πολυώνυµο 

k k
,...,[ 1 maak maa ,...,1

],...,[,..., 11 mn aakyy ∈ k

],...,[),...,( 11 nn xxkxxf ∈  µε την ιδιότητα 

. Ισοδύναµα τα  είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα αν ο 

επιµορφισµός δακτυλίων 

0),...,( 1 =nyyf nyy ,...,1

],...,[),...,(),...,(],...,[ 1111 nnnn yykyyfxxfxxk ∈∋  

είναι ισοµορφισµός. 
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7.3.1  Θεώρηµα  (Λήµµα Κανονικοποίησης της Noether).  Έστω k  ένα άπειρο 
σώµα και R  µια πεπερασµένη παραγόµενη k  άλγεβρα. Τότε υπάρχουν 

, όπου , µε τις ιδιότητες Rzz m ∈,...,1 0≥m

(i) τα  είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το k  mzz ,...,1

(ii) το R  είναι πεπερασµένα παραγόµενο S -πρότυπο, όπου ],...,[ 1 mzzkS = . 

 Πρώτα, µια χρήσιµη παρατήρηση. Έστω ],...,[),...,( 11 nn xxkxxf ∈  ένα µη 

µηδενικό πολυώνυµο. Τότε, αν το k είναι άπειρο σώµα υπάρχουν  µε 

την ιδιότητα 0 . Απόδειξη: επαγωγή στο n. Για 1

kbb ∈,...,

),...,( ≠bbf
n1

1 n =n

][)( xkxf ∈

)0)(( ≠xf (deg xf k >n

,..., xxf

[][) nn xxxkxxf −

, το ζητούµενο 

προκύπτει από το γεγονός ότι κάθε πολυώνυµο µιας µεταβλητής  

 έχει το πολύ )  ρίζες στο . Έστω 1 και υποθέτουµε ότι 

στο )  εµφανίζεται µε µη µηδενικό συντελεστή η µεταβλητή . 

Θεωρώντας 

( 1 n nx

],...,,...,( 111 n∈  γράφουµε 

  µε 

. Από την υπόθεση της επαγωγής υπάρχουν 

 έτσι ώστε το ]

),...,(),...,( 111 −= nn xxfxxf )(m )),...,( 1111
)1(

−− +++ nn
m
n xxxxfx

)(i

kbb ∈,..., [),,...,( xkxbbf

,...,()0( xf

],...,[),...,( 1111 −− ∈ nn xxkxxf

n−11 11 nnn ∈−  είναι µη µηδενικό. Από την 

περίπτωση 1=n kb, µπορούµε να επιλέξουµε n ∈  µε την ιδιότητα 

. 0),,...,( ≠bbbf 11 − nn

 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 7.3.1 
 Ισχυρισµός: έστω ],...,[),...,( 11 nn xxkxxf ∈  µε . Τότε 

υπάρχουν  µε την ιδιότητα ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του  

του πολυωνύµου 

0),...,( 1 ≠nxxf

kbb n ∈−11,..., nx

],,...,[),...,( 111111 nnnnnn xxxkxbxxbxf −−− ′′∈+′+′  

είναι ένα µη µηδενικό στοιχείο του k. 
 Απόδειξη. Έστω  και γράφουµε ),...,(deg 1 nxxfd =

gff d +=  

όπου  το  είναι οµογενές πολυώνυµο βαθµού  και degdf d 1−≤ dg . Έχουµε 

+=+′+′ −−−
d
nndnnnnn xbbfxxbxxbxf )1,,...,(),,...,( 111111 , 
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όπου  σηµαίνει άθροισµα όρων που έχουν βαθµό ως προς  µικρότερο από 

. Από την παρατήρηση που διατυπώσαµε αµέσως µετά το Θεώρηµα 7.3.1, 
συµπεραίνουµε ότι 

nx

d
0)1,,...,( 11 ≠−nd bbf  για κάποια kbb n ∈−11,..., . 

 Ερχόµαστε τώρα στην απόδειξη του Θεωρήµατος. Έστω ],...,[ 1 naakR = . 

Θεωρούµε τον επιµορφισµό δακτυλίων 
Raafxxfxxkφ nnn ∈∋ ),...,(),...,(],...,[: 111 . 

Επαγωγή στο . Έστω 1n =n . Αν 0ker =φ , τότε το  είναι αλγεβρικά 

ανεξάρτητο πάνω από το  και ]
1a

k [ 1akR =  είναι πεπερασµένα παραγόµενο -

πρότυπο. Αν 0 , τότε το ]

][ 1ak

ker ≠φ [ 1akR =  είναι πεπερασµένα παραγόµενο k-

πρότυπο λόγω της Πρότασης 7.2.2, αφού το a ικανοποιεί µία σχέση , 

, που µπορεί να ληφθεί ως µονική (καθώς οι συντελεστές του  

είναι από σώµα). Έστω 1. Αν 0

0

)

)( =af

0)( 1 ≠xf ( 1xf

>n ker =φ , τότε τα  είναι αλγεβρικά 

ανεξάρτητα πάνω από το k. Έστω 
naa ,...,1

0ker ≠φ  και φf ker∈ , 0≠f .  Από τον 

ισχυρισµό υπάρχουν kbb n ∈−11,...,  έτσι ώστε το πολυώνυµο 

 έχει αντιστρέψιµο µεγιστοβάθµιο συντελεστή του 

. Επειδή 0  παίρνουµε ότι το  είναι ακέραιο πάνω από το 

),,...,( 1111 nnnnn xxbxxbxf −− +′+′

nx ),...,( 1 =naaf na

],...,[ 11 −′′=′ naakR , 

όπου . Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχουν  µε τις 

ιδιότητες (i) τα  είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το , και (ii) 
niii abaa −=′ Ryy m ′∈,...,1

myy ,...,1 k R′  

είναι πεπερασµένα παραγόµενο ] -πρότυπο. Τώρα από την Πρόταση 

7.2.2, το ]

,...,[ 1 myyk

[ naRR ′=  είναι πεπερασµένα παραγόµενο R′ -πρότυπο, και άρα (Λήµµα 

7.2.1) το R  είναι πεπερασµένα παραγόµενο ] -πρότυπο.  □ ,...,[ 1 myyk

Σηµείωση: 1) Το θεώρηµα ισχύει και χωρίς την υπόθεση ότι το k είναι άπειρο. 
Όµως η παραπάνω απόδειξη δεν ισχύει (Άσκηση 1). Εµείς θα αρκεστούµε στην 
περίπτωση που το k είναι άπειρο, γιατί θα εφαρµόσουµε το θεώρηµα στην 
απόδειξη του Nullstellensatz, όπου το σώµα είναι αλγεβρικά κλειστό (και συνεπώς 
άπειρο). 2) Το θεώρηµα δεν µας πληροφορεί µόνο ότι κάθε πεπερασµένη k-
άλγεβρα αποτελείται από ένα υπερβατικό τµήµα και ένα αλγεβρικό. Το αλγεβρικό 
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τµήµα έχει ειδικό χαρακτήρα: τα στοιχεία του R  είναι ρίζες µονικών πολυωνύµων 
µε συντελεστές από το . ],...,[ yyk 1 m

 

7.4 Εφαρµογή: Αναλλοίωτες Πεπερασµένων Οµάδων 

 Χρησιµοποιώντας ιδέες που αφορούν ακέραια εξάρτηση (§ 7.2) και 
δακτύλιους της Noether (Κεφάλαιο 4) θα αποδείξουµε εδώ ένα σηµαντικό 
θεώρηµα της E. Noether (1916 και 1926) για αναλλοίωτες. Το θεώρηµα δίνει 
καταφατική απάντηση στην ειδική περίπτωση του 14ου προβλήµατος του Hilbert 
που αφορά τη δράση πεπερασµένης οµάδας ως οµάδα αυτοµορφισµών µιας 
πεπερασµένα παραγόµενης R -άλγεβρας, όπου R  δακτύλιος της Noether (δες την 
εισαγωγή). 
 Έστω λοιπόν R  ένας δακτύλιος της Noether και ],...,[ 1 mssRS =  µια 

πεπερασµένα παραγόµενη R-άλγεβρα. Έστω G µια πεπερασµένη οµάδα R-
αυτοµορφισµών της S. Το σύνολο των αναλλοιώτων 

ssgSsS G =∈= )(|{  για κάθε }Gg ∈ , 

είναι R-υποάλγεβρα του S. 
 

7.4.1  Θεώρηµα  (E. Noether).  Με τις προηγούµενες υποθέσεις η R-άλγεβρα 
είναι πεπερασµένα παραγόµενη. 

Gs  

 Για την απόδειξη θα εφαρµόσουµε το ακόλουθο κριτήριο. 

7.4.2  Πρόταση  Έστω δακτύλιοι S . Υποθέτουµε ότι TR ⊆⊆

(i) R  είναι της Noether 
(ii)  είναι πεπερασµένα παραγόµενη S R -άλγεβρα 
(iii)  είναι ακέραιο πάνω από το Τ. S
Τότε η R-άλγεβρα Τ είναι πεπερασµένα παραγόµενη. 
 
Απόδειξη.  Πρώτα παρατηρούµε ότι το S είναι πεπερασµένα παραγόµενο Τ-
πρότυπο. Πράγµατι, από το ii) έχουµε ],...,[ 1 mssRS = ,  Ssi ∈ . Επειδή κάθε  

είναι ακέραιο επί του Τ, ισχύει το Πόρισµα 7.2.3 οπότε το S είναι πεπερασµένο 
παραγόµενο Τ-πρότυπο. 

is
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 Έστω ότι τα  παράγουν το S ως Τ-πρότυπο, δηλαδή nss ′′,...,1

nsTsTS ′++′= 1 . 

Τότε για κάποια  έχουµε Ttt ijkij ∈,

  ∑ ′=
j

jiji sts               (3) 

 ∑ ′=′′
k

kijkji stss .              (4) 

Έστω  η R-άλγεβρα που παράγεται απ’ όλα τα , . Τότε ο  είναι 

δακτύλιος της Noether (Θεώρηµα Βάσης του Hilbert και Πρόταση 4.1.4). 
Επιπλέον . 

0T ijt ijkt 0T

TTR ⊆⊆ 0

 Από τις (3) και (4) έπεται ότι κάθε στοιχείο του S είναι γραµµικός 
συνδυασµός των  µε συντελεστές από το . ∆ηλαδή το S είναι πεπερασµένα 

παραγόµενο -πρότυπο. Αφού ο  είναι δακτύλιος της Noether, το S είναι -

πρότυπο της Noether (Πόρισµα 5.2.3(i)). Άρα και το Τ είναι -πρότυπο της 

Noether, αφού  (Πρόταση 5.2.1(i)), και συνεπώς πεπερασµένα παραγόµενο 

(Πρόταση 5.1.1(iii)). Όµως το  είναι πεπερασµένα παραγόµενη R-άλγεβρα (από 

τον ορισµό). Άρα και το Τ είναι πεπερασµένα παραγόµενη R-άλγεβρα.  
 □ 

ks′ 0T

0T 0T 0T

0T

ST ⊆

0T

 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 7.4.1 
 Γράφουµε ] . Στον πολυωνυµικό δακτύλιο ]  θεωρούµε τα 

πολυώνυµα 

,...,[ 1 nssRS = [tS

))(()( i
Gg

i sgttp −=∏
∈

. 

Επεκτείνουµε τη δράση της G στο ]  κατά τον προφανή τρόπο: αν 

, θέτουµε  για κάθε 

. Έστω τώρα . Έχουµε 

[tS

][0 tSftf m
m ∈++ )()()( 00 fgtfgftfg m

m
m

m ++=++

Gg ∈ Gh∈

)()))((())(( tpshgttph ii
Gg

i =−=∏
∈

, 

γιατί το  διατρέχει τα στοιχεία της G καθώς το hg g  διατρέχει τα στοιχεία της G. 

Εποµένως οι συντελεστές του )  ανήκουν στο . Επειδή κάθε )  είναι (tpi
GS (tpi
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µονικό και έχει ρίζα το  συµπεραίνουµε ότι κάθε  είναι ακέραιο πάνω από το 

. Άρα ο ]

is is
GS ,...,[ 1 nssRS =  είναι ακέραιος πάνω από το  (γιατί η ακέραια θήκη 

του  στο S είναι δακτύλιος, Πόρισµα 7.2.5). 

GS
GS

 Τέλος έχουµε 

SSR G ⊆⊆ , 

οπότε το ζητούµενο προκύπτει αµέσως από την Πρόταση 7.4.2.   □ 
 
Σχόλιο. Για άπειρες οµάδες G το παραπάνω θεώρηµα δεν ισχύει γενικά. Το πρώτο 
αντιπαράδειγµα βρέθηκε το 1958 από τον Nagata ο οποίος έτσι απάντησε αρνητικά 
στο 14ο πρόβληµα του Hilbert (δες την Εισαγωγή).  
 

Ασκήσεις 

1. ∆είξτε µε ένα παράδειγµα ότι η απόδειξη του λήµµατος κανονικοποίησης της 
Noether που δώσαµε δεν ισχύει γενικά για πεπερασµένα σώµατα (Υπόδειξη: 
βρείτε ένα πολυώνυµο )  για το οποίο το )  ικανοποιεί 

 για κάθε 

,( yxf ,( yxf
p Ÿ

d

0)1,( =−= aaafd pa∈ ). 

2. Έστω  δακτύλιοι, όπου το  είναι σώµα και το  είναι πεπερασµένα 

παραγόµενο -πρότυπο και ακέραια περιοχή. Τότε το  είναι σώµα. 

Sk ⊆ k S

k S

3.  Έστω  ακέραιες περιοχές έτσι ώστε κάθε SR ⊆ Ss∈  είναι ακέραιο πάνω 

από το R . Τότε το R  είναι σώµα αν και µόνο αν το  είναι σώµα. S

4. (Ασθενές Nullstellensatz). Έστω  άπειρο σώµα και Κ µια k-άλγεβρα που 
είναι 

k

 (i) πεπερασµένα παραγόµενη -άλγεβρα k
 (ii) σώµα. 
 Τότε κάθε στοιχείο του Κ είναι αλγεβρικό πάνω από το k. 
 (Υπόδειξη: εφαρµόσετε το λήµµα κανονικοποίησης της Noether και 

χρησιµοποιήσετε την άσκηση 3). 

5.  Έστω Õ∈n  ακέραιος που δεν διαιρείται από τετράγωνο άλλου ακέραιου 

. Θεωρούµε το σώµα 1≠ },|{)( –– ∈+== banbank . Αποδείξετε ότι το 
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στοιχείο nba +  είναι ακέραιο πάνω στο Ζ αν και µόνο αν είτε είτε 

 και 

Ÿ∈ba,  

4mod1≡n Ÿ∈− )(2 ba . 

6.  Έστω ) , όπου k σώµα. Είναι το R ακέραια περιοχή; 

περιγράψτε το σώµα πηλίκων του R. Έστω 

/(],[ 32 xyyxkR −=

R  η ακέραια θήκη του R στο 

σώµα πηλίκων του. Ισχύει RR = ; (Ακέραιες περιοχές R µε την ιδιότητα 

RR =  ονοµάζονται κανονικές). 

7.  Κάθε περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης είναι κανονική. (∆ες την 
προηγούµενη άσκηση). 

8. ∆ώστε µια άλλη απόδειξη του λήµµατος του Nakayama, µε επαγωγή στο 
ελάχιστο αριθµό γεννητόρων του Μ. 

9. Έστω Ι ένα ιδεώδες του R µε την ιδιότητα II =2 . Τότε )(eI = , για κάποιο 

 που ικανοποιεί . (Υπόδειξη: πόρισµα 7.1.2). Ie∈ ee =2

10. Έστω R ένας τοπικός δακτύλιος µε µέγιστο ιδεώδες m  και Μ πεπερασµένα 

παραγόµενο R-πρότυπο. Γράφουµε MmMM /=  και αν Ms∈  γράφουµε s  

για την εικόνα του s στο M . Έστω Mss n ∈,...,1 . Τότε τα nss ,...,1  είναι 

βάση του mR / -διανυσµατικού χώρου MmM /  αν και µόνο αν το σύνολο 

 είναι ένα ελάχιστο σύνολο γεννητόρων του Μ. (Υπόδειξη: ίσως ο 

Nakayama σας βοηθήσει). 

},...,{ 1 nss

11.  Έστω Ÿ∈p  ένας πρώτος αριθµός του 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈= bp

b
a

p τοδιαιρείδεν|)( –Ÿ . 

Ο  είναι τοπικός δακτύλιος µε µέγιστο ιδεώδες το . 

Θεωρούµε το  ως -πρότυπο . Ισχύει αλλά 

. Έτσι το λήµµα του Nakayama δεν ισχύει γενικά για µη πεπερασµένα 

παραγόµενα πρότυπα. 

)( pŸ )()( ppp Ÿ=

– )( pŸ )( )( –Ÿ ⊆p QQp =)(  

0≠Q

 
 
 



 
 
 

Κεφάλαιο 8 

Οµοπαραλληλικές Πολλαπλότητες και το Nullstellensatz 
 
 Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε οµοπαραλληλικές πολλαπλότητες και 
τη σχέση τους µε πεπερασµένα παραγόµενες άλγεβρες. Θα αποδείξουµε το 
Nullstellensatz και θα εξετάσουµε συνοπτικά τη γέφυρα που αυτό παρέχει µεταξύ 
Άλγεβρας και Γεωµετρίας.  
 

8.1 Οµοπαραλληλικές Πολλαπλότητες 
 Στο κεφάλαιο αυτό k συµβολίζει ένα σώµα. 
 Αν J είναι ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου , µε  

συµβολίζουµε το υποσύνολο του  που ορίζεται από τη σχέση 

],...,[ 1 nxxk )(JV

kkk n ××= "

0)(|{)( =∈= PfkPJV n   για κάθε  }Jf ∈ , 

όπου τα σηµεία του  συµβολίζονται µε nk ),...,( 1 naaP =  και ),...,()( 1 naafPf = . 

Έτσι το )  είναι το σύνολο των σηµείων του  στα οποία κάθε πολυώνυµο 

του J µηδενίζεται. 

(JV nk

8.1.1  Ορισµός  Ένα υποσύνολο  ονοµάζεται αλγεβρικό ή οµοπαραλληλική 

πολλαπλότητα αν  για κάποιο ιδεώδες J του  

nkX ⊆

)(JVX = ],...,[ xxk .1 n

 Αν }|{ iIfi ∈  είναι ένα σύνολο πολυωνύµων του ]  τότε  το σύνολο 

των σηµείων του  όπου κάθε  µηδενίζεται είναι το ) , όπου J είναι το 

ιδεώδες του ]  που παράγεται από το }

,...,[ 1 nxxk
n

,...,[ xxk |{ Iif

k if (JV

1 n i ∈ . Για τον λόγο αυτό, η 

απαίτηση στον ορισµό το J να είναι ιδεώδες δεν µας περιορίζει. 
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 Έστω J ένα ιδεώδες του ] . Επειδή ο ]  είναι δακτύλιος 

της Noether (Πόρισµα 4.2.2), το J είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Έστω 

. Τότε το  ικανοποιεί το σύστηµα 

,...,[ 1 nxxk ,...,[ 1 nxxk

),...,( 1 mffJ = nkP∈

0)()()( 21 ==== PfPfPf m"  

αν και µόνο αν 
)(JVP∈ . 

Εποµένως οι οµοπαραλληλικές πολλαπλότητες είναι ακριβώς τα υποσύνολα του 

 που είναι λύσεις κάποιων συστηµάτων πολυωνυµικών εξισώσεων. Η µελέτη 

τέτοιων υποσυνόλων του  είναι –µιλώντας µε µεγάλο βαθµό ελευθερίας– το 
αντικείµενο της Αλγεβρικής Γεωµετρίας. 

nk
nk

 
8.1.2  Πρόταση  Έστω ιδεώδη I, J του . Τότε έχουµε ],...,[ 1 nxxk

(i) , nkV =)0( ∅=]),...,[( 1 nxxkV  

(ii)  )()( JVIVJI ⊇⇒⊆

(iii) )()()( JVIVJIV ∪=∩  

(iv)  για οποιαδήποτε οικογένεια  ιδεωδών του 

 

)( λ
Λλ

λ
Λλ

IVIV ∩
∈∈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑ ΛλλI ∈)(

],...,[ 1 nxxk .

 
Απόδειξη.  (i) Προφανής 

 (ii)  για κάθε  για κάθε 

 γιατί . Άρα . 

0)(|{)( =∈= PfkPJV n 0

)

)

)(|{} =∈⊆∈ PfkPJf n

}If ∈ JI ⊆ ()( IVJV ⊆

 (iii) Από το (ii) προκύπτει ότι ()()( JIVJVIV ∩⊆∪ . Έστω τώρα 

. Αν ) , τότε θα υπήρχαν )( JIVP ∩∈ ()( JVIVP ∪∉ If ∈  και  µε τις 

ιδιότητες  και 0

Jg∈

0)( ≠Pf )( ≠Pg . Αλλά τότε 0))(( ≠Pfg , που είναι άτοπο γιατί 

 και . JIfg ∩∈ )( JIVP ∩∈

 (iv)  για κάθε . □ 0)( =⇔⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈ ∑

∈

PfIVP λ
Λλ

)( λ
Λλ

λ
Λλ

IVPIf ∪∪
∈∈

∈⇔∈
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 Θεωρούµε την τοπολογία στο  όπου τα κλειστά σύνολα είναι τα αλγεβρικά. 
Η προηγούµενη πρόταση µας πληροφορεί ότι πράγµατι ορίζεται έτσι µια 

τοπολογία. Αυτή ονοµάζεται τοπολογία του Zariski στο . Αν Χ είναι αλγεβρικό 

υποσύνολο του , τότε ορίζουµε µία τοπολογία στο Χ παίρνοντας ως κλειστά 

σύνολα τις τοµές του Χ µε τα κλειστά σύνολα του . Αυτή φυσικά ονοµάζεται 
τοπολογία του Zariski στο Χ. Στις σηµειώσεις αυτές δεν θα µας ενδιαφέρουν 
τοπολογικές ιδιότητες αλγεβρικών συνόλων, αλλά απλώς θα χρησιµοποιούµε την 
ορολογία και τις στοιχειώδεις έννοιες της Τοπολογίας για κοµψότητα στις 
διατυπώσεις. 

nk

n

n

n

k

k

k

 Αξίζει όµως να σηµειωθεί ότι η τοπολογία του Zariski στο  είναι πολύ 
ασθενέστερη της συνηθισµένης µετρικής τοπολογίας. Για παράδειγµα, τα κλειστά 

σύνολα στην τοπολογία του Zariski στο  είναι τα πεπερασµένα σύνολα 
(γιατί κάθε πολυώνυµο ]  έχει πεπερασµένο πλήθος ριζών στο k). 

n—

kk =1

[)( xkxf ∈

 Έχουµε ορίσει την απεικόνιση 

JJV |{:  ιδεώδες του  υποσύνολο του . XXxxk n |{],...,[ 1 → }nk

Ορίζουµε τώρα µια απεικόνιση στην αντίθετη κατεύθυνση. 

XXI |{:  υποσύνολο του  ιδεώδες του , JJk n |{}→ ]},...,[ 1 nxxk

0)(|],...,[{)( 1 =∈= PfxxkfXI n  για κάθε }XP∈ . 

Επαληθεύεται άµεσα από τον ορισµό ότι το )  είναι ιδεώδες του . 

Ποια είναι η σχέση των V και J; Μία πρώτη (επιφανειακή) απάντηση δίνεται από 
την παρακάτω εύκολη πρόταση και µία δεύτερη (βαθιά) δίνεται από το 
Nullstellensatz, που θα δούµε σε λίγο. 

(XI ],...,[ 1 nxxk

 

8.1.3  Πρόταση  Έστω  και J ιδεώδες του . Τότε έχουµε nkYX ⊆, ],...,[ 1 nxxk

(i)  )()( ΥΙΧΙΥX ⊇⇒⊆

(ii) )()()( ΥΙΧΙΥΧΙ ∩=∪  

(iii)  µε ισότητα αν και µόνο αν το Χ είναι αλγεβρικό. ))(IXVΧ ⊆

(iv) . ))(( JVIJ ⊆
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Απόδειξη.  (i) 0)()( =⇒∈ PfYIf  για κάθε 0)( =⇒∈ PfYP  για κάθε 

. )(XIfXP ∈⇒∈

 (ii) Επίσης άµεσο, όπως και το (i). 
 (iii)  για κάθε 0)( =⇒∈ PfXP ))(()( XIVPXIf ∈⇒∈ . Αν , 

τότε το Χ είναι βέβαια αλγεβρικό. Αν το Χ είναι αλγεβρικό, 

))(( XIVX =

)(JVX ′= , τότε 

 από τον ορισµό. Άρα JXI ′⊇)( XJVXIV =′⊆ )())((  λόγω του (i). 

 (iv) Άµεσο από τους ορισµούς.      □ 

 Η σχέση  της προηγούµενης πρότασης παρουσιάζει ενδιαφέρον: 

πότε ισχύει 

))(( JVIJ ⊆

))(( JVIJ
≠
⊂ ; Για παράδειγµα, έστω —=k  και . Τότε 

 και ]

)2

∅=)(JV [)())(( xIJVI —

1( += xJ

=∅=
2

)

. Αυτό που συµβαίνει εδώ είναι ότι το 

πολυώνυµο 1 δεν έχει “αρκετές” ρίζες στο , δηλαδή το  δεν είναι 
αλγεβρικά κλειστό. 

+x — —

 Ένα δεύτερο παράδειγµα τώρα: έστω . Τότε προφανώς 

 και έχουµε 

( 2xJ =

))(()( JVIx ⊆ ))(()()( 2 JVIxx ⊆
≠
⊂ . Αυτό που συµβαίνει εδώ είναι ότι 

τα πολυώνυµα  και x ορίζουν το ίδιο αλγεβρικό σύνολο. Όπως  θα δούµε 

παρακάτω, το Nullstellensatz µας πληροφορεί ότι 

2x

JJVI =))((  (όταν το k είναι 

αλγεβρικά κλειστό). 
 Οι απεικονίσεις V και I συνδέουν ιδεώδη (αλγεβρικά αντικείµενα) µε 
οµοπαραλληλικές πολλαπλότητες (γεωµετρικά αντικείµενα). Ακολουθεί ένα απλό 
παράδειγµα αλληλεπίδρασης Άλγεβρας και Γεωµετρίας. 
 

8.1.4  Ορισµός  Ένα αλγεβρικό σύνολο  καλείται ανάγωγο αν δεν υπάρχουν 

αλγεβρικά σύνολα  µε την ιδιότητα 

nkX ⊆
nkxX ⊆21,

21 XXX ∪= ,   όπου   XXXX
≠
⊂

≠
⊂ 21 , . 

Για παράδειγµα, στο  το )  είναι ανάγωγο (άσκηση2k ( 2xyVX −= . ή δες την 

παρακάτω πρόταση) ενώ το )(xyVY =  δεν είναι, αφού )()( yVxVY ∪= . 

 

8.1.5  Πρόταση  Έστω  αλγεβρικό σύνολο. Τότε nkX ⊆
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(i) Χ ανάγωγο  πρώτο ιδεώδες. )(XI⇔

(ii)  όπου κάθε  είναι ανάγωγο και  για i . mXXX ∪∪= "1 iX ji XX ⊆/ j

)

≠

Απόδειξη.  (i) Έστω Χ ανάγωγο και )  όχι πρώτο. Τότε υπάρχουν 

 µε την ιδιότητα 

(XI

],...,[, 1 nxxkgf ∈ (XIfg∈  και )(, XIgf ∉ . Θεωρούµε τα 

ιδεώδη , )()(1 fXII += )()(2 gXII += )

)

 και τα αλγεβρικά σύνολα , 

. Έχουµε  γιατί 

( 11 IVX =

)( 22 IVX = XX
≠
⊂1 (XIf ∉  και )( 1XIf ∈ . Όµοια . 

Επίσης , γιατί αν 

XX
≠
⊂2

21 XXX ∪⊆ XP∈ , τότε 0))(( =Pfg  και συνεπώς  ή 

 δηλαδή  ή 

0)( =Pf

0)( =Pg 1XP∈ 2XP∈ . Έτσι το Χ δεν είναι ανάγωγο, άτοπο. 

Αντίστροφα, έστω )  πρώτο και (XI 21 XXX ∪= . Τότε =∪= )()( 21 XXIXI  

. Από το Λήµµα 6.1.3(ii) έχουµε ))()( 21 XJXI ∩ ()( 1XIXI =  ή ) , οπότε ( 2XI

11))(())(( XXIVXIVX ===  ή 22 ))(())(( XXIVXIVX ===  από την Πρόταση 

8.1.3(iii). Άρα το Χ δεν είναι ανάγωγο. 
 (ii) Ισχυρισµός: κάθε µη κενό σύνολο Ω που αποτελείται από αλγεβρικά 

υποσύνολα του  έχει ελάχιστο στοιχείο. nk
Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε φθίνουσα ακολουθία 
 "⊇⊇ 21 XX               (1) 

αλγεβρικών υποσυνόλων του  είναι τελικά σταθερή, δηλαδή υπάρχει  µε την 
ιδιότητα . Πράγµατι, έστω 

nk m
"== +1mm XX ΩX ∈1 . Αν το  δεν είναι ελάχιστο, 

έχουµε  για κάποιο 
1X

321 XXX
≠
⊃

≠
⊃ ΩX ∈3  κ.λ.π. Η ακολουθία αυτή είναι τελικά 

σταθερή, "== +1mm XX  για κάποιο . Προφανώς το  είναι ελάχιστο 

στοιχείο. Θα δείξουµε τώρα ότι η (1) είναι τελικά σταθερή. Από την (1) και την 
Πρόταση 8.1.3 παίρνουµε 

m mX

"⊆⊆ )()( 21 XIXI  

που είναι µια αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του δακτυλίου ]  που είναι 

της Noether (Πόρισµα 4.2.2). Συνεπώς έχουµε 

,...,[ 1 nxxk

"== + )()( 1mm XIXI  

για κάποιο  Άρα .m
"== + ))(())(( 1mm XIVXIV  

δηλαδή  από την Πρόταση 7.1.3(iii). Αποδείξαµε τον ισχυρισµό. "== +1mm XX
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 Θα αποδείξουµε τώρα το (ii) της πρότασης. Έστω Ω το σύνολο των 
αλγεβρικών συνόλων Χ που δεν γράφονται ως 

mXXX ∪∪= "1  

για κάποιο m, όπου το  είναι ανάγωγο και  για iX ji XX ⊆/ ji ≠ . Θα δείξουµε ότι 

. Έστω ότι . Από τον ισχυρισµό, το Ω έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω 
Χ. Αν το Χ είναι ανάγωγο τότε 

∅=Ω ∅≠Ω
ΩX ∉ , άτοπο. Αν το Χ δεν είναι ανάγωγο, τότε 

 για κάποια αλγεβρικά σύνολα µε 21 XXX ∪= XXX
≠
⊂21, . Από τον ορισµό του 

Χ έχουµε ΩX ∉1  και . Όµως τότε το  και το  είναι ένωση 

αναγώγων συνόλων, οπότε και το 

ΩX ∉2 1X 2X

21 XXX ∪=  είναι ένωση αναγώγων συνόλων, 

πάλι άτοπο.         □ 

 Η προηγούµενη πρόταση µας πληροφορεί ότι κάθε αλγεβρικό σύνολο Χ 
γράφεται ως ένωση αναγώγων συνόλων. Τα  που εµφανίζονται είναι µοναδικά 

(Άσκηση 20) και ονοµάζονται ανάγωγες συνιστώσες του Χ. 
iX

]

 

8.2 Nullstellensatz 

 Είδαµε ότι για κάθε ιδεώδες J του  ισχύει . Τώρα θα 

αποδείξουµε κάτι σαφώς ισχυρότερο. Πρώτα υπενθυµίζουµε ότι το ριζικό του J 

είναι 

,...,[ 1 nxxk ))(( JVIJ ⊆

JfxxkfJ m
n ∈∈= |],...,[{ 1  για κάποιο }Õ∈m  (§ 6.1). 

 
8.2.1  Θεώρηµα (Nullstellensatz=Θεώρηµα ριζών).  Έστω k ένα αλγεβρικά κλειστό 
σώµα. Τότε ισχύουν οι εξής προτάσεις. 
(i) Κάθε µέγιστο ιδεώδες του  είναι της µορφής ],...,[ 1 nxxk

),...,( 11 nn axax −−  

 για κάποιο . n
n kaa ∈),...,( 1

(ii) Αν  είναι ιδεώδες, τότε ],...,[ 1 nxxkJ ≠ ∅≠)(JV . 

(iii) Για κάθε ιδεώδες J του ισχύει ],...,[ 1 nxxk  

JJVI =))(( . 
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 Το (ii) µας πληροφορεί ότι οποιαδήποτε πολυώνυµα του  που δεν 

παράγουν το ]  έχουν κοινή ρίζα. Το (iii) λέει ότι αν ένα πολυώνυµο 

µηδενίζεται στο σύνολο των κοινών ριζών κάποιων πολυωνύµων , τότε κάποια 

δύναµη του ανήκει στο ιδεώδες που παράγουν τα . 

],...,[ 1 nxxk

,...,[ 1 nxxk

ig

ig

 Για την απόδειξη χρειαζόµαστε την παρακάτω σηµαντική πρόταση, το 
δεύτερο τµήµα της οποία έπεται από το λήµµα κανονικοποίησης της Noether. 
 
8.2.2  Πρόταση  (i) Έστω S  δακτύλιοι. Αν το S είναι σώµα και επιπλέον είναι 
πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, τότε το R είναι σώµα. 

R ⊆

(ii) Έστω k ένα άπειρο σώµα και ],...,[ 1 naakS =  µια πεπερασµένη παραγόµενη k-

άλγεβρα. Αν το S είναι σώµα τότε το S είναι αλγεβρικό πάνω από το k. 
 

Απόδειξη.  (i) Έστω , Ra∈ 0≠a . Τότε . Επειδή το S είναι πεπερασµένα 
παραγόµενο R-πρότυπο λόγω της Πρότασης 7.2.2 ότι 

Sa ∈−1

00
1

1
)1(

1 =++++ −−−
−

− rarara n
n

n " , 

για κάποια . Πολλαπλασιάζοντας µε  παίρνουµε Rri ∈
1−na

)( 1
021

1 −
−−

− +++−= n
nn ararra "  

και συνεπώς . Άρα το R είναι σώµα. Ra ∈−1

 (ii) Εφαρµόζουµε το λήµµα κανονικοποίησης της Noether. Υπάρχουν 
αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το k στοιχεία Szz m ∈,...,1  έτσι ώστε το S είναι 

πεπερασµένα παραγόµενα ] -πρότυπο. Από το (i) συµπεραίνουµε ότι το 

 είναι σώµα. Επειδή τα  είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από 

το k, παίρνουµε 0 . Έτσι το S είναι πεπερασµένα παραγόµενο k-πρότυπο. Από 
την Πρόταση 7.2.2 κάθε 

,...,[ 1 mzzk

],...,[ 1 mzzk mzz ,...,1

=m
Ss∈  είναι ακέραιο πάνω από το k και συνεπώς 

αλγεβρικό πάνω από το k.       
 □ 
 
Απόδειξη του Nullstellensatz 
 (i) Θα δείξουµε ότι κάθε ιδεώδες του ]  της µορφής ,...,[ 1 nxxk

),...,( 11 nn axax −−  είναι µέγιστο. Θεωρούµε τον επιµορφισµό δακτυλίων 
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kaafxxfxxkφ nnn ∈∋ ),...,(),...,(],...,[: 111 6 . 

Από το 1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων (Θεώρηµα 0.8.2) και την Πρόταση 
0.6.4, αρκεί να δείξουµε ότι ),...,(ker 11 nn axaxφ −−= . Η σχέση  

 είναι προφανής. Με επαγωγή στο n θα δείξουµε τον εξής 

ισχυρισµό: Έστω ]

,...,( 11 ax −

φax nn ker) ⊆−

,...,[),...,( 11 nn xxkxxf ∈  µε 0),...,( 1 =naaf . Τότε υπάρχουν 

 µε την ιδιότητα ],...,[),...,( 11 nni xxkxxg ∈

))(,...,())(,...,(),...,( 11111 nnnnnin axxxgaxxxgxxf −++−= " . 

Απόδειξη. Για 1  το ζητούµενο προκύπτει αµέσως από την ταυτότητα διαίρεσης 
(Άσκηση 0.17) στο ] . Έστω 1 . Θεωρούµε το  ως στοιχείο 

του ] . Αν ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής ως προς  είναι µηδέν 

τότε ]  και το ζητούµενο προκύπτει αµέσως από την 

επαγωγική υπόθεση. Έστω λοιπόν ότι ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του  δεν 

είναι µηδέν. Τότε από την ταυτότητα διαίρεσης έχουµε 

=n
[xk >n ),,...,( xxxf

[],...,[ n xxxk − x

,...,[),...,( ∈ xxkxxf

x

)

11 nn−

11 n n

111 −nn

n

 ,...,())(,...,(),...,( 1111 −+−= nnnnn xxraxxxqxxf             (2) 

για κάποια  και ],...,[,,...,( 11 nn xxkxxq ∈ ],...,[),...,( 1111 −− ∈ nn xxkxxr . Προφανώς 

. Από την επαγωγική υπόθεση έχουµε 0),...,( 11 =−naar

       ))(,...,())(,...,(),...,( 11111111111 −−−−− −++−= nnnnnn axxxgaxxxgxxr " .         (3) 

Το ζητούµενο προκύπτει από τις (2) και (3). Αποδείξαµε έτσι τον ισχυρισµό. 
Συνεπώς το )  είναι µέγιστο ιδεώδες. ,...,( 11 nn axax −−

 Έστω τώρα Μ ένα µέγιστο ιδεώδες του ] . Θα δείξουµε ότι 

 για κάποια 

,...,[ 1 nxxk

−= 1(xM ),...,1 nn axa − kai ∈ . Το πηλίκο  είναι 

σώµα. Θεωρούµε την απεικόνιση  που είναι η σύνθεση 

Mxxk n /],...,[ 1

:φ ],...,[ 1 nxxk M/

Mxxkxxkk nn /],...,[],...,[ 11 →→ , 

όπου η απεικόνιση στα αριστερά είναι ο προφανής µονοµορφισµός και στα δεξιά 
είναι ο φυσικός επιµορφισµός. Ισχύει 0≠φ , και αφού ο φ είναι οµοµορφισµός 

σωµάτων θα είναι µονοµορφισµός. Όµως το  είναι αλγεβρικό πάνω 

από το k. Επειδή το k είναι αλγεβρικά κλειστό, συµπεραίνουµε ότι ο 

µονοµορφισµός φ είναι ισοµορφισµός. Τώρα, έστω , 

. Τότε για κάθε I έχουµε 

Mxxk n /],...,[ 1

kMxφa ii ∈+= − )(1

ni ,...,1=
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MMxxkxxkax nnii =→∈− )/],...,[],...,[ker( 11 . 

Συνεπώς 
Maxax nni ⊆−− ),...,( 1 . 

Επειδή το ),...,( 11 nn axax −−  είναι µέγιστο ιδεώδες (όπως είδαµε στην αρχή της 

απόδειξης) έχουµε Maxax nn =−− ),...,( 11 . 

 (ii) Αφού ]  υπάρχει µέγιστο ιδεώδες Μ που περιέχει το J 

(Πόρισµα 3.5.3). Από το (i), το Μ είναι της µορφής 

,...,[ 1 nxxkJ ≠

),...,( 11 nn axax −− . Άρα 

. Όµως )  (Πρόταση 8.1.2(iii), και άρα . ),...,()( 1 naaMV ∋ ()( JVMV ⊆ ∅≠)(JV

 (iii) (Τέχνασµα του Rabinowitch). Η σχέση ))(( JVIJ ⊆  είναι εύκολη: αν 

 µε  τότε 0  για κάθε . Άρα 

 για κάθε ) , δηλαδή 

],...,[),...,( 11 nn xxkxxff ∈= Jf n ∈ )( =Pf n )(JVP∈

0)( =Pf (JVP∈ ))(( JVIf ∈ . 

 Για την άλλη σχέση θα εφαρµόσουµε ένα κοµψό τέχνασµα. Θεωρούµε 
 µε 0 . Έστω y µια νέα µεταβλητή και ))(( JVIf ∈ ≠f ],,...,[ 1 yxxkS n= . Στο S 

θεωρούµε το ιδεώδες 
SyfJSJ )1( −+=′ . 

 Ισχυρισµός: . Αν ήταν SJ =′ SJ ≠′  τότε από το (ii) θα είχαµε 
0),,...,( 11 =+nn cccg  

για κάποια kci ∈  και για κάθε Jg ′∈ . Ειδικότερα, θα είχαµε 

 0),...,( 1 =nccf               (4) 

γιατί )(),...,()(),,...,( 111 JVccJVccc nnn ∈⇒′∈+ , και 

 01),...,( 11 =−+ nn ccfc .              (5) 

Όµως οι (4) και (5) δίνουν 01=− . Άρα SJ =′ . 
 Από τον ισχυρισµό παίρνουµε 
 ],,...,[)1(1 1011 yxxkyfsfsfs nmm ∈−+++= "             (6) 

για κάποια Ssi ∈  και . Πολλαπλασιάζοντας την (6) µε  για αρκετά 

µεγάλο Ν παίρνουµε µια σχέση της µορφής 

Jfi ∈
Nf

    (7) )1)(,,...,(),,...,(),,...,( 101111 −′+′++′= yffyxxsffyxxsffyxxsf nmnmn
N "
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όπου κάθε  είναι γραµµένο ως πολυώνυµο των . Η (7) είναι 

ταυτότητα πολυωνύµων και εποµένως µπορούµε να θέσουµε 1
i

N
i sfs =′ fyxx n ,,...,1

=fy . Τότε βέβαια η 

(7) δείχνει ότι .        □ Jf N ∈

 Ακολουθούν µερικές άµεσες συνέπειες του Nullstellensatz. Υπενθυµίζουµε 
ότι είχαµε απεικονίσεις 

JJ |{  ιδεώδες του  }|{]},...,[ 1
nV

n kXXxxk ⊆⎯→⎯

JJkXX In |{}|{ ⎯→⎯⊆  ιδεώδες του . ]},...,[ 1 nxxk

Ένα ιδεώδες J λέγεται ριζικό αν JJ = . Η παραπάνω αντιστοιχίες δεν είναι 

γενικά 1. Για παράδειγµα ) . Όµως, αν περιορισθούν σε 

κατάλληλα υποσύνολα, τότε το Nullstellensatz µας πληροφορεί ότι αυτές είναι 
. Ακριβέστερα έχουµε: 

1− ()( 2
11 xVxV =

11−
 
8.2.2  Πόρισµα  Έστω k ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα. Τότε οι αντιστοιχίες  

JJ |{  ιδεώδες του  αλγεβρικό} nV
n kXXxxk ⊆⎯→⎯ |{]},...,[ 1

nkXX ⊆|{  αλγεβρικό  ριζικό ιδεώδες του  JJI |{} ⎯→⎯ ]},...,[ 1 nxxk

είναι . 11−
 

Απόδειξη.  Αν JJ =  τότε JJJVI ==))((  από το Nullstellensatz. Επίσης, αν 

 είναι αλγεβρικό, τότε nkX ⊆ XXIV =))((  (Πρόταση 8.1.3).   □ 

 
8.2.3  Πόρισµα  Έστω k αλγεβρικά κλειστό σώµα. Τότε οι αντιστοιχίες 

PP |{  πρώτο ιδεώδες του  ανάγωγο} nV
n kXXxxk ⊆⎯→⎯ |{]},...,[ 1

nkXX ⊆|{  ανάγωγο  πρώτο ιδεώδες του  PPI |{} ⎯→⎯ ]},...,[ 1 nxxk

είναι . 11−
 

Απόδειξη.  Έστω Ρ ένα πρώτο ιδεώδες. Ισχύει βέβαια PP =  και άρα 

PPPVI ==))((  από το Nullstellensatz. Το )  είναι ανάγωγο γιατί 

 είναι πρώτο ιδεώδες (Πρόταση 8.1.5). Επίσης αν  είναι 

(PV

PPVI =))(( nkX ⊆
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ανάγωγο, τότε το )  είναι πρώτο (Πρόταση 8.1.5). Βέβαια 

(Πρόταση 8.1.3).        □ 

(XI XXIV =))((  

 
 Υπενθυµίζουµε (Πρόταση 6.1.2) ότι για κάθε ιδεώδες J ενός δακτυλίου R 
ισχύει 

PJ

P
ΙP
∩
πρώτο
⊇

= . 

Συνεπώς κάθε ριζικό ιδεώδες του R είναι τοµή πρώτων ιδεωδών. Το 
Nullstellensatz µας πληροφορεί ότι κάθε ριζικό ιδεώδες του ]  είναι τοµή 

πεπερασµένου πλήθους πρώτων ιδεωδών. 

,...,[ 1 nxxk

 
8.2.4  Πόρισµα  Έστω k αλγεβρικά κλειστό σώµα και J ένα ριζικό ιδεώδες του 

. Τότε το J είναι τοµή πεπερασµένου πλήθους πρώτων ιδεωδών. ],...,[ 1 nxxk

 
Απόδειξη.  Εφαρµόζουµε την Πρόταση 8.1.5 στο αλγεβρικό σύνολο  )(JV

mXXJV ∪∪= "1)(  

όπου τα  είναι ανάγωγα. Άρα iX

)()())(( 1 mXIXIJVI ∩∩= "  

από την Πρόταση 8.1.6. Κάθε )  είναι πρώτο ιδεώδες από την Πρόταση 8.1.5. 

Από το γεγονός ότι το J είναι ριζικό ιδεώδες και το Nullstellensatz, έχουµε 

(XI

)()())(( mi XIXIJVIJJ ∩∩=== " .     □ 

 Στο Κεφάλαιο 11 θα δούµε γενικότερα ότι το προηγούµενο πόρισµα ισχύει 
για τυχαίους δακτυλίους της Noether στη θέση του ]  (Άσκηση 8.13). ,...,[ xxk 1 n

 
8.2.5  Παράδειγµα  Έστω k άπειρο σώµα. Στο ]  θεωρούµε το ιδεώδες 

. Θα βρούµε τις ανάγωγες συνιστώσες του ) , και όταν 

το k είναι αλγεβρικά κλειστό θα εκφράσουµε το 

,,[ zyxk

),( xyzxzyzxyJ ++= (JV

J  ως τοµή πρώτων ιδεωδών. 

 Αν )  τότε (),,( JVcbaP ∈= 0=abc  και 0=++ acbcab . Έτσι βρίσκουµε 

 ή 0== ba 0== cb  ή 0 . Συνεπώς == ca
) ,(),(),()( zxVzyVyxVJV ∪∪= ,             (8) 
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δηλαδή το )  είναι η ένωση των τριών αξόνων. (JV

 Επειδή το k είναι άπειρο, οι άξονες αυτοί είναι ανάγωγα σύνολα γιατί τα 
κλειστά υποσύνολα του k είναι τα πεπερασµένα. 
 Έστω τώρα ότι το k είναι αλγεβρικά κλειστό. Εφαρµόζοντας στην (8) την 
απεικόνιση Ι και χρησιµοποιώντας την Πρόταση 8.1.3(ii) παίρνουµε 

)),(()),(()),(())(( zxVIzyVIyxVIJVI ∩∩= . 

Εφαρµόζοντας το Nullstellensatz παίρνουµε 

),(),(),( zxzyyxJ ∩∩= . 

Τα ιδεώδη , ,  είναι πρώτα. Πράγµατι, για το )  έχουµε ),( yx ),( zy ),( zx ,( yx

][),/(],,[ zkyxzyxk ≅  που είναι ακέραια περιοχή. Όµοια και για τα άλλα δύο. 

Όµως κάθε πρώτο ιδεώδες είναι ριζικό. Έτσι έχουµε 

),(),(),( zxzyyxJ ∩∩= . 

 
8.2.6  Παράδειγµα  Έστω k ένα άπειρο σώµα. Θα προσδιορίσουµε τις ανάγωγες 

συνιστώσες του ) , όπου . (JV )

),,( zyxf

,( 23 xzyyzxJ −−=

 Αρχικά παρατηρούµε ότι το J δεν είναι πρώτο. Πράγµατι, 

 .             (9) Jxzyzyzxyzyxx ∈−+−=− )()()( 2322

Αν , τότε  για κάποια , 

. Θέτοντας 0

Jx∈ ))(,,())(,,( 23 xzyzyxgyzxzyxfx −+−=

],,[),,( zyxkzyxg ∈ == zy  παίρνουµε  που είναι 

άτοπο. Άρα 

3)0,0,( xxfx =

Jx∉ . Όµοια . Jzyx ∉− 22

 Η (9) δείχνει ότι 

),(),()( 22 zyxJVxJVJV −∪= . 

Τώρα ) . Το )  είναι ο άξονας των z, και όπως 

είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα είναι ανάγωγο. Θα αποδείξουµε τώρα ότι το 

 είναι ανάγωγο. 

,(),,(),( 2 yxVxyyzVxJV == ,( xJV

),( 22 zyxJV −

 Θεωρούµε την απεικόνιση 
3: kkφ →  

),,( 543 tttt 6 . 



Οµοπαραλληλικές Πολλαπλότητες και το Nullstellensatz 143

Εύκολα επαληθεύουµε ότι . Άρα . 

Ισχύει . Πράγµατι, αν  

παρατηρούµε ότι: i) αν 0

),(),,( 22543 zyxJVttt −∈ ),(Im 22 zyxJVφ −⊆

) ),(Im 22 zyxJVφ −= ,(),,( 22 zyxJVcbaP −∈=

=a , τότε 0=== cba  και προφανώς 

, ii) αν 0 , τότε θέτοντας ),( 22 zyxJVP −∈ ≠a abt /=  εύκολα επαληθεύουµε ότι 

,  και  χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 3ta = 4tb = 5tc =
22

,, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

a
cb

a
b

a
c

a
c

a
ba . 

Έστω τώρα 

21
22 ),( XXzyxJVC ∪=−=  

µε  γνήσια αλγεβρικά υποσύνολα του . Τότε 21, XX )

)

,( 22 zyxJV −

 ()()( 21 XIXICI ∩= .            (10) 

Αν  και ))(),,( 11 XIzyxf ∈ (),,( 22 XIzyxf ∈  τότε από την (10) έχουµε  

),,(1 zyxf )(),,(2 CIzyxf ∈ . 

Άρα 0  . ∆ηλαδή )()( 21 =PfPf CP∈∀ 0)( =Pfi  CP∈∀  για κάποιο i. Συνεπώς 

0),,( 543 =tttfi  

για κάθε . Επειδή όµως το πολυώνυµο )  έχει πεπερασµένο πλήθος 

ριζών και επειδή το k είναι άπειρο, συµπεραίνουµε ότι 

kt∈ ,,( 543 tttfi

)(CIfi ∈ . Άρα 

 (Πρόταση 8.1.3) και συνεπώς )()( CIXI i ⊆ CX i ⊇  (Πρόταση 8.1.3(iii)), δηλαδή 

, που είναι άτοπο. CX i =

 Η διατύπωση του επόµενου κοµψού πορίσµατος είναι εντελώς στοιχειώδης 
πράγµα που το καθιστά ιδιαίτερα ελκυστικό. 
 
8.2.7  Πόρισµα  Έστω ],...,[,..., 11 nm xxkff ∈ , όπου το k είναι αλγεβρικά κλειστό. 

Τότε το σύστηµα 021 ==== mfff "  δεν έχει λύση αν και µόνο αν υπάρχουν 

 τέτοια ώστε ],...,[,..., 11 nm xxkgg ∈

 mm fgfg ++= "111 .            (11) 

 
Απόδειξη. Το ότι η (11) συνεπάγεται τη µη ύπαρξη λύσης του συστήµατος 

 είναι προφανές. Το αντίστροφο έπεται αµέσως από το 01 === mff "
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Nullstellensatz: ],...,[),...,(),...,( 111 nmm xxkffffV =⇒∅== . Συνεπώς υπάρχουν 

 µε 1],...,[ 1 ni xxkg ∈ 11 =++ mm fgfg " .     □ 

 
 
 
 
8.3 Απεικονίσεις Οµοπαραλληλικών Πολλαπλοτήτων 

 Έστω  ένα αλγεβρικό σύνολο και nkX ⊆ ],...,[),...,( 11 nn xxkxxff ∈= . Το 

πολυώνυµο f ορίζει µια πολυωνυµική συνάρτηση στο Χ, που συµβολίζουµε 

(προσωρινά) µε f , κατά τον ακόλουθο τρόπο 

kPfPXf ∈∋ )(: 6 . 

Το άθροισµα και το γινόµενο δύο πολυωνυµικών συναρτήσεων στο Χ ορίζεται µε 

τον προφανή τρόπο: )()())(( PgPfPgf +=+  και )()())(( PgPfPgf = . Το 

σύνολο των πολυωνυµικών συναρτήσεων στο Χ καθίσταται έτσι µεταθετικός 
δακτύλιος. Ο δακτύλιος αυτός συµβολίζεται µε ]  και ονοµάζεται δακτύλιος 

συντεταγµένων του Χ. Ο πυρήνας του επιµορφισµού δακτυλίων 

[Xk

][],...,[ 1 Xkffxxk n ∈→∋  

είναι 0)(|{ =Pff  για κάθε )(} XIXP =∈ . Συνεπώς (Θεώρηµα 0.3.4) 

][)(/],...,[ 1 XkXIxxk n ≅ . 

Θα χρησιµοποιούµε την παραπάνω ταύτιση του δακτυλίου συντεταγµένων του Χ 
χωρίς ιδιαίτερη µνεία. 
 Αν ) , όπου το J είναι ιδεώδες του ]  τότε, υποθέτοντας ότι 

το k είναι αλγεβρικά κλειστό, το Nullstellensatz δίνει σε συνδυασµό µε τον 
παραπάνω ισοµορφισµό ότι: 

(JVX = ,...,[ 1 nxxk

JxxkXk n /],...,[][ 1≅ . 

Ο δακτύλιος συντεταγµένων ]  είναι µια k-άλγεβρα κατά τον προφανή τρόπο 

και µάλιστα οι παραπάνω ισοµορφισµοί είναι ισοµορφισµοί k-αλγεβρών. 

[Xk

 Έστω Χ αλγεβρικό σύνολο. Ορίζουµε απεικονίσεις 
JJVX |{:  ιδεώδες του  }|{]}[ XZZXk ⊆→

JJXZZI X |{}|{: →⊆  ιδεώδες του , ]}[Xk
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όπου 
0)(|{)( =∈= PfXPJVX  για κάθε }Jf ∈  

0)(|][{)( =∈= PfXkfZI X  για κάθε }XP∈ . 

Οι απεικονίσεις ,  έχουν παρόµοιες ιδιότητες µε αυτές των απεικονίσεων V 

και I που ορίσαµε στην Παράγραφο 8.1. Θα αποδείξουµε εδώ µια µορφή του 
Nullstellensatz που θα βρει εφαρµογή παρακάτω (Θεώρηµα 8.3.7). 

XV XI

8.3.1  Πρόταση  (Σχετικό Nullstellensatz).  Έστω ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα 

και  αλγεβρικό σύνολο. Αν J είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του , τότε 

. 

k
nkX ⊆ ][Xk

∅≠)(JVX

 

Απόδειξη.  Κάθε ιδεώδες J του )(/],...,[][ 1 XIxxkXk n=  έχει τη µορφή )(/ XIJ  

όπου J  είναι γνήσιο ιδεώδες του ]  που περιέχει το )  (Πρόταση 

0.3.3). Έστω J ένα γνήσιο ιδεώδες. Τότε βέβαια και το 

,...,[ 1 nxxk (XI

J  είναι γνήσιο. Από το 

Nullstellensatz, ∅≠)(JV . Όµως από τους ορισµούς των )(JV  και )  και το 

γεγονός ότι 

(JVX

)(/ XIJJ =  έπεται αµέσως ότι 

)()( JVXJV X⊆∩ . 

Αλλά XXIVJXI =⊆⊆ ))(()(  (Πρόταση 8.1.2(ii) και 8.1.3(iii)). Συνεπώς 

)()( JVJV X⊆  και άρα ∅≠)(JVX .      □ 

Θα ορίσουµε τώρα την έννοια της πολυωνυµικής απεικόνισης µεταξύ 
οµοπαραλληλικών πολλαπλοτήτων. Υπογραµµίσαµε τη λέξη “απεικόνιση” γιατί 
δεν θα είναι ταυτόσηµες για µας οι έννοιες πολυωνυµική συνάρτηση και 
πολυωνυµική απεικόνιση. 
 

8.3.1  Ορισµός  Έστω  και  αλγεβρικά σύνολα. Μία απεικόνιση 

 ονοµάζεται πολυωνυµική απεικόνιση αν υπάρχουν πολυώνυµα 

 µε την ιδιότητα 

nkX ⊆ mkY ⊆

YXf →:

],...,[,..., 11 nm xxkff ∈
m

m kPfPfPf ∈= ))(),...,(()( 1  

για κάθε . Θα γράφουµε τότε nkP∈ ),...,( 1 mfff = . 
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 Εποµένως κάθε πολυωνυµική συνάρτηση  είναι πολυωνυµική 

απεικόνιση. Έστω, για παράδειγµα . Η απεικόνιση 

 είναι πολυωνυµική, όπως είναι και η απεικόνιση 

. 

kX →
23 )( kyxy ⊆−=

Ytttk ∈∋ ),( 36

Ytttk ∈−−∋ ))1(,1( 36

 

8.3.2  Ορισµός  Έστω  και  αλγεβρικά σύνολα. Μια πολυωνυµική 

απεικόνιση Y  λέγεται ισοµορφισµός αν υπάρχει πολυωνυµική απεικόνιση 

 µε τις ιδιότητες 

nkX ⊆ mkY ⊆

Xf →:

XYg →: Ygf 1=D  και Xfg 1=D . 

Για παράδειγµα η  που είδαµε πιο πάνω είναι ισοµορφισµός γιατί 

η  είναι πολυωνυµική και ισχύει  και 

 για κάθε t . 

Ytttf ∈),(: 36

tttYg →∋ ),(: 3 )33

ttfg =))(( k∈

,()),(( ttttgf =

 Η σύνθεση πολυωνυµικών απεικονίσεων είναι πάλι πολυωνυµική. Πράγµατι 

έστω , ,  αλγεβρικά σύνολα και nkX ⊆ mkY ⊆ lkZ ⊆ YXfff m →= :),...,( 1 , 

 πολυωνυµικές απεικονίσεις.  ZYggg l →= :),...,( 1

Τότε . ZXffgffgfg mlm →= :)),...,(),...,,...,(( 111D

 
8.3.3  Λήµµα  Έστω Χ, Υ δύο αλγεβρικά σύνολα. Αν η  είναι 

πολυωνυµική απεικόνιση, τότε η απεικόνιση 

YXf →:

][][:* XkfggYkf ∈∋ D6  

είναι οµοµορφισµός k-αλγεβρών. 
 
Απόδειξη.  Η σύνθεση  είναι πολυωνυµική απεικόνιση και άρα είναι 

πολυωνυµική συνάρτηση, δηλαδή ]

kXfg →:D

[Xkfg ∈D . Η επαλήθευση ότι η  είναι 

οµοµορφισµός k-αλγεβρών είναι θέµα ρουτίνας: για παράδειγµα  

 

. Άρα ) .     □ 

*f

=))(( 21
* Pggf

==== ))(())(()()())()(()]()[( 2
*

1
*

212121 PgfPgfPfgPfgPfggPfgg D )(( 1
* gf

)))(( 2
* Pgf ()()( 2

*
1

*
21

* gfgfggf =
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 Είναι ενδιαφέρον ότι ισχύει και το αντίστροφο του προηγούµενου λήµµατος. 
Το επόµενο θεώρηµα γενικεύει το Θεώρηµα 2.3.2. Ουσιαστικά µας πληροφορεί ότι 
τα αλγεβρικά σύνολα προσδιορίζονται µονοσήµαντα (µε προσέγγιση 
ισοµορφισµού) από τους δακτυλίους των συντεταγµένων τους. 
 
8.3.4  Θεώρηµα  Έστω Χ, Υ, Ζ, αλγεβρικά σύνολα. 
(i) Αν  και  είναι πολυωνυµικές απεικονίσεις τότε 

 

Y Z

Y

]

)

Xf →: Yg →:
***)( gffg DD =

(ii) Κάθε οµοµορφισµός k-αλγεβρών  είναι της µορφής  για 

µοναδική πολυωνυµική απεικόνιση . 

][][: XkYkφ → *fφ =

Xf →:

(iii) Η πολυωνυµική απεικόνιση Y  είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν ο 

οµοµορφισµός  είναι ισοµορφισµός. 

Xf →:

][][:* XkYkf →

 

Απόδειξη.  (i) Αν , τότε  

. 

[Zkh∈ === fghfghhfg DDDDD )()()()( *

))(())(()( ***** hgfhgfghf DD ==

 (ii) και (iii) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε εκείνη του Θεωρήµατος 2.3.2. □ 

 Θα µελετήσουµε στη συνέχεια ρητές συναρτήσεις και ρητές απεικονίσεις. 

 Έστω  ένα ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο. Τότε το ιδεώδες )  είναι 

πρώτο (Πρόταση 8.1.5). Συνεπώς ο δακτύλιος πηλίκο  είναι 

περιοχή (Πρόταση 0.6.2), δηλαδή ο δακτύλιος συντεταγµένων ]  είναι 

περιοχή, και µπορούµε να θεωρήσουµε το σώµα πηλίκων του ] . Το σώµα 

αυτό συµβολίζεται µε )  και ονοµάζεται σώµα των ρητών συναρτήσεων του Χ. 

Κάθε στοιχείο του )  έχει τη µορφή ε 

nkX ⊆ (XI

(/],...,[ 1 XIxxk n

[Xk

[Xk

(Xk

(Xk gf /  µ ][, Xkgf ∈  και 0≠g . Ισχύει 

)(1221
2

2

1

1 XIgfgf
g
f

g
f

∈−⇔= . 

Τα στοιχεία του )  ονοµάζονται ρητές συναρτήσεις. Όµως προσοχή: τα 

στοιχεία του )  δεν είναι αναγκαστικά συναρτήσεις  λόγω των ριζών 

του παρονοµαστή. Έτσι δίνουµε τον επόµενο ορισµό. 

(Xk

(Xk kX →
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8.3.5  Ορισµός  Έστω Χ ένα ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο, XP∈  και . Η 

ρητή συνάρτηση f λέγεται κανονική στο Ρ αν υπάρχει παράσταση  µε 

 και  

)(Xkf ∈

hgf /=

][, Xkhg ∈ 0)( ≠Ph .

 

8.3.6  Παράδειγµα  Έστω Χ ο κύκλος . Θεωρούµε τη 

ρητή συνάρτηση 

222 )1( kyxVX ⊆−+=

x
yf +

=
1 . 

Προφανώς η f είναι κανονική σε κάθε σηµείο XP∈  µε )1,0(),1,0( −≠P . Όµως 

και στο )  η f είναι κανονική! Πράγµατι, 1,0( −

y
x

y
yx

x
yxf

−
=

−
+

=
+

=
11

)1()1(
22  

και η ρητή συνάρτηση  είναι προφανώς κανονική στο yx −1/ )1,0( − . 

 Το πεδίο ορισµού µιας ρητής συνάρτησης )(Xkf ∈  είναι το σύνολο 

fXPf |{dom ∈=  είναι κανονική στο } . P

 Υπενθυµίζουµε από την Τοπολογία ότι ένα ανοικτό σύνολο ενός τοπολογικού 
χώρου λέγεται πυκνό αν έχει µη κενή τοµή µε κάθε µη κενό ανοικτό σύνολο. 
 
8.3.7  Θεώρηµα  Έστω Χ ένα ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο και )(Xkf ∈ . 

(i) Στην τοπολογία Zariski του Χ το σύνολο f  είναι ανοικτό και πυκνό. dom

(ii) Έστω k ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα. Αν Xf =dom , τότε ][Xkf ∈ . 

 
Απόδειξη.  (i) Το σύνολο (των “παρονοµαστών” της f ) 

}0{µε][υπάρχει|][)( ∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =∈∈=

h
gfXkgXkhfΠ  

είναι ιδεώδες του ] . Ισχύει [Xk

 ))((dom fΠVfX X=− ,            (11) 

και συνεπώς το σύνολο  είναι ανοικτό στην τοπολογία Zariski του Χ. 

Επιπλέον . Τώρα σύµφωνα µε την Άσκηση 16, κάθε µη κενό ανοικτό 

υποσύνολο ενός αναγώγου αλγεβρικού συνόλου είναι πυκνό. 

fdom

∅≠fdom
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 (ii) Έχουµε ∅=⇔= ))((dom fΠVXf  από την (11). Από το σχετικό 

Nullstellensatz ][)())(( XkfΠfΠVX =⇔∅= . Άρα ][dom XkfXf ∈⇔= . □ 

 Το προηγούµενο θεώρηµα µας πληροφορεί ότι µια ρητή συνάρτηση 
 είναι πολυωνυµική αν και µόνο αν είναι κανονική σε κάθε )(Xkf ∈ XP∈ . 

 Θα µελετήσουµε τώρα ρητές απεικονίσεις µεταξύ αναγώγων αλγεβρικών 
συνόλων. 
 Για το σύνολο Α και Β θα λέµε ότι η BAf →−−:  είναι µια µερικώς 

ορισµένη απεικόνιση αν η BAf →′:  είναι απεικόνιση για κάποιο µη κενό 

υποσύνολο . AA ⊆′

 

8.3.8  Ορισµός  Έστω ,  ανάγωγες οµοπαραλληλικές 

πολλαπλότητες. 

nkX ⊆ mkY ⊆

(i) Μια µερικώς ορισµένη απεικόνιση  ονοµάζεται ρητή 

απεικόνιση αν υπάρχουν ρητές συναρτήσεις 

mkXf →−−:

)(,...,1 Xkff m ∈  µε την ιδιότητα 

 για κάθε . ))(),...,(()( 1 PfPfPf m= i
i

fP dom∩∈

 Στην περίπτωση αυτή θέτουµε . i
i

ff domdom ∩=

(ii) Έστω  µια ρητή απεικόνιση. Η f λέγεται κανονική στο mkXf →−−:´ XP∈  

αν . fP dom∈

(iii) Μία ρητή απεικόνιση YXf →−−:  µεταξύ αναγώγων οµοπαραλληλικών 

πολλαπλοτήτων είναι µια ρητή απεικόνιση  για την οποία ισχύει 

. 

mkXf →−−:

Yff ⊆)dom(

 

8.3.9  Παράδειγµα  Έστω  και 222 )1( —⊆−+= yxVX —=Y . Θέτοντας 

 για κάθε  µε 0abbaf /),( = Xba ∈),( ≠a  ορίζεται µια ρητή απεικόνιση 

a
bbafYXf =→−− ),(,:  

µε )}1,0(),1,0{(dom −−=Vf . Επίσης µια ρητή απεικόνιση είναι η 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
−

=→−− 2

2

2 1
1,

1
2)(,:

λ
λ

t
ttfXYg  

(δες την § 2.1). Εδώ Yg =dom , δηλαδή η g είναι απεικόνιση. Ένα τρίτο 

παράδειγµα είναι η ρητή απεικόνιση 

a
bbahYXh +

=→−−
1),(,: . 

Η h είναι κανονική στο σηµείο )1,0( −  αν και 0=a  (δες το Παράδειγµα 8.3.6). 

Ισχύει . )}1,0{(dom −= Xh

 Αν YXf →−−:  και ZYg →−−:  είναι ρητές απεικονίσεις αναγώγων 

οµοπαραλληλικών πολλαπλοτήτων, τότε γενικά δεν µπορεί να οριστεί η σύνθεση 
 κατά τον προφανή τρόπο γιατί ενδέχεται ZXfg →:D ∅=∩ gff dom)dom( . 

Έτσι φθάνουµε στον επόµενο ορισµό. 
 
8.3.10  Ορισµός  Μια ρητή απεικόνιση YXf →−−:  λέγεται κυρίαρχη αν το 

σύνολο  είναι πυκνό στο Υ ως προς την τοπολογία Zariski. )dom( ff

 Τώρα αν και YXf →−−:  ZYg →−−:  είναι ρητές απεικονίσεις και η f 

είναι κυρίαρχη, τότε το πυκνό σύνολο )  έχει µη κενή τοµή µε το σύνολο 

, γιατί το  είναι ανοικτό και µη κενό (Ορισµός 8.3.8 i)). Εποµένως 

ορίζεται κατά τον προφανή τρόπο η σύνθεση. 

dom( ff

gdom gdom

ZXfg →−−:D  

που είναι βέβαια ρητή απεικόνιση. 

 ∆ίνουµε τώρα έναν αλγεβρικό χαρακτηρισµό κυρίαρχων ρητών απεικονίσεων. 
 
8.3.11  Πρόταση  Έστω YXf →−−:  ρητή απεικόνιση αναγώγων 

οµοπαραλληλικών πολλαπλοτήτων 
(i) Η απεικόνιση 

fggfXkYkf D=→ )(),(][: **  

 είναι οµοµορφισµών k-αλγεβρών. 

(ii) Η f είναι κυρίαρχη αν και µόνο αν η  είναι µονοµορφισµός. *f
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Απόδειξη.  (i) Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή του Λήµµατος 8.3.3. 

 (ii) . Έστω 

. Αν η f είναι κυρίαρχη τότε το σύνολο )  είναι πυκνό στο Υ. 

Επειδή )  και το )  είναι κλειστό συµπεραίνουµε ότι 

(γιατί το πυκνό )  τέµνει το ανοικτό σύνολο 

)}()dom(|][{}0|][{ker * gVffYkgfgYkgf ⊆∈==∈= D
*ker fg∈ dom( ff

()dom( gVff ⊆ (gV YgY =)(  

dom( ff )(gVY − ). Άρα . 

Αντίστροφα, έστω 0 . Έστω ότι το )  δεν είναι πυκνό στο Υ. Τότε 

υπάρχει µη κενό ανοικτό σύνολο )

0=g

ker * =f dom( ff

(gVY − , για κάποιο ][Ykg∈ , µε την ιδιότητα 

. ∆ηλαδή . Αλλά τότε 

, οπότε 

∅=−∩ ))(()dom( gVYff )()dom( gVff ⊆

0ker * =∈ fg ∅=− )(gVY , άτοπο.     □ 

 Μια κυρίαρχη ρητή απεικόνιση YXf →−−:  αναγώγων αλγεβρικών 

συνόλων ονοµάζεται αµφίρητη ισοδυναµία αν υπάρχει κυρίαρχη ρητή απεικόνιση 
 µε τις ιδιότητες XYg →−−: gf 1Y=D  και Xfg 1=D . Οι προηγούµενες 

ισότητες είναι ισότητες µερικώς ορισµένων συναρτήσεων. Έτσι  

σηµαίνει ότι για κάθε  ισχύει 
Ygf 1=D

)(dom gfP D∈ PPgf =))(( D

Xf →:

. Προφανώς κάθε 

ισοµορφισµός  είναι αµφίρητη ισοδυναµία, αλλά το αντίστροφο δεν 

ισχύει όπως θα δούµε παρακάτω. 

Y

 Το επόµενο θεώρηµα είναι το αντίστοιχο του Θεωρήµατος 8.3.4 για ρητές 
απεικονίσεις και η απόδειξή του είναι παρόµοια. 
 
8.3.12  Θεώρηµα  Έστω Χ, Υ, Ζ ανάγωγα αλγεβρικά σύνολα. 
(i) Αν YXf →−−:  είναι κυρίαρχη ρητή απεικόνιση, τότε ο οµοµορφισµός k-

αλγεβρών  επάγει έναν k-οµοµορφισµό σωµάτων )(][:* XkYkf →

0],[,),(
)(
)()(: *

*
* ≠∈∈∋ hYkhgXk

hf
gf

h
gYkf 6 . 

(ii) Κάθε k-οµοµορφισµός σωµάτων  είναι της µορφής  για 

µοναδική κυρίαρχη ρητή απεικόνιση 

)()(: XkYkφ → *fφ =

YXf →−−: . 

(iii) Αν YXf →−−:  και ZYg →−−:  είναι κυρίαρχες ρητές απεικονίσεις τότε 

. ***)( gffg DD =
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(iv) Η κυρίαρχη ρητή απεικόνιση YXf →−−:  είναι αµφίρητη ισοδυναµία αν και 

µόνο αν ο k-οµοµορφισµός  είναι ισοµορφισµός. )()(:* XkYkf →

 

Απόδειξη.  (i) Εφόσον η f είναι κυρίαρχη,  (Πρόταση 8.3.11(ii)). Άρα 

για  µε 0  έχουµε 0  και συνεπώς η απεικόνιση 

 είναι καλά ορισµένη. Παραλείπουµε την επαλήθευση ότι η  

είναι k-οµοµορφισµός, γιατί είναι απλούστατο θέµα ρουτίνας. 

0ker * =f

]

32

]

[Ykh∈ ≠h )(* ≠hf

)()(:* XkYkf → *f

 (ii) Η απόδειξη δεν διαφέρει ουσιαστικά από την απόδειξη του Θεωρήµατος 
8.3.4 µε την παρατήρηση ότι η f είναι κυρίαρχη λόγω της Πρότασης 8.3.11(ii). 
 (iii) Έπεται από τους ορισµούς. 

 (iv) Έπεται από τις (ii) και (iii) και το γεγονός ότι .  □ )(
* 1)1( XkX =

 Για παράδειγµα, αν  είναι η κυβική που ορίζεται από , τότε η 

απεικόνιση ,  είναι αµφίρητη ισοδυναµία, αλλά όχι 

ισοµορφισµός (γιατί; δες και § 2.3). 

2kX ⊆ 32 xy =

Xk → ),( ttt 6

 

Ασκήσεις 

Στις παρακάτω ασκήσεις το k είναι πάντοτε αλγεβρικά κλειστό. 

1. Μια k-άλγεβρα είναι δακτύλιος συντεταγµένων µιας οµοπαραλληλικής 
πολλαπλότητας αν και µόνο αν είναι πεπερασµένα παραγόµενη και δεν έχει 
µηδενικά µηδενοδύναµα στοιχεία. 

2. Πρώτη εικασία του Α. Weil. Έστω k ένα σώµα χαρακτηριστικής 0 . Έστω 

 που ορίζεται από πολυώνυµα 

>p
nkX ⊆ ,...,[ 1 npi xxf Ÿ∈ . 

 (i) Η απεικόνιση , όπου np
n

p
n

r kaaaaXF
rr
∈∋ ),...,(),...,(: 11 6 Õ∈r , είναι 

κανονική και . XF r ⊆Im

 (ii) Θέτοντας }  ορίζουµε την τυπική δυναµοσειρά )(|{# PPFXPv rr =∈=

]][[)(
1

ttvtP rr

r
X Ÿ∈=∑

∞

=

. 
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  Για , αποδείξετε ότι nkX =

)(
1

)( t
tp

tptP n

n

X Ÿ∈
−

= . 

 (iii) Ποια είναι η ) , όπου  είναι η έλλειψη (tPX
2kX ⊆

12

2

2

2

=+
b
y

a
x ; 

  Ισχύει ; )()( ttPX Ÿ∈

  Η πρώτη εικασία του A. Weil, ισχυρίζεται ότι )()( ttPX Ÿ∈ , δηλαδή η  

είναι ρητή συνάρτηση του t. Ο ίδιος ο Weil απέδειξε την εικασία για 
καµπύλες το 1948. Ο Dwork απέδειξε γενικά την εικασία το 1960. 

)

,,[ zyxk )

(tPX

3.  Έστω το ιδεώδες )  του ] . Βρείτε ένα 

 

1,1( 22 −−+= yyxJ ,[ yxk

JJVIf −∈ ))(( .

4. Έστω το ιδεώδες  του ] . Ποιο είναι το σύνολο ; 

Είναι ανάγωγο; Ισχύει 

),,( xzyzxyJ = (JV

))(( JVIJ = ; Αποδείξετε ότι το J δεν παράγεται από 2 

στοιχεία.   

5.  Έστω  και . 

Προσδιορίσετε τις ανάγωγες συνιστώσες του . 

22 yxf −= ]

)

,[2323 yxyxyxyxyxg ¬∈+−−−+=

,( gfV

6.  ∆ώστε µια νέα απόδειξη του Πορίσµατος 2.1.6. 

7.  Κάθε ισοµορφισµός  είναι της µορφής kkf →: baxxf +=)( , . 0≠a

8. Έστω  µια κανονική απεικόνιση. Το σύνολο YXf →:

}|))(,{( XaYXafaΓ f ∈×∈=  

 ονοµάζεται γράφηµα της f. Αποδείξετε ότι YXΓa f ×⊆)(  είναι κλειστό 

σύνολο και  είναι ισόµορφο µε το Χ. fΓb)(

9. Αποδείξετε για κάθε κανονική απεικόνιση YXf ×:  υπάρχει κανονική 

απεικόνιση  που δίνει έναν ισοµορφισµό YXXg ×→: gX Im≅ , τέτοιον 

ώστε , όπου gΠf Y D= yyxΠY =),( . 
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10. Έστω k σώµα χαρακτηριστικώς 2≠ . Έστω Χ η κυβική που ορίζεται από 

. Είναι η Χ ισόµορφη µε την ευθεία; Αµφίρητα ισοδύναµη; 322 xxy +=

11.  Έστω  που ορίζεται από  και . Ποιες είναι οι 

ανάγωγες συνιστώσες του Χ; Αποδείξετε ότι κάθε µια είναι αµφίρητα 
ισοδύναµη µε την ευθεία. 

3kX ⊆ xzy =2 32 yz =

12.  Σε ποια σηµεία της κυβικής Χ που ορίζεται από  η ρητή 

συνάρτηση  είναι κανονική; Αποδείξετε ότι 

322 xxy +=

xyt /= ][/ Xkxy ∉ . 

13.  Η τοπολογία Zariski δεν είναι γενικά Hausdorff. 

14.  Έστω  που ορίζεται από . Αποδείξετε ότι υπάρχει ρητή 

απεικόνιση  

2kX ⊆ 343 xxy +=

kXψ →−−: , yxyxψ /),( = . Η αντίστροφη είναι πολυωνυµική 

. Η φ δίνει έναν ισοµορφισµό k-{τρία σηµεία}Xkφ →: }0,0{−≅ X . 

15.  Έστω  που ορίζεται από . Αποδείξετε ότι το Χ είναι 

ανάγωγο και αµφίρητα ισοδύναµο µε το επίπεδο . 

3kX ⊆ 322 xzy =+

2k

16.  Έστω  µια ανάγωγη οµοπαραλληλική πολλαπλότητα. Τότε κάθε µη 
κενό ανοικτό σύνολο του Χ είναι πυκνό στο Χ ως προς την τοπολογία Zariski. 

nkX ⊆

17.  Έστω  µια ανάγωγη οµοπαραλληλική πολλαπλότητα που ορίζεται 

από 0 . Ένα σηµείο 

nkX ⊆

=f XP∈  λέγεται ιδιάζον αν µηδενίζει τις µερικές 

παραγώγους, δηλαδή αν 0))(/( =∂∂ Pxf i  για κάθε i. Με  συµβολίζουµε 

το συµπλήρωµα στο Χ του συνόλου των ιδιαζόντων σηµείων. Αποδείξετε ότι 
το  είναι ανοικτό και πυκνό στο Χ ως προς την τοπολογία Zaríski. 

0X

0X

  Υπόδειξη: το σύνολο των ιδιαζόντων σηµείων  ορίζεται από τα 

πολυώνυµα 
sinX

ni xfxff ∂∂∂∂ /,...,/, . Αρκεί (Άσκηση 16) να δειχθεί ότι 

. Έστω ∅≠sinX ∅=sinX  και αποδείξετε ότι =f σταθερά (αν η 

χαρακτηριστική του k είναι 0) ή pf = -στή δύναµη (αν η χαρακτηριστική 

του k είναι 0 ). Αυτό είναι άτοπο. >p

18.  Ποια είναι τα πρώτα και µέγιστα ιδέωδη του ] ; (Υπόδειξη: δες την 

§ 1.4). 

,[ yxk

19.  Έστω k σώµα χαρακτηριστικής 0 . Η απεικόνιση >p
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kaak p ∈∋ 6  

  (µορφισµός του Frobenius) είναι πολυωνυµική, 11−  και επί αλλά δεν είναι 
ισοµορφισµός. (∆ες και την Άσκηση 7). 

20.  Οι ανάγωγες συνιστώσες αλγεβρικού συνόλου είναι µοναδικές. Υπόδειξη: 
Έστω mXXX ∪∪= "1  και nYYY ∪∪= "1  µε  ανάγωγα και 

,  για 

ji YX ,

ji XX ⊆/ ji YY ⊆/ ji ≠ . Τότε "∪∩=∩= )( 1YXXXX iii ∪ ∩iX(  

jin YXY ⊆⇒)  για κάποιο j. Όµοια  για  κάποιο ij XY ′⊆ i′ . Άρα  και 

. 

ii = ′

ji YX =

 
 
 



 
 
 

Κεφάλαιο 9 

Αλγεβρικοί Ακέραιοι 
 

 
 Στο Κεφάλαιο αυτό µελετάµε αλγεβρικούς ακεραίους στο . Το κύριο 
αποτέλεσµα µας πληροφορεί ότι ο δακτύλιος των αλγεβρικών ακεραίων 
αριθµητικού σώµατος είναι της Noether. Επίσης εξετάζονται οι έννοιες της 
ακέραιας βάσης και διακρίνουσας αριθµητικού σώµατος. 

¬

 
9.1 Αριθµητικά Σώµατα 

 Αν το k είναι υπόσωµα του σώµατος Κ θα λέµε ότι το Κ είναι επέκταση του k. 
Συµβολικά θα γράφουµε  kK / .
 Έστω επέκταση σωµάτων . Το Κ είναι ένας k-διανυσµατικός χώρος κατά 
τον προφανή τρόπο. Η διάστασή του συµβολίζεται µε  και ονοµάζεται 

βαθµός της επέκτασης , δηλαδή 

kK /
]:[ kK

kK /
KkK kdim]:[ = . 

 Έστω επέκταση σωµάτων  και στοιχεία kK / Kaa n ∈,...,1 . Με  

συµβολίζουµε την τοµή όλων των υποσωµάτων του Κ που περιέχουν το k και τα 
. Έτσι το )  είναι το µικρότερο υπόσωµα του Κ που περιέχει το k 

και τα . 

)

K

,...,( 1 naak

naa ,...,1 ,...,( 1 naak

naa ,...,1

 
9.1.1  Πρόταση  Έστω k  επέκταση σωµάτων και στοιχεία . Τότε K / aa n ∈,...,1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠∈∈= 0),...,(],,...,[),...,(),,...,(|
),...,(
),...,(),...,( 1111

1

1
1 nnnn

n

n
n aagxxkxxgxxfK

aag
aafaak

 
Απόδειξη.  Παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης 0.2.3.   □ 
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 Μια επέκταση σωµάτων  ονοµάζεται πεπερασµένη αν . Κάθε 

πεπερασµένη επέκταση  του σώµατος  των ρητών αριθµών ονοµάζεται 

αριθµητικό σώµα. Το επόµενο θεώρηµα µας πληροφορεί ότι κάθε αριθµητικό 
σώµα Κ έχει µια απλή µορφή, που θα φανεί χρήσιµη στα παρακάτω. 

kK / ∞<]:[ kK

–/K –

 
9.1.2  Θεώρηµα  Έστω Κ αριθµητικό σώµα. Τότε υπάρχει Kθ∈  έτσι ώστε 

)(θK –= . 

 Για την απόδειξη θα χρειαστούµε την έννοια του ελάχιστου πολυωνύµου και 
ένα απλό λήµµα που δίνουµε αµέσως παρακάτω. 
 Έστω  µια πεπερασµένη επέκταση σωµάτων και kK / Ka∈ . Θεωρούµε τον 
επιµορφισµό δακτυλίων 

][)()(][: akafxfxkφ ∈∋ . 

Ισχύει , γιατί τα στοιχεία , όπου 0 ]ker ≠φ naaaa ,...,,,1 210= :[ kKn = , είναι 

γραµµικά εξαρτηµένα πάνω από το k, αφού το πλήθος τους είναι nn >+1 . Επειδή 
ο ]  είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών (Παράδειγµα 1.1.6), έχουµε 

 για κάποιο ]

[xk

))((ker xpφ = [)( xkxp ∈ . Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το  

είναι µονικό. Ισχύει ]

)(xp

[))(/(][ akxpxk ≅  (Θεώρηµα 0.3.2), και επειδή το ]  είναι 

ακέραια περιοχή (γιατί περιέχεται στο Κ που είναι σώµα) συµπεραίνουµε ότι το 
 είναι πρώτο ιδεώδες (Πρόταση 0.6.2). Άρα το )  είναι ανάγωγο στο 

. Το µονοσήµαντα ορισµένο ανάγωγο µονικό πολυώνυµο  

ελάχιστο πολυώνυµο του a πάνω από το k. Συµβολίζεται µε . 

Φυσικά αν 0  για κάποιο 

[ak

))(( xp (xp

][xk ]

)

]

[)( xkxp ∈

(),(Irr xpka =

)( =af [)( xkxf ∈  τότε το )  διαιρεί το )  στο 

, γιατί . 

,(Irr ka (xf

][xk φxfaf ker)(0)( ∈⇒=

 
9.1.3  Λήµµα  Έστω k ένα υπόσωµα του σώµατος  των µιγαδικών αριθµών και 

 ένα ανάγωγο πολυώνυµο. Τότε κάθε ρίζα του  στο ¬  είναι απλή. 
¬

][)( xkxp ∈ )(xp

 
Απόδειξη.  Έστω )  η παράγωγος του ) . Ισχύει (xp′ (xp 0)( ≠′ xp . Στο  

ισχύει µ.κ.δ. , γιατί το )  είναι ανάγωγο και δεν διαιρεί το 

 αφού ) . Τώρα από τη σχέση µ.κ.δ.  και 

την Άσκηση 1.13 συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν ]

][xk

1))(),(( =′ xpxp (xp

)(xp′ (deg)(deg xpxp ′> 1))(),(( =′ xpxp

[)(),( xkxbxa ∈  µε την ιδιότητα 
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 1)()()()( =′+ xbxpxaxp .              (1) 

Αν c είναι διπλή ρίζα του )  στο  τότε )  στο ]  και συνεπώς 

 στο ] . Λόγω της (1) καταλήγουµε σε άτοπο.   □ 

(xp ¬ (|)( 2 xpcx − [x¬

)(| xpcx ′− [x¬

 
Απόδειξη του Θεωρήµατος 9.1.2. 
 Εφόσον , υπάρχουν ∞<]:[ –K Kaa n ∈,...,1  µε την ιδιότητα 

 (για παράδειγµα, κάθε βάση }  του k-διανυσµατικού 

χώρου Κ έχει την προηγούµενη ιδιότητα). Αρκεί εποµένως να αποδείξουµε ότι: αν 
 µε  και k υπόσωµα του Κ, τότε υπάρχει  µε την 

ιδιότητα ) . (Το ζητούµενο προκύπτει από διαδοχική εφαρµογή της 

ανωτέρω συνεπαγωγής). 

),...,( 1 naaK –= ,...,{ 1 naa

),( bakK = Kba ∈, Kθ∈

(θkK =

 Έστω  και ) ),(Irr)( kaxp = ,(Irr)( kbxq = . Θεωρούµε επίσης τις 

παραγοντοποιήσεις στο  ¬

)()()(),()()( 11 mn bxbxxqaxaxxp −−=−−=  

όπου  και . aa =1 bb =1

 Τα  είναι διαφορετικά ανά δύο λόγω του Λήµµατος 9.1.3. Θεωρούµε τα 

στοιχεία 

jb

 ¬∈
−
−

j

i

bb
aa

1

1                (2) 

όπου 1. Επειδή το k είναι άπειρο σώµα και τα στοιχεία στην (2) είναι 

πεπερασµένου πλήθους, υπάρχει }

≠j

0{−∈ kc  µε c διάφορο από κάθε στοιχείο στη 

(2). Θέτουµε 
 cbaθ += .               (3) 
Θα αποδείξουµε ότι . Η σχέση )  είναι προφανής. Αρκεί 

να δείξουµε ότι )  και για τούτο αρκεί να δείξουµε ότι )

)(),( θkbak = ,()( bakθk ⊆

(, θkba ∈ (θkb∈  λόγω της 

(3). 
 Θεωρούµε το πολυώνυµο 

][)()()( tθkcxθpxr ∈−= . 

Ισχύει 0)()()( ==−= apcbθpbr . Έτσι το b είναι κοινή ρίζα των πολυωνύµων 

 και . Εποµένως ][)( tθkr∈ ][)(][ tθktkq ⊆∈
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    και   .             (4) rθkb |))(,(Irr qθkb |))(,(Irr

Ισχυρισµός. Τα πολυώνυµα r και q έχουν ακριβώς µια κοινή ρίζα στο . 
Πράγµατι, αν ρ είναι ρίζα του r, το 

¬

ρcθ −  είναι ρίζα του p και άρα 

},...,{ 1 naaρcθ ∈− . 

Όµως ρ ρίζα του q σηµαίνει 
},...,{ 1 mbbρ∈ . 

Οι δύο παραπάνω συνθήκες και ο ορισµός του c δίνουν bρ = . 

 Από τον ισχυρισµό και την (4) έπεται ότι 
dxθkb +=))(,(Irr  

όπου . Άρα 0  δηλαδή ))(θkd ∈ =+ db (θkdb ∈−= .    □ 

 

9.1.4  Παράδειγµα  Έστω )3,2(–=K . Τότε 

2),2(Irr 2 −= x–  

3),3(Irr 2 −= x– . 

Άρα 21 =a , 22 −=a , 31 =b , 32 −=b . Το θεώρηµα (ή µάλλον η απόδειξή 

του) µας πληροφορεί ότι για κάθε }0{−∈–c  µε 

3
2

)3(3
22

−=
−−
−−

≠c , 

δηλαδή για κάθε , ισχύει }0{−∈–c )32()3,2( c+= –– . Για παράδειγµα 

µπορούµε να πάρουµε 1 , οπότε =c

)32()3,2( += –– . 

Φυσικά η τελευταία ισότητα αποδεικνύεται εύκολα χωρίς τη χρήση του 
θεωρήµατος (πως;). 

Σηµείωση.  Οι αναγνώστες που είναι έµπειροι στη θεωρία Galois θα 
αναγνωρίσουν την έννοια της διαχωρισιµότητας που υπεισέρχεται στο Θεώρηµα 
9.1.2 και στο Λήµµα 9.1.3. 

 Αν )  είναι ένα αριθµητικό σώµα τότε ο βαθµός της επέκτασης  

είναι [  όπου  είναι ο βαθµός του πολυωνύµου ) . Πράγµατι, τα 

(θK –= –/K

nK =]: – n ,(Irr –θ
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στοιχεία  είναι µια βάση του Κ ως -διανυσµατικός χώρος: είναι 

γραµµικώς ανεξάρτητα, γιατί αν  τότε το πολυώνυµο 

 µηδενίζεται από το θ και έχει βαθµό µικρότερο από το n. 

Άρα είναι το µηδενικό πολυώνυµο. Αν , τότε  

. Από την τελευταία σχέση 

συµπεραίνουµε ότι για κάθε 0 , το  είναι γραµµικός συνδυασµός των 

. Άρα τα  παράγουν το Κ. Έχουµε αποδείξει την ακόλουθη 

πρόταση: 

12 −n

01−n

1−n

n

1nnn −

mn+

1−n 1−n

0

,...,,,1 θθθ –

110 =+++ −n θaθaa

110 −+++ n xaxaa

xxccθ +++= 10),(Irr – +0c

)(0 0111 cθcθcθθθc n +++−=⇒=++ −

>m θ

,...,,1 θθ ,...,,1 θθ

 
9.2.5  Πρόταση  Έστω  ένα αριθµητικό σώµα και n ο βαθµός του 

πολυωνύµου . Τότε µία βάση του Κ ως -διανυσµατικός χώρος είναι το 

σύνολο . 

)(θK –=

),(Irr –θ –

},...,,1{ 1−nθθ

 

9.2 ∆ιακρίνουσα Βάσης 

 Σε κάθε βάση ενός αριθµητικού σώµατος θα ορίσουµε στην παράγραφο αυτή 
έναν ρητό αριθµό που ονοµάζεται διακρίνουσα. Η έννοια αυτή θα βρει εφαρµογή 
στην επόµενη παράγραφο όπου µελετούµε ακέραιες βάσεις. 
 Έστω Κ ένα αριθµητικό σώµα. Μας ενδιαφέρουν οι µονοµορφισµοί σωµάτων 

. Η επόµενη πρόταση µας πληροφορεί ότι το πλήθος τους είναι 
πεπερασµένο και µάλιστα ίσο µε ] . Πρώτα µια παρατήρηση: αν 

, όπου  είναι αλγεβρικό, είναι οµοµορφισµός σωµάτων, τότε ο 

σ προσδιορίζεται πλήρως από την εικόνα  έχει  ή 

 αφού το  είναι ιδεώδες του σώµατος ) . Υποθέτουµε 

λοιπόν 0 . Κάθε οµοµορφισµός  είναι σταθερός στο , δηλαδή 

για κάθε 

¬→K
:[ –K

¬– →)(: θσ ¬∈θ

¬– →)(: θσ ker =σ

)(ker θσ –= σker (θ–

≠σ ¬– →)(: θσ –

aaσ =)(  –∈a , γιατί: 

==++=⇒=⇒=⋅= )1()11()(1)1()1()()1()( σmσmσσσaσaσaσ  m για κάθε 

. Τέλος Ÿ∈m

m
m

mσ
mσ

m
mσ

′
=

′
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′ )(
)( , 
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για κάθε  0Ÿ∈′mm, , ≠′m . Τώρα κάθε )(θb –∈  γράφεται ως 

 (Πρόταση 9.1.5). Εποµένως για τον οµοµορφισµό σ 

ισχύει . Άρα κάθε οµοµορφισµός  

ορίζεται µονοσήµαντα από την εικόνα . 

1
110

−
−+++= n

n θaθaab
1

10 )()()( −+++= nθσθσaabσ ¬– →)(: θσ

)(θσ

 
9.2.1  Πρόταση  Έστω  ένα αριθµητικό σώµα βαθµού n και έστω 

 οι ρίζες του πολυωνύµου . Τότε για κάθε n

)(θK –=

¬∈nθθ ,...,1 ),(Irr –θ i ,....,1=  υπάρχει 

µονοµορφισµός σωµάτων  που ικανοποιεί ¬→Kσ i :

ii θθσ =)( . 

Οι µονοµορφισµοί  είναι διακεκριµένοι. Αντίστροφα, κάθε µονοµορφισµός 

 είναι ένας από τους . 
nσσ ,....,1

¬→K iσ

 
Απόδειξη.  Έστω ) . Ο επιµορφισµός δακτυλίων ,(Irr)( –θxp =

][)()(]´[ θθfxfx –– ∈∋  

επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων ][))(/(][ θxpx –– ≅ . Το αριστερό σκέλος 

είναι σώµα, γιατί ο ]  είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών και το )  είναι 

ανάγωγο (Λήµµα 1.2.4). Άρα το ]  είναι σώµα. Επειδή 

[x– (xp

[θ– )(][ θθθ –– ⊆∈ , ο 

ορισµός του ]  δίνει )[θ– (][ θθ –– = . Έτσι για κάθε ni ,...,1=  ο οµοµορφισµός 

δακτυλίων 
)()()(][ ii θθfxfx –– ∈∋  

επάγει έναν ισοµορφισµό σωµάτων 
)())(/(][ ii θxpx –– ≅ , 

όπου . Όµως ),(Irr)( –ii θxp = )(0)( xpθp ii ⇒=  διαιρεί το  

γιατί το )  είναι ανάγωγο και τα ,  είναι µονικά. Με  

συµβολίζουµε τον µονοµορφισµό που είναι η σύνθεση 

)

)(xp

()()( xpxpxp i =⇒

(xp )(xpi iσ

¬––– ⊆≅≅ )())(/(][)(: iii θxpxθσ . 

Ισχύει . Από το Λήµµα 9.1.3 τα  είναι διάφορα ανά δύο. Άρα και οι 

 είναι διάφοροι ανά δύο. 
ii θθσ =)( iθ

iσ
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 Αντίστροφα, έστω  µονοµορφισµός. Τότε  

, γιατί 

¬– →)(: θσ ⇒= 0)(θp

0))((0))(( =⇒= θσpθpσ aaσ =)(  για κάθε –∈a  όπως παρατηρήσαµε 

πριν την Πρόταση 9.1.1. Άρα iθθσ =)(  για κάποιο i.    □ 

  

 Για παράδειγµα οι µονοµορφισµοί ¬– →)2(  είναι 

2)2(,)2(:

2)2(,)2(:

22

11

−=→

=→

σσ

σσ

¬–

¬–
 

γιατί 2),2(Irr 2 −= x– . Έτσι το τυχαίο )2(210 –∈+ aa  έχουµε 

2)2( 10101 aaaaσ +=+  και 2)2( 10102 aaaaσ −=+ . Παρόµοια, οι 

µονοµορφισµοί ¬– →)2(3  είναι τρεις (γιατί 2),2(Irr 33 −= x–  από το 

κριτήριο του Eisenstein) που προσδιορίζονται από 

,2)2(

2)2(

2)2(

323
3

33
2

33
1

ωτ

ωτ

τ

=

=

=

 

όπου ω είναι ρίζα του πολυωνύµου 1  (ή ισοδύναµα  και ). 2 ++ xx 1 13 =ω ≠ω
 
9.2.2  Ορισµός  Έστω Κ ένα αριθµητικό σώµα βαθµού n και  µία βάση 

του Κ ως -διανυσµατικός χώρος. Θεωρούµε τους µονοµορφισµούς  

 της Πρότασης 9.2.1 και τον n

naaa ,...,, 21

– :,...,1 nσσ

¬→K n×  πίνακα στοιχείων του  ¬

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

)()()(

)()()(
))((

21

12111

nnnn

n

ji

aσaσaσ

aσασaσ
aσ . 

Η διακρίνουσα της βάσης  είναι ο µιγαδικός αριθµός naa ,...,1

2
1 )))((det(),...,( jin aσaa∆ = . 

Συνεχίζοντας το παραπάνω παράδειγµα έχουµε στο )2(–  

8
21
21det)2,1(

2

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=∆ , 

και στο )2(3–  
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=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
332

323

33

33

421
421
421

det)4,2,1(
ωω
ωω∆ (Vandermonde) 

108)1()1(4)22()22()22( 24223232323233 =−−=−−− ωωωωωωω . 

 ∆εν είναι τυχαίο το γεγονός στο προηγούµενο παράδειγµα ότι οι διακρίνουσες 
είναι ρητοί αριθµοί: Κάθε διακρίνουσα είναι ρητός αριθµός (δες την επόµενη 
πρόταση). Συχνά, αλλά όχι πάντα, είναι ακέραιος (δες την Πρόταση 9.3.3). 
 
9.2.3  Πρόταση  Κάθε διακρίνουσα βάσης αριθµητικού σώµατος είναι µη µηδενικός 
ρητός αριθµός. 
 
Απόδειξη.  Έστω Κ αριθµητικό σώµα. Ως συνήθως γράφουµε  

(Θεώρηµα 9.1.2). Έστω  οι ρίζες του )  στο . Θεωρούµε τη βάση 

 του Κ (Πρόταση 9.1.5). Από τον ορισµό της διακρίνουσας και την 
Πρόταση 9.2.1 παίρνουµε 

)(θK –=

nθθ ,...,1 ,(Irr –θ ¬

12 ,...,,,1 −nθθθ

1,...,0,,...,1),det(),...,,1( 1 −===− njniθθθ∆ j
i

n . 

Η ορίζουσα 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
−

−

12

1
1

2
11

1

1
det)det(

n
nnn

n

j
i

θθθ

θθθ
θ  

είναι η γνωστή ορίζουσα Vandermonde. Άρα 

 21 )(),...,,1( sr
sr

n θθθθ∆ −=∏
<

− .             (5) 

Το δεξί σκέλος της (5) είναι συµµετρικό ως προς τα . Από το θεµελιώδες 

θεώρηµα των συµµετρικών πολυωνύµων (Θεώρηµα 0.9.1) το δεξί σκέλος είναι 
πολυώνυµο στα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα 

iθ

nθθe ++= 11 ,  

. Από τους τύπους του Vieta έχουµε  

όπου . Φυσικά 

+= 212 θθe

nnnn θθeθθθθ 1131 ,..., =++ − ini pe −±=

nn
n xxpxppθ ++++= −
−

1
110),(Irr – –∈ip . Άρα και 

. Από την (5) και το Λήµµα 9.1.3 έχουµε –∈− ),...,,1( 1nθθ∆ 0≠∆ . 
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 Αποδείξαµε λοιπόν τον ισχυρισµό της πρότασης για την συγκεκριµένη βάση 

. Έστω τώρα  τυχαία βάση του Κ. Γράφοντας 1,...,,1 −nθθ naa ,...,1

nkbθba kj
j

kj
j

k ,...,1,, =∈=∑ –  

παίρνουµε από τον ορισµό του γινοµένου πινάκων ότι 

    
2

2
1 det))((det),...,( ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∑ j

ikj
j

kin θbaσaa∆

),...,,1()(det)(det)(det 1222 −== n
kj

j
ikj θθ∆bθb . 

Ισχύει  γιατί ο πίνακας )  είναι πίνακας αλλαγής βάσης 

διανυσµατικού χώρου. Επειδή  έχουµε και . 

Τέλος ,  και άρα 

0

0 0

)(det ≠kjb ( kjb

),...,,1( 1 ≠−nθθ∆ ),...,( 1 ≠naa∆
2)(det kjb –∈− ),...,,1( 1nθθ∆ –∈),...,( 1 naa∆ .   

 □ 
 
9.2.4  Παρατήρηση  Αν  και }},...,{ 1 naaA = ,...,{ 1 naaA ′′=′  είναι δύο βάσεις του 

Κ ως  διανυσµατικός χώρος και Β είναι ο πίνακας µετάβασης από την Α στην 

, τότε 

–

A′

),...,()(det),...,( 1
2

1 nn aa∆Baa∆ =′′ , 

όπως είδαµε στην προηγούµενη απόδειξη. 
 

9.3 Αλγεβρικοί Ακέραιοι, Ακέραιες Βάσεις 

 Ένα στοιχείο  ενός αριθµητικού σώµατος ονοµάζεται αλγεβρικός 
ακέραιος αν είναι ρίζα ενός µονικού πολυωνύµου που έχει ακέραιους συντελεστές. 
(∆ες και τη § 7.2). Το σύνολο των αλγεβρικών ακεραίων του Κ είναι υποδακτύλιος 
του Κ σύµφωνα µε το Πόρισµα 7.2.5 (Οι αλγεβρικοί ακέραιοι του Κ είναι η 
ακέραια θήκη του ). Ο υποδακτύλιος αυτός συµβολίζεται µε . 

Ka∈

K⊆Ÿ KO
 Για παράδειγµα το στοιχείο 

)5(5
2
1

2
1

–∈+=a  

είναι αλγεβρικός ακέραιος γιατί είναι ρίζα του πολυωνύµου 
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15
2
1

2
15

2
1

2
1 2 −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− xxxx . 

9.3.1  Πρόταση  Έστω K  όπου το Κ είναι αριθµητικό σώµα. Τότε το a είναι 
αλγεβρικός ακέραιος αν και µόνο αν 

a∈
][),(Irr xa Ÿ– ∈ , δηλαδή οι συντελεστές του 

 είναι ακέραιοι. ),(Irr –a

 
Απόδειξη.  Έστω . Αν ]),(Irr)( –axp = [)( xxp Ÿ∈  τότε από τον ορισµό έπεται 

ότι το a είναι αλγεβρικός ακέραιος αφού 0)( =ap . Αντίστροφα, έστω a 

αλγεβρικός ακέραιος. Τότε 0)( =aq  για κάποιο µονικό ][)( xxq Ÿ∈ . Θεωρώντας 

το )  στο ]  συµπεραίνουµε ότι το )  διαιρεί το ) . Έχουµε λοιπόν 

 µε την ιδιότητα 

(xq [x– (xp (xq

][)( xxh –∈

)()()( xhxpxq =  

και όλα τα πολυώνυµα αυτά είναι µονικά. Απαλοίφοντας παρονοµαστές, µπορούµε 
να γράψουµε 

)()()( 11 xhxpxqαβ =  

όπου και ]Ÿ∈βα,  [)(),( 11 xxhxp Ÿ∈  είναι πρωταρχικά. Από το λήµµα του Gauss 

(Λήµµα 1.3.3), το )  είναι πρωταρχικό. Άρα 1()( 11 xhxp ±=αβ . Έτσι , 

οπότε ] .        

 □ 

1±=a

[)( xxp Ÿ∈

 
9.3.2.  Πόρισµα  Έστω Κ αριθµητικό σώµα. Τότε 

Ÿ– =∩KO . 

 
Απόδειξη.  Ισχύει βέβαια –Ÿ ∩⊆ KO  αφού κάθε Ÿ∈a  είναι ρίζα του 

. Αντίστροφα, έστω ][xax Ÿ∈− –∩∈ Ka O . Τότε axa −=),(Irr –  γιατί . 

Όµως από την Πρόταση 9.3.1, έχουµε ]

–∈a

[),(Irr xa Ÿ– ∈ . Άρα Ÿ∈a .  □ 

 Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι το  ως -πρότυπο είναι ελεύθερο 

τάξης ] . Αυτό θα επιτευχθεί µε τη βοήθεια της έννοιας της 

διακρίνουσας. Ως άµεσο πόρισµα λαµβάνουµε ότι ο δακτύλιος  είναι της 

Noether. Το γεγονός αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι κάθε στοιχείο του  

KO Ÿ

:[ –Κn =

KO

KO
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γράφεται ως γινόµενο αναγώγων παραγόντων (αλλά όχι αναγκαστικά κατά 
µοναδικό τρόπο!). 
 
9.3.3 Πρόταση  Έστω  βάση του Κ ως -διανυσµατικός χώρος. Αν 

, τότε 
naa ,...,1 –

∈naa ...,1 KO Ÿ∈),...,( 1 naa∆ . 

 
Απόδειξη.  Γνωρίζουµε από την Πρόταση 9.2.3 ότι –∈),...,( 1 naa∆ . Αν  

και  είναι µονοµορφισµός τότε και 

∈a KO

¬→Kσ : ∈)(aσ KO : πράγµατι, αν  

για µονικό  τότε 

0

] 0

)( =af

[)( xxf Ÿ∈ ))(())(( == afσaσf , και άρα . Τώρα 

από τον ορισµό της διακρίνουσας συµπεραίνουµε ότι  όταν 

. Άρα 

∈)(aσ KO

∈),...,( 1 naa∆ KO

∈naa ,...,1 KO ∈),...,( 1 naa∆ KO Ÿ– =∩  σύµφωνα µε το Πόρισµα 9.3.2. □ 

 Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 9.1.2 κάθε αριθµητικό σώµα είναι της µορφής 
. Η επόµενη πρόταση µας πληροφορεί ότι µπορούµε να επιλέξουµε το θ 

να είναι αλγεβρικός ακέραιος. 

)(θK –=

 
9.3.4  Πρόταση  Έστω Κ ένα αριθµητικό σώµα και Ka∈ . Τότε υπάρχει 

 µε την ιδιότητα }0{−∈Ÿm Kma O∈ . Κατά συνέπεια )(θK –=  για κάποιο 

. Kθ O∈
 

Απόδειξη.  Έστω 0  µε 0
1

1 =+++ −
− baba n

n
n –∈ib . Γράφοντας  µε 

 και πολλαπλασιάζοντας την αρχική εξίσωση µε  

παίρνουµε 

iii dcb /=

Ÿ∈ii dc , n
n

n ddd )( 11 −=

0)()()(
0

0
2

2

2

2
1

1
1 =+++ −

−
−

−

−
− d

dcda
d
dcda

d
dcda

n
n

n
n

n

n
n

n . 

Επειδή οι συντελεστές Ÿ∈
−

−
in

i

in d
dc , έχουµε Kda O∈ . 

 Για το δεύτερο ισχυρισµό της πρότασης, παρατηρούµε ότι  για 

κάποιο  (Θεώρηµα 9.1.2). Από τον πρώτο ισχυρισµό έχουµε  για 

)

Kθ∈ θm ∈

(θK –=

KO
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κάποιο }0{−∈Ÿm ()( θmθ ––. Ισχύει όµως )= , πράγµα που έπεται αµέσως από 

τους ορισµούς των )–  και ) .      □ (θ (– θm

 
9.3.5  Θεώρηµα  Έστω Κ ένα αριθµητικό σώµα βαθµού n. Τότε το -πρότυπο  

είναι ελεύθερο τάξης n. 

Ÿ KO

 
Απόδειξη.  Από την Πρόταση 9.3.4 έχουµε )(θK –=  για κάποιο Kθ O∈ . Για ένα 

τέτοιο θ, τα στοιχεία  αποτελούν βάση του Κ ως -διανυσµατικός 

χώρος και κάθε  είναι αλγεβρικός ακέραιος. Τώρα από όλες τις βάσεις  

του Κ ως -διανυσµατικός χώρος, όπου κάθε  είναι αλγεβρικός ακέραιος, 

επιλέγουµε µια, έστω , µε την ιδιότητα ο θετικός ακέραιος 

1−nθ,1 θ,..., –

iθ naa ,...,1

– ia

nωω ,...,1

|),...,(| 1 nωω∆  

(Πρόταση 9.3.3) να είναι ελάχιστος. Ισχυριζόµαστε ότι τα  αποτελούν 

βάση του  ως -πρότυπο. Έστω (για άτοπο) ότι δεν αποτελούν βάση. Αφού τα 

 είναι βάση του Κ ως -διανυσµατικός χώρος, η προηγούµενη υπόθεση 

σηµαίνει ότι για κάποιο  έχουµε 

nωω ,...,1

KO Ÿ

nωω ,...,1 –

Kω O∈

nnωaωaω ++= 11  

για κάποιο Ÿ– −∈ia . Έστω  Ÿ– −∈1a . Γράφουµε raa +=1  µε  και 

. Εύκολα ελέγχουµε ότι τα στοιχεία 

Ÿ∈a

10 << r

nωωωaω ,...,, 21−  

είναι αλγεβρικοί ακέραιοι και αποτελούν βάση του διανυσµατικού χώρου Κ. Ο 
πίνακας µετάβασης από την πρώτη βάση στη δεύτερη είναι 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

100

010
001
000

3

2

1

na

a
a

aa

B . 

Σύµφωνα µε τη Σηµείωση 9.2.4 έχουµε 

),...,,()(det),...,,( 21
2

21 nn ωωω∆Bωωωaω∆ =− . 

Αλλά , και συνεπώς 1)()(det 22
1

2 <=−= raaB
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),...,,(),...,,( 2121 nn ωωω∆ωωωaω∆ <−  

που είναι άτοπο.        □ 
 
9.3.6  Πόρισµα  Έστω Κ ένα αριθµητικό σώµα. Τότε ο δακτύλιος  των 

αλγεβρικών ακεραίων του Κ είναι δακτύλιος της Noether. 
KO

 
Απόδειξη.  Το Θεώρηµα 9.3.5 µας πληροφορεί ότι το -πρότυπο  είναι 

πεπερασµένα παραγόµενο. Άρα το -πρότυπο  είναι της Noether (Πόρισµα 

5.2.3(i)). Συνεπώς κάθε -υποπρότυπο του  είναι πεπερασµένα παραγόµενο 

(Πρόταση 5.1.1). Ειδικά, κάθε ιδεώδες του  είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 

Άρα ο δακτύλιος  είναι της Noether.      □ 

Ÿ KO

Ÿ KO

Ÿ KO

KO

KO
 
9.3.7  Πόρισµα  Έστω Κ ένα αριθµητικό σώµα. Κάθε µη µηδενικό µη αντιστρέψιµο 
στοιχείο . Ka O∈
 
Απόδειξη.  Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ο δακτύλιος  είναι της Noether 

(Πόρισµα 9.3.6) η απόδειξη είναι ίδια (λέξη προς λέξη!) µε την απόδειξη της 
Πρότασης 1.2.3 και αφήνεται ως άσκηση. (Στην Πρόταση 1.2.3, ο δακτύλιος R 
ήταν δακτύλιος κυρίων ιδεωδών. Αλλά στην απόδειξη χρησιµοποιούµε µόνο το 
γεγονός ότι κάθε αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R είναι τελικά σταθερή). 
 □ 

KO

 Το Θεώρηµα 9.3.5 µας επιτρέπει να δώσουµε τον εξής ορισµό. 
 
9.3.8  Ορισµός  Ακέραια βάση ενός αριθµητικού σώµατος Κ λέγεται κάθε βάση του 

-προτύπου . Ÿ KO

 Για παράδειγµα, έστω )2(–=K . Ισχυριζόµαστε ότι |2{ nmK +=O  

. Πράγµατι, έστω }, Ÿ∈nm –−∈ Ka O . Τότε 2]:[),(Irrdeg1 =≤< –– Ka . Άρα 

. Έστω 2),(Irrdeg =–a 210 aaa += , –∈ia . Ισχύει  10(),(Irr aaxa −−=–

1
2
00

2
10 22)2)(2 aaaxaax −+−=+−  (γιατί;) Άρα (Πρόταση 9.3.1)  Ÿ∈02a



Κεφάλαιο  9 170

και . Εύκολα συµπεραίνουµε ότι Ÿ∈− 1
2
0 2aa Ÿ∈0a  και Ÿ∈1a . Τελικά }2,1{  

είναι µια ακέραια βάση του )2(– . 

 Έστω  και }},...,{ 1 naa ,...,{ 1 naa ′′  δύο ακέραιες βάσεις του αριθµητικού 

σώµατος Κ. Ο πίνακας µετάβασης από την πρώτη βάση στη δεύτερη, έστω Β, είναι 
αντιστρέψιµος και έχει στοιχεία ακεραίους αριθµούς. Άρα 1det ±=B . Τότε η 

Σηµείωση 9.2.4 µας πληροφορεί ότι οι αντίστοιχες διακρίνουσες ταυτίζονται 
),...,(),...,( 11 nn aa∆aa∆ ′′= . 

Έτσι δίνουµε τον εξής ορισµό. 
 
9.3.9  Ορισµός  Η διακρίνουσα ενός αριθµητικού σώµατος είναι η τιµή 

, όπου  είναι οποιαδήποτε ακέραια βάση του Κ. ),...,( 1 naa∆ },...,{ 1 naa

 Η διακρίνουσα ενός αριθµητικού σώµατος είναι ένας µη µηδενικός ακέραιος 
αριθµός (Πρόταση 9.3.3). Έχει σηµαντικότατες εφαρµογές στην Αλγεβρική 
Θεωρία Αριθµών. 
 Ένα εύλογο ερώτηµα εδώ είναι πως υπολογίζεται η διακρίνουσα αριθµητικού 
σώµατος, η πως προσδιορίζεται µια ακέραια βάση. Μια µερική απάντηση δόθηκε 
στην απόδειξη του Θεωρήµατος 9.3.5. Η επόµενη πρόταση είναι συχνά χρήσιµη σε 
συγκεκριµένους υπολογισµούς. 
 
9.3.10  Πρόταση  Έστω Κ ένα αριθµητικό σώµα και βάση  του Κ ως -

διανυσµατικός χώρος. Αν  και η διακρίνουσα  δεν 

διαιρείται µε το τετράγωνο πρώτου αριθµού, τότε η βάση  είναι ακέραια 

βάση. 

},...,{ 1 naa –

Knaa O⊆},...,{ 1 ),...,( 1 naa∆

},...,{ 1 naa

 
Απόδειξη.  Θα δείξουµε ότι το σύνολο }  είναι βάση του -προτύπου 

. Έστω }  βάση του -προτύπου  (Θεώρηµα 9.3.5). Αν Β είναι ο 

πίνακας µετάβασης από τη βάση }  του -διανυσµατικού χώρου Κ στη 

βάση }  του – -διανυσµατικού χώρου Κ, τότε 

,...,{ 1 naa Ÿ

KO ,...,{ 1 nbb Ÿ KO
,...,{ 1 nbb –

,...,{ 1 naa

),...,()(det),...,( 1
2

1 nn bb∆Baa∆ =  
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σύµφωνα µε τη Σηµείωση 9.2.4. Από την υπόθεση και το γεγονός ότι τα στοιχεία 
του Β είναι ακέραιοι, συµπεραίνουµε ότι 1det ±=B . Άρα η απεικόνιση -

προτύπων  που ορίζει ο πίνακας Β είναι ισοµορφισµός. Το σύνολο 

 είναι η εικόνα της βάσης }  του -προτύπου . Συνεπώς το 

 είναι επίσης βάση του Ÿ -προτύπου .    □ 

Ÿ

KK OO →

},...,{ 1 naa ,...,{ 1 nbb Ÿ KO

},...,{ 1 naa KO

 Για παράδειγµα, έστω },|13{)13( –– ∈+== babaK . Μια βάση του -

διανυσµατικού χώρου Κ είναι 

–

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ + 13

2
1

2
1,1 . 

Πράγµατι, έχουµε KO⊆
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ + 13

2
1

2
1,1 , γιατί το 13

2
1

2
1
+  είναι ρίζα του 

πολυωνύµου 

613
2
1

2
113

2
1

2
1 2 −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− xxxx . 

Η διακρίνουσα της παραπάνω βάσης είναι 

13
13

2
1

2
11

13
2
1

2
11

det13
2
1

2
1,1 =

−

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∆ , 

γιατί οι µονοµορφισµοί ¬– →)13(  είναι δύο 

.1313

1313

βαβα

βαβα

−+

++
 

Εφόσον ο 13 δεν διαιρείται µε το τετράγωνο πρώτου αριθµού, η Πρόταση 9.3.10 
µας πληροφορεί ότι η -βάση του Κ –

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ + 13

2
1

2
1,1  

είναι ακέραια βάση του . ΚO

 Το προηγούµενο παράδειγµα δείχνει ότι οι ακέραιες βάσεις δεν έχουν πάντα 
την αναµενόµενη µορφή: το σύνολο 

}13,1{  
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ενώ είναι -βάση του – )13(–=K  και επιπλέον KO⊆}13,1{ , δεν είναι όµως 

ακέραια βάση του . Πράγµατι, το στοιχείο KO

KO∈+ 13
2
1

2
1 · 

δεν γράφεται ως -γραµµικός συνδυασµός των 1 και Ÿ 13 . 

9.4 Παράδειγµα:  Τετραγωνικά σώµατα 

 Τετραγωνικό σώµα είναι ένα αριθµητικό σώµα βαθµού 2. Έστω Κ ένα 
τετραγωνικό σώµα. Τότε )(θK –=  για κάποιο αλγεβρικό ακέραιο  

(Πρόταση 9.3.4). Ο βαθµός του πολυωνύµου )  είναι 2 (Πρόταση 9.1.5). 

Έστω 

Kθ∈

,(Irr –θ

baxxθ ++= 2),(Irr – , 

όπου  (Πρόταση 9.3.1). Τότε Ÿ∈ba,

2
42 baaθ −±−

= . 

Ισχύει βέβαια )4()( 2 baθ −= –– . Γράφουµε , όπου και 

το  δεν διαιρείται µε το τετράγωνο πρώτου βαθµού. Τότε 

drba 22 4 =− Ÿ∈dr,  

d =− )4( 2 ba–  

)()( ddr –– = . Συµπέρασµα: κάθε τετραγωνικό σώµα Κ γράφεται στη µορφή 

)( dK –= , όπου  δε διαιρείται µε το τετράγωνο πρώτου αριθµού. Ÿ∈d

 Θα προσδιορίσουµε στη συνέχεια το δακτύλιο  του τετραγωνικού 

σώµατος 

KO

)( dK –= , καθώς και µια ακέραια βάση και τη διακρίνουσα του Κ. 

 

9.4.1  Θεώρηµα  Έστω )( dK –=  τετραγωνικό σώµα όπου το  δεν 

διαιρείται µε το τετράγωνο πρώτου αριθµού. Τότε 

Ÿ∈d

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

≡/

.4mod1αν,
2
1

2
1

4mod1αν],[

dd

dd
K

Ÿ

Ÿ

O  

Συνεπώς µια ακέραια βάση του Κ είναι το σύνολο 
},1{ d ′ , 

όπου 
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≡+

≡/
=′

.4mod1αν,
2
1

2
1

4mod1αν,

dd

dd
d  

Η διακρίνουσα του Κ είναι 

⎩
⎨
⎧

≡
≡/

=
.4mod1αν,

4mod1αν,4
dd
dd

∆  

Απόδειξη.  Το σύνολο },1{ d  είναι βάση του Κ ως -διανυσµατικός χώρος. 

Έστω 

–

)( dα –∈ . Τότε daaα 10 +=  µε –∈ia . Άρα 

n
dmlα +

=  

µε , 0  και µ.κ.δ.Ÿ∈nml ,, >n 1),,( =nml . Έστω )( Ÿ– −=−∈ KKα OO . Τότε 

2

22
2 2),(Irr

n
dmlx

n
lx

n
dmlx

n
dmlxα −

+−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
−=– , 

γιατί 1 (αφού ),(Irrdeg >–α –∉α ) και το )  διαιρεί το πολυώνυµο στο 

δεξί µέλος (αφού αυτό µηδενίζεται από το α). Σύµφωνα µε την Πρόταση 9.3.1, 
έχουµε 

,(Irr –α

 ŸŸ ∈
−

∈ 2

22

,2
n

dml
n
l .              (∗) 

 Έστω p ένας πρώτος αριθµός που διαιρεί το l και το n. Τότε από τη δεύτερη 

σχέση παίρνουµε . Επειδή το d δεν διαιρείται µε το τετράγωνο πρώτου 

αριθµού συµπεραίνουµε ότι . Αλλά τότε | µ.κ.δ. 1

dmp 22 |

mp | p ),,( =nml  που είναι 

άτοπο. Άρα µ.κ.δ. 1. Από την πρώτη σχέση παίρνουµε 1),( =nl =n  ή 2. 

 Ισχύει 14mod1 =⇒≡/ nd . 

 Πράγµατι, αν 2 , τότε µ.κ.δ.=n lnl ⇒=1),(  είναι περιττός. Από τη δεύτερη 

σχέση των (∗) παίρνουµε m περιττός. Συνεπώς 4 . Από τη δεύτερη 

σχέση των (∗) παίρνουµε τότε 

mod122 ≡≡ ml

4mod1≡d , άτοπο. 
 Ισχύει 14mod1 =⇒≡ nd  ή 2. 
 Αυτό έχει ήδη αποδειχθεί (ανεξάρτητα από το d). 
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 Από τον πρώτο ισχυρισµό έχουµε ][ dK Ÿ⊆O  όταν 4mod1≡/d , και από το 

δεύτερο ισχυρισµό έχουµε ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⊆ dK 2

1
2
1

ŸO  όταν 4mod1≡d . Επειδή οι 

αντίστροφες σχέσεις Kd O⊆][Ÿ  (για 4mod1≡/d ) και Kd O⊆⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

2
1

2
1

Ÿ  (για 

) είναι προφανείς, προκύπτουν ισότητες. Μένει να βρούµε τη 
διακρίνουσα του Κ. 

4mod1≡d

 Οι µονοµορφισµοί ¬– →)( d  είναι δύο 

.1010

1010

daadaa

daadaa

−+

++
 

Συνεπώς η διακρίνουσα ∆ του Κ είναι 

4mod1αν,4
1
1det

2

≡/=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
= dd

d
d∆  

4mod1αν,

2
1

2
11

2
1

2
11

det

2

≡=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
= dd

d

d
∆ , 

σύµφωνα µε τον Ορισµό 9.3.9.       □ 
 
9.5 Εφαρµογή:  Παραγοντοποίηση σε τετραγωνικά σώµατα και 

∆ιοφαντικές εξισώσεις. 

 Είδαµε στο Πόρισµα 9.3.7 ότι για αριθµητικό σώµα Κ κάθε µη µηδενικό µη 
αντιστρέψιµο στοιχείο του  γράφεται ως γινόµενο αναγώγων στοιχείων. 

Γνωρίζουµε ότι γενικά η παραγοντοποίηση αυτή δεν είναι µοναδική (Παράδειγµα 
1.1.4). Τα παρακάτω θεωρήµατα µας παρέχουν παραδείγµατα όπου ο  είναι 

περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης για κάποια τετραγωνικά σώµατα Κ. 

KO

KO

 

9.5.1  Θεώρηµα  Έστω )( dK –=  τετραγωνικό σώµα όπου το d δεν διαιρείται µε 

το τετράγωνο πρώτου βαθµού. Αν 0<d , τότε ο δακτύλιος  είναι Ευκλείδεια 

περιοχή αν και µόνο αν 
KO
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11,7,3,2,1 −−−−−=d . 

Σε καθεµιά από τις περιπτώσεις αυτές, µια Ευκλείδεια συνάρτηση  

είναι ο περιορισµός της συνάρτησης 

Õ→− }0{: Kφ O

Õ– ∈−+∋ dbadbad 22)( . 

 

9.5.2  Θεώρηµα  Έστω )( dK –=  τετραγωνικό σώµα όπου το d δεν διαιρείται µε 

το τετράγωνο πρώτου αριθµού. Αν , τότε ο δακτύλιος  είναι Ευκλείδεια 

περιοχή µε Ευκλείδεια συνάρτηση 

0>d KO

Õ→− }0{: Kφ O  τον περιορισµό της συνάρτησης 

Õ– ∈−+∋ ||)( 22 dbadbad  

αν και µόνο αν  73,55,41,37,33,29,21,19,17,13,11,7,6,5,3,2=d .

 Το πρώτο θεώρηµα χαρακτηρίζει το τετραγωνικό σώµα )( dK –=  µε 

, όπου ο  είναι Ευκλείδεια περιοχή, ενώ το δεύτερο χαρακτηρίζει τα 

τετραγωνικά σώµατα 

0<d KO

)( dK –=  µε 0  όπου ο  είναι Ευκλείδεια περιοχή 

ως προς τη δεδοµένη συνάρτηση. Παραµένει ανοικτό το ερώτηµα αν ο  για 

>d KO

KO

)( dK –= , , δύναται να είναι Ευκλείδειος ως προς διαφορετική 

συνάρτηση. Ο Samuel (1971) εικάζει ότι αυτό συµβαίνει για 

0>d

14=d . Η απόδειξη 
του πρώτου θεωρήµατος δεν είναι δύσκολη σε αντίθεση µε το δεύτερο θεώρηµα 
που οπωσδήποτε είναι ένα βαθύ αποτέλεσµα. Παραλείπουµε τις αποδείξεις και 
ερχόµαστε αµέσως σε παραδείγµατα ∆ιοφαντικών εξισώσεων που λύνονται µε τη 
βοήθεια της µοναδικής παραγοντοποίησης στους αλγεβρικούς ακεραίους των 
τετραγωνικών σωµάτων που µνηµονεύονται στα παραπάνω θεωρήµατα. Πρώτα 
όµως ας δούµε την έννοια της νόρµας. 

 Έστω )( dK –=  τετραγωνικό σώµα. Αν daaa 10 += , θέτουµε 

 που ονοµάζεται νόρµα του a. Έτσι ορίζεται µια απεικόνιση daaaN 2
1

2
0)( −=

–– →)(: dN . Ισχύει )()()( 21 aσaσaN = , όπου  είναι µονοµορφισµοί 21,σσ

¬– →)( d . Άρα  για κάθε )()()( bΝaΝabΝ = )(, dba –∈ . Αν  , τότε 

. Πράγµατι για  , οπότε  
Ka O∈

Ÿ∈)(aN –∈a Ÿ∈a  κατά το Πόρισµα 9.3.2, αυτό είναι 

προφανές, ενώ για   ισχύει , οπότε 

 κατά την Πρόταση 9.3.1. 

–∉a daaxaxa 2
1

2
00

2 2),(Irr −+−=–

∈− daa 2
1

2
0 Ÿ
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9.5.3  Λήµµα  Τα αντιστρέψιµα στοιχεία του  είναι  ][iŸ },1{ i±±  και τα 

αντιστρέψιµα στοιχεία του ]2[Ÿ  είναι }1{± . 

 

Απόδειξη.  Έστω ]2[, −∈Ÿba  µε 1=ab . Τότε 1)1()( == NabN  οπότε 

. Άρα 11)()( =bNaN )( ±=aN . Γράφοντας 210 −+= aaa ,  έχουµε 

. Οι µόνες λύσεις είναι 

Ÿ∈ia

12 2
1

2
0 ±=+ aa )0,1(),( 10 ±=aa . Η απόδειξη για το  

είναι παρόµοια (ή δες την Πρόταση 1.5.4).     □ 

][iŸ

9.5.4  Παράδειγµα   Η ∆ιοφαντική εξίσωση 2  έχει ακριβώς δύο λύσεις 

, . 

23 += yx

3=x 5±=y

 

Απόδειξη.  Θεωρούµε το τετραγωνικό σώµα )2( −= –K . Τότε ]2[ −= ŸKO  

σύµφωνα µε την Πρόταση 9.4.1. Ο δακτύλιος  είναι Ευκλείδεια περιοχή 

σύµφωνα µε το Θεώρηµα 9.5.1 και συνεπώς περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης 

(Πρόταση 1.5.2 και Θεώρηµα 1.2.1). Έστω τώρα 2 . Παραγοντοποιούµε 

στο , 

KO

23 += yx

KO

 )2)(2(3 −−−+= yyx .              (6) 

Έστω Kba O∈−+ 2  κοινός διαιρέτης των 2−+y  και 2−−y . Τότε αυτός 

διαιρεί το άθροισµα, δηλαδή 

yba 2|2−+  

και τη διαφορά, δηλαδή 

22|2 −−+ ba . 

Χρησιµοποιώντας τη νόρµα, οι δύο τελευταίες σχέσεις δίνουν 
222 4|2 yba +    και   . 8|2 22 ba +

Επειδή ο y είναι περιττός (y άρτιος 2  είναι άρτιος 23 +=⇒ yx x⇒ άρτιος 

 άτοπο) λαµβάνουµε 28 2 +⇒ y

4|2 22 ba +  

και άρα 4 . Οι µόνες λύσεις είναι βέβαια ,2,12 22 =+ ba
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)0,2(),1,0(),0,1(),( ±±±=ba  

οπότε 

2,2,12 ±−±±=−+ ba . 

Ισχυριζόµαστε ότι 12 ±=−+ ba . Πρώτα, αν 22 −±=−+ ba  τότε από τη 

σχέση 2|2 −+−+ yba  παίρνουµε y|2− , δηλαδή y άρτιος που είναι άτοπο. 

Με παρόµοιο τρόπο αποκλείεται η δεύτερη περίπτωση 22 ±=−+ ba . Συνεπώς 

12 ±=−+ ba , δηλαδή οι µόνοι κοινοί διαιρέτες των 2−+y  και 2−−y  

είναι οι 1 . Χρησιµοποιώντας τώρα το γεγονός ότι η παραγοντοποίηση στο  

είναι µοναδική και τη σχέση (6) συµπεραίνουµε ότι 

± KO

 3)2(2 −+±=−+ dcy               (7) 

για κάποιο 2−+ dc ]2[ −∈Ÿ , γιατί το 2−+y  είναι µη µηδενικό µη 

αντιστρέψιµο στοιχείο του  ]2[ −Ÿ  σύµφωνα µε το Λήµµα 9.5.3. Οι συντελεστές 

του 2−  στην (7) δίνουν 

)23(1 22 dcd −±= . 

Η τελευταία εξίσωση έχει ακριβώς τις λύσεις 1±=c , 1±=d . Τότε παίρνουµε 
,  από τις (7) και (6).      □ 3=x 5±=y

 
9.5.5  Παράδειγµα  Η ∆ιοφαντική εξίσωση 

423 += yx  

έχει ακριβώς τέσσερις λύσεις: 5=x , 1±=y  και 2=x , 2±=y

)

. 

 
Απόδειξη.  1η περίπτωση: y είναι περιττός. Εργαζόµενοι στο δακτύλιο ] , που 

είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης, έχουµε 

[iŸ

 .              (8) 2)(2(3 iyiyx −+=

Έστω  ένας κοινός διαιρέτης των bia + iy+2  και iy−2 . Όπως ακριβώς στο 

προηγούµενο παράδειγµα καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι κάθε κοινός διαιρέτης 
των  και  είναι iy+2 iy−2 i±± ,1  (που είναι αντιστρέψιµα στοιχεία). Άρα από 

την (8) και τη µοναδικότητα της παραγοντοποίησης παίρνουµε 
3)(2 ibaεiy +=+  
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όπου ]  και ε είναι µονάδα. Αλλά [iiba Ÿ∈+ iε ±±= ,1  (Λήµµα 9.5.3) και καθένα 

απ’ αυτά είναι τρίτη δύναµη στο ] . Άρα [iŸ

               (9) 3)(2 ibaiy +=+

για κάποιο ][iiba Ÿ∈+ . Παίρνοντας συζυγή στοιχεία (ή και εφαρµόζοντας τον 

µονοµορφισµό , ¬– →)(:2 iσ ibaiba −+ ) έχουµε 

 .            (10) 3)(2 ibaiy −=−

Προσθέτοντας τις (9) και (10) και εκτελώντας τις πράξεις έχουµε 

).3(2 22 baa −=  

Οι λύσεις είναι ,  και 1−=a 1±=b 2=a , 1±=b . Τότε η (8) δίνει 
32233 )()))((( baibaibax +=−+=  

οπότε για τις δύο λύσεις έχουµε 2=x  και 5=x . Φυσικά , 

. Όµως το y είναι περιττός. Άρα 

32 24 =+y

11,253 ±±=⇒ y 5=x , 11±=y

)

. 

 2η περίπτωση: y άρτιος. Τότε και ο x είναι άρτιος. Γράφοντας , 

 παίρνουµε 
02xx =

02yy =

 .          (10) 1)(1())((12 0000
2
0

3
0 iyiyiyiyyx −+=−+=+=

Ισχυριζόµαστε ότι µ.κ.δ. iiyiy +=−+ 1),( 00 . Κάθε κοινός διαιρέτης των  

και  θα διαιρεί τη διαφορά τους  ενώ ισχύει . Άρα 

µ.κ.δ. 1,   γιατί το 

iy +0

iy −0 i2 , 2)1(2 ii +=

),( 00 =−+ iyiy i+1 , 2)1( i+ i+1  είναι ανάγωγο στοιχείο του 

 (][iŸ ==+ 2)1( iN πρώτος αριθµός. Άσκηση 6). Όµως το i+1  διαιρεί τα  

και  γιατί 

iy +0

iy −0

)1(
2

1
2

1 00
0 i

y
i

y
iy +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

±
+

=±  

και 
2

1,
2

1 00 yy −+
Ÿ∈ . Επιπλέον το  δεν διαιρεί το 2)1( i+ iy +0  σε διαφορετική 

περίπτωση το i+1  θα διαιρούσε το 
2

1
2

1 00 yiy −
+

+ . Όµως η σχέση 

))(1(
2

1
2

1 00 ibaiyiy
++=

−
+

+  
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δίνει 1. Άρα πράγµατι µ.κ.δ.2 =a iiyiy +=−+ 1),( 00 . Τώρα από τη σχέση 

, δηλαδή τη σχέση ).1)(1(2 00
3 iyiyx +=

)1)(1()1( 00
32 iyiyxi −+=+  

και τη µοναδικότητα της παραγοντοποίησης συµπεραίνουµε ότι 

             (12) 3
0 ))(1(1 ibaiiy ++=+

για κάποιο ] . Τα πραγµατικά µέρη στην παραπάνω σχέση είναι [iiba Ÿ∈+

)4)((1 22 bababa +−+= . 

Οι λύσεις είναι ,  και 1±=a 0=b 0=a , 1±=b . Αλλά τότε 2−=y  από τη (12). 

Άρα 2  από την (11).       □ =x

 Οι διοφαντικές εξισώσεις των προηγούµενων παραδειγµάτων οφείλονται στον 
Fermat. 
 

Ασκήσεις 

1.  Βρείτε ένα θ έτσι ώστε )()5,2( 3 θ–– = . 

2.  Ποιοι είναι οι µονοµορφισµοί ¬– →)3(4 ; Ποια είναι τα πολυώνυµα 

),3(Irr),,3(Irr 4 –– ; 

3. Έστω θ ρίζα του 5  στο . Ποιος είναι ο δακτύλιος , όπου 

. Ποια είναι η διακρίνουσα του Κ; 

22 +− xx ¬ KO
)(θK –=

4. Έστω θ ρίζα του 6  στο . Βρείτε µια ακέραια βάση και τη 
διακρίνουσα του . 

22 +− xx ¬

)(θK –=

5.  Έστω )( dK –= , όπου 0<d  και δεν διαιρείται από το τετράγωνο πρώτου 

αριθµού. Αν 3  αποδείξετε ότι τα αντιστρέψιµα στοιχεία του  είναι 

. Για 3  υπάρχουν 6 αντιστρέψιµα στοιχεία , όπου 

 και . 

−<d KO

}1{± −=d }

1

,,1{ 2ωω ±±±

13 =ω ≠ω
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6.  Έστω Κ τετραγωνικό σώµα και Ka O∈ . Αν )  είναι πρώτος αριθµός, τότε 

το a είναι ανάγωγο στο . Είναι το στοιχείο 

(aN

KO 223 −+  ανάγωγο στο 

)2( −– ; Το 3 στο ] ; Ισχύει το αντίστροφο του πρώτου ισχυρισµού; [iŸ

7.  Ποια είναι η παραγοντοποίηση του 13 σε γινόµενο αναγώγων στοιχείων του 

 όπου  KO )3( −= –K ; (Υπόδειξη: Άσκηση 6). 

8. Αποδείξετε ότι ο δακτύλιος  )10(Ÿ  δεν είναι περιοχή µοναδικής 

παραγοντοποίησης (Υπόδειξη: )104)(104(32 −+=⋅ ). 

9. Στο ]  ισχύει 5[iŸ 2)3)(3(10 ⋅=−+= ii , ενώ ο ]  είναι περιοχή µοναδικής 

παραγοντοποίησης. Εξηγήστε. 

[iŸ

10. Το πλήθος των αντιστρέψιµων στοιχείων του  όπου  KO )3(–=K , είναι 

πεπερασµένο; 

11. Έστω ζ ρίζα στο  του 1 . Αποδείξετε ότι } είναι µια 

ακέραια βάση του )  και κατά συνέπεια 

¬ 2 ++ xx ,,1{ 2ζζ

(ζK –= KO ][ζŸ=  . Ποια είναι η 

διακρίνουσα του Κ; 

12.  (Μια εικασία του Ramanugan που αποδείχθηκε από τον Nagell). Οι λύσεις 
της ∆ιοφαντικής εξίσωσης 

nx 272 =+  
  είναι οι παρακάτω 

)5,181(),7,11(),5,5(),4,3(),3,1(),( ±±±±=nx . 

  Υπόδειξη: 1ο βήµα. Για n άρτιο έχουµε  οπότε 

. 

)2)(2(7 2/2/ xx nn −+=

)4,3(),( =nx

  2ο βήµα. Έστω 3  περιττός. Θέτοντας 2>n −= nm  έχουµε 

mx 2
4

72

=
+  

  οπότε µια παραγοντοποίηση είναι 
mm

xxxx
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
=

−−−+
2

7
2

7
2

7
2

7 . 
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  Από τη µοναδικότητα της παραγοντοποίησης στο  όπου  KO )7( −= –K  

(Θεώρηµα 9.5.1) και την Άσκηση 5 παίρνουµε 
m

x
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
±=

−±
2

71
2

7  

  και άρα 
mm

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
=−±

2
71

2
717 . 

  3ο βήµα. Στην παραπάνω σχέση µόνο το πρόσηµο – στο αριστερό σκέλος 
ισχύει. 

  4ο βήµα. Ισχύει . Αφού 7  παίρνουµε 
. 

7mod2 1 mm ≡− − mod126 ≡

42mod13,5,3≡m

  5ο βήµα. .  13,5,3=m

13.  Ποιες είναι οι λύσεις της ∆ιοφαντικής εξίσωσης ; 32 1 xy =+

14.  Έστω k αριθµητικό σώµα. Πότε ο δακτύλιος  είναι του Artin; KO

  
 
 



 
 
 

Κεφάλαιο 10 

Τοπικοποίηση 
 

 
 Θα ασχοληθούµε εδώ µε µια στοιχειώδη αλλά σηµαντική γενίκευση της 
κατασκευής του σώµατος πηλίκων ακεραίας περιοχής R .  Εδώ ο R  επιτρέπεται να 
έχει µηδενοδιαιρέτες.  Για πολλαπλασιαστικό υποσύνολο S του R  θα µελετήσουµε 

τα πρώτα ιδεώδη του .  Η τοπικοποίηση είναι µια θεµελιώδης τεχνική που 
ανάγει προβλήµατα της Μεταθετικής Άλγεβρας στην περίπτωση των τοπικών 
δακτυλίων. 

RS 1−

 
10.1   Ρητές Καµπύλες 

 Είδαµε στην Πρόταση 0.7.1 µια τεχνική µε την οποία κατασκευάζεται το 
σώµα πηλίκων µια ακεραίας περιοχής  στο σύνολο :R SR× , όπου , 

ορίσαµε κατάλληλη σχέση ισοδυναµίας.  Θα δούµε εδώ ότι  η τεχνική αυτή 
γενικεύεται στις περιπτώσεις που ο R έχει µηδενοδιαιρέτες και το S είναι 

οποιοδήποτε πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του R . Ο νέος δακτύλιος , είναι 
δυνατό να έχει µηδενοδιαιρέτες. Για κατάλληλη εκλογή του S  θα οδηγηθούµε στη 
σηµαντικότατη έννοια της τοπικοποίησης. 

}0{−= RS

RS 1−

 Έστω R ένας δακτύλιος και  ένα πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του R.  

Υπενθυµίζουµε ότι αυτό σηµαίνει:  

RS ⊆

S∈1  και αν Sss ∈′,  τότε Sss ∈′ . Στο  

ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας 

SR×

⇔′′ ),(~),( srsr  υπάρχει Su∈  µε την ιδιότητα 0)( =′−′ srsru . 

Είναι θέµα ρουτίνας να δείξουµε ότι η σχέση ~ είναι πράγµατι σχέση ισοδυναµίας.  
Η κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το στοιχείο )  θα συµβολίζεται µε .  Το 

σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας συµβολίζεται µε .  ∆ηλαδή 

,( sr sr /

RS 1−
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈=− SsRr

s
rRS ,|1 . 

Στο  ορίζουµε τις πράξεις RS 1−

ss
srsr

s
r

s
r

′
′+′

=
′
′

+  

ss
rr

s
r

s
r

′
′

=
′
′

⋅ . 

Ως προς τις πράξεις αυτές το  είναι µεταθετικός δακτύλιος· το µηδενικό 
στοιχείο είναι 1  και το µοναδιαίο είναι το 1 . Η επαλήθευση των αξιωµάτων 
είναι υπόθεση ρουτίνας.  Ενδεικτικά ας επαληθεύουµε ότι η πρόσθεση είναι καλά 
ορισµένη. 

RS 1−

/0 /1

 Έστω 
s
r

s
r
=  και 

s
r

s
r

′
′

=
′
′

.  Τότε υπάρχουν Svu ∈,  µε τις ιδιότητες 

0)()( =′′−′′=− srsrvsrsru . 

Εποµένως παίρνουµε  
0)( =′′−′′ sssrsssrvu  

0)( =′′−′′ sssrsssrvu  

Προσθέτοντας τις παραπάνω εξισώσεις παίρνουµε 
))()(( srsrsssrsrssvu ′+′′−′+′′ . 

Άρα 

ss
srsr

ss
srsr

′
′+′

=
′
′+′ . 

 
10.1.1  Σηµείωση  1) Αν }0{−= RS , όπου R είναι ακέραια περιοχή, τότε ο 

δακτύλιος  είναι το σώµα πηλίκων του R.  Πράγµατι, από τη σχέση 
του ορισµού παίρνουµε 

RS 1−

0)( =′−′ srsru 0=′−′ srsr , γιατί 0≠u .  Τώρα δες την 

απόδειξη της πρότασης 0.7.1. 

 2) Στο  ισχύει RS 1− ⇔==
1
00

s
r  υπάρχει Su∈ µε την ιδιότητα  , 

, δηλαδή . 0)01( =− sru 0=ur
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 3) Η απεικόνιση RSrrRf 1

1
: −∈∋ 6  είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, αλλά 

όχι αναγκαστικά µονοµορφισµός (όπως ήταν στην Πρόταση 0.7.1). Για 
παράδειγµα έστω  και 10Ÿ=R ]}5[],1{[=S . Τότε fker]2[ ∈  σύµφωνα µε την 

προηγούµενη σηµείωση.  Η απεικόνιση  ονοµάζεται φυσικός 

οµοµορφισµός. 

RSRf 1: −→

 

10.1.2  Παράδειγµα  Έστω ŸŸ ∈= tR ,  και .  Τότε },,,1{ 2 …ttS =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈=− Nk

t
rRS k –1 . 

Ο παραπάνω δακτύλιος συµβολίζεται µε  και δεν πρέπει να συγχέεται µε τον 

δακτύλιο πηλίκο ) .  Ο τελευταίος θα συµβολίζεται µε  
tŸ

/(tŸ/ ŸŸ/ t/ .

 Ποιο γενικά, αν  και }  θα συµβολίζουµε το δακτύλιο 

 µε . 

Rt∈ ,,,1{ 2 …ttS =

RS 1−
tR

 
10.1.3  Πρόταση   Έστω RR ′→:φ  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και R  ένα 

πολλαπλαστιαστικό σύνολο. Αν για κάθε 

S ⊆

Ss∈ το  είναι αντιστρέψιµο τότε 

υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων R που καθιστά το 

διάγραµµα 

)(sφ

RS ′→−1:ψ

 

R′

ψφ

f
RS 1−R 

 
 
 
 
 
µεταθετικό, όπου f είναι ο φυσικός οµοµορφισµός. 
 

Απόδειξη  i) Ύπαρξη.  Ορίζουµε   RRS ′→−1:ψ

1)()( −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ sφrφ

s
rφ            ),( SsRr ∈∈  
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Αρκεί να δείξουµε ότι η απεικόνιση ψ είναι καλά ορισµένη, γιατί τότε θα είναι 
προφανώς οµοµορφορισµός δακτυλίων που ικανοποιεί τη ζητούµενη συνθήκη. 
Έστω 

2

2

1

1

s
r

s
r
=  

Τότε υπάρχει Su∈  έτσι ώστε  
0)( 1221 =− srsru  

Εφαρµόζοντας τον φ παίρνουµε 
0))()()()(()( 1221 =− sφrφsφrφuφ . 

Το )  είναι αντιστρέψιµο. Άρα (uφ 0)()()()( 1221 =− sφrφsφrφ , δηλαδή 

, δηλαδή 1
22

1
11 )()()()( −− = sφrφsφrφ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

2

1

1

s
rψ

s
rψ .  

 ii) Μοναδικότητα. Έστω  οµοµορφισµός δακτυλίων που 

καθιστά το διάγραµµα µεταθετικό. Θα δείξουµε ότι 

RRSψ ′→−1:

1)()( −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ sφrφ

s
rψ  για κάθε 

 πράγµα που αµέσως δίνει τη µοναδικότητα του ψ.  Έχουµε λόγω της 

µεταθετικότητας 

SsRr ∈∈ ,

)()(
1

rφrfψrψ ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

για κάθε .   Τώρα αν  έχουµε Rr∈ Ss∈

1
11

)(
11

1 −
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ sφsψsψ

s
ψ  

λόγω της προηγούµενης ισότητας.  Τελικά 

 1
1

)()(1
1

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ sφrφ

s
ψrψ

s
rψ .   □ 

 Ως πόρισµα λαµβάνουµε µια πρόταση που είναι συχνά χρήσιµη στον 

προσδιορισµό του . Πρώτα όµως παρατηρούµε ότι ο φυσικός οµοµορφισµός 

 έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

RS 1−

1− RSRf : →

 1)  είναι αντιστρέψιµο στον . )(sfSs ⇒∈ RS 1−
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 Πράγµατι, 
1
11

1
=

s
s  

 2) για κάποιο 0ker =⇒∈ rsfr Ss∈ . 

 Βλέπε σηµείωση 10.1.1 (2). 

 3) Κάθε στοιχείο του  έχει τη µορφή  για κάποιο  και 

. 

RS 1− 1)()( −sfrf .Rr∈

Ss∈

 Πράγµατι, 
1

11
1

1

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

sr
s

r
s
r . 

 Το επόµενο πόρισµα µας πληροφορεί ότι οι παραπάνω τρεις συνθήκες 

προσδιορίζουν τον  µονοσήµαντα (µε προσέγγιση ισοµορφισµού εννοείται). RS 1−

 
10.1.4  Πόρισµα   Έστω RR ′→:φ  οµοµορφισµός δακτυλίων και 

πολλαπλαστιαστικό σύνολο.  Αν ο φ ικανοποιεί τις συνθήκες RS ⊆

 1) )(sSs φ⇒∈ αντιστρέψιµο στον R´. 

 2) για κάποιο 0=⇒∈ rsKerfr Ss∈ . 

 3) κάθε στοιχείο του R´ έχει τη µορφή  για κάποια 1)()( −sr φφ Rr∈ ,  

τότε υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός R  που καθιστά µεταθετικό το 

διάγραµµα 

Ss∈

RS ′→−1:ψ

ψφ

f
RS 1− R

 
 
 
 
 R′
 
όπου f είναι ο φυσικός ισοµορφισµός. 
 
Απόδειξη  Υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός ψ που καθιστά το παραπάνω 
διάγραµµα µεταθετικό λόγω της συνθήκης 1) και της Πρότασης 10.1.3. Επιπλέον 

ισχύει 1)()( −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ sφrφ

s
rψ  όπως είδαµε στην απόδειξη της Πρότασης 10.1.3. Τώρα 
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η συνθήκη 3) µας πληροφορεί ότι ο ψ είναι επιµορφισµός.  Έστω ψ
s
r ker∈ . Τότε 

.  Από τη συνθήκη 2) παίρνουµε 00)( =rφ =′sr  για κάποιο Ss ∈′ . Αλλά τότε 

1
0

=
s
r  στο . Συνεπώς ο ψ είναι και µονοµορφισµός.   □ RS 1−

 
10.1.5  Παράδειγµα  Με τη βοήθεια του προηγούµενου Πορίσµατος θα δείξουµε  

ότι αν  και  τότε Rt∈ },,,1{ 2 …ttS = RS 1− .
)1(

][
−

≅
tx

xR  

 
Απόδειξη  Θεωρούµε τον οµοµορφισµό δακτυλίων  

)1(
][)1(:

−
∈−+∋

tx
rRtxrrRφ 6 . 

 1) Το αντίστροφο του  είναι το , γιατί 

. 

) )1()( −+= txttφ nn 1( −+ txxn

)1()1(1 2211 +++−=− −−−− "nnnnnn xtxttxxt

 2) Αν  τότε φr ker∈ )1()1( −=−+ txtxr , οπότε )1()( −= txxgr για κάποιο 

. Γράφουµε  και εξισώνουµε 

συντελεστές.  Παίρνουµε 

][)( xRxg ∈ 0
1

1)( gxgxgxg m
m

m
m +++= −

− "

0

10

1

0

0
0

gr
gtg

gmtg
tg

m

m

=
+=

+=
=

−

""""""  

Πολλαπλασιάζοντας τη δεύτερη εξίσωση µε t και αφαιρώντας από την πρώτη 

παίρνουµε 0 . Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο λαµβάνουµε τελικά 

.  ΄Ετσι 0  για κάποια 

2
1 =− tgm

01 =−mrt =rs Ss∈ , που είναι το ζητούµενο. 

 3) Έστω 
)1(

][)1()(
−

∈−+
tx

xRtxxg , όπου ][)( xRxg ∈ . Γράφοντας  

 και για συντοµία 

=)(xg

0gxg m
m ++" )1( −= txI  έχουµε  από το 1).  

Άρα εργαζόµενοι στο πηλίκο 

1)(1 −+=+ Itx

I
xR ][  έχουµε  
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      Ixg +)( IgIxgIxg m
m ++++++= 01 )()( "

    IgIxgIxg m
m ++++++= −−

0
1

1 )()( "

    1
0

1
11 )())()()(( −−

− +++++++++= ItIItgItgItgg mm
mm "

    mmm
mm ItItgtgtgg −−
− ++++++= )())(( 0

1
11 "

   . 1
0

1
11 )())(( −−

− ++++++= ItItgtgtgg mmm
mm "

Θέτοντας  και  έχουµε τότε  mm
mm tgtgtggr 0

1
11 ++++= −

− " mts =
1)()()( −=+ sφrφIxg  

πράγµα που επαληθεύει την τρίτη συνθήκη.  Τελικά, το πόρισµα 10.1.4 δίνει τον 

ισοµορφισµό RS 1− .
)1(

][
−

≅
tx

xR        □ 

 

10.2 Ιδεώδη του  RS 1−

 Θα µελετήσουµε εδώ τη µορφή των ιδεωδών του  σε σχέση µε τα ιδεώδη 

του R. Ειδικότερα θα περιγράψουµε τα πρώτα ιδεώδη του συναρτήσει των 
πρώτων ιδεωδών του R.  Θα χρειαστούµε πρώτα κάποιες γενικότητες. 

RS 1−

RS 1−

 Έστω λοιπόν  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Αν J  είναι ιδεώδες 

του R’, υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο 

RRf ′→:

})(|{)(1 JrfRrJf ∈∈=−  

είναι ιδεώδες του R. Το 1( )f J−  ονοµάζεται συστολή του J στο R και συµβολίζεται 

µε  (όταν εννοείται ποιον οµοµορφισµό f  έχουµε θεωρήσει). Αν I είναι ιδεώδες 
του R τότε το σύνολο 

cJ

{ }RrIarafRIf iiii ∈∈=′ ∑ '' ,|)()(  

είναι ιδεώδες του R’, το ιδεώδες του R’ που παράγεται από την εικόνα .   

Συµβολίζεται συχνά µε 

)(If
eI  και ονοµάζεται επέκταση του I στο R’.  Η απόδειξη 

του επόµενου λήµµατος έπεται άµεσα από τους διαφόρους ορισµούς και αφήνεται 

ως άσκηση.  Ο συµβολισµός ecI  σηµαίνει  ceI )( .
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10.2.1  Λήµµα  Έστω  ιδεώδη του R. Έστω  ιδεώδη του 21,, III 21,, JJJ R′  και 

ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.  Τότε RRf ′→:

1)  eee IIII 2121 )( +=+

2)  eee IIII 2121 )( =

3)  ccc JJJJ 2121 )( ∩=∩

4) cc JJ =)(  

5)  ecII ⊆

6)  JJ ce ⊆

7)  ecee II ⊆

8) . cecc JJ ⊆

Συµβολίζουµε το σύνολο των ιδεωδών ενός δακτυλίου R  µε . Αν 

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, θεωρούµε δύο άλλα σύνολα ιδεωδών (τις 
συστολές και τις επεκτάσεις) 

RI RRf ′→:  

 RR
c

R IIJJC ⊆∈= ′}|{  

      □ RR
e

R IIIIE ⊆∈=′ }|{

 
10.2.2  Πόρισµα  Οι απεικονίσεις 

ce
RRRR

JJII
CEEC

66
→→ ′′  

είναι αντίστροφες και συνεπώς 1-1 αντιστοιχίες. 
 
Απόδειξη  Λήµµα 10.2.1  7) και 8).      □ 

 Ερχόµαστε τώρα στη συγκεκριµένη περίπτωση που µας ενδιαφέρει:  

είναι πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του δακτυλίου 

RS ⊆

R  και  

, είναι ο φυσικός οµοµορφισµός. 

,1 ′−

1/)( rrf =

: RSRf →

 

10.2.3  Λήµµα  Ισχύει , δηλαδή κάθε ιδεώδες του R  είναι η 

επέκταση κάποιου ιδεώδους του R. 
RSRS

EI 11 −− = S 1−
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Απόδειξη  Έστω J ένα ιδεώδες του .  Θα δείξουµε ότι RS 1−

ceJJ =  
οπότε βέβαια .  Έστω 

RS
EJ 1−∈ Ja∈ .  Τότε sra /=  για κάποια Rr∈  και .  

Έχουµε  γιατί  

Ss∈

cJr∈

J
s
rsrrf ∈==

11
)( . 

Τώρα  

ceJrf
s

r
ss

ra ∈=== )(1
1

1  

Άρα .  Η άλλη σχέση είναι το λήµµα 10.2.1  6).   □ ceJJ ⊆ ceJJ ⊆

 Μας ενδιαφέρουν λοιπόν οι επεκτάσεις ιδεωδών του R . 
 
10.2.4  Λήµµα  Έστω I ένα ιδεώδες του R . Τότε  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈=∈= − SsIr

s
raRSaI e ,κάποιαγια|1 . 

Απόδειξη  “ ”  Έχουµε (όπως και πριν) ⊇
s

rf
s

r
s
ra 1)(1

1
===  και άρα . eIa∈

 “⊆ ”.  Το τυχαίο στοιχείο του eI  έχει τη µορφή ∑= ')( ii rafb  όπου  

και .  Γράφοντας , αντικαθιστώντας στην προηγούµενη 

εξίσωση και γράφοντας τα κλάσµατα µε κοινό παρανοµαστή προκύπτει ότι 

, όπου 

Iai ∈

RSri
' ∈ 1−

iii srr /' =

srb /= Rr∈  και .     

  □ 

( ) Sss i ∈=∏

 

10.2.5  Πόρισµα  Αν ο R είναι δακτύλιος της Noether τότε και ο R  είναι 
δακτύλιος της Noether. 

S 1−

 

Απόδειξη  Από το Λήµµα 10.2.3 κάθε ιδεώδες  έχει τη µορφή RS 1− eI , όπου I  
ιδεώδες του R.  Το I είναι πεπερασµένα παραγόµενο, ),,( 1 naaI …= .  Από το 

Λήµµα 10.2.4, το eI παράγεται από τα στοιχεία 
1

,,
1
1 naa … , και άρα είναι 
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πεπερασµένα παραγόµενο.       
 □ 

 Σύµφωνα µε το Λήµµα 10.2.4 κάθε στοιχείο  έχει µια τουλάχιστον 
παράσταση της µορφής  µε 

eIa∈
sra /∈ Rr∈  και Ss∈ .  ∆εν αληθεύει ότι αν 

µε sra /= Rr∈  και , τότε Ss∈ Ir∈  (Άσκηση 1).  Αν όµως το I  είναι πρώτο 
ιδεώδες και ) τότε το παρακάτω λήµµα µας πληροφορεί ότι όντως ( ∅=∩ SI

Ir∈ . 

10.2.6  Λήµµα  Έστω P  ένα πρώτο ιδεώδες του R  µε ∅=∩ SP . Έστω 

eP
s

a ∈=
r  µε Rr∈  και .  Τότε Ss∈ Pr∈ . Επιπλέον ισχύει PPec = . 

Απόδειξη  Αφού eP
s
r
∈ έχουµε 

1

1

s
r

s
r
=  µε Pr ∈1  και Ss ∈1  (Λήµµα 10.2.4).  

Άρα u  για κάποιο 0)( =− srsr Su11 ∈ .  Συνεπώς Psururs ∈= 11 .  Αλλά  us .  

Άρα  γιατί .  Αφού  urs

S∈

Pus ∉ ∅=∩ SP P
1

1 ∉1  και το P  είναι πρώτο ιδεώδες 

παίρνουµε Pr∈ .  Για τον τελευταίο ισχυρισµό του Λήµµατος πρώτα 

παρατηρούµε ότι  (Λήµµα 10.2.1 5). Έστω .  Τότε ecPP ⊆ ecPa∈ eP∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1
a . Από 

το πρώτο µέρος του λήµµατος έχουµε Pa∈ .  Άρα PPec = .   
 □ 
 
10.2.7  Θεώρηµα  Έστω R  ένα πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του δακτυλίου S ⊆

R . 

 (i) Αν P είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R και ∅=∩ SP , τότε το eP είναι πρώτο 

ιδεώδες του . RS 1−

 (ii) Αν P′  είναι πρώτο ιδεώδες του R , τότε το  είναι πρώτο ιδεώδες 

του R και  

S 1− cP )( ′

∅=∩′ SP c)( .

 Κατά συνέπεια κάθε πρώτο ιδεώδες του R  είναι της µορφής S 1− eP για 
µοναδικό πρώτο ιδεώδες Ρ του R  µε την ιδιότητα ∅=∩ SP . 
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Απόδειξη  (i) Ισχύει , γιατί αν  τότε , 

οπότε σύµφωνα µε το λΛήµµα 10.2.6 θα είχαµε 

RSPe 1−

≠
⊂ RSPe 1−= RRSP cec == − )( 1

RP = που είναι άτοπο, αφού το P 

είναι πρώτο ιδεώδες του R. Έστω RS
s
ra 1−∈=  και RS

s
ra 1−∈
′
′

=′  µε . 

Τότε από τη σχέση 

ePaa =′

P
ss
rr
∈
′
′

και το Λήµµα 10.2.6 παίρνουµε Prr ∈′ . Άρα Pr∈  ή 

Pr ∈′ , γιατί το P είναι πρώτο. Συνεπώς eP
s
r
∈  ή eP

s
r
∈
′
′

,  δηλαδή το eP  είναι 

πρώτο. 

 (ii) Το  είναι πρώτο γιατί γενικά η συστολή πρώτου ιδεώδους είναι 

πρώτο (Άσκηση 2). Από το λΛήµµα 10.2.3 έχουµε 

cP )( ′

eIP =′  για κάποιο ιδεώδες I  

του R.  Από το Λήµµα 10.2.1 7) συµπεραίνουµε τότε ότι .  Η τελευταία 

σχέση σηµαίνει ότι , γιατί διαφορετικά θα είχαµε 

PP ec ′=′)(

∅=∩′ SP c)(

RPPP
s
sSPs ecc =′⇒′=′∈=⇒∩′∈ )(

1
1)( . 

Για τον τελευταίο ισχυρισµό του θεωρήµατος, έστω P’ πρώτο ιδεώδες του . 

Τότε 

RS 1−

ePP =′  για κάποιο ιδεώδες P του R (Λήµµα 10.2.3) και το P είναι το πρώτο 

(µέρος i) του θεωρήµατος). Ισχύει ∅=∩ SP , γιατί  (Λήµµα 10.2.1 5)) 

και  (µέρος ii) του θεωρήµατος).  Τέλος αν P και Q είναι πρώτα 

ιδεώδη του R µε  και 

ecPP ⊆

∅=∩ SPec

ee QP = ∅=∩=∩ SQSP , τότε  οπότε το 

Λήµµα 10.2.6 δίνει .       

 □ 

ecec QP =

QP =

 Ας συµβολίσουµε το σύνολο των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου R µε 
.  Το προηγούµενο θεώρηµα µας πληροφορεί ότι η αντιστοιχία )(Spec R

)(Spec}|Spec{ 1RSPPSPRP e −∈→∋∅=∩∈  

είναι 1-1 µε αντίστροφη την  

}|Spec{)()(Spec 1 ∅=∩∈∈′→′∋− SPRPPPRS c . 

Έστω R δακτύλιος και P πρώτο ιδεώδες του R. Τότε το σύνολο είναι 

πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του R. Ο δακτύλιος  ονοµάζεται τοπικοποίηση 

PRS −=

RS 1−



Κεφάλαιο  10 194

του R στο P και συµβολίζεται µε το . Το Θεώρηµα  10.2.7 µας πληροφορεί ότι 

ο είναι τοπικός δακτύλιος: Ισχύει 
PR

PR }|Spec{ ∅≠∩∈ SQRQ = |  

 γιατί . Τώρα  η αντιστοιχία ιδεωδών παίρνει τη µορφή 

Spec RQ∈

}PQ ⊆ PRS −=

P
e RQQPQRQ Spec}|Spec{ ∈∋⊆∈ 6  

Έστω m  µέγιστο ιδεώδες του .  Τότε το PR m  είναι µέγιστο στοιχείο του συνόλου 

.  Επειδή η αντιστοιχία διατηρεί τις σχέσεις υποσυνόλου έχουµε ότι το PRSpec cm  

είναι µέγιστο στοιχείο του συνόλου }|Spec{ PQRQ ⊆∈ . Αλλά το σύνολο αυτό 

έχει προφανώς µοναδικό µέγιστο στοιχείο το P.  Άρα ο δακτύλιος  έχει 

µοναδικό µέγιστο ιδεώδες το  
PR

},|{ PRbPa
b
aPe −∈∈=  

(Λήµµα  10.2.4). Έτσι αποδείξαµε την πρόταση. 
 
10.2.9  Πρόταση   Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του R. Τότε ο δακτύλιος  είναι  

τοπικός µε µέγιστο ιδεώδες το  
PR

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −∈∈= PRbPa

b
aPe ,| . 

 Για παράδειγµα, έστω p πρώτος αριθµός.  Τότε   

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈= bpba

b
a

p τοδιαιρείδεν,,|)( Ÿ,–Ÿ  

και το µέγιστο ιδεώδες είναι  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈ bpba

b
pa τοδιαιρείδεν,,| Ÿ,– . 

Έστω k σώµα και ] .  Έστω [xkR = )( axP −= , όπου ka∈ .  Τότε 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠∈∈=− 0)(,][,)(][ )( agxkgfxk
g
fxk ax  

και το µέγιστο ιδεώδες είναι 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠∈∈
− 0)(],[,)()( agxkgfxk
g

fax . 

 Η Πρόταση 10.2.9 µπορεί να αποδειχθεί άµεσα χωρίς τη χρήση του 
θεωρήµατος 10.2.8  (Άσκηση 3). 
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10.3  Πρότυπα Πηλίκων 

 Γενικεύουµε εδώ την κατασκευή του δακτυλίου πηλίκων  στην 
περίπτωση που το R  αντικαθίσταται από R-πρότυπο Μ. Θα είµαστε σύντοµοι όπου 
οι τεχνικές είναι παρόµοιες µε αυτές της Παραγράφου 10.1. 

RS 1−

 Έστω λοιπόν πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του δακτυλίου R και Μ 

ένα  R – πρότυπο.  Στο σύνολο 

RS ⊆

SM ×  ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας   

Stsmsm ∈∃⇔′′ ),(~),(    µε την ιδιότητα   0)( =′−′ msmst . 

Η κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το στοιχείο ) συµβολίζεται µε .  Το 

σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας συµβολίζεται µε  

,( sm sm /

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∈=− RsMm

s
mMS ,1 . 

Με τις πράξεις 

21

2112

2

2

1

1

ss
msms

s
m

s
m +

=+  

s
rm

s
mr =  

το σύνολο αποκτά τη δοµή R-προτύπου. MS 1−

 Αν  είναι οµοµορφισµός R-προτύπων  τότε η απεικόνιση  NMf →:

NS
s
mf

s
mMSfS 111 )(: −−− ∈∋ 6  

είναι οµοµορφισµός  R – προτύπων. Αν είναι δεύτερος 

οµοµορφισµός R-προτύπων, τότε . 

1−S MLg →:  

)

)

()()( 111 gSfSgfS −−− = DD

 
Σηµείωση  Οι αποδείξεις ότι η σχέση ~ είναι σχέση ισοδυναµίας, ότι οι πράξεις 

είναι καλά ορισµένες, ότι το είναι R-πρότυπο, ότι η είναι 

καλά ορισµένη, κλπ. είναι απλό θέµα ρουτίνας και παραλείπονται. 

MS 1− MS 1− (1 fS −

 Μια χρήσιµη πρόταση είναι η ακόλουθη. 
 
10.3.1  Πρόταση  Έστω R πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του δακτυλίου R και  S ⊆
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NML gf ⎯→⎯⎯→⎯  

ακριβής ακολουθία R-προτύπων.  Τότε η ακολουθία R  προτύπων S 1−

NSMSLS gSfS 1)(1)(1 11 −−− ⎯⎯ →⎯⎯⎯⎯ →⎯
−−

 
είναι επίσης ακριβής. 
 

Απόδειξη.  Ισχύει  και θα αποδείξουµε ότι . 

Αρχικά παρατηρούµε ότι  γιατί  

. Έστω τώρα 

fg Imker = )

=−− )()( 11 gSfS D

(Im)(ker 11 fSgS −− =

)(ker)(Im 11 gSfS −− ⊆

0)0()( 11 == −− SgfS D )(ker 1 gS
s
m −∈ . Τότε 0)(

=
s
mg . Άρα 

υπάρχει  µε την ιδιότητα 0St∈ )( =mtg . Συνεπώς . Άρα 

. ∆ηλαδή )

0)( =tmg

fgtm Imker =∈ (Aftm =  για κάποιο L∈A . Τώρα ==
st

f
s
m )(A  

)(Im)( 11 fS
st

fS −− ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ A .  Άρα ) .    □ (Im)(ker 11 fSgS −− ⊆

 Αν το L είναι υποπρότυπο του M, είναι η προηγούµενη πρόταση επιτρέπει να 

θεωρήσουµε το  ως  υποπρότυπο του , γιατί η απεικόνιση LS 1− 1− 1−RS MS

ss
MSLS 6,11 −− →

AA  είναι µονοµορφισµός. Έχοντας υπόψη αυτήν την 

παρατήρηση λαµβάνουµε το εξής πόρισµα. 
 
10.3.2  Πόρισµα  Έστω L, N  υποπρότυπα του M.  Τότε  

(i)  )()()( 111 NSLSNLS −−− +=+

(ii)   )()()( 111 NSLSNLS −−− ∩=∩

(iii) υπάρχει ισοµορφισµός R - προτύπων   S 1− ≅− )/(1 NMS )(/)( 11 NSMS −−

 

Απόδειξη.  (i) Προκύπτει αµέσως από την ταυτότητα 
s
n

ss
n

+=
+ AA . 

 (ii)  Η σχέση ) προκύπτει άµεσα από τους 

ορισµούς. Έστω τώρα . Τότε υπάρχουν 

()()( 111 NSLSNLS −−− ∩=∩

)()( 11 NSLSa −− ∩∈ StNnL ∈∈∈ ,,A  µε 
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την ιδιότητα 
t
n

s
a ==

A . Τότε 0)( =− sntu A  για κάποιο Su∈ . Όµως  

. Θέτοντας  έχουµε 

∈= usnutA

NL∩ Autb = )(1 NLS
stu
b

s
∩∈= −A . Άρα  

. 

⊆∩ −− )()( 11 NSLS

)(1 NLS ∩−

 (iii) Από την ακριβή ακολουθία 
0/0 →→→→ NMMN  

η Πρόταση 10.3.1 δίνει την ακριβή ακολουθία 

0/0 111 →→→→ −−− NMSMSNS . 
Από την τελευταία προκύπτει το ζητούµενο.     □ 

 Αν P είναι πρώτο ιδεώδες και PRS −=  το  θα συµβολίζεται µε . 

Αν -πρότυπο. Το  ονοµάζεται τοπικοποίηση του M στο P. Αν 

 είναι οµοµορφισµός R-προτύπων  και P πρώτο ιδεώδες του R, ο 

οµοµορφισµός , όπου 

MS 1−
PM

PRRS =−1

NMf →:
−1

PM

PP NMfS →:)( PRS −= , θα συµβολίζεται µε . Pf

 Μια ιδιότητα Q του R-προτύπου M ονοµάζεται τοπική αν παρακάτω συνθήκες 
είναι ισοδύναµες: 
 (i) το M  έχει την ιδιότητα Q 
 (ii) το  έχει την ιδιότητα Q για κάθε πρώτο ιδεώδες  P. PM

 Ακολουθούν δύο απλά παραδείγµατα τοπικών ιδιοτήτων. Για δύο άλλα 
παραδείγµατα δες τις ασκήσεις 5 και 10, ενώ για ένα αντιπαράδειγµα δες την 
Άσκηση 12. 
 
10.3.3  Πρόταση  Έστω R-πρότυπο M.  Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα    
(i) 0=M  
(ii)  για κάθε πρώτο ιδεώδες  P του R 0=PM

(iii) 0=mM για κάθε µέγιστο ιδεώδες m  του R. 

 
Απόδειξη.  (i)⇒ (ii). Προφανές  
 (ii)⇒ (iii). Προφανές γιατί κάθε µέγιστο ιδεώδες είναι πρώτο. 
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 (iii)⇒ (i).  Έστω ότι ισχύει 0=mM για κάθε µέγιστο ιδεώδες m . Αν , 

τότε υπάρχει 0

0≠M

, ≠∈ aMa . Θεωρούµε το ιδεώδες )(ann aI = . Αφού RI ≠  (γιατί 

, το I περιέχεται σε µέγιστο ιδεώδες, )01 ≠= aa mI ⊆ , σύµφωνα µε το Πόρισµα 

3.5.3. Επειδή 0=mM  έχουµε 01/ =a .  Άρα υπάρχει mRSs −=∈ µε την 

ιδιότητα 0 . Όµως τότε =sa mas ⊆∈ )(ann , που είναι άτοπο.  □ 

 
10.3.4  Πρόταση  Έστω N ένας οµοµορφισµός R-προτύπων. Τα 

ακόλουθα είναι ισοδύναµα  

Mf →:  

(i) ο f  είναι µονοµορφισµός 
(ii) ο  είναι µονοµορφισµός  για κάθε πρώτο ιδεώδες  P  του R PPp NMf →:

(iii) ο mmm NMf →:  είναι µονοµορφισµός για κάθε µέγιστο ιδεώδες m  του R. 

 
Απόδειξη.  (i)⇒ (ii). Από την ακριβή ακολουθία , η Πρόταση 10.2.1 
δίνει την ακριβή ακολουθία   

NM →→0

PP NM →→0 .

 (ii)⇒ (iii). Προφανές γιατί κάθε µέγιστο ιδεώδες είναι πρώτο. 
 (iii)⇒ (ii). Έστω .  Από την ακριβή ακολουθία  fL ker=

NML f⎯→⎯→→0  
παίρνουµε την ακριβή ακολουθία (Πρόταση 10.3.1) 

m
f

mm NML m⎯→⎯→→0  

για κάθε µέγιστο ιδεώδες m  του R . Από την υπόθεση παίρνουµε 0=mL . Από την 

Πρόταση 10.3.3 iii) έχουµε 0=L .      □ 
 

Ασκήσεις 

1. ∆ώστε ένα παράδειγµα όπου αλλά eIsr ∈)/(  Ir∉  όπως µνηµονεύουµε πριν 

το Λήµµα 10.2.6.  (Υπόδειξη:  ). )6(},,3,3,1{, ==∈ ISR …Ÿ 2

2. Έστω  οµοµορφισµός δακτυλίων.  Αν P είναι πρώτο ιδεώδες του RRf ′→:

R′  τότε η συστολή )  είναι πρώτο ιδεώδες του R. (1 PfPc −=
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3. Έστω P πρώτο ιδεώδες του R. Τότε κάθε στοιχείο PP PRRa −∈ , όπου 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −∈∈= PRbPa

b
aPRP , , είναι αντιστρέψιµα και άρα  είναι τοπικός 

δακτύλιος (Πρόταση 10.2.9). 

PR

4. Αν το M είναι R-πρότυπο του Artin τότε και το  είναι  πρότυπο του 
Artin. 

RS 1− RS 1−

5. Έστω  οµοµορφισµός R-προτύπων. Η ιδιότητα “ο f  είναι 

επιµορφισµός” είναι τοπική. 

NMf →:

6. Αν το  M είναι R-πρότυπο ορίζουµε  

}0Spec{)(Supp ≠∈= PMRPM . 

 Έστω 0  ακριβής ακολουθία R – προτύπων. 0 →→→→ NML
 Τότε  

)(Supp)(Supp)(Supp NLM ∪= . 

7. Έστω I  ιδεώδες του R .  Τότε  

)()( 11 ISIS −− =  

8. Έστω R  δακτύλιος έτσι ώστε ο  δεν έχει µη µηδενικά µηδενοδύναµα 

στοιχεία για κάθε πρώτο ιδεώδες P.  Τότε και ο R  δεν έχει µη µηδενικά 
µηδενοδύναµα στοιχεία. 

PR

9. Έστω πολλαπλασιαστικά υποσύνολα του δακτυλίου R. Με  

συµβολίζουµε την εικόνα του T  στο . Αποδείξτε ότι οι δακτύλιοι 

 και )  είναι ισόµορφοι. 

TS , U

RS 1−

RST 1)( − ( 11 RSU −−

10. Έστω R ακέραια περιοχή.  Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα  
(i) R ακέραια κανονική 

      (ii)  είναι κανονική για κάθε πρώτο ιδεώδες P  του R. pR

     (iii) mR  είναι κανονική για κάθε µέγιστο ιδεώδες m  του R. 

(Μια περιοχή λέγεται κανονική αν είναι ακέραια κλειστή στο σώµα πηλίκων 
του). 
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11. Έστω  και .  Τότε ŸŸ 6/=R ŸŸ 6/}5,3,1{ ⊆=S RS 1− ŸŸ 2/≅ . 

12. Αν είναι ακέραια περιοχή για κάθε pR RP Spec∈  έπεται ότι ο R  είναι 

ακέραια περιοχή; 



 
 
 

Κεφάλαιο 11 

Πρωταρχική Ανάλυση 
 

 
 Σε µια περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης, η ανάγωγη παραγοντοποίηση 

ενός στοιχείου  δίνει για τα αντίστοιχα ιδεώδη  

. Τα ιδεώδη  δεν είναι πρώτα αλλά έχον την ιδιότητα 

 ή  για κάποιο m. Τέτοια  ιδεώδη ονοµάζονται πρωταρχικά, και 

η παραπάνω παράσταση του )  ως τοµή πεπερασµένου πλήθους πρωταρχικών 

ιδεωδών ονοµάζεται πρωταρχική ανάλυση του ) . Στο κεφάλαιο αυτό θα 

µελετήσουµε πρωταρχικές αναλύσεις ιδεωδών σε δακτύλιους της Noether. Θα 
ασχοληθούµε µε το πρόβληµα της ύπαρξης πρωταρχικής ανάλυσης και των 
µορφών της µοναδικότητας τους. Τέλος ως εφαρµογή θα αναφερθούµε στο 
θεώρηµα τοµής του Krull. 

kn
k

n pp "1
1=α "∩= 1)()( 1

npα

kn
kp )(∩ in

ip )( ⇒∈ npbc )(  
npb )(∈ nm pc )(∈

(a

(a

 Στα παρακάτω µε R συµβολίζουµε τυχαίο (µεταθετικό) δακτύλιο όχι 
αναγκαστικά της Noether. 
 
 
11.1  Πρωταρχική Ανάλυση 

 Θυµίζουµε από την § 6.3 ότι ένα γνήσιο ιδεώδες Q του δακτυλίου R λέγεται 

πρωταρχικό αν  ή  για κάποιο QxQxy ∈⇒∈ Qy n ∈ Õ∈n .  Επιπλέον το ριζικό 

QP =  ενός πρωταρχικού ιδεώδες Q είναι πρώτο ιδεώδες (Πρόταση 6.3.2). Θα 

λέµε τότε ότι το Q είναι P – πρωταρχικό. 
 Έστω Q ένα Ρ-πρωταρχικό ιδεώδες. Αν P′  είναι πρώτο ιδεώδες µε  

τότε 

PQ ′⊆

PPQP ′=′⊆= . Συνεπώς το P είναι το ελάχιστο πρώτο ιδεώδες που 

περιέχει το Q. 
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11.1.1  Ορισµός  Έστω I ένα γνήσιο ιδεώδες του R.  Μια πρωταρχική ανάλυση του Ι 
είναι µια παράσταση της µορφής  

nQQI ∩∩= "1 , 

όπου κάθε ιδεώδες  είναι πρωταρχικό.  Το I λέγεται αναλύσιµο αν έχει µια 

τουλάχιστον πρωταρχική ανάλυση. 
iQ

 Για παράδειγµα, το ιδεώδες )  του ] , όπου k σώµα, είναι αναλύσιµο 

γιατί µια πρωταρχική ανάλυσή του είναι  . Το )  είναι 

αναλύσιµο, γιατί είναι πρωταρχικό, αφού το ριζικό του είναι µέγιστο ιδεώδες, 

( 2 yx ,[ yxk

)()()( yxyx ∩= 22 2 ,( yx

),(),( yxyx =2 , σύµφωνα µε την άσκηση 6.8.  Ισχύει ),(),( yxyx =2  γιατί το 

 είναι µέγιστο ιδεώδες που περιέχεται στο γνήσιο ιδεώδες ),( yx ),( yx2

],[ yxk

.  (Θα 

δούµε παρακάτω ότι κάθε γνήσιο ιδεώδες δακτυλίου της Noether –και συνεπώς 
– είναι αναλύσιµο!). 

11.1.2  Ορισµός  Έστω I ένα αναλύσιµο ιδεώδες του R  και  

nQQI ∩∩= "1  

µια πρωταρχική ανάλυση του Ι.  Θέτουµε ii QP = .  Η προηγούµενη πρωταρχική 

ανάλυση λέγεται ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση αν 
 1)  για κάθε , και ii PP ≠ ji ≠

 2) για κάθε j ισχύει . iji
QI

≠
∩≠

 Για παράδειγµα, µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση του ιδεώδους  

του ] , όπου k σώµα, είναι ),( 2 xyx ,[ yxk
22 ),()(),( yxxxyx ∩= . 

Υπάρχει όµως και άλλη (!) 

),()(),( 22 yxxxyx ∩= . 

Η πρωταρχική ανάλυση 

),(),()(),( 222 yxyxxxyx ∩∩=  

δεν είναι ελάχιστη. 
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 Το παρακάτω λήµµα µας πληροφορεί ουσιαστικά ότι κάθε αναλύσιµο ιδεώδες 
έχει µια τουλάχιστον ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση. 
 
11.1.3  Λήµµα  Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του R  και  P-πρωταρχικά 

ιδεώδη.  Τότε το ιδεώδες 
nQQ ,,1 …

nQQ ∩∩"1  είναι επίσης P-πρωταρχικό. 

 
Απόδειξη.  Προφανώς RQQ n ≠∩∩"1  αφού RQ ≠ .  Έστω Rba ∈, µε  

nQQab ∩∩∈ "1  και  nQQa ∩∩∉ "1 . 

Τότε  για κάποιο i. Αλλά  iQa∉ iQbQab ∈⇒∈ 1  από τον ορισµό του 

πρωταρχικού ιδεώδους. Άρα nn QQQQPb ∩∩=∩∩=∈ "" 11  (Άσκηση 

6.1 ii)).                                                                                                                       □ 

 Έστω I ένα αναλύσιµο ιδεώδες και  
   nQQI ∩∩= "1               (1) 

µια πρωταρχική ανάλυση του I.  Έστω ii QP = .  Αν για παράδειγµα  τότε 

µε τη χρήση του Λήµµατος 11.1.3 παίρνουµε την πρωταρχική ανάλυση (θέτοντας 

) 

21 PP =

21
΄
2 QQQ ∩=

                                                       (2) nn QQQQQQI ∩∩∩=∩∩∩= "" 3
´
221 )(

µε PQQQ =∩=′ 212 .  Η (2) έχει τώρα 1−n  όρους.  Συνεχίζοντας κατά 

αυτόν τον τρόπο  µπορούµε να αναγάγουµε την (1) σε µια πρωταρχική ανάλυση 

όπου τα ριζικά iQ  είναι ανά δύο διάφορα, εξασφαλίζοντας έτσι τη συνθήκη 1) 

του Ορισµού 11.1.2. 
 Για τη συνθήκη 2) του ορισµού 11.1.2, παρατηρούµε ότι µπορούµε 
απλούστατα να παραλείψουµε από την (1) εκείνα  τα  για τα οποία ισχύει 

. Συνεπώς έχουµε το ακόλουθο. 

jQ

i
ji
QI ∩

≠

=

 
11.1.4  Πόρισµα  Κάθε αναλύσιµο ιδεώδες έχει µια τουλάχιστον ελάχιστη 
πρωταρχική ανάλυση. 
 



Κεφάλαιο  11 204

11.2  1ο Θεώρηµα Μοναδικότητας 

 Είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο τρεις διαφορετικές πρωταρχικές 

αναλύσεις του ιδεώδους  ],[),( 2 yxkxyx ⊆

            ),( 2 xyx 2),()( yxx ∩=

             ),()( 2 yxx ∩=

),(),()( 22 yxyxx ∩∩=  

από τις οποίες οι πρώτες δύο ήταν ελάχιστες.  Παρατηρούµε ότι στις  δύο πρώτες ο 
αριθµός των όρων είναι ο ίδιος και επιπλέον τα αντίστοιχα ριζικά ταυτίζονται: 

),(),(),( 22 yxyxyx == .  Αυτό ακριβώς είναι το περιεχόµενο του επόµενου 

σηµαντικού θεωρήµατος. 
 
11.1.2 1ο Θεώρηµα Μοναδικότητας  Έστω I ένα αναλύσιµο ιδεώδες του R  και  

iin PQQQI =∩∩= ,1 "  

΄΄΄΄
1 , jj PQQQI

m
=∩∩= "  

δύο ελάχιστες πρωταρχικές αναλύσεις του I.  Τότε 

mn = , και . },,{},{ ΄΄
1,1 nn PPPP …… =

 Εποµένως το πλήθος των όρων σε µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση όπως 
και τα ριζικά των πρωταρχικών ιδεωδών δεν εξαρτώνται από τη συγκεκριµένη 
επιλογή της ελάχιστης πρωταρχικής ανάλυσης. 
 
11.2.2  Λήµµα  Έστω Q ένα R – πρωταρχικό ιδεώδες του R και Ra∈ . 
(i) Αν Q , τότε  a∈ R

Q

aQ =):(

(ii) Αν Q , τότε το είναι P- πρωταρχικό a∉ ):( aQ

(iii) Αν P , τότε . a∉ aQ =):(

 

Απόδειξη.  (i)  }{):( QraRraQ ∈∈= , γιατί Qa∈ . 

 (ii) Έστω . Τότε ):( aQb∈ Qba∈ . Αφού Qa∉  και το Q είναι πρωταρχικό 

έχουµε PQb =∈ .  Άρα . Παίρνοντας ριζικά έχουµε PaQQ ⊆⊆ ):(
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PPaQP =⊆⊆ ):( . 

Άρα PaQ =):( . 

 Έστω τώρα ε Rdc ∈, µ ):( aQcd ∈  και ):( aQc∉ .  Τότε  και 

επειδή το Q είναι πρωταρχικό και 

Qadc ∈

Qac ∉  έχουµε 

):( aQPQd ==∈ . 

Άρα το )  είναι πρωταρχικό. :( aQ

 (iii) Αν ):( aQb∈ , τότε Qba∈ .  Αφού QPa =≠ , έχουµε Qb∈ . 

Άρα  
QaQ ⊆):( . 

Η άλλη σχέση υποσυνόλου είναι προφανής.  Άρα QaQ =):( .   □ 

 
11.2.3  Θεώρηµα  Έστω I ένα  αναλύσιµο ιδεώδες του R  και  

iin PQQQI =∩∩= ,1 "  

µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση του I.  Έστω RP Spec∈ . Οι ακόλουθες συνθήκες 

είναι ισοδύναµες 
(i)  για κάποιο i iPP =

(ii) υπάρχει Ra∈  µε την ιδιότητα  είναι P-πρωταρχικό ):( aI

(iii) υπάρχει Ra∈  µε την ιδιότητα PaI =):( . 

 
Απόδειξη  (i) (ii)  Έστω ⇒ iPP =  για κάποιο i. Επειδή η πρωταρχική ανάλυση 

 είναι ελάχιστη υπάρχει nQQI ∩∩= "1

i
QQa j

ij
i −∈

≠
∩ . 

Σύµφωνα µε την Άσκηση 0.6 έχουµε  
):():():():( 1 iniiini aQaQaQQaI ∩∩=∩∩= …" . 

Από το Λήµµα 11.2.2 έχουµε  

⎩
⎨
⎧

=−
≠

=
ijP

ijR
aQ

i
ij ανπρωταρχικόείναι 

 αν
):(  
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Τώρα παίρνουµε από τις δύο προηγούµενες σχέσεις ότι ):():( iii aQaI =  που 

είναι ένα -πρωταρχικό ιδεώδες. iPP =

 (ii)⇒ (iii) Άµεσο από τον ορισµό. 

 (iii)⇒ (i) Έστω PaI =):( .  Όπως και πριν έχουµε  

):():():( 1 aQaQaI n∩∩= "  

οπότε παίρνοντας ριζικά έχουµε (Άσκηση 6.1) 

):():( 1 aQaQP n∩∩= "  

Με τη βοήθεια του Λήµµατος 11.2.2 i) η προηγούµενη σχέση γράφεται 

):( 1 aQP
iQa
∩
∉

= , 

οπότε το Λήµµα 11.2.2 ii) δίνει  

i
Qa

PP
i

∩
∉

= . 

 Τώρα από το Λήµµα 6.1.3 ii) παίρνουµε iPP =  για κάποιο i.   □ 

 Το προηγούµενο θεώρηµα µας πληροφορεί ότι σε κάθε ελάχιστη πρωταρχική 
ανάλυση του αναλύσιµου ιδεώδους I  τα ριζικά των πρωταρχικών όρων είναι τα 

πρώτα ιδεώδη του R που έχουν τη µορφή RaaI ∈,):( . 

 
Απόδειξη θεωρήµατος 11.2.1  Άµεση από την προηγούµενη παρατήρηση, γιατί 

τα πρώτα ιδεώδη της µορφής ):( aI  εξαρτώνται µόνο από το I (και όχι από τις 

ελάχιστες πρωταρχικές αναλύσεις του).      □ 

 Το Θεώρηµα 11.2.1 µας επιτρέπει να δώσουµε τον εξής ορισµό. 
 
11.2.4  Ορισµός   Έστω I  ένα αναλύσιµο ιδεώδες του R  και  

iin PQQQI =∩∩= ,1 "  

µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση του I.  Με I συµβολίζουµε το σύνολο Ass

RPPI n Spec},,{Ass 1 ⊆= … . 

Θα λέµε ότι το I είναι αντίστοιχο πρώτο ιδεώδες του I ή το P αντιστοιχεί 

στο I. 

P Ass∈



Πρωταρχική Ανάλυση 207

 Σύµφωνα µε το 1ο Θεώρηµα µοναδικότητας το σύνολο  δεν εξαρτάται 

από την εκλογή της ελάχιστης πρωταρχικής ανάλυσης του I, αλλά µόνο από το I. 

IAss

 

11.3  2ο Θεώρηµα Μοναδικότητας   

 Έστω I ένα αναλύσιµο ιδεώδες του R.  Είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο 
ότι αν 

iin PQQQI =∩∩= ,1 "  

είναι µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση του I, τότε το σύνολο  

δεν εξαρτάται από την επιλογή της συγκεκριµένης ελάχιστης ανάλυσης.  Εύλογο 
είναι λοιπόν το ερώτηµα αν τα  είναι µοναδικά. Γρήγορα βλέπουµε ότι η 

απάντηση είναι αρνητική: 

IPP n Ass},,{ 1 =…

iQ

),( 2 xyx 2),()( yxx ∩=  

                ),()( 2 yxx ∩=

είναι δύο ελάχιστες πρωταρχικές αναλύσεις του  στο ] , όπως είδαµε 

στην §11.1. Όµως δεν είναι τυχαίο που το πρωταρχικό ιδεώδες ) εµφανίζεται και 

στις δύο αναλύσεις. Θα δούµε στα επόµενα ότι κάποια από τα  είναι µοναδικά 

(2

),( 2 xyx ,[ yxk

(x

iQ
ο Θεώρηµα µοναδικότητας). Για το σκοπό αυτό χρειαζόµαστε την έννοια του 

ελαχίστου πρώτου ιδεώδους, που διαπραγµατευόµαστε αµέσως παρακάτω. 
 Έστω I ένα γνήσιο ιδεώδες  του δακτυλίου R.  Θέτουµε  

}Spec{)(Var IPRPI ⊇∈=  

 
11.3.1  Πρόταση  Το σύνολο , όπου  I είναι γνήσιο ιδεώδες του R, περιέχει 

ένα τουλάχιστον ελάχιστο στοιχείο.   

)(Var I

 
Απόδειξη  Θα χρησιµοποιήσουµε το λήµµα του Zorn (Λήµµα 3.5.1).  Αρχικά 
παρατηρούµε ότι λόγω του Πορίσµατος 3.5.3. Ορίζουµε στο σύνολο 

τη µερική διάταξη 

∅≠)(Var I

)(Var I

2121 PPPP ⊇⇔≤  

(µεγαλύτερα στοιχεία είναι υποσύνολα).  Έστω ολικά διατεταγµένο µε 

. Θέτουµε  

)(Var IΩ ⊆

∅≠Ω
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PQ
ΩP
∩
∈

= . 

Τότε  αφού )RQ ≠ ( ∅≠Ω∈≠ PRP . Θα δείξουµε ότι RQ Spec∈ . Έστω 

ε Rba ∈,  µ Qab∈  και . Τότε υπάρχει Qa ≠ Ω∈1P  µε 1Pa ≠ . Το Ω είναι ολικά 

διατεταγµένο.  Άρα για Ω∈P  ισχύει  ή . Στην πρώτη περίπτωση 

έχουµε 

PP ⊆1 1PP ⊆

11 PbPabQab ∈⇒∈⇒∈  γιατί του  είναι πρώτο και .  Άρα 

. Επίσης και στη δεύτερη περίπτωση ισχύει 
1P 1Pa ≠

Pb∈ Pb∈ . Συνεπώς . 

Αποδείξαµε ότι  και κατά συνέπεια )

Qb∈

RQ Spec∈ (Var IQ∈ . Το Q είναι έτσι ένα 

άνω φράγµα του Ω στο ) . Από το λήµµα του Zorn  προκύπτει τώρα η 

ύπαρξη ενός µέγιστου στοιχείου του ) ως προς τη µερική διάταξη ≤ . □ 

(Var I

(Var I

 
11.3.2  Ορισµός  Έστω I ένα γνήσιο ιδεώδες  του δακτυλίου R. Κάθε ελάχιστο 
στοιχείο του ονοµάζεται ελάχιστο πρώτο ιδεώδες του Ι.  Το σύνολο των 

ελάχιστων πρώτων ιδεωδών του Ι συµβολίζεται µε . 

)(Var I

)min(I

 Μια γενίκευση της Πρότασης 11.3.1 θα µας είναι ιδιαίτερα χρήσιµη. 
 
11.3.3  Πρόταση  Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες  του P και I ιδεώδες I . Τότε το 

σύνολο 

P ⊆

}Spec{ '' IPPRP ⊇⊇∈  

περιέχει ένα τουλάχιστον ελάχιστο στοιχείο. 
 
Απόδειξη  Η απόδειξη είναι παρόµοια µε εκείνη της Πρόταση 11.3.1: στο σύνολο 

}Spec{ '' IPPRP ⊇⊇∈  ορίζουµε τη µερική διάταξη 

2121 PPPP ⊇⇔≤  

και εφαρµόζουµε το λήµµα του Zorn. Αφήνουµε τις λεπτοµέρειες ως άσκηση. □ 

 Επιστρέφουµε τώρα στις πρωταρχικές αναλύσεις ιδεωδών. 
 
11.3.4  Πρόταση  Έστω I ένα αναλύσιµο ιδεώδες του R και SpecRP∈ . Τότε  

PIP ⇔∈ )(min είναι ελάχιστο στοιχείο του . IAss
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Κατά συνέπεια το σύνολο είναι πεπερασµένο )(min I

 
Απόδειξη  Ισχυρισµός: Ισχύει PPIP ′⊇⇔⊇  για κάποιο IP Ass∈′ . Πράγµατι, 

έστω iin PQQQI =∩∩= ,1 "  µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση του Ι. 

Έχουµε τότε  

nn PPQQI ∩∩=∩∩= …… 11  

(Άσκηση 6.1), οπότε από το Λήµµα 6.1.3 ii) συµπεραίνουµε ότι 

iPPIPPIP ⊇⇔⊇⊇⇔⊇  για κάποιο PPi ′⊇⇔  για κάποιο , 

που είναι το ζητούµενο. 

IP Ass∈′

 “⇒ ” Έστω ) . Τότε από τον ισχυρισµό έχουµε min(IP∈ PP ′⊇ για κάποιο 

.  Αφού  έχουµε )(Ass IP ∈′ )min(IP∈ PP ′= . Άρα το P είναι ελάχιστο στοιχείο 

του . )(Ass I

 “⇐” Έστω P ελάχιστο στοιχείο του ) . Τότε (Ass I IP ⊇ . Από την Πρόταση 

11.3.3 υπάρχει ) µε την ιδιότητα min(IP ∈′ IPP ⊇′⊇ . Εφαρµόζουµε τον 

ισχυρισµό στο και συµπεραίνουµε ότι υπάρχει )IP ⊇′ (Ass IP ∈′′ µε την ιδιότητα 

. Από τις σχέσεις PP ′′⊇′ PPP ′′⊇′⊇  και την υπόθεση στο P έπεται ότι 

PP ′′=′ . Άρα ) .       □ min(' IPP ∈=

 
11.3.5  Θεώρηµα (2ο Θεώρηµα Μοναδικότητας)  Έστω I ένα αναλύσιµο ιδεώδες 
του δακτυλίου R  και .  Έστω  },,{)(Ass 1 nPPI …=

iin PQQQI =∩∩= ,1 "  

ijn PQQQI ′=′′∩∩′= ,1 "  

δύο ελάχιστες πρωταρχικές αναλύσεις του I. Τότε για κάθε )min(IPi ∈  ισχύει 

. '
ii QQ =

 
Απόδειξη  Έστω 1 και (χωρίς  βλάβη της γενικότητας) >n )min(1 IP ∈ . Λόγω του 

Λήµµατος 6.1.3 και της υπόθεσης στο , υπάρχει iP

12 PPPa n −∩∩∈ … . 
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Για κάθε  υπάρχει nj ,,3,2 …= Õ∈jm  µε την ιδιότητα .  Έστω 

.  Τότε  και το Λήµµα 11.2.2 (i), (iii) δίνει  

j
m Qa j ∈

},,max{ 2 nmmt …= 1Pat ∉

11 ):():():():( QaQaQaQQaI t
n

t
i

t
n

t =∩∩=∩∩= …" . 

Συνεπώς )  για αρκετά µεγάλο t.  Με παρόµοιο τρόπο,  για 

αρκετά µεγάλο t.  Έτσι λοιπόν 

:(1
taIQ = ):(1

taIQ =′

11 QQ ′= .      □ 

 
Σηµείωση  Στη διατύπωση του 2ου θεωρήµατος µοναδικότητας, θα µπορούσαµε 
να αντικαταστήσουµε τη συνθήκη “ )(Min IPi ∈ ” µε “  είναι ελάχιστο στοιχείο 

του συνόλου }”, οπότε η ίδια απόδειξη (µε την προφανή αντικατάσταση 

της συνθήκης στην πρώτη γραµµή) εξακολουθεί να ισχύει. Όµως η πρώτη 
συνθήκη είναι σαφώς προτιµότερη γιατί δεν αναφέρεται σε πρωταρχικές 
αναλύσεις. 

iP

,,{ 1 nPP …

 Στην Πρόταση 6.3.3 είδαµε ότι κάθε ανάγωγο ιδεώδες δακτυλίου του Noether 
είναι πρωταρχικό. Στην Άσκηση 4.3 είδαµε ότι κάθε γνήσιο ιδεώδες δακτυλίου της 
Noether είναι τοµή πεπερασµένου πλήθους ανάγωγων ιδεωδών. Συνεπώς έχουµε 
το εξής θεώρηµα. 

11.3.6  Θεώρηµα (Lasker-Noether) Έστω R δακτύλιος της Noether. Τότε κάθε 
γνήσιο ιδεώδες του R είναι αναλύσιµο.      □ 
 

11.4  Εφαρµογή: Θεώρηµα τοµής του Krull 

 Χρησιµοποιώντας πρωταρχική ανάλυση ιδεωδών ο Krull (1938) απέδειξε το 
εξής θεώρηµα. 
 
11.4.1  Θεώρηµα τοµής του Krull  Έστω R ένας τοπικός δακτύλιος της Noether µε 
µέγιστο ιδεώδες το m .  Τότε 

0
1

=
≥

n

n
m∩ . 

 Για την απόδειξη χρειαζόµαστε την επόµενη πρόταση. 
 
11.4.2  Πρόταση  Έστω I ένα ιδεώδες του δακτυλίου της Noether R .  Τότε 
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n

n

n

n
III ∩∩

11 ≥≥

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Απόδειξη  Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το I είναι γνήσιο, οπότε θέτοντας  
n

n
IJ ∩

1≥
=  

βλέπουµε ότι και  είναι γνήσιο αφού .  Από το θεώρηµα 11.3.6, το  
έχει µια πρωταρχική ανάλυση. Έστω λοιπόν  

JI IJI ⊆ JI

iin PQQQJI =∩∩= ,1 "  

µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση.  Επειδή  αρκεί να δείξουµε ότι  

και αυτό θα πραγµατοποιηθεί δείχνοντας ότι  για κάθε i. 

JJI ⊆ JIJ ⊆

iQJ ⊆

 Για άτοπο, έστω  για κάποιο i.  Έστω iQJ ⊄ iQJa −∈ . Ισχύει  

iQaI ⊆ . 

 Επειδή το  είναι πρωταρχικό, παίρνουµε iQ ii PQI =⊆ .  Όµως από το 

λήµµα 6.1.4 έχουµε   για κάποιο t.  Συνεπώς i
t

i QP ⊆

i
t

i
tn

n
QPII ⊆⊆⊆

≥
∩

1
, 

που είναι βέβαια άτοπο.        □ 
 

Απόδειξη του θεωρήµατος 11.4.1  Έστω n

n
mJ ∩

1≥
= . Από την προηγούµενη 

πρόταση παίρνουµε 
JmJ = . 

Ως R-πρότυπο, το J είναι πεπερασµένα παραγόµενο αφού ο R είναι της Noether.  
Εποµένως ισχύει το λήµµα του Nakayama (Πόρισµα 7.1.4) απ’ όπου 
συµπεραίνουµε ότι 0 .       □ =J
 

Ασκήσεις 

1. Το γνήσιο ιδεώδες  I του  R είναι πρωταρχικό αν και µόνο αν κάθε 
µηδενοδιαιρέτης του είναι µηδενοδύναµος IR / 0( =ab IR /

m 0

στο  µε 

 για κάποιο ). 00 =⇒≠ aa >m
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2. Έστω  οµοµορφισµοί δακτυλίων και Q  ένα  P-πρωταρχικό ιδεώδες 

του S.  Τότε το είναι ) -πρωταρχικό ιδεώδες του R. 

SRf →:

)

]

(1 Qf − (1 Pf −

3. Έστω ]  ο φυσικός µονοµορφισµός.  Έστω Q και I  ιδεώδη του R. 

Με  συµβολίζουµε την επέκταση του  Q  στο ]  (Κεφάλαιο 10). 

[: xRRf →

eQ [xR

 (i) Q πρωταρχικό  πρωταρχικό  ιδεώδες του  eQ⇔ [xR

 (ii) Αν το I  είναι αναλύσιµο και  

iin PQQQI =∩∩= ,1 "  

  είναι µια πρωταρχική ανάλυση του I, τότε  
e

i
ee

n
ee PQQQI =∩∩= 11 ,"  

       είναι µια πρωταρχική ανάλυση του eI . 

 (iii) Αν το I  είναι αναλύσιµο τότε 

}Ass:{Ass ][ IPPI ee
xR ∈= . 

4. Έστω k σώµα και kaa n ∈,,1 … .  Το ιδεώδες 

))(,,)(( 1
11

nt
nn

t axax −− …  

 είναι πρωταρχικό για κάθε Õ∈it . 

5. Έστω Q  ένα P – πρωταρχικό ιδεώδες του R και ένα πολλαπλασιαστικό 
υποσύνολο. 

RS ⊆

 (i) ∅=∩⇔∅=∩ SPSQ  

 (ii) Έστω .  Έστω  (συµβολισµός κεφαλαίου 10) µε 

.  Τότε 

∅=∩ SQ eQλ∈

),(/ SsRrsrλ ∈∈= Qr∈ .  Επιπλέον . QQec =

 (iii)Αν ∅=∩ SQ , τότε το  είναι eQ eP - πρωταρχικό ιδεώδες του  RS 1−

 (v) Αν '  είναι Q 'P - πρωταρχικό ιδεώδες του , τότε το  είναι 

- πρωταρχικό ιδεώδες του R  και .  Επιπλέον 

 

RS 1− cQ )( ′

cP )( ′ ∅=∩′ SQ c)(

QQ ce ′=′)( .

 (vi) Συµπέρασµα:  κάθε πρωταρχικό ιδεώδες του  είναι της µορφής  

για µοναδικό πρωταρχικό ιδεώδες Q του R µε την ιδιότητα . 

RS 1− eQ

∅=∩ SQ



Πρωταρχική Ανάλυση 213

6. Έστω R ένας δακτύλιος της Noether και I ένα  ιδεώδες του  R . Τότε το σύνολο 
των µηδενοδιαιρέτων του  είναι IR /

P
IP

∪
Ass∈

. 

Υπόδειξη: για τη σχέση  θεωρήσετε µια ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση του 

I. Για τη σχέση “⊇ ” έστω 

⊆

IP Ass∈ . Τότε το )  είναι P-πρωταρχικό για 

κάποιο a (Θεώρηµα 11.2.3).  Για κάποιο t έχουµε . 

:( aI

Iar t ∈

7. (Θεώρηµα τοµής του Krull). Έστω R δακτύλιος της Noether και  η 

τοµή των µέγιστων ιδεωδών του R.  Έστω .  Τότε  

)

)

(RJac

(Jac RI ⊆

0
1

=
∞

=

n

n
I∩  

Υπόδειξη:  Αποδείξετε την ακόλουθη γενίκευση του λήµµατος του 
Nakayama: αν M είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο και IMM = , 
όπου , τότε 0)(Jac RI ⊆ =M .   Τώρα συνεχίσετε όπως στο θεώρηµα 11.4.1. 

8. Έστω R τοπικός δακτύλιος της Noether µε µέγιστο ιδεώδες  m. 

 (i) Αν τότε για κάθε n. }{Spec mR ≠ nn mm
≠

+ ⊂1

 (ii) Αν I είναι ιδεώδες  µε  mI ≠ , τότε για κάθε n. nn mmI
≠

+ ⊂+ 1

9. Στο ]αποδείξετε ότι οι παρακάτω είναι πρωταρχικές αναλύσεις.  Ποιες 

είναι οι ελάχιστες; 

[xŸ

)1,9()3()33,9(
),2(),4(),2,4( 22

+∩=+
∩=

xx
xxxx  

10. Προσδιορίστε µια πρωταρχική ανάλυση του ],,[),( zyxkyzxxyI ⊆−= . 

Υπόδειξη: ποια είναι η οµοπαραλληλική πολλαπλότητα ; )(IV

11. Έστω R περιοχή της Noether.  Αποδείξετε ότι είναι περιοχή µοναδικής 
παραγοντοποίησης αν και µόνο αν κάθε ελάχιστο πρώτο ιδεώδες κάθε κυρίου 
ιδεώδους είναι κύριο. 

Υπόδειξη: Άσκηση 1.8. 
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12. Έστω R περιοχή της Noether όπου κάθε µέγιστο ιδεώδες είναι πρώτο. Τότε 
κάθε µη µηδενικό ιδεώδες του R γράφεται ως γινόµενο πρωταρχικών ιδεωδών 
των οποίων τα ριζικά είναι ανά δύο διάφορα.  Η παράσταση είναι µοναδική.   

13. Έστω I  γνήσιο ριζικό ιδεώδες ενός δακτυλίου της Noether.  Αποδείξετε ότι το 
I γράφεται µοναδικά ως τοµή πεπερασµένου πλήθους πρώτων ιδεωδών.  Ποια 
είναι η γεωµετρική ερµηνεία όταν ],,[ 1 nxxkR …= ;  (∆ες την Πρόταση 8.1.5 

(ii) και Άσκηση 8.20). 

14. Έστω )  και ,/(],[ 2 xyxyxkR = Rba ∈,  οι εικόνες των yx, .  Τότε το  

είναι ) -πρωταρχικό ιδεώδες του R και )  είναι ελάχιστη 

πρωταρχική ανάλυση του 0 για κάθε . 

)

1

( nb

,( ba ()(0 nba ∩=

≥n



 
 
 

Κεφάλαιο 12 

∆ακτύλιοι ∆ιακριτής Εκτίµησης 
 

 
 Οι δακτύλιοι διακριτής εκτίµησης εµφανίζονται συχνά στην Αλγεβρική 
Θεωρία Αριθµών (τοπικοποιήσεις του  σε πρώτο ιδεώδες, όπου k είναι 

αριθµητικό σώµα, Ασκήσεις 6, 7) και στην Αλγεβρική Γεωµετρία (τοπικός 
δακτύλιος µη ιδιάζουσας επίπεδης καµπύλης, Άσκηση 8). Στο κεφάλαιο αυτό θα 
δώσουµε ένα χαρακτηρισµό τους. 

kO

 

12.1  ∆ιακριτές εκτιµήσεις 

 Έστω k  σώµα.  Μια διακριτή εκτίµηση του k είναι µια επί συνάρτηση  
Ÿ→− }0{: kv  

που ικανοποιεί τις συνθήκες 
 (i) }0{,)()()( −∈∀+= kyxyvxvxyv . 

 (ii) }0{,)}(),(min{)( −∈∀≥± kyxyvxvyxv . 

 Φυσικά ισχύει )  και ()( 1 xvxv −=− 0)1( =v . 

 Για παράδειγµα, έστω  Ÿ∈p  πρώτος αριθµός.  Αν }0{−∈–
b
a µε 

θέτουµε 

Ÿ∈ba,  

ppp ba
b
av −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  όπου  και είναι οι δυνάµεις του pa pb p εµφανίζονται 

στις παραγοντοποιήσεις των και  αντίστοιχα.  Η συνάρτηση  είναι µια 

διακριτή εκτίµηση του –  (Άσκηση 1) και ονοµάζεται p-αδική εκτίµηση. 

a b pv

 Έστω Ÿ→− }0{: kv  µια διακριτή  εκτίµηση.  Το σύνολο  

}0)(|{ ≥∈= avkaR  
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είναι υποδακτύλιος του k. Κάθε τέτοιος δακτύλιος καλείται δακτύλιος διακριτής 
εκτίµησης.  Το σύνολο  

}0)(|{ >∈= avkam  

είναι ιδεώδες του R, όπως φαίνεται αµέσως από τις συνθήκες i) και ii). 
 
12.1.1  Πρόταση  Έστω k  σώµα και v διακριτή εκτίµηση του k. Τότε 
 (i) Ο δακτύλιος }0)(|{ ≥∈= avkaR  είναι τοπικός δακτύλιος µε µέγιστο 

ιδεώδες το }0)(|{ >∈= avkam . 

 (ii) O R είναι της Noether. 
 (iii)Αν υπάρχει R  µε t∈ 1)( =tv  τέτοιο ώστε: )(tm = , κάθε Ra∈  γράφεται 

 µε  και u αντιστρέψιµο στοιχείο του R, και κάθε ιδεώδες του R είναι 

της µορφής για κάποιο 

uta n= Õ∈n

)( mtI = Õ∈m . 

 
Απόδειξη  (i) Επειδή το m είναι ιδεώδες, για να δείξουµε το (i) αρκεί να δείξουµε 

ότι κάθε mRa −∈  είναι αντιστρέψιµο στο R. Έστω mRa −∈ . Τότε . 

Έχουµε  και .  Άρα , 

δηλαδή . 

0

0)( 1 =−av

)( =av

ka ∈−1 )()(0)1()( 11 avavvaav −=⇒== −−

Ra ∈−1

 (ii) Έπεται προφανώς από το iii) (κάθε ιδεώδες είναι πεπερασµένα 
παραγόµενο). 
 (iii) Έστω  µε Rt∈ 1)( =tv (η v είναι επί συνάρτηση).  Αν ma∈  τότε 

 

. Άρα 

⇒∈⇒≥⇒≥−⇒≥−⇒≥⇒> −− Ratatvtvavtvavavav 11 0)(0)()(0)()(1)(0)(

)(ta∈ )(tm ⊆ . Επειδή το m είναι µέγιστο και Rt ≠)(  (αφού το t δεν είναι 

αντιστρέψιµο του R έχουµε )(tm = . Ισχύει  για κάποιο αντιστρέψιµο 

. Πράγµατι, αυτό είναι προφανές για a αντιστρέψιµο στο R, αφού τότε 

. Υποθέτουµε λοιπόν ότι 

uta av )(=

Ru∈

0)( =av ma∈ . Για το στοιχείο  έχουµε 

. Άρα το u είναι αντιστρέψιµο στο R. Έτσι . Για 

τον τελευταίο ισχυρισµό του (iii), έστω I  ιδεώδες του R.  Θέτουµε 

katu av ∈= − )(

0)()()( =−= avavuv uta av )(=

}.|)(min{ Iaavm ∈=  
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Ισχύει ) . Πράγµατι, η σχέση  είναι προφανής.  Έστω .  Τότε 

σύµφωνα µ’ αυτό που αποδείξαµε πριν έχουµε  για κάποιο αντιστρέψιµο 

.  Ισχύει και άρα  .     □ 

( mtI = It m ⊆)( Ia∈

uta av )(=

Ru∈ mav ≥)( )( mta∈

 Ένα στοιχείου t όπως στην προηγούµενη πρόταση, ονοµάζεται τοπική 
παράµετρος της εκτίµησης v. Για παράδειγµα, µια τοπική παράµετρο της p-αδικής 
εκτίµησης  του – είναι το στοιχείο pv pt = . 

 
12.1.2  Παρατήρηση  Από την προηγούµενη πρόταση βλέπουµε ότι κάθε 
δακτύλιος διακριτής εκτίµησης είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και άρα περιοχή 
µοναδικής παραγοντοποίησης (Θεώρηµα 1.2.1). Το στοιχείο t είναι ανάγωγο. Άρα 
το πρόβληµα της εύρεσης της ανάγωγης παραγοντοποίησης του  mRa −∈  

ανάγεται στον προσδιορισµό του )  γιατί . (av uta av )(=

 

12.2 Χαρακτηρισµός δακτυλίων διακριτής εκτίµησης 

 Θα δώσουµε  έναν χαρακτηρισµό των δακτυλίων διακριτής εκτίµησης που 
αποτελεί το κύριο αποτέλεσµα αυτού του κεφαλαίου.  Χρειαζόµαστε την έννοια 

της κανονικής περιοχής: µια περιοχή R ονοµάζεται κανονική αν RR = , όπου R  
είναι η ακέραιη θήκη του R στο σώµα πηλίκων του (Ορισµός 7.2.4).  ∆ηλαδή η R 
είναι κανονική αν περιέχει κάθε στοιχείο του σώµατος των πηλίκων του που είναι 
ακέραιο πάνω από το R.  Από την Παρατήρηση 12.1.2 και την Άσκηση 7.7 
γνωρίζουµε ότι κάθε δακτύλιος διακριτής εκτίµησης είναι κανονικός. 
 
12.2.1  Θεώρηµα  Έστω R ένας δακτύλιος. Τότε ο R είναι δακτύλιος διακριτής 
εκτίµησης αν και µόνο αν ισχύουν οι συνθήκες 
 (i) R είναι της Noether. 

(ii) R είναι κανονικός. 
(iii) },0{Spec mR = . 

 Για την απόδειξη χρειαζόµαστε δύο λήµµατα. 
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12.2.2  Λήµµα  Έστω R περιοχή της Noether και Rt = .  Αν το t δεν είναι 
αντιστρέψιµο ισχύει 

0)(
1

=
≥

n

n
t∩  

Απόδειξη  Έστω 0 , )(
1

=
≥

n

n
t∩ 0≠x .  Τότε 

…=== 2
2

1 xttxx  

για κάποια .  Παρατηρούµε ότι Rx∈
                                     (1) …⊆⊆⊆ )()()( 21 xxx

και επιπλέον  για κάθε i, γιατί διαφορετικά θα είχαµε , όπου 

, οπότε , που είναι βέβαια άτοπο.  

Άρα η (1) είναι γνήσια αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R, άτοπο.  □ 

)()( 1+≠
⊂ ii xx ii axx =+1

Ra∈ taaxtxtxtxtx i
i

i
i

i
i

i
i =⇒=⇒== +

+
+ 11

1
1

 
12.2.3  Λήµµα   Έστω R  τοπική περιοχή της Noether, µε µέγιστο ιδεώδες το m .  

Έστω ότι το m είναι κύριο, 0),( ≠= ttm . Τότε ο R είναι δακτύλιος διακριτής 

εκτίµησης. 
 
Απόδειξη  Έστω }  µε a όχι αντιστρέψιµο. Τότε 0{−∈Ra )(tma =∈ . Θεωρούµε 

την ακολουθία ιδεωδών . Λόγω του Λήµµατος 12.2.1 

υπάρχει  µε ) . Τότε  µε )

…⊇⊇⊇ )()()( 32 ttt

Õ∈n (),( 1+∉∈ nn tata uta n= (tu∉ , οπότε το u είναι 

αντιστρέψιµο. Θα ορίσουµε τώρα µια διακριτή εκτίµηση 
Ÿ→− }0{: kv , 

όπου k είναι το σώµα πηλίκων του R.  Αν }0{, −∈Rba  µε ,  (uta m∈ vtb n= vu,  

αντιστρέψιµα στο R) θέτουµε 

nm
b
av −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Εύκολο επαληθεύεται ότι η v είναι καλά οριζόµενη και επί. Επιπλέον ισχύει 
 για κάθε })()()( yvxvxyv += 0{, −∈ kyx . Για την άλλη συνθήκη του ορισµού, 

έστω ότι ισχύει . Αν 0)()( yvxv ≥ =y , προφανώς )()()( yvxvyxv ≥=± . Έστω 
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0≠y .  Τότε , αφού 0Ryx ∈/ )()()/( ≥−= yvxvyxv .  Άρα  u 

αντιστρέψιµο στο R.  Τότε 

utyx k=/ ,

Rut
y

yx k ∈±=
± 1  

Άρα 0≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ±
y

yxv , δηλαδή )(yv
y
xv ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. Αποδείξαµε ότι η συνάρτηση v είναι 

διακριτή εκτίµηση του k.  Τέλος παρατηρούµε ότι 
 }0)(|{ ≥∈= xvkxR .     □ 

Απόδειξη του θεωρήµατος 12.2.1  “ ”  Έστω ότι ο R  είναι δακτύλιος διακριτής 
εκτίµησης.  Από την Πρόταση 12.1.1 (ii), ο R είναι της Noether. Είναι επίσης 
κανονικός όπως είδαµε στην αρχή της § 12.2. Τέλος από την Πρόταση 12.1.1 (iii) 
έπεται ότι . 

⇒

)}(,0{Spec tR =

 “⇒ ”  Έστω ότι ισχύουν οι συνθήκες i), ii), iii) του θεωρήµατος. Πρώτα 
παρατηρούµε ότι ο R είναι περιοχή αφού RSpec0∈ . Σύµφωνα µε το Λήµµα 

12.2.3, αρκεί να δείξουµε ότι το µέγιστο ιδεώδες  m  είναι κύριο. 

 Έστω k το σώµα πηλίκων του R.   

Ισχυρισµός 1  2mm ≠ . 

 Αυτό έπεται αµέσως από το λήµµα του Nakayama (Πόρισµα 7.1.4), γιατί το 
m είναι πεπερασµένα παραγόµενο (ο R είναι της Noether) και 0≠m . 

Ισχυρισµός 2   Έστω 2mmx −∈ .  Αν mx ≠)( , τότε υπάρχει my∈≠0  µε την 

ιδιότητα )(xmy ⊆ . 

 Από την Πρόταση 6.1.2 έχουµε mx =)( .  Από το Λήµµα 6.1.4 παίρνουµε  

mxmn ⊆⊆ )(  

για κάποιο 1. Έστω  n ελάχιστος τέτοιος αριθµός, οπότε ≥n )(1 xmn ⊆/
− . Από την 

υπόθεση έχουµε 1. Έστω >n )(1 xmy n −∈ − . Τότε βέβαια )(xmmy n ⊆⊆ . 

 Θεωρούµε τώρα το στοιχείο kxy ∈/ (µε  τις υποθέσεις του Ισχυρισµού 2).  

Τότε το σύνολο mxy )/(  είναι ιδεώδες του R.  
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 Περίπτωση α  Έστω Rmxy =)/( . Τότε 1/ =′ xyy  για κάποιο my ∈′ . Άρα 
2′ myyx ∈= , άτοπο. 

 Περίπτωση β  Έστω Rmxy ≠)/( . Τότε mmxy ⊆)/(  (Πόρισµα 3.5.3). Από 

την Πρόταση 7.1.1 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει 0, ≠∈ zmz  τέτοιο ώστε 

0])/()/()/[( 1
1

1 =++++ −
− zaxyaxyaxy mm

mm " . 

Άρα  είναι ακέραιο επί του R. Από την υπόθεση, ο R είναι κανονικός. Άρα 

. Συνεπώς ) , που είναι άτοπο. Και στις δύο περιπτώσεις 

καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε (δες τον Ισχυρισµό 2) ότι 

yx /

Rxy ∈/ (xy∈

mx ≠)( . Άρα 

)(xm = .  □ 

 

Ασκήσεις 

1. Έστω  ένας πρώτος αριθµός. Αποδείξετε ότι η συνάρτηση  που 

ορίστηκε στην αρχής της §12.1 είναι διακριτή εκτίµηση. Αποδείξετε ότι ο 
δακτύλιος της είναι η τοπικοποίηση του  στο ) . Ποιο είναι το µέγιστο 

ιδεώδες; 

Ÿ∈p pv

pv Ÿ ( p

2. Έστω R τοπικός δακτύλιος της Noether του οποίου το µέγιστο ιδεώδες είναι 
κύριο )(tm = . Αποδείξετε ότι είτε ο R είναι δακτύλιος διακριτής εκτίµησης 

είτε 0  για κάποιο n. =nt

3. Μια περιοχή R µε σώµα πηλίκων k ονοµάζεται δακτύλιος εκτίµησης αν: 

 ή . Rxkx ∈⇒−∈ }0{ Rx ∈−1

(i) Αποδείξετε ότι κάθε δακτύλιος εκτίµησης είναι τοπικός. 
(ii) Έστω R ένας δακτύλιος εκτίµησης. Τότε ο R είναι δακτύλιος διακριτής 

εκτίµησης αν και µόνο αν ο  R  είναι της Noether. 

4. Ο δακτύλιος R  είναι δακτύλιος διακριτής εκτίµησης αν και µόνο αν ισχύουν οι 
συνθήκες 
(i) R  είναι τοπικός της Noether (µε µέγιστο ιδεώδες το m ). 

(ii) },0{Spec mR = . 
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(iii) Η διάσταση του 2/ mm  ως mR /  - διανυσµατικός χώρος είναι 1. 

5. Έστω k ένα σώµα.  Τότε η τοπικοποίηση του ]  στο )  είναι δακτύλιος 

διακριτής εκτίµησης.  Ποια είναι η διακριτή εκτίµηση; 

[xk (x

6. Έστω R  περιοχή της Noether µε την ιδιότητα κάθε µη µηδενικό πρώτο 
ιδεώδες είναι µέγιστο.  Τότε R είναι κανονική =⇔ pR  δακτύλιος διακριτής 

εκτίµησης για κάθε πρώτο ιδεώδες P του R.  (Ο R µε τις προηγούµενες 
ιδιότητες ονοµάζεται περιοχή του Dedekind). 
Υπόδειξη: Άσκηση 10.10 

7. Έστω k αριθµητικό σώµα.  Τότε ο δακτύλιος των ακέραιων του k είναι 

περιοχή του Dedekind.   
kO

Υπόδειξη: Έστω 0  πρώτο ιδεώδες του  και ≠P kO ,Pa∈  0≠a ). Έστω  

ο σταθερός όρος του ) . Ο δακτύλιος )  είναι πεπερασµένος.  

Άρα η ακεραία περιοχή  είναι πεπερασµένη. 

(aN

,( –aIrr (/ aNkO

Pk /O
Σε περιοχές του Dedekind αποδεικνύεται ότι κάθε ιδεώδες γράφεται ως 
γινόµενο πεπερασµένου πλήθους πρώτων ιδεωδών κατά τρόπο ουσιαστικά 
µοναδικό. 

8. Έστω k ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα και ανάγωγο ],[ yxkf ∈  της µορφής 

, όπου .  Έστω  η αντίστοιχη καµπύλη.  Θέτουµε 

 και )  που είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R.  Αποδείξετε 

ότι η τοπικοποίηση  είναι δακτύλιος διακριτής εκτίµησης 

gbyaxf ++= 2),( yxg ∈ fC

][ fCkR = /(),( fyxP =

PR ⇔≠⇔ 0,ba  το 

σηµείο )  δεν είναι ιδιάζον. 0,0(

 
 



 
 
 

Βιβλιογραφία 
 

 
Στις σηµειώσεις αυτές χρησιµοποιήθηκαν τα παρακάτω βιβλία. Για παραπέρα 
µελέτης της Μεταθετικής Άλγεβρας, συνιστούµε τα [1], [2] και [3]. 
 
1. M.F. Atiyah and I.G. Macdonald, Introduction to Commutative Algebra, 

Addison-Wesley, Reading, Mass, 1969. 

2. D. Eisenbud, Commutative Algebra with a view toward Algebraic Geometry, 
Springer-Verlag, 1995. 

3.  H. Matsumura, Commutative Ring Theory, Cambridge 1986. 

4.  K. Ireland and M. Rosen, A. Classical Introduction to Modern Number Theory, 
Springer-Verlag, 1990. 

5.  M. Reid, Undergraduate Algebraic Geometry, Cambridge, 1988. 

6.  M. Raid, Undergraduate Commutative Algebra, Cambridge, 1995. 

7.  R.Y. Sharp, Steps in Commutative Algebra, Cambridge, 1990. 

8.  I. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry vol I, Springer-Verlag, 1988. 

9.  I.N. Stewart and D.O. Tall, Algebraic Number Theory, Chapman and Hall, 
1987. 

 


