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Θέµα 1 

Έστω   2 21 2
.
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α) Υπολογίστε τις ιδιοτιµές, τα ιδιοδιανύσµατα, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο και το 
ελάχιστο πολυώνυµο του Β. 
β) Αφού βρείτε έναν πίνακα  τέτοιον ώστε ο  είναι διαγώνιος, υπολογίστε 
τον 

P 1P BP−

kB ,  0.k ≥
Λύση 
α) Με πράξεις ρουτίνας βρίσκουµε: 
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χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( ) ( 1)( 2)B x x xχ = + − . 
Από το Πόρισµα 3.1.4 και το Θεώρηµα 3.1.6 έπεται ότι το ελάχιστο πολυώνυµο είναι 

( ) ( ) ( 1)( 2)B Bm x x x xχ= = + − . 

β) Ως P µπορούµε να θεωρήσουµε  τον  (βλ. σελίδα 58 και Παραδείγµατα 

2.2.6). Έχουµε 
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⎟ , δες την Εφαρµογή 2.2.7 στη σελίδα 60-61. 

Απάντηση 
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Θέµα 2 
α) Αποδείξτε ότι όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο. Αληθεύει 
ότι αν δύο πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο, τότε είναι όµοιοι; 
(∆ικαιολογήστε την απάντησή σας είτε µε απόδειξη είτε µε αντιπαράδειγµα). 
β) Έστω B ν ν×∈C  µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο 1

1 0( ) ( 1) ... .B x x a x aν ν ν
νχ −
−= − + + +  

Αποδείξτε ότι 0det B a=  και 1
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ν
−
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Λύση 

α) ∆ες την Πρόταση 2.1.18. Ένα αντιπαράδειγµα είναι  (βλ. και 

Άσκηση 14 της παραγράφου 2.1). 
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β) Βλ. Πρόταση 2.1.15 και Πρόταση 2.1.17. 
 
Θέµα 3  
Έστω :f V V→  µια γραµµική απεικόνιση, όπου το V είναι ένας −F διανυσµατικός 
χώρος πεπερασµένης διάστασης. 



ΜΜ 

α) Αποδείξτε ότι αν ,λ µ∈F  είναι δυο διακεκριµένες ιδιοτιµές της f , τότε 
( )dim ( ) ( ) dim ( ) dim ( )V V V Vλ µ λ+ = + µ . 

β) ∆ιατυπώσετε τον ορισµό της διαγωνίσιµης γραµµικής απεικόνισης. Αποδείξτε ότι 
αν ισχύει  τότε η 3 0,f f− = f  είναι διαγωνίσιµη. 
Λύση 
α) Αρκεί να δειχτεί ότι { }( ) ( ) 0V Vλ µ∩ =  και αυτό έπεται άµεσα από τους ορισµούς 
(βλ σελίδα 65 , τέταρτη παράγραφος). 
β) Από την υπόθεση έπεται ότι ( ) ( 1)( 1)fm x x x x− +  και άρα το ( )  είναι γινόµενο 
διακεκριµένων µονικών πρωτοβάθµιων παραγόντων. Το ζητούµενο έπεται από το 
Θεώρηµα 3.2.2. 

fm x

 
Θέµα 4 

 Έστω  2 21
.
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α) Να βρεθούν οι τιµές του α ώστε ο Β να είναι τριγωνίσιµος. 
β) Να βρεθούν οι τιµές του α ώστε ο Β να είναι διαγωνίσιµος. 
Λύση 
Έχουµε 2( ) 3 2 .B x x xχ = − + − a  
α) Από το Θεώρηµα 2.3.4, ο Β είναι τριγωνίσιµος αν και µόνο αν οι ρίζες του ( )B xχ  

είναι πραγµατικές, δηλαδή αν και µόνο αν 1 .
4

a ≥ −  

β) Απάντηση 1
4

a > − .  

Πράγµατι, αν 1
4

a > − τότε ο Β έχει διακεκριµένες ιδιοτιµές και άρα διαγωνοποιείται. 

Αντίστροφα, αν ο Β είναι διαγωνίσιµος, τότε είναι τριγωνίσιµος και άρα 1 .
4

a ≥ −  

Τέλος, για 1
4

a = −  βλέπουµε µε έναν άµεσο υπολογισµό ότι ο Β έχει µοναδικό 

ιδιόχωρο διάστασης 1, οπότε για την τιµή αυτή ο Β δεν είναι διαγωνίσιµος.  
 
Θέµα 5 
α) Αποδείξτε ότι κάθε ιδιοτιµή Ερµιτιανού πίνακα είναι πραγµατικός αριθµός. 

β) Έστω  Αποδείξτε ότι υπάρχει ορθοκανονική βαση του  

αποτελούµενη από ιδιοδιανύσµατα του Β αν και µόνο αν 
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Λύση 
α) ∆ες το Θεώρηµα 4.2.8. 
β) Από το Θεώρηµα 4.3.7, υπάρχει ορθοκανονική βαση του 2 1×  αποτελούµενη από 
ιδιοδιανύσµατα του Β αν και µόνο αν * *BB B B= , δηλαδή (πράξεις πινάκων) αν και 
µόνο αν 1.α = −  
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