
Γραµµική Άλγεβρα ΙΙ 
Απαντήσεις/Υποδείξεις Επιλεγµένων Ασκήσεων 

Παράγραφος 4.2 
 
1) Ο Α είναι Ερµιτιανός και όχι µοναδιαίος. Ο Β είναι Ερµιτιανός και µοναδιαίος. Ο 
C είναι µοναδιαίος. Ο C είναι Ερµιτιανός αν και µόνο αν  0.συνθ =
2) Έχουµε Av v Av vλ= ⇔ = λ  και εποµένως το λ είναι ιδιοτιµή του Α αν και µόνο 
αν το λ  είναι ιδιοτιµή του A . Αρκεί να δείξουµε ότι οι *,A A  έχουν τις ίδιες 
ιδιοτιµές. Αυτό ισχύει, γιατί ξέρουµε ότι ανάστροφοι πίνακες έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. 
3)i) Έστω ότι ο A είναι µοναδιαίος. Τότε έχουµε 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )**
tt t

AA I A A I A A I I A A I A A I= ⇒ = ⇒ = = ⇒ = ⇒ =  

και άρα ο A  είναι µοναδιαίος. Όµοια αποδεικνύεται ότι οι  είναι µοναδιαίοι. 1,tA A−

ii) Εφόσον ο Α είναι αντιστρέψιµος, κάθε ιδιοτιµή του είναι µη µηδενική. Έχουµε 
1 1 1 *1 1 .tAv v A A A v A v v A v v A v vλ λ

λ λ λ
− − −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

1  Συνεπώς, αν το λ 

είναι ιδιοτιµή του Α, τότε το 1
λ

tA είναι ιδιοτιµή του . Το ζητούµενο έπεται από το 

γεγονός ότι ανάστροφοι πίνακες έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. 
iii) Ξέρουµε ότι d  είναι το γινόµενο των ιδιοτιµών του  και, εφόσον ο Α είναι 
µοναδιαίος, κάθε ιδιοτιµή του Α έχει µέτρο 1. Άρα 

et A A
det A =1. 

4) Σωστό, Λάθος, Σωστό. 
5) i) Έστω λ µια  ιδιοτιµή του Α µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα . Τότε  έχουµε v

*, , , ,Av v v A v v v v vλ λ λ= ⇒ = − ⇒ = .λ−

.

 
ii) Αν ο πίνακας  ήταν µη αντιστρέψιµος, τότε το 1 θα ήταν 
ιδιοτιµή του Α, που είναι άτοπο από το προηγούµενο υποερώτηµα.. 

( 1)I A A I+ = − − −

iii) Αρκεί να δείξουµε ότι  Επειδή έχουµε 

 

( )*1 1 *( )( ) ( ) ( )I A I A I A I A I− −− + + − =

( ) ( ) ( )* 1 1* 1 *) ( )I A I A
− −= + = −( ) , (I A I A I A −− = + +

αρκεί να δείξουµε ότι (  ή ισοδύναµα 
. Η τελευταία σχέση επαληθεύεται µε έναν άµεσο 

υπολογισµό. 

( ) 11)( ) ( )I A I A I A I A I−−− + − + =
( )( )I A− +( )( )I A I A I A+ − =

9) Το ζητούµενο έπεται από τη σχέση 
,u v
u v

συνθ =  , την Πρόταση 4.2.4 και το 

Πόρισµα 4.2.5.Το αντίστροφο δεν ισχύει. Ένα αντιπαράδειγµα είναι ο 2 .  I
10) Έστω ότι το k είναι άρτιος, k  Εφαρµόζοντας πολλές φορές το Λήµµα 4.3.2 
1) παίρνουµε 

2 .m=
20 ,mA x x= = ,mA x A xm  και άρα   0.mA x =

Έστω τώρα ότι το k είναι τυχαίο. Επειδή 2 , έχουµε  Από την ειδική 
περίπτωση που είδαµε πριν παίρνουµε   Συνεχίζοντας έτσι (ή επαγωγικά) 
παίρνουµε τελικά  

k k≥
12kA x
−

=
.

2 0.
k

A x =
0.

02 0 0A x Ax= ⇒ =
Σηµείωση: Μια άλλη άµεση λύση µπορεί να δοθεί βασιζόµενη στο γεγονός ότι οι 
Ερµιτιανοί πίνακες είναι διαγωνίσιµοι (βλ. επόµενη παράγραφο). 
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