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Ενδεικτικές λύσεις 
Θέµα 1 
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1. Να βρεθούν οι λύσεις του συστήµατος ΑΧ=0 και η διάσταση του χώρου των 
λύσεων. 

2. Έστω  η γραµµική απεικόνιση µε αντίστοιχο πίνακα τον Α ως 
προς τη συνήθη βάση του . Να βρεθεί µια βάση της εικόνας της  f. 

3:f →R R3

3
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3. Εξετάστε αν ο πίνακας 1B AB−  είναι αντιστρέψιµος, όπου Β είναι ένας 

αντιστρέψιµος 3  πραγµατικός πίνακας. 3×
4. Να βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του Α. 
5. Εξετάστε αν ο Α είναι διαγωνίσιµος πίνακας. 

Λύση 

1. Μετά από τρεις γραµµοπράξεις ο Α παίρνει τη µορφή 
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, οπότε οι 

λύσεις είναι 1( 1, ,1)
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⎬  και η ζητούµενη διάσταση είναι 1. 

2. Από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε dim ker 1f =  και άρα  
Συνεπώς αρκεί να βρεθούν 2 γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του Α, πχ οι πρώτες 2. 

dim Im 3 1 2.f = − =

3. ∆εν είναι αντιστρέψιµος αφού 1 3 1 3det det det det 0.B AB B A B− −= =  
4. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι , οι ιδιοτιµές είναι 0,-2 και οι 

ιδιόχωροι είναι 
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5. Τα ιδιοδιανύσµατα  είναι γραµµικά ανεξάρτητα (πχ η ορίζουσά 

τους δεν είναι 0) και συνεπώς ο Α είναι διαγωνίσιµος. 
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Θέµα 2  
Έστω V  ο υπόχωρος του που παράγεται από τα διανύσµατα 4R

1 2 3(1,1, 1, 1), (1, 2,3, 1), (4,7,8, 4).v v v= − − = − = −  
1. Εξετάστε αν   (5,9,11, 5) .V− ∈
2. Να βρεθεί η διάσταση του V. 
3. Να βρεθεί µια ορθοκανονική βάση του V. 
4. Να βρεθεί ένα µη µηδενικό διάνυσµα του που είναι κάθετο προς κάθε 

διάνυσµα του V. 
4R

5. Έστω { }( , ,0,0) ,U x y x y= R∈ . ∆είξτε ότι dim dim dim( ).V U U V+ = +  



Λύση 
1. Εξετάζουµε αν υπάρχουν , ,x y z∈  τέτοια ώστε 1 2(5,9,11, 5) 3xv yv zv− = + + , 

δηλαδή αν υπάρχει λύση του συστήµατος 
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Εργαζόµενοι µε τον επαυξηµένο πίνακα βρίσκουµε την κλιµακωτή µορφή 

 από την οποία συµπεραίνουµε ότι υπάρχει λύση. 
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2. Τα  είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Πράγµατι, το οµογενές σύστηµα που 

προκύπτει από  έχει πίνακα συντελεστών τον  

και είδαµε από στον υπολογισµό του προηγούµενου υποερωτήµατος  ότι η 

κλιµακωτή µορφή του  είναι .  
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Τα  είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Άρα dim1 2,v v 2.V =  
3. Εφαρµόζουµε τη µέθοδο ορθοκανονικοποίησης Gram-Schmidt στη βάση { }1 2,v v  

και βρίσκουµε τη βάση 1 2
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u = − . 

4. Αρκεί να βρεθεί ένα µη µηδενικό διάνυσµα ( , , , )x y z w κάθετο και στο  και στο 
 Λαµβάνοντας εσωτερικά γινόµενα, ζητάµε µη µηδενική λύση του συστήµατος 

. Μια τέτοια λύση είναι  η 
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5. Αρκεί να δειχτεί ότι { }0 .U V =∩  Έστω ( , ,0,0)x y V∈ . Τότε υπάρχουν ,λ µ∈  

τέτοια ώστε 1( , ,0,0) ,2x y v vλ µ= + οπότε 
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 από το οποίο έπεται ότι 

 0.x y= =
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