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Κεφάλαιο 5 

Εφαρµογές των Θεωρηµάτων ∆οµής 
 

 

5.1  Μελέτη µιας γραµµικής απεικόνισης α:V→V µέσω των 
Θεωρηµάτων ∆οµής 

 Έστω F ένα σώµα, V ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης επί του 
F και  µια γραµµική απεικόνιση. VVα →:
 Όπως ξέρουµε το V εφοδιάζεται µε τη δοµή ενός -προτύπου µέσω της α ως ][xF

)))((()( υxfυxf =⋅  

και αυτό το ] -πρότυπο το συµβολίζουµε µε . [xF αV

 Να υπενθυµίσουµε ότι ένα υπόχωρος Κ του V είναι ένα ] -υποπρότυπο του  

αν και µόνο αν, ο Κ είναι α-αναλλοίωτος, δηλαδή  

[xF αV

KKα ⊆)( .

 Πριν αρχίσουµε τη µελέτη του ] -προτύπου , ν’ αναφέρουµε ένα γνωστό 

µας αποτέλεσµα. 

[xF αV

 
5.1.1 Πρόταση.  Υπάρχει µια διατεταγµένη βάση ),...,(ˆ 1 ρυυυ =  του V  τέτοια ώστε 
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αν και µόνο αν , όπου  υπόχωροι του V  τέτοιοι ώστε , 

. 
κi VVV ⊕⊕= iV ii VVα ⊆)(

κi ≤≤1



 2

Απόδειξη.  Έστω )  τέτοια ώστε ,  

. Προφανώς 

,...,(ˆ 1 ρυυυ = )()ˆ,ˆ:(
1(*)

ij
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κiFA ii vv
i ≤≤∈ × 1 κvvρ += 1 . Αν 〉〈= ++ −− iii vvvi υυV

11
,...,1 , , 

τότε από την (*) έχουµε ότι  άρα 

00 =v

κ

ρ

κ
jκj υaυα ∑

=

=
1

)( ij Vυα ∈)(  για κάθε 

, συνεπώς  και  µάλιστα αν iii vvv +≤+ −− 11 1 ii VVα ⊆)( ),...,(ˆ
11 1 iii vvvi υυυ ++ −−

=  τότε 

  iiiV Aυυα
i

=)ˆ,ˆ:|( , κi ≤≤1 .

 Αντίστροφα έστω ότι κVVV ⊕⊕= 1  όπου  υπόχωροι του  τέτοιοι ώστε 

 
iV V

ii VVα ⊆)( .

Έστω  και iFi Vd dim= ),...,(ˆ 1 idiii υυυ =  µια διατεταγµένη βάση του . Αν 

 τότε  είναι µια διατεταγµένη βάση του  

και όπου  

iV

),...,,...,,...,,,...,(ˆ 1221111 2 κi dκκdd υυυυυυυ = υ̂ V
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iiVi FυυαA ×∈= )ˆ,ˆ:|( .

 Συνεπώς υπάρχει µια διατεταγµένη βάση  του  τέτοια ώστε 

αν και µόνο αν το ] -πρότυπο  αναλύεται ως ευθύ 

άθροισµα κ ] -υποπροτύπων του. 

υ̂ V
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5.1.2 Πρόταση.  Το  είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο περιοδικό -πρότυπο. αV ][xF

 
Απόδειξη. Πρώτα θα δείξουµε ότι το  είναι ένα περιοδικό ] -προτύπο. Έστω 

. Θα βρούµε ένα  µε 
αV [xF

αVυ∈ ][)( xFxφ ∈ 0)( ≠xφ 0 και )))((()( ==⋅ υαφυxφ . 



 3

 Πράγµατι, επειδή ∞<VFdim , υπάρχει ένας θετικός ακέραιος κ µε 

 να είναι F-γραµµικά εξαρτηµένα. Άρα υπάρχει , 

 και . 

)(),...,(, υαυαυ κ 0

0

0

),...,,( 10 ≠κrrr

Fri ∈ )()(10 =+++ υαrυαrυr κ
κ

 Αν τότε κ
κ xrxrrxφ +++= 10)(  )( ≠xφ  και 0))(()( ==⋅ υαφυxφ , άρα το V  

είναι ένα περιοδικό ] -πρότυπο. 
α

[xF

 Τώρα αν  µια βάση του  τότε το  ως vυυ ,...,1 V V F -πρότυπο παράγεται από το 

 και επειδή ]  έπεται ότι το  ως ] -πρότυπο παράγεται από το 

. 

},...,{ 1 vυυ [xFF ⊆ αV [xF

},...,{ 1 vυυ

 Το θεώρηµα δοµής για πεπερασµένα παραγόµενα R -πρότυπα όπου R  α.π.κ.ι µας 
λέει ότι κάθε τέτοιο πρότυπο είναι ευθύ άθροισµα κυκλικών R -προτύπων. 
 Να εξετάσουµε τι σηµαίνει το  να είναι κυκλικό ] -πρότυπο τάξης . 

Έστω ότι . 
αV [xF )

0

(xφ

≠αV

Επειδή  είναι κυκλικό, σηµαίνει ότι υπάρχει αV αVw∈  µε |)({][ wxfwxFVα ==  

]}[)(|))(({]}[)( xFxfwαfxFxf ∈=∈  και είναι ένας -

επιµορφισµός άρα 

))(()(
][

wαfxf
VxF α

→
→ ][xF

I
xFVα
][≅  µε ][)( xFxφI = . 

Επειδή 0  και περιοδικό έπεται ότι )  είναι µη αντιστρέψιµο στοιχείο του 

 και 0  άρα είναι ένα πολυώνυµο βαθµού 1  και επειδή η τάξη του  

είναι  χ.β.τ.γ. το θεωρούµε µονικό. 

≠αV (xφ

][xF )( ≠xφ ≥ αV

)]([ xφ

Επειδή )  είναι η τάξη του  έπεται ότι 0(xφ αV )( =αVxψ  αν και µόνο αν . 

Συνεπώς  είναι η µηδενική απεικόνιση αν και µόνο αν . 

)

)

(|)( xψxφ

VVαψ →:)( (|)( xψxφ

Άρα  το )  είναι το ελάχιστο πολυώνυµο της α, το οποίο συµβολίζουµε µε 

. Συνεπώς, δείξαµε ότι  

(xφ

)(min xα
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5.1.3  Πρόταση.  Αν είναι ένα κυκλικό -πρότυπο τότε η τάξη του 

. 
αV  ][xF

)(min xV αα =

 Στην επόµενη πρόταση θα δείξουµε ότι η διάσταση του  επί του V F , αν  

είναι ένα κυκλικό ] -πρότυπο, ισούται µε το βαθµό της τάξης του . 
αV

[xF αV

 
5.1.4 Πρόταση.  Έστω  διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης επί του V F  
και V  µια γραµµική απεικόνιση. Αν  είναι κυκλικό -πρότυπο τάξης 

 και 

Vα →: αV ][xF
κκ

κ xxγxγγxφ ++++= −
−

1
110)( 〉〈= 0wVα , τότε  είναι 

µια βάση του V. Ιδιαίτερα, 

)(),...,(, 0
1

00 wαwαw κ−

)(degdim xφVF = . 

Απόδειξη.  Πρώτα θα δείξουµε ότι τα στοιχεία  είναι )(),...,(, 0
1

00 wαwαw κ− F -

γραµµικά ανεξάρτητα. 

 Πράγµατι, έστω  . Θεωρούµε το πολυώνυµο 

 τότε 

0)(),...,( 0
1

10100 =+ −
− wαλwαλwλ κ
κ

][)( 1
110 xFxλxλλxf κ

κ ∈+++= −
− 0))(( 0 =wαf  δηλαδή  άρα 

 άρα 0 , συνεπώς 0

0)( 0 =wxf

)(|)( xfxφ )( =xf 110 ==== −κλλλ . Μένει να δείξουµε ότι τα 

στοχεία  παράγουν τον V . )(),...,(, 0
1

00 wαwαw κ−

 Πράγµατι, έστω . Επειδή Vυ∈ 00 ][ wxFwVα =〉〈= , υπάρχει  µε 

. Τώρα 

]

)

[)( xFxρ ∈

))(()( 00 wαρwxρυ == ()()()( xrxφxqxρ +=  όπου  η 

. Αν 0  τότε 0

0)( =xr

)(deg)(deg xφxr < ≠υ )( ≠xr , έστω  σ
σ xδxδδxr +++= 10)( , κσ <  

και  . === ))(())(( 00 wαrwαρυ )()( 00100 wαδwαδwδ σ
σ+++

 Στο επόµενο Πόρισµα βλέπουµε ότι ο πίνακας της α ως προς τη βάση του V  που 
βρήκαµε έχει απλή µορφή. 
 
5.1.5 Πόρισµα.  Έστω  ένα κυκλικό -πρότυπο τάξης αV ][xF +++= xγγxφ 10)(  

 και . Αν  τότε κκ
κ xxγ +−
−

1
1 〉〈= wVα ))(),...,(,(ˆ 0

1
00 wαwαww κ−=
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 Η απόδειξή του αφήνεται ως άσκηση. 
 
5.1.6 Ορισµός.  Έστω ]  ένα µονικό πολυώνυµο, [)( xFxf ∈ +++= xγγxf 10)(  

vv
v xxγ +−
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λέγεται συνοδός πίνακας του )  και συµβολίζεται µε . (xf ))(( xfΣ

 Η επόµενη πρόταση µας λέει ότι το  είναι ένα κυκλικό ] -πρότυπο αν και 

µόνο αν υπάρχει µια διατεταγµένη βάση του , ως προς την οποία, ο πίνακας της α 
είναι ο σύνοδος πίνακας κάποιου πολυωνύµου. 

αV [xF

V

 
5.1.7  Πρόταση.  Έστω V διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης επί του F και 

 µια γραµµική απεικόνιση. Τότε το  είναι ένα κυκλικό -πρότυπο αν 

και µόνο αν υπάρχει υ  µια διατεταγµένη βάση του V και 

VVα →: αV ][xF

ˆ ][)( xFxφ ∈  έτσι ώστε  

))(()ˆ,ˆ:( xφΣυυα = . 

Επιπλέον, ισχύει ότι η τάξη του =)(xφ )(min xV αα = . 

 
Απόδειξη.  ∆είξαµε πριν ότι,  αν  είναι κυκλικό ] -πρότυπο τάξης )  τότε 

 και ότι Πρόταση   , Πόρισµα     , υπάρχει µια διατεταγµένη βάση  

του V µε . 

αV [xF (xφ

)(min)( xxφ α= υ̂

))(()ˆ,ˆ:( xφΣυυα =

Έστω τώρα ότι υπάρχει µια διατεταγµένη βάση υ  του V µε ˆ
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1

1
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1
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1
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)ˆ,ˆ:(  

και . ][)( 1
110 xFxxγxγγxφ vv

v ∈++++= −
−

Αν )  τότε από την (*) έπεται ότι ,...,(ˆ 10 −= vυυυ )( 01 υαυ = ,  

 άρα  δηλαδή το  είναι ένα κυκλικό ] -πρότυπο. 

)()( 0
2

12 υαυαυ ==

)

0 0

,...,

)( 0
1

1 υαυ v
v

−
− = 0][ υxFVα = αV [xF

 Τώρα . ()()())(()( 0
1

10100

(*)τηναπό

10
1

0 υαγυαγυγυαυααυα v
vv

vv −
−−

− −−−−===

 Συνεπώς  και , 

, άρα )  είναι η µηδενική απεικόνιση στο V άρα | τάξη του . 

))(( 0 =υαφ )))((())()(())(( 00 === υαφαυααφυαφ ii
i

1,...,1 −= vi (αφ )(xφ αV

 Αν τώρα τάξη του  µε κκ
κα xxδxδδxσV ++++== −
−

1
110)( vκ < , τότε 

 το οποίο δεν ισχύει επειδή 

 είναι 

)()()())((0 00
1

101000 υαυαδυαδυδυασ κκ
κ ++++== −
−

κυυυ ,...,, 10 F -γραµµικά ανεξάρτητα, άρα vκ ≥  άρα =)(xφ τάξη του . αV

 Το ακόλουθο θεώρηµα έπεται από το Θεώρηµα ∆οµής ΙΙ και το χαρακτηρισµό 
των κυκλικών ] -προτύπων που βρήκαµε. [xF

 
5.1.8  Θεώρηµα. Έστω V διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης επί του F και 

 µια γραµµική απεικόνιση. Τότε υπάρχει µια διατεταγµένη βάση υ  του V µε VVα →: ˆ
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Επιπλέον αν υπάρχει u  διατεταγµένη βάση του V µε ˆ
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τότε  και , . κρ = ii cd = κi ≤≤1
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Απόδειξη.  Θεωρούµε το ] -πρότυπο . Επειδή το  είναι ένα πεπερασµένα 

παραγόµενο περιοδικό ] -πρότυπο, από το Θεώρηµα   ∆οµής ΙΙ έπεται ότι το  

αναλύεται ως ευθύ άθροισµα 

[xF αV αV

[xF αV

κα WWV ⊕⊕= 1  

όπου  είναι κυκλικά ] -υποπρότυπα του  τάξης  µε  µη αντιστρέψιµα 

στοιχεία του ]  και . 
iW [xF αV id id

[xF κddd ||| 21

 Από την Πρόταση 5.1.1 και την προηγούµενη πρόταση έχουµε ότι υπάρχει µια 
διατεταγµένη βάση υ  του V µε ˆ
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Έστω τώρα ότι υπάρχει µια διατεταγµένη βάση u  του V µε ˆ
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Τότε πάλι από την Πρόταση 5.1.1 και την προηγούµενη πρόταση έπεται ότι 

ρα ZZV ⊕⊕= 1  

όπου  κυκλικό ] -υποπρότυπο του  τάξης . iZ [xF αV ic

 Από το Θεώρηµα ∆οµής ΙΙ τώρα έπεται ότι κρ =  και ii cd = , κi ≤≤1 . 

 

5.1.9  Πόρισµα.  Έστω vvFA ×∈ . Τότε ο Α είναι όµοιος προς µοναδικό πίνακα της 
µορφής 

(*)     µε . 
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OdΣ

κddd ||| 21

Η (*) λέγεται κανονική µορφή του Α. 
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Απόδειξη. Έστω  
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Από το προηγούµενο θεώρηµα έπεται ότι υπάρχει διατεταγµένη βάση  

του 

),...,(ˆ 1 vυυυ =
1×vF  έτσι ώστε 
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άρα αν  µε  τότε vvv FSSS ×∈= )( )()1(
i

i υS =)(
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Αν τώρα υπάρχει vvFT ×∈  µε  
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⎟
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⎜
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⎛
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τότε αν  έχουµε ότι ),...,(ˆ )()1( vTTu =
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⎟
⎟
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⎜
⎜
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Από το προηγούµενο θεώρηµα έπεται ότι κρ =  και ii dc = , κi ≤≤1 . 
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Συνεπώς δείξαµε ότι: 
Υπάρχει µια 11−  και επί αντιστοιχία µεταξύ των κλάσεων οµοιότητας την vv ×  
πινάκων µε στοιχεία από το F και των ακολουθιών µη σταθερών µονικών 
πολυωνύµων  επί του F που ικανοποιούν: κddd ,...,, 21

(1)  κddd ||| 21

(2) . vdi

κ

i
=∑

=

deg
1

 
5.1.10 Παράδειγµα.  Για να βρούµε το πλήθος των κλάσεων οµοιότητας των  
πινάκων µε στοιχεία από το  αρκεί να βρούµε το πλήθος των ακολουθιών µη 

σταθερών µονικών πολυωνύµων επί του ,  που ικανοποιούν  

3

1

3×

pŸ

pŸ κdd ,...,1

  και        (*) κddd ||| 21 .3deg
1

=∑
=

i

κ

i
d

Έχουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
(1) αν 1  τότε η deg 1 =d deg 2 =d  οπότε 3=κ  και 321 ddd == , η  

οπότε 2  και 

2

)

deg 2 =d

=κ (12 axdd += . 

(2) Προφανώς δεν είναι δυνατόν 2deg 1 =d  αφού τότε θα πρέπει 2  και 

 άρα . 

≥κ

2deg 2 ≥d 4

1

degdeg 21 ≥+ dd

Άρα µένει και η περίπτωση: 
(3)  οπότε, τότε 3deg 1 =d =κ . 

Επειδή τώρα έχουµε  µονικά πολυώνυµα βαθµού i επί του , η (1) µας δίνει 

 και η (2)  ακολουθίες της µορφής (*) άρα το πλήθος των κλάσεων 

οµοιότητας των 3  πινάκων µε στοιχεία από το  είναι . 

ip pŸ

2 3

32

VVα →: [xF

pp + p

3× pŸ ppp ++

 Η ακόλουθη πρόταση δίνει τη σχέση του χαρακτηριστικού και ελαχίστου 
πολυωνύµου της  µε τους αναλλοίωτους παράγοντες του ] -προτύπου, 
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αV

)(min x (xχ

. Ως άµεσα πορίσµατα αυτής της σχέσης παίρνουµε το Θεώρηµα Cayley-Hamilton 

καθώς και το ότι τα πολυώνυµα  και )  έχουν τους ίδιους ανάγωγους 

παράγοντες στην ανάλυσή τους. 
α α

 
5.1.11  Πρόταση.  Έστω V διανυσµατικός χώρος επί του F πεπερασµένης διάστασης και 

 µια γραµµική απεικόνιση. Αν VVα →: κα WWV ⊕⊕= 1  όπου  κυκλικά 

πρότυπα τάξης  µε  µη σταθερά µονικά πολυώνυµα και  τότε 
iW ][xF -

id id κddd ||| 21

(1)  κα dx =)(min

(2) . κα dddxχ 21)( =

 
Απόδειξη.  Επειδή  έπεται ότι 0κi dd | =iκWd  για κάθε  άρα 0  δηλαδή 

 είναι η µηδενική απεικόνιση επί του V  άρα . 

i =ακVd

)(αd κ κα dx |)(min

 Τώρα  άρα 0 0)(min =αα Vx )(min =κα Wx  συνεπώς ) . Άρα , 

 είναι συντροφικά και επειδή είναι µονικά έπεται ότι 

(min| xd ακ κd

)(min xα )(min xd ακ = . 

 Ξέρουµε ότι υπάρχει µια διατεταγµένη βάση υ  του V  µε  ˆ

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

)(

)(
)ˆ,ˆ:(

1

κdΣO

OdΣ
υυα  

άρα . )()()( )()( 1
xχxχxχ

κdΣdΣα =

Στην επόµενη Πρόταση θα δείξουµε ότι )()())(( xφxχ xφΣ =  για κάθε µονικό 

πολυώνυµο )  και µε αυτό τελειώνει η απόδειξη της (2) της προηγούµενης 

πρότασης. 

(xφ

 

5.1.12 Πρόταση. Έστω  τότε  

. 

][)( 1
110 xFxxaxaaxφ vv

v ∈++++= −
− =)())(( xχ xφΣ

)(min)( ))(( xxφ xφΣ=
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Απόδειξη. Ξέρουµε ότι )()(min ))(( xφxxφΣ = . Θα δείξουµε µε επαγωγή στο v ότι 

. Για )()())(( xφxχ xφΣ = 1=v  xaxφ += 0)(  και  άρα 

. 

)

1

())(( 0axφΣ −=

00))(( )det()( axaxxχ xφΣ +=+=

 Έστω τώρα . >v

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

−
=−=

−

−

1

2

1

0

))((

10

001
00

det|))((|det)(

v

v
vxφΣ

ax
ax
a
ax

xφΣxIxχ  

αναπτύσσοντας ως προς την πρώτη γραµµή έχουµε 

0))(~(
1

0
1

1

1

)()1()1(

10
0
1

00

det axχxa

ax
x

a

x xφΣ
vv

v

+=−−+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

−
= −−

−

, 

όπου 12
121)(~ −−
− ++++= vv

v xxaxaaxφ . Άρα από υπόθεση επαγωγής έχουµε ότι 

)()()( 0
12

121))(( xφaxxaxxaaxxχ vv
vxφΣ =++++++= −−
− . 

Ως άµεσα πορίσµατα παίρνουµε 
 
5.1.13  Πόρισµα  (Θεώρηµα Cayley-Hamilton).  Αν V  γραµµική (αντίστοιχα Vα →:

vvFA ×∈ ) τότε  (αντίστοιχα ). )(|)(min xχx αα )(|)(min xχx AA

 

5.1.14  Πόρισµα.  Αν V  γραµµική (αντίσ. Vα →: vvFA ×∈ ) τότε τα πολυώνυµα 
 και  έχουν τους ίδιους ανάγωγους παράγοντες στην ανάλυσή τους. )(min xα )(xχ a

 
Απόδειξη. Έπεται άµεσα από το ότι 

)(|)(min xχx αα    και   . κ
ακκκα xddddxχ )(min|)( 1 ==

Το Θεώρηµα ∆οµής Ι (στοιχειώδεις διαιρέτες) µας δίνει ένα χαρακτηρισµό των 
κλάσεων οµοιότητας µέσω στοιχειωδών διαιρετών. Συγκεκριµένα: 



 12

 
5.1.15  Θεώρηµα.  Έστω V διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης επί του F 
και V  µια γραµµική απεικόνιση. Τότε υπάρχει διατεταγµένη βάση υ  του V µε Vα →: ˆ

        (*) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

))((

))((
)ˆ,ˆ:(

1

xφΣO

OxφΣ
υυa

λ

όπου κάθε  είναι δύναµη κάποιου ανάγωγου επί του F πολυωνύµου. )(xφi

 Επιπλέον αν υπάρχει διατεταγµένη βάση  του V τέτοια ώστε û

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
))((

))((
)ˆ,ˆ:(

1

xψΣO

OxψΣ
uua

ρ

 

όπου κάθε  είναι δύναµη κάποιου ανάγωγου επί του F πολυωνύµου τότε  και 

υπάρχει  µε . 

)(xψ i λρ =

ρSπ∈ )()( )( xψxφ iσi =

 
Απόδειξη.  Από το Θεώρηµα ∆οµής Ι έπεται ότι το  αναλύεται ως ευθύ άθροισµα 

κυκλικών υποπροτύπων τάξης δύναµη πρώτου στοιχείου του ] . Επιπλέον µας λέει 

ότι η ανάλυση αυτή είναι µοναδική ως προς το πλήθος των όρων και της τάξης των µη 
µηδενικών κυκλικών υποπροτύπων. 

αV

[xF

 Το θεώρηµα τώρα είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης …. και της Πρότασης … 
 

5.1.16  Πόρισµα.   Κάθε πίνακας vvFA ×∈  είναι όµοιος προς ένα πίνακα της µορφής 

        (*) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

))((

))(( 1

xφΣO

OxφΣ

λ

όπου κάθε  είναι δύναµη ενός αναγώγου επί του F πολυωνύµου. )(xφi

 Επιπλέον, ο (*) είναι µοναδικός, ως προς µετάθεση των . )(),...,(1 xφxφ λ
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Απόδειξη.  Η απόδειξη είναι άµεση από το προηγούµενο θεώρηµα και το ότι ο 
πίνακας Α είναι όµοιος προς ένα πίνακα Β αν και µόνο αν υπάρχει µια διατεταγµένη 

βάση u  του ˆ 1×vF  τέτοια ώστε BuuγA =)ˆ,ˆ:( . 

 
5.1.17  Ορισµός.  Τα στοιχεία  του  λέγονται οι στοιχειώδεις 

διαιρέτες του Α. 

)(),...,(1 xφxφ λ ][xF

 

5.1.18  Πόρισµα.  Έστω vvFA ×∈ . Τότε  
=)(xχ A γινόµενο των στοιχειωδών διαιρετών του Α 

=)(min xA ε.κ.π. των στοιχειωδών διαιρετών του Α. 

 Η απόδειξη αυτού του Πορίσµατος αφήνεται ως άσκηση. 
 
5.1.19  Παράδειγµα.  Να εξετασθεί πόσες κλάσεις οµοιότητας υπάρχουν για πίνακες 
Α µε στοιχεία από το —  και τέτοιοι ώστε 

(*)     434 )2()2()1()( −++= xxxxχ A

(**)    . 23 )2)(2()1()(min −++= xxxxA

Επιπλέον να βρεθεί ένας αντιπρόσωπος από κάθε κλάση οµοιότητας. 

1η Λύση (µέσω αναλλοίωτων παραγόντων) 
Ξέρουµε ότι υπάρχει µια 11  και επί αντιστοιχία µεταξύ των κλάσεων οµοιότητας για 
τους ανωτέρω πίνακες και των ακολουθιών  µη σταθερών µονικών 

πολυωνύµων επί του  έτσι ώστε 

−

κdd ,...,1

—

23

434
21

21

)2)(2()1(

)2()2()1(

|||

−++=

−++=

xxxd

xxxddd

ddd

κ

κ

κ

 

άρα οι αναλλοίωτοι παράγοντες ενός τέτοιου πίνακα είναι 

(1)  ή 23 )2)(2()1(|)2)(2)(1(|)2)(2( −++−++−+ xxxxxxxx

(2)  232 )2)(2()1(|)2)(2)(1(|)2( −++−+++ xxxxxxx
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αν 

      
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++
−+

−
=

))2)(2()1((
))4)(1((

)4(

23

2

2

xxxΣ
xxΣ

xΣ
Γ

και 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++
−++

+
=

))2)(2()1((
))2)(2)(1((

)2(

23

2

xxxΣ
xxxΣ

xΣ
∆  

τότε ο Γ είναι ένας αντιπρόσωπος από την κλάση συζυγίας µε αναλλοίωτους 
παράγοντες (1) και ο ∆ ένας αντιπρόσωπος από την κλάση συζυγίας µε αναλλοίωτους 
παράγοντες (2)  
 Συνεπώς Γ, ∆ δεν είναι όµοιοι και κάθε πίνακας που έχει χαρακτηριστικό 
πολυώνυµο το (*) και ελάχιστο πολυώνυµο το (**) είναι όµοιος προς Γ ή προς ∆. 
 
2η Λύση (µέσω στοιχειωδών διαιρετών) 
Επειδή το γινόµενο των στοιχειωδών διαιρετών ενός πίνακα είναι το χαρακτηριστικό 
πολυώνυµο του πίνακα και το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των στοιχειωδών 
διαιρετών είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα, έπεται ότι στην περίπτωση αυτή, 
οι στοιχειώδεις διαιρέτες είναι 

(1)  ή )2(),2(,)2(),2(),2(),2(),1(,)1( 23 −−−+++++ xxxxxxxx

(2) . 223 )2(,)2(),2(),2(),2(),1(,)1( −−+++++ xxxxxxx

Άρα κάθε πίνακας µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο το (*) και ελάχιστο πολυώνυµο το 
(**) είναι όµοιος προς ακριβώς ένα από τους Γ ′  και ∆′ όπου 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

+
+

+
+

+

=′

)2(
)2(

)2(
)2(

)2(
)2(

)1(
)1(

2

3

xΣ
xΣ

xΣ
xΣ

xΣ
xΣ

xΣ
xΣ

Γ  

 .   

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

+
+

+
+

+

=′

2

2

3

)2(
)2(

)2(
)2(

)2(
)1(

)1(

xΣ
xΣ

xΣ
xΣ

xΣ
xΣ

xΣ

∆

Είδαµε ότι κάθε πίνακας vvFA ×∈  είναι όµοιος προς ένα πίνακας της µορφής 

        (*) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

))((

))(( 1

xφΣ

xφΣ

κ

όπου κάθε )  είναι δύναµη ενός αναγώγου επί του F πολυωνύµου, και ότι ο (*) 

είναι µοναδικός ως προς µετάθεση των . 

(xφi

)(),...,( xφxφ κi

 Στην περίπτωση που τα πολυώνυµα )  είναι δύναµη ενός πρωτοβάθµιου 

πολυωνύµου, π.χ. , τότε η επόµενη πρόταση µας δείχνει ότι ο 

 είναι όµοιος προς κάποιον πίνακα  απλούστερης µορφής. 

(xφi

v
i λxxφ )()( −=

))(( xφΣ i vλJ ,

 
5.1.20  Πρόταση.  Έστω  διανυσµατικός χώρος επί του F πεπερασµένης διάστασης 
και V  µια γραµµική απεικόνιση. Αν  είναι ένα κυκλικό -πρότυπο τάξης 

V
Vα →: αV ][xF
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vλx )( −  και  τότε  

είναι µια βάση του V και αν  τότε 

0][ υxFVα = )()1(),...,()1(),)(1(, 0
1

0
2

00 υλαυλαυλaυ v
VVV

−−−−

)()1(),...,)(1(,(ˆ 0
1

00 υλαυλaυυ v
VV

−−−=

vv
vλ FJ

λ

λ
λ

λ

υυα ×∈=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ,

100
0
00
0010
001
00

)ˆ,ˆ:( . 

 
Απόδειξη.  Ξέρουµε ότι vVF =dim  άρα για να δείξουµε ότι τα 

 αποτελούν µια βάση του V αρκεί να δείξουµε ότι 

τα  είναι F-γραµµικά ανεξάρτητα. 

)()1(),...,)(1(, 0
1

00 υλαυλaυ v
VV

−−−

)

0

()1(),...,)(1(, 0
1

00 υλαυλaυ v
VV

−−−

 Έστω ότι  και έστω ότι 

υπάρχει κ τέτοιο ώστε 11

)()1())(1( 0
1

10100 =−++−+ −
− υλαγυλaγυγ v

VvV

−≤≤ vκ , 0≠κγ  και 0=iγ  για κάθε . κi >

 Αν  τότε  και 

 άρα  αλλά 1

κ
κ λxγλxγλxγγxψ )()()()( 2

210 −++−+−+= 0

)

)( ≠xψ

0))(( 0 =υαψ (|)( xψλx v− )(deg −≤= vκxψ  συνεπώς 0  για κάθε 

, άρα τα  είναι µια βάση του V. 

=iγ

κi ≤≤0 )()1(),...,)(1(, 0
1

00 υλαυλaυ v
VV

−−−

 Αν τώρα ) , ()1( 0υλαυ i
Vi −= 11 −≤≤ vi  τότε βλέπουµε ότι ))(1( 1−−= iVi υλαυ , 

 άρα 11 −≤≤ vi iii υλυυα += −− 11 )( , 11 −≤≤ vi  και  

 δηλαδή 

=− − ))(1( 1vV υλα

0)()1( 0 =− υλα v
V 11)( −− = vv λυυα  άρα αν ),...,,(ˆ 110 −= vυυυυ  τότε 

vv
vλ FJ

λ

λ
λ

λ

υυα ×∈=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ,

100
0
00
0010
001
00

)ˆ,ˆ:( . 
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5.1.21  Ορισµός.  Ένας πίνακας της µορφής 

vvF

λ
λ

λ
λ

λ

×∈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

10
0

010
01

00

 

λέγεται στοιχειώδης πίνακας Jordan και συµβολίζεται µε . vλJ ,

 

 Από τις Προτάσεις 5.1.7 και 5.1.20 έπεται ότι οι πίνακες  και  

είναι όµοιος. 

))(( vλxΣ − vλJ ,

 Αν τώρα vvFA ×∈  και τα ανάγωγα επί του F πολυώνυµα είναι πρωτοβάθµια τότε 
ο Α είναι όµοιος προς ένα πίνακα της µορφής 

          (*) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σΛ

Λ1

όπου  είναι στοιχειώδεις πίνακες Jordan. iΛ

 Επιπλέον ο (*) είναι µοναδικός ως προς µετάθεση των στοιχειωδών πινάκων Jor-
dan του  και καλείται κανονική µορφή Jordan του Α. σΛΛ ,...,1

 

5.1.22  Παράδειγµα.  Έστω ένας πίνακας 55×∈FA  µε . Οι 

στοιχειώδεις διαιρέτες του Α είναι 

3)7()(min −= xxA

(1)  ή 23 )7(,)7( −− xx

(2) , 7),7(,)7( 3 −−− xxx

άρα ο Α είναι όµοιος προς ένα από τους 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2,7

3,7

J
J

 ή  δηλαδή  ή  . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1,7

1,7

3,7

J
J

J

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

71
07

710
071
007

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

7
7

710
071
007

 

Ασκήσεις  5.1 

1. Να βρεθεί το πλήθος των κλάσεων οµοιότητας των αντιστρέψιµων 33  πινάκων 
µε στοιχεία από το , p πρώτος. Επίσης να βρεθεί ένας αντιστρέψιµος από 

κάθε κλάση. 

×

pŸ

2. Να βρεθούν οι δυνατές κανονικές µορφές Jordan για τους πίνακες vvFA ×∈  µε 

 και . 35 )5()3()( −+= xxxχ A
22 )5()3()(min −+= xxxA

3. Να βρεθεί το πλήθος των κλάσεων οµοιότητας των πινάκων  και 

. Επίσης να βρεθεί ένας αντιπρόσωπος από κάθε κλάση 

οµοιότητας. 

66×∈—A

)3()2()(min 2 −−= xxxA

4. Να βρεθεί ένας αντιπρόσωπος από κάθε κλάση οµοιότητας των πινάκων που 
ικανοποιούν 

(i)  µε  55×∈¬A 32 AA =

(ii)  µε 66×∈—A IA =2  

(iii)  µε 66×∈ pA Ÿ IA =2 . 

5. Είναι σωστό ή λάθος ότι αν έχεις 15 55×  πίνακες µε στοιχεία από το  και 

ελάχιστο πολυώνυµο )  τότε δύο τουλάχιστον απ’ αυτούς είναι 

όµοιοι; 

—

3()2( 2 −− xx

6. Να βρεθούν δύο πίνακες  µε 44, ×∈—BA )()( xχxχ BA = ,  και 

 όχι όµοιος προς Β. 

)(min)(min xx BA =

A

7. Να δειχθεί ότι κάθε πίνακας vvFA ×∈  είναι όµοιος προς τον ανάστροφό του. 
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8. Έστω V διανυσµατικός χώρος επί του F πεπερασµένης διάστασης και 
για γραµµική απεικόνιση. Να δειχθεί ότι υπάρχει µια βάση του V από 
ιδιοδιανύσµατα της α αν και µόνο αν )  είναι γινόµενο πρωτοβαθµίων 

διακεκριµένων (Υπόδειξη. 

VVα →:  

(min xA

0)(min =αA Vx  και Θεώρηµα πρωταρχικής 

ανάλυσης). 

9. Να δειχθεί ότι ένας πίνακας vvFA ×∈  είναι όµοιος προς ένα πίνακα 

 όπου  στοιχειώδεις πίνακες Jordan αν και µόνο αν 

το )  είναι γινόµενο πρωτοβαθµίων. 

vv

τ

F
N

N
B ×∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1

iN

(min xA

10. Έστω V διανυσµατικός χώρος επί του F πεπερασµένης διάστασης και 
µια γραµµική απεικόνιση. Να δειχθεί ότι  είναι κυκλικό ] -πρότυπο αν και 

µόνο αν . 

VVα →:  

αV [xF

)()(min xχx AA =

11. Έστω V διανυσµατικός χώρος επί του  πεπερασµένης διάστασης ια 
γραµµική απεικόνιση. Να δειχθεί ότι 

¬ VVα →:  µ
∃ διατεταγµένη βάση  του V µε 

 όπου  στοιχειώδεις πίνακες Jordan. Επιπλέον αν λ 

είναι µια ιδιοτιµή της α τότε η διάσταση του ιδιοχώρου  της α ισούται µε το 

πλήθος των  που εµφανίζονται στην (*) για διάφορα v. 

υ̂

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

ρA

A
υυα

1

(*)
)ˆ,ˆ:( iA

λV

vλJ ,

 

5.2 Καθορισµός δοµής µιας αβελιανής οµάδας µέσω µιας 
παράστασής της 

 Έστω Α µια πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή οµάδα και  ένα 

σύνολο γεννητόρων της. 

},...,{ 1 λaa

 Με το σύµβολο  
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(*)              κiaraaA jji

λ

j
λ ,...,1,0|,...,

1
1 === ∑

=

 

όπου  για κάθε , εννοούµε ότι αν Ÿ∈jir ij, ŸŸ
φορές−

⊕⊕=
λ

λF  και  

τότε ο επιµορφισµός  

)0,...0,1,...,0(
θέση−

=
j

jε

jj
λ aε

AF
→
→ λj ≤≤1  έχει πυρήνα την υποοµάδα της  που 

παράγεται από το σύνολο . 

λF

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∑
=

κiεr jji

λ

j
,...,1,

1

Συνεπώς N
FA λ≅  όπου κiεrN jji

λ

j
,...,1,

1
== ∑

=

. 

Η (*) λέγεται µια παράσταση της Α µε γεννήτορες  και σχέσεις , 

. 

λαα ,...,1 jji

λ

j
αr∑

=1

κi ,...,1=

 
5.2.1  Παράδειγµα.  Έστω 〉〈= 66 ]1[Ÿ . Τότε ο επιµορφισµός  έχει 

πυρήνα  άρα 
6

6
]1[1

:
→
→ ŸŸπ

〉〈= 6kerπ 〉=〈= 0]1[6|]1[ 666Ÿ  είναι µια παράσταση του  µε 

γεννήτορα  και σχέση , και 

6Ÿ

6]1[ 6]1[6 Ÿ
ŸŸ 66 ≅ . Τώρα 〉〈= 666 ]3[,]2[Ÿ  και ο 

επιµορφισµός  µε 6: ŸŸŸ →⊕π 61 ]2[)( =επ  και 62 ]3[)( =επ  έχει πυρήνα 

 άρα 〉〈= 21 2,3ker εεπ 〉==〈= 66666 ]3[20]2[3|]3[,]2[Ÿ  και 

〉〈
⊕≅ )2,0(),0,3(6

ŸŸŸ .  

Προφανώς  όπου AB ≅≅ 6Ÿ 〉=〈= 06| xxB  και 〉==〈= wzwzA 203|, . 

 Έστω τώρα Α µια πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή οµάδα και 

κiaraaA jji

λ

j
λ ,...,1,0|,...,

1
1 === ∑

=
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µια παράστασή της. Τότε N
FA λ≅  όπου ŸŸ

φορές−

⊕⊕=
λ

λF  και 

κiεrN jji

λ

j
,...,1,

1
== ∑

=

. 

Έστω λλλ FFεεε ××∈= ),...,( 1 ,  λλjκj

λ

j
jj

λ

j
jj

λ

j
FFεrεrεrv ××∈⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑

=== 1
2

1
1

1
,...,,  

και  η εµφύτευση. λFNi →:

Αν κλ
jir ×∈= Ÿ)(A  τότε ),:( εvι=A . Τα στοιχεία ,  δεν 

αποτελούν κατ’ ανάγκη µια βάση του Ν αλλά ένα σύνολο γεννητόρων της Ν. Τα 
στοιχεία  αποτελούν µια βάση του  και εποµένως 

jji

λ

j
i εrv ∑

=

=
1

κi ,...,1=

λεε ,...,1 λF ),:( εvι  ορίζεται 

µονοσήµαντα αφού κάθε στοιχείο της  γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως γραµµικός 

συνδυασµός των . 
λF

λεε ,...,1

 Τώρα ξέρουµε ότι για τον πίνακα  υπάρχουν αντιστρέψιµοι 

πίνακες ε και έτσι ώστε 

κλ
jirA ×∈= Ÿ)(

YX ,  µ λλ
ij Xx ×∈= Ÿ)(  κκ

ij Yy ×∈= Ÿ)(  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0

0

1

O

d
O

d

XAY τ  µε },min{ λκτ =  και . τddd ||| 21

Έστω ),...,,( 21 λεεεε ′′′=′  η διατεταγµένη βάση του  που ορίζεται ως λF Xεε
λF =′),:1(  

και λλ FFvvv ××∈′′=′ ),...,( 1 , όπου τα στοιχεία vv ′′,...,1  ορίζονται “µέσω” του 

πίνακα YvvN =′ ),:1(  δηλαδή , iji

κ

j
i vvv ∑

=

=′
1

κi ,...,1= . 

 Παρατηρούµε ότι επειδή ο Υ είναι αντιστρέψιµος Nvv κ =〉′′〈 ,...,1 . Επιπλέον 



 22

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′′

0

0
),:(

1

O

d
O

d

εvι τ    ,  τddd ||| 21 },min{ λκτ =  

και συνεπώς iii εdv ′=′ ,  τi ≤≤1 .

Προφανώς τα µη µηδενικά iv′ , τi ≤≤1  αποτελούν µια βάση του Ν αφού είναι -

γραµµικά ανεξάρτητα και παράγουν τη Ν. 

Ÿ

Έστω ότι  τότε ρNκr =

ρλ
ρ

ρρ
λλ CdCdCdεdεd
εε

N
F

−

⊕⊕⊕⊕⊕⊕≅′⊕⊕′
′⊕⊕′= ŸŸŸŸ

ŸŸ
21

11
1 . 

Συνεπώς 
ρλ

ρCdCdA
−

⊕⊕⊕⊕⊕≅ ŸŸ1 , άρα οι αναλλοίωτοι παράγοντες του  

είναι  όπου , 

AT

ρκ dd ,..., },...,1{ ρκ∈ 1≠κd  και 1=id  για κi < . Επιπλέον αν 

 ο επιµορφισµός µε AFπ λ →: ii aεπ =)(  τότε )()()( λρκ επεπεπA ′⊕⊕′⊕⊕′=  µε 

 και ii Cdεπ ≅′)( , ρi ≤≤1  Ÿ≅′)( iεπ  για λiρ ≤≤+1 . 

 Συνεπώς από µια παράσταση µιας πεπερασµένης παραγόµενης αβελιανής οµάδας 
Α µπορούµε να καθορίσουµε πλήρως τη δοµή της Α. 
 
Παραδείγµατα. 
1. 〉=++=++〈= 043523|,, γβαγβαγβαA . Να γραφεί η Α ως ευθύ άθροισµα 

κυκλικών υποοµάδων της. 

Έστω  23

45
32
13

×∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ŸA
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⎯⎯⎯ →⎯
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−→−→

−→
→ 233133

122

21

70
70
31

54
23
31

45
32
13

4
3

rrrrrr
rrr

cc  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− −→−→

00
70
01

00
70
01

00
70
31

22122 )1(3 ccccc . 

Συνεπώς υπάρχουν 33×∈ŸX , 22×∈ŸΥ  αντιστρέψιµοι µε . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

00
70
01

(*)
ΥΧA

Πράγµατι για  και  έχουµε την (*). Αν τώρα 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

111
013
001

X ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

31
10

Y

),,( 321 εεεε ′′′=′  µε ),:1( 3 εεX ′=
Ÿ

 τότε ξέρουµε ότι 

21
321

7εε
εεεΑ ′⊕′
′⊕′⊕′≅ ŸŸ

ŸŸŸ  άρα Ÿ⊕≅ 7CA . 

Επιπλέον, αν Aπ →⊕⊕ ŸŸŸ:  µε aεπ =)( 1 , βεπ =)( 2 ,  τότε 

 και 

γεπ =)( 3

)()( 32 επεπA ′⊕′= 72 )( Cεπ ≅′ , Ÿ≅′ )( 3επ . 

Τώρα  και βέβαια 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−

114
013
001

1X ),:1( 3
1 εεX ′=−

Ÿ
 άρα  και 

. 

)1,1,0(2 =′ε

33 εε =′

Συνεπώς  µε 〉〈⊕〉+〈= γγβA 7Cγβ ≅〉+〈  και Ÿ≅〉〈γ . 

2. Έστω 〉+==+〈= βαβαβαA 64042|, . Να γραφεί η Α ως ευθύ άθροισµα 

κυκλικών υποοµάδων της.  

Έστω  και 22

64
42 ×∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ŸA

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎯⎯⎯ →⎯⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎯⎯⎯⎯ →⎯⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎯⎯⎯ →⎯⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −→−→−→

20
02

20
02

20
42

64
42

2212222 )1(22 rrcccrrr  
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Άρα αν  και  τότε . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
12
01

X ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

10
21

Y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

20
02

YXA

Αν τώρα ),( 21 εεε ′′=′  µε ),:1( 2 εεX ′=
Ÿ

 τότε 
21

21
22 εε

εεΑ ′⊕′
′⊕′≅ ŸŸ

ŸŸ  άρα 

 και αν 22 CCA ⊕≅ Aπ →⊕ ŸŸ:  µε aεπ =)( 1 , , τότε 

. 

βεπ =)( 2

)()( 21 επεπA ′⊕′=

Τώρα  και βέβαια ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−

12
011X ),:1( 2

1 εεX ′=−
Ÿ

 άρα  και 

 συνεπώς 

)2,1(1 =′ε

)1,0(2 −=′ε 〉〈−⊕〉+〈= ββαA 2  και 22 Cββα ≅〉〈−≅〉+〈 . 

 
Ασκήσεις  5.2 

1. Να εξετασθεί αν οι ακόλουθες οµάδες Α, Β είναι ισόµορφες. 
 〉=++=++=++〈= 05247423|,, 321321321321 ααααααααααααA  

 〉+==+〈= 212121 45063|, ββββββΒ . 

2. Έστω Ν η υποοµάδα της ŸŸŸ ⊕⊕  που παράγεται από το 
. Να βρεθεί µια βάση της Ν. )}1,3,4(),3,2,1(),7,5,3{(

3. Να βρεθούν οι p-συνιστώσες των  όπου AT

 〉=++=+=++〈= 02111333257|,, γβαβαγβαγβαΑ  

 και 
 〉=++=++−=++−〈= 01547626624|,, γβαγβαγβαγβαΑ . 

4. Έστω 〉+==+〈= βµαµβνανβαΑ 2121 0|,  Ÿ∈2121 ,,, ννµµ . Αν  

να περιγραφεί η δοµή της Α για 
1221 µνµνd −=

(i)  0=d
(ii)  1=d
(iii) ,  όπου pd = p  πρώτος. 
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