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Κεφάλαιο 4 

Θεωρήµατα ∆οµής 
 

 

 Σ' αυτό το κεφάλαιο θ’ αποδείξουµε τα Θεωρήµατα ∆οµής για πεπερασµένα 
παραγόµενα R-πρότυπα, όπου R ακέραια περιοχή κυρίων ιδεωδών, (α.π.κ.ι). 
 

4.1 Ανάλυση σε άθροισµα περιοδικού και ελεύθερου, ανάλυση 
περιοδικού σε άθροισµα των p-συνιστωσών του 

 Έστω Μ ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. Να υπενθυµίσουµε ότι ένα 
στοιχείο  λέγεται περιοδικό αν Mm ∈0 Rr∈∃  µε 0≠r  και  και ένα 

στοιχείο  λέγεται ελεύθερο στρέψης αν 

00 =rm

Mm ∈1 01 ≠m  και η σχέση  

συνεπάγεται ότι . 

0

0
1 =rm

=r
 Ξέρουµε ότι αν mMmTM |{ ∈=  περιοδικό στοιχείο του Μ} τότε  και MTM ≤

MT
M  είναι ελεύθερο στρέψης. 

 Ένα R πρότυπο Ν λέγεται περιοδικό R-πρότυπο αν κάθε στοιχείο του είναι 
περιοδικό δηλαδή . Ένα R-πρότυπο Κ λέγεται ελεύθερο στρέψης R-πρότυπο αν 

κάθε µη µηδενικό στοιχείο του Κ είναι ελεύθερο στρέψης. 
NTN =

Π.χ.   είναι ελεύθερο στρέψης -πρότυπο – Ÿ

     είναι περιοδικό Ÿ -πρότυπο nŸ

        δεν είναι ούτε περιοδικό ούτε ελεύθερο στρέψης Ÿ -πρότυπο. nŸ–⊕

 



 2

4.1.1 Πρόταση.  Αν Ν είναι ένα πεπερασµένο παραγόµενο R-πρότυπο το οποίο είναι 
ελεύθερο στρέψης τότε το Ν είναι ένα ελεύθερο R-πρότυπο. 
 
Απόδειξη. Έστω  Τότε κάθε 1>=< kxxN ,...,1 +k -στοιχεία του Ν είναι γραµµικά 

εξαρτηµένα. 
 Πράγµατι έστω MF π⎯→⎯  ένας R-επιµορφισµός µε F ελεύθερο διάστασης k και 

έστω  τότε  Myy k ∈+11,..., Faa k ∈∃ +11,...,  µε ii yaπ =)( .  Επειδή F ελεύθερο 

διάστασης k έπεται ότι τα   είναι γραµµικά εξαρτηµένα άρα 

 µε 
11,..., +kαα

)0,...,0(),...,( 11 ≠∃ +krr 01111 =++ ++ kk arar , άρα  01111 =++ ++ kk yryr . 

Συνεπώς τα  είναι γραµµικά εξαρτηµένα. 11,..., +kyy

 Έστω λοιπόν ρ το µέγιστο πλήθος γραµµικά αναξαρτήτων στοιχείων του Ν. 
Σύµφωνα µε τα προηγούµενα kρ ≤ . Θεωρούµε ρ γραµµικά ανεξάρτητα στοιχεία του 

Ν, έστω . Για κάθε , ρzzz ,...,, 21 ix ki ≤≤1  τα στοιχεία ,  είναι γραµµικά 

εξαρτηµένα άρα ∃   µε 0

ix ρzz ,...,1

Rri ∈ ≠ir  και >∈< ρii zzxr ,...,1 . 

 Έστω  τότε 0ρrrr 1= ≠r  επειδή R είναι ακέραια περιοχή και 

  >∈< ρi zzrx ,...,1 ∀ ki ≤≤1  και επειδή >=< kxxN ,...,1  έπεται ότι 

 ∀  .  Θεωρούµε τον R-οµοµορφισµό  >∈< ρzzrw ,...,1 Nw∈
rww
NN rθ

⎯⎯⎯ →⎯
⎯→⎯

 Επειδή το Ν είναι ελεύθερο στρέψης έπεται ότι ο  είναι R-µονοµορφισµός άρα 

. Αλλά µε βάση τα προηγούµενα 
rθ

rθN Im≅ Nzzθ ρr ≤〉〈≤ ,...,Im 1  και επειδή 

 είναι ελεύθερο R-πρότυπο, ως υποπρότυπο ελεύθερου έπεται ότι και το 

είναι ελεύθερο R-πρότυπο ως υποπρότυπο ελεύθερου. Άρα  είναι 

ελεύθερο R-πρότυπο. 

〉〈 ρzz ,...,1

rθIm rθN Im≅

 
4.1.2 Πρόταση.  Έστω Μ πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο και  το σύνολο των 

περιοδικών στοιχείων του Μ. Τότε  
MT
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(1)   και F  όπου F ελεύθερο R-πρότυπο µε το µέγιστο 

πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων στοιχείων του Μ. 

MTM ≤ TM M ⊕= =rkF

(2) Αν , όπου FTM ′⊕′= T ′  περιοδικό υποπρότυπο του Μ και F ′  ελεύθερο 
υποπρότυπο του Μ τότε TTM ′=  και FF ≅′ . 

(3) Αν  όπου  περιοδικό R-πρότυπο και  ελεύθερο τότε  και 

. 
11 FTM ⊕≅ 1T 1F MTT ≅1

FF ≅1

 
Η απόδειξη της Πρότασης αφήνεται ως άσκηση. 
 
Το ακόλουθο Πόρισµα είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης. 
 
4.1.3 Πόρισµα.  Έστω Μ, Ν πεπερασµένα παραγόµενα R-πρότυπα. Τότε N  αν και 
µόνο αν  και το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων στοιχείων του Μ 

ισούται µε το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων στοιχείων του Ν. 

M ≅

NM TT ≅

 Αν Μ πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο τότε από την Πρόταση … έπεται ότι 
και  είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. Έστω MT >=< wwT ,...,

w
kM 1 . Επειδή 

 είναι ένα περιοδικό στοιχείο έπεται ότι i ∃  Rri ∈  µε 0≠ir 0 και =ii wr ki ≤≤, 1 . 

 Συνεπώς αν  τότε 0krrr 1= ≠r  και 0=MrT . 

 Η επόµενη Πρόταση µας δίνει µια ανάλυση του  ως ευθύ άθροισµα των “p-

συνιστωσών” του. 
MT

 
4.1.4 Πρόταση.  Έστω Ν ένα περιοδικό R-πρότυπο και έστω ότι υπάρχει R  µε 

 και . Αν , µε u αντιστρέψιµο, και  µη 

συντροφικούς πρώτους και , 

d ∈

0≠d 0=dN kλ
k

λ pupd 1
1= kpp ,...,1

}0|{ =∈= xpNxNp iλ
ii ki ≤≤1 . Τότε 

(1)  όπου , NdNp ii = kii λ
k

λ
i

λ
i

λ
i pppupd 111

111
+−
+−= ki ≤≤1 . 

(2) . kNpNpN ⊕⊕= 1
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Απόδειξη. (1) Προφανώς . Έστω τώρα ii NpNd ⊆ iNpx∈  άρα 0 . Επειδή 

 έχουµε ότι για κάποια 

=xp iλ
i

1),( =iλ
ii pd iλ

iiii prdr ′+=1  Rrr ii ∈′, . Άρα , 

συνεπώς , άρα 

xprxdrx iλ
iiii ′+=

Ndxrdx iii ∈= NdNp ii = . 

(2) Επειδή  έπεται ότι 1),...,( 1 =kdd kk dµdµ ++= 111  για κάποια . Rµµ k ∈,...,1

Άρα αν  τότε Nx∈ xdµxdµxdµx kk+++= 2211  άρα kNpNpN ++= 1 . 

 Έστω τώρα . Προφανώς για κάθε ∑
≠

∩∈
σi

iσ NpNpw jNx∈  έχουµε ότι  

για , άρα 0  αφού 

0=xdi

ji ≠ =wdσ ∑
≠

∈
σi

iNpw  και  αφού . Αλλά 

 άρα 0 . Συνεπώς 

0=wp σλ
σ σNpw∈

1),( =σ
λ
σ dp σ =w ki NpNpN ⊕⊕= . 

 
Παράδειγµα. Έστω το -πρότυπο Ÿ 12Ÿ=M . Τότε 012 =M  και  

όπου   
32 MMM ⊕=

   332 == MM }]9[]6[,]3[,]0{[]3[ 121212121212 =〉〈=Ÿ

}]8[,]4[,]0{[]4[ 1212121212

 

   443 == MM  =〉〈=Ÿ

 
4.1.5 Ορισµός.  Έστω Ν ένα R-πρότυπο και p ένα πρώτο στοιχείο του R. Το 

υποσύνολο 0  για κάποιο }  του Ν είναι ένα υποπρότυπο του 

Ν και λέγεται η p-συνιστώσα του Ν. 

|{ =∈= xpNxNp v 0≥v

 
4.1.6 Θεώρηµα πρωταρχικής ανάλυσης.  Έστω Μ ένα πεπερασµένα παραγόµενο 
περιοδικό R-πρότυπο µε . Τότε υπάρχει πεπερασµένο πλήθος µη συντροφικών 
πρώτων στοιχείων του R,  µε 

0≠M

kpp ,...,1 0≠iMp  και kMpMpM ⊕⊕= 1 . 

 Επιπλέον αν Ν είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο περιοδικό R-πρότυπο τότε 
 αν και µόνο αν  για κάθε πρώτο στοιχείο p του  R. NM ≅ NpMp ≅
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 Η απόδειξη του θεωρήµατος που αφήνεται ως άσκηση, στηρίζεται στην 
προηγούµενη πρόταση και στο ότι αν  είναι ένας R-οµοµορφισµός τότε 

 και αφήνεται ως άσκηση. 

NMφ →:

NpMpφ ⊆)(

Mp
 Θα δείξουµε ότι αν Μ είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο περιοδικό  R-πρότυπο  
τότε κάθε p-συνιστώσα, , του Μ, µε 0≠Mp  είναι ευθύ άθροισµα κυκλικών 

υποπροτύπων. 

 Πριν δείξουµε αυτό θα µελετήσουµε ορισµένες βασικές ιδιότητες των κυκλικών  
R-προτύπων. 
 

4.2  Κυκλικά Πρότυπα και µοναδικότητα ανάλυσης p-περιοδικού σε 
άθροισµα κυκλικών 

 Όπως ξέρουµε ένα R-πρότυπο Μ λέγεται κυκλικό  R-πρότυπο  αν παράγεται από 

ένα στοιχείο. Έστω  και  τότε ο φ είναι ένας  R-επιµορφισµός, 

άρα 

0RmM =
0

:
rmr
MRφ

→
→

MφR ≅ker . Επειδή ο R είναι α.π.κ.ι., 0ker Rxφ =  και το στοιχείο  του R 

είναι µοναδικό ως προς συντροφικότητα. 
0x

 Τώρα το ιδεώδες }0|{}0|{ker 0 MmrmRrrmRrφ ∈∀=∈==∈=  λέγεται ο 

µηδενιστής του Μ ή το ιδεώδες τάξης του Μ και συµβολίζεται µε ) . Το δε 

στοιχείο  του 

(Mo

0x R , για την ακρίβεια η κλάση συντροφικότητας του , λέγεται η 

τάξη του 
0x

M . Προφανώς 0  αν και µόνο αν η τάξη του Μ δεν ένα αντιστρέψιµο 
στοιχείο του 

≠M
R . Αν Μ ένα  R-πρότυπο  και Mm ∈0  τότε ορίζεται η τάξη του  ως η 

τάξη του  και συµβολίζεται µε ) . Συνεπώς ]
0m

0Rm ( 0mo [)( 0 dmo =  αν και µόνο αν 

 και αν  τότε . Για παράδειγµα η τάξη του -προτύπου  

είναι m, για την ακρίβεια είναι η κλάση συντροφικότητας }

00 =dm 00 =rm rd | Ÿ mŸ

,{ mm − . Η τάξη του -][x–
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προτύπου >+< 1
][

x
x–  είναι 1+x , για την ακρίβεια η κλάση συντροφικότητας 

. )}0(||)1({ –∈+ qxq

 Η επόµενη πρόταση µας λέει ότι η τάξη ενός κυκλικού προτύπου το χαρακτηρίζει   
ως προς ισοµορφισµό. 
 
4.2.1 Πρόταση.  ∆ύο κυκλικά  R-πρότυπα Μ, Ν είναι ισόµορφα αν και µόνο αν έχουν 
την ίδια τάξη. 
 
Απόδειξη. Έστω  ένας  R-ισοµορφισµός. Θα δείξουµε ότι . 

Έστω  και . Τότε 

NMλ →: )

)

()( NoMo =

(Mor ∈ Nx∈ ∃  My∈  µε )(yφx =  και )()) ryφyφrrx ==  

 άρα ) . Παρόµοια δείχνουµε ότι  άρα . 

Αν τώρα 

0)0( == φ (Nor∈ )()( MoNo ⊆ )()( NoMo =

)()( NoMo =  τότε )()( No
R

Mo
R =  συνεπώς NM ≅ . 

 

Σχόλιο. Εδώ ουσιαστικά δείξαµε ότι αν Ι, J ιδεώδη του R  τότε J
R

I
R ,  είναι 

ισόµορφα ως R-πρότυπα αν και µόνο αν JI = .  

Άσκηση. Να βρεθεί παράδειγµα δακτυλίου R , ιδεωδών  έτσι ώστε JI , J
R

I
R ,  να 

είναι ισοµόρφοι δακτύλιοι και JI ≠ . 

 Εύκολα βλέπουµε ότι κάθε υποπρότυπο κυκλικού είναι κυκλικό και κάθε πρότυπο 
πηλίκο κυκλικού είναι κυκλικό. 
 
4.2.2 Πρόταση.  Έστω kAAA ⊕⊕= 1  όπου  µη τετριµµένα κυκλικά  R-πρότυπα 

τάξης ,  και 
iA

ir ki ≤≤1 1),( =ji rr  για κάθε j  µε ji, i ≠ . Τότε το Α είναι ένα κυκλικό  

R-πρότυπο  τάξης . krrrr 21=

 



 7

Απόδειξη. Έστω , ii RaA = xi ≤≤1  και kaaa ++= 1 . Ισχυριζόµαστε ότι  

και η τάξη του  είναι 

RaA =

Ra r . 
 Πράγµατι, 00 =⇔= isasa  για κάθε ki ≤≤1 sri |⇔  ∀  . Τώρα 

επειδή  για  έπεται ότι  συνεπώς 

ki ≤≤1

1),( =ji rr ji ≠ sr | RrRao =)( . 

 Τώρα θα δείξουµε ότι ARa = . Προφανώς αρκεί να δείξουµε ότι  για 

κάθε  

Raai ∈

ki ≤≤1 .
 Έστω  τότε 1kiii rrrrr 111 +−=′ ),( =′ ii rr , άρα υπάρχουν ε 

 και συνεπώς 

Rλλ ∈21,  µ

ii rλrλ 21 +′ iii arλa ′= 1 , αλλά iikii araarar ′=++′=′ )( 1 , άρα 

. Raarλarλa iiii ∈′=′= 11

 Στην επόµενη πρόταση βρίσκουµε τα υποπρότυπα ενός κυκλικού  R-προτύπου 

τάξης , όπου vp p  είναι ένα πρώτο στοιχείο του R . 

 

4.2.3 Πρόταση.  Έστω Α ένα κυκλικό  R-πρότυπο τάξης , όπου vp p  πρώτο στοιχείο 

του R. Τότε τα υποπρότυπα του Α είναι ApAApApAp vvv

≠≠≠≠≠
⊂⊂⊂⊂⊂= −− 210 . 

 

Απόδειξη. Έστω ότι  και  τότε . Έστω 0RaA =
0

:
rar
ARφ

→
→

Rpφ v⊂ker AK ≤  τότε 

 όπου } . Το )  είναι ένα υποπρότυπο 

του 

))(( 1 KφφK −= )(|{)(1 KrφRrKφ ∈∈=− (1 Kφ−

R  που περιέχει τον . Επειδή )  είναι ένα υποπρότυπο του Kker (1 Kφ− R  έπεται 

ότι  για κάποιο dRKφ =− )(1 Rd ∈  και επειδή  έπεται ότι . 

Συνεπώς , άρα , 

)(ker 1 Kφφ −⊆ dRRpv ⊆

vpd | µpd = νµ ≤  και εποµένως . ApRpφKφφK µµ === − )())(( 1

 Μένει να δείξουµε ότι αν µµ ′≠  τότε . Επειδή  είναι κυκλικό 

R-πρότυπο µε ) ,  αρκεί να δείξουµε ότι η τάξη του  είναι 

διαφορετική από την τάξη του . Αλλά η τάξη του  είναι . 

ApAp µµ ′≠ Ap µ

( 0apRAp µµ = Ap µ

Ap µ′ Ap µ µvp −
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 Ένα άµεσο συµπέρασµα είναι το ακόλουθο 
 

4.2.4 Πόρισµα.  Έστω Α κυκλικό  R-πρότυπο  τάξης , όπου vp p  πρώτο στοιχείο του R. 

Αν  τότε ή ΓBA ⊕= 0=B  0=Γ . 
 
Ασκήσεις  4.2 

1. Έστω Α κυκλικό  R-πρότυπο τάξης , vp p  πρώτο. Τότε κάθε υποπρότυπο και 

πρότυπο πηλίκο του Α είναι τάξης  για κάποιο λ. λp

2.  Έστω  όπου  κυκλικά  R-πρότυπα τάξης , kAAA ⊕⊕= 1 iA iλp p  πρώτο 

στοιχείο του R  και kλλλ ≤≤≤ 21 . Αν Aa∈  τέτοιο ώστε , όπου 

 τότε να δειχθεί ότι  για κάποιο 

01 =− ap µλ

10 λµ ≤≤ apa µ ′= Aa ∈′ . 

 

4.3  Ανάλυση p-περιοδικού σε άθροισµα κυκλικών και Θεωρήµατος 
∆οµής 

4.3.1 Ορισµός.  Ένα  R-πρότυπο Μ λέγεται p -περιοδικό, όπου p  ένα πρώτο στοιχείο 

του R , αν για κάθε ,  για κάποιο λ. Mx∈ 0=xp λ

 Θα δείξουµε ότι αν ένα p -περιοδικό  R-πρότυπο αναλύεται ως ευθύ άθροισµα 

πεπερασµένου πλήθους κυκλικών τότε η ανάλυση είναι µοναδική ως προς το πλήθος 
και τις τάξεις των µη µηδενικών κυκλικών. Γι’ αυτό θα χρειαστούµε το ακόλουθο 
Λήµµα. 
 
4.3.2 Λήµµα.  Έστω Μ ένα p -περιοδικό  R-πρότυπο, όπου p  πρώτο στοιχείο του R  

και  }0|{)( =∈= pxMxpM .
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(1) Αν  τότε kMMM ⊕⊕= 1 )()()( 1 pMpMpM k⊕⊕=  και ≅)( pM
M  

)()(1
1

pM
M

pM
M

k
k⊕⊕  

(2) Αν  όπου  µη τετριµµένα κυκλικά  R-πρότυπα, , 

τότε 
kMMM ⊕⊕= 1 iM ki ≤≤1

)(dim pMk
pR

R= . 

 

Απόδειξη. Είναι προφανές από άσκηση …. ότι το )  είναι ένα ( pM pR
R -πρότυπο και 

επειδή p είναι ένα πρώτο στοιχείο του R έπεται ότι pR
R  είναι ένα σώµα άρα  

είναι ένας 

)( pM

pR
R -διανυσµατικός χώρος. 

 Η (1) είναι άµεση και η (2) έπεται από την (1) και το ότι αν  είναι κυκλικό, 

τότε είναι κυκλικό τάξης , για κάποιο . 

iM

iλp iλ

 Τώρα , το οποίο είναι κυκλικό τάξης p, άρα i
λ

i MppM i 1)( −= pR
RpM i ≅)( . 

 

4.3.3 Θεώρηµα.  Έστω κAAA ⊕⊕= 1 λAA ′⊕⊕′= 1  όπου  κυκλικά τάξης 

µε  και 

iA ivp  

κvvv ≤≤≤≤ 211 iA′  κυκλικά τάξης ε jµp  µ λµµµ ≤≤≤≤ 211 . Τότε 

 και  . λκ = ii µv = κi ≤≤∀ 1

 
Απόδειξη. Από (2) του προηγούµενου λήµµατος έπεται ότι )(dim pAλκ

pR
R

== . Θα 

δείξουµε ότι  µε επαγωγή στο . Αν 1ii µv = κv =κv  τότε 0=pA  άρα   

. Έστω 1. Θεωρούµε το  R-πρότυπο 

==1v

κκ µµv ==== 11 >κv )( pA
A . Από (1) του 

προηγούµενου λήµµατος έχουµε ότι  

≅⊕⊕≅ )()()( 1
1

pA
A

pA
A

pA
A

κ
κ

)()(1
1

pA
A

pA
A

κ
κ

′
′⊕⊕′

′ . 
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Εύκολα βλέπουµε ότι )( pA
A

i
i  ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

′
′

)(αντισ. pA
A

ι
ι  είναι κυκλικό τάξης  (αντι. 

)  

1−ivp

1−iµp κi ≤≤1 .

 Από το (2) του προηγούµενου λήµµατος έπεται ότι το πλήθος των µηδενικών 

)( pA
A

i
i  ισούται µε το πλήθος των µηδενικών )( pA

A
i

i
′

′  έστω Τ. Άρα 0)( =pA
A

i
i  

για και τi ≤≤1  0)( =′
′

pA
A

i
i , τi ≤≤1 . Συνεπώς ττ µµvv ====== 11 1  και 

)()()()()( 1
1

2
2

1
1

pA
A

pA
A

pA
A

pA
A

pA
A

κ
κ

τ
τ

κ
κ

τ
τ

τ
τ

′
′⊕⊕′

′≅⊕⊕⊕
+

+

+

+

+

+  

όπου )( pA
A

j

j  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
′

)(αντισ. pA
A

j

j  είναι µη τετριµµένα κυκλικά τάξης  (αντιστ. 

) , άρα από υπόθεση επαγωγής 

1−jvp

1−jµp κjτ ≤≤+1 11 −=− jj µv ,  

Συνεπώς   

κjτ ≤≤+1 .

ii vµ = κi ≤≤∀ 1 .

 
4.3.4 Θεώρηµα.  Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο p-περιοδικό R-πρότυπο αναλύεται ως 
ευθύ άθροισµα κυκλικών υποπροτύπων του. 
 
Απόδειξη. Έστω Μ ένα πεπερασµένα παραγόµενο περιοδικό p-πρότυπο και  

ένα σύνολο γεννητόρων του Μ µε  τάξης , 

κxx ,...,1

ix imp κi ≤≤1  και κmmm ≤≤≤ 21 . Θα 

δείξουµε µε επαγωγή στο  ότι υπάρχουν στοιχεία  του Μ µε τάξη του 

,  όπου , και 

∑
=

κ

i
im

1
κyy ,...,1

iy inp ii mn ≤ κi ≤≤1  κRyRyRyM ⊕⊕⊕= 21 . Να παρατηρήσουµε 

ότι αν 0  για κάποιο i  τότε =in 0=iRy . Για  έπεται ότι ∑
=

=
κ

i
im

1
0 0=M . 

 Έστω . Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι 

 και 0 . Έστω 

∑
=

>
κ

i
im

1
0

1>κ 1 >m κRxRxM ++=′ 2 . Από υπόθεση επαγωγής επειδή 
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∑ ∑
= =

<
κ

i

κ

i
ii mm

2 1
, αφού 0 , υπάρχουν  στοιχεία του 1 >m κyy ,...,2 M ′  µε τάξη του , 

 όπου , και 

iy

inp ii mn ≤ κi ≤≤2  κRyRyM ⊕⊕=′ 2 . 

 Τώρα τα στοιχεία  παράγουν το Μ αφού κyyx ,...,, 21 MRxM ′+= 1 , και αν 

 για κάποιο  τότε , άρα από υπόθεση 

επαγωγής θα είχαµε µια ανάλυση του Μ ως ευθύ άθροισµα κυκλικών. 

00 ii mn < },...,2{0 κi ∈ i

κ

i
i

κ

i
mnm ∑∑

==

<+
12

1

 Έστω λοιπόν ότι , ii nm = κi ,...,2= . Έχουµε ότι MRxM ′+= 1 . Αν 

 ή  τότε έχουµε τελειώσει. Έστω ότι }0{1 =′∩MRx MRx ′⊆1 }0{1 ≠′∩MRx , άρα 

 µε  και 0 , και έστω ότι Rr ∈∃ Mrx ′∈1 1 ≠rx Mx ′∉1 . Ψάχνουµε να βρούµε ένα 

 τέτοιο ώστε My ∈1 MRyMrx ′+=′+ 11  και αν Mry ′∈1  τότε 01 =ry . Επειδή η 

τάξη του M
MMx ′∈+ 1

1  είναι  µε γp 1mγ ≤  και επειδή Mx ′∉1 , . 0>γ

 Άρα . rpMrx γ |1 ⇔′∈

 Έστω , τότε  και επειδή 1xpm γ=′ mp γm ′−1 01
1 == xpm

221 nmm =≤  έχουµε ότι 

. Αλλά 02 =′− mp γn
κRyRyMm ⊕⊕=′∈′ 2  και η τάξη του  είναι , 

και , άρα από Άσκηση 4.2, 2  για κάποιο 

iy inp κi ≤≤2  

κnnn ≤≤≤ 32 ypm γ=′ My ′∈ . 

 Έστω τώρα . Προφανώς yxy −= 11 MMRxMRy =′+=′+ 11 . Θα δείξουµε ότι 

. Αν }0{1 =′∩MRy MRyw ′∩∈ 1  τότε 11 yrw =  για κάποιο Rr ∈1 . 

Τότε Myryryyrxr ′∈+=+= 1111111 )( , άρα , αλλά  

. Συνεπώς 0

1| rp γ =−= )( 11 yxpyp γγ

01 =′−′=− mmypxp γγ
11 == yrw  και εποµένως }0{1 =′∩MRy  απ’ 

αυτό έπεται ότι MRyM ′⊕= 1 . 

 
2η Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3.4. Για την απόδειξη αυτή θα χρειαστούµε το 
ακόλουθο Λήµµα. 
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4.3.5 Λήµµα.  Έστω Α ένα R-πρότυπο µε  και , όπου p ένα πρώτο 

στοιχείο του R. Αν  µε  και 

0=Apv 01 ≠− Apv

Aa ∈0 00
1 ≠− apv

0RaA ≠  τότε 

(1)  µε  και Aβ∈∃ 0≠β 00 =∩ βRRa  

(2)  µε . AΓ ≤∃ ΓRaA ⊕= 0

 

Απόδειξη. (1) Επειδή , υπάρχει 0RaA ≠ 0\ RaAc∈ . Επειδή  και 

 υπάρχει  µικρότερος θετικός µε την ιδιότητα  και 

. 

00 Racpv ∈=

0
0 Raccp ∉= j 0Racp j ∈

0
1 Racp j ∉−

 Έστω  και έστω  όπου 01arcp j = rpr κ=1 1),( =pr  και 0 . Τώρα 

 και επειδή η τάξη του  είναι  και  

έπεται ότι 

≥κ

00 rappcppcp κjvjjvv −− === 0a vp 1),( =pr

vκjv ≥+− , άρα . 1

0

≥≥ jκ

 Έστω , τότε 0
11 arpcpβ κj −− −= =βp  και αν 00 ≠∩ βRRa  και  µε 

 τότε έπεται ότι 

Rs∈

0≠βs 1),( =ps  άρα pλsλ 211 +=  και βpλβsλβ 21 += . Συνεπώς 

. Άρα  το οποίο είναι άτοπο από την επιλογή του , άρα 

. 
01 Raβsλβ ∈= 0

1 Racp j ∈− j

00 =∩ βRRa

 (2) Έστω  και 0|{ ≠≤= ∆A∆S }00 =∩ Ra∆  από (1) ΦS ≠  και από το Λήµµα 

Zorn έπεται ότι το  έχει µεγιστικό στοιχείο, έστω Γ. S

Τώρα ( ) 0=Γ
Apv  και .  Αν 0)( 0

1 ≠+− Γapv )( 0 ΓaRΓ
A +≠  τότε από (1) υπάρχει 

 µε 00 ≠+ Γβ 0)()( 00 =+∩+ ΓβRΓaR , άρα 000 =+∩ ΓβRRa , επειδή 

. Αλλά 00 =∩ ΓRa ΓβRΓ +⊂
≠ 0  και 000 =+∩ ΓβRRa  άτοπο, επειδή Γ µεγιστικό 

στοιχείο του . Άρα S ΓRaAΓaRΓ
A +=⇒+= 00 )(  και επειδή  έπεται 

ότι . 

00 =∩ ΓRa

ΓRaA ⊕= 0

 
Απόδειξη Θεωρήµατος 4.3.4. Έστω 〉〈= κxx ,...,Μ 1  µε 0≠ix . Θα δείξουµε το 

Θεώρηµα µε επαγωγή στο κ. Για 1=κ  είναι άµεσο. 
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 Έστω 1  και έστω ότι η τάξη του  να είναι  µε . Τότε 

 και 0 , άρα από προηγούµενο Λήµµα 

>κ ix iλp κλλλ ≥≥≥ 21

01 =Mp λ
1

11 ≠− xp λ MRxM ′⊕= 1 .  Έστω  

1

1
:

Rxww

MRx
MΜπ

+→

′≅→
 

ο φυσικός επιµορφισµός. Προφανώς 

〉〈= )(),...,( 1
1

κxπxπRx
M 〉〈= )(),...,( 2 κxπxπ  

άρα από υπόθεση επαγωγής το M ′  είναι ευθύ άθροισµα κυκλικών, συνεπώς το Μ 
αναλύεται ως ευθύ άθροισµα κυκλικών. 
 
4.3.6 Θεώρηµα.  Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο p-περιοδικό R-πρότυπο αναλύεται ως 
ευθύ άθροισµα πεπερασµένου πλήθους κυκλικών προτύπων και η ανάλυση αυτή είναι 
µοναδική ως προς το πλήθος και τις τάξεις των (µη µηδενικών) κυκλικών προτύπων. 
 
Απόδειξη. Το Θεώρηµα 4.3.4 µας δίνει την ανάλυση και το Θεώρηµα 4.3.3 την 
µοναδικότητα. 
 

Συµβολισµός. Αν  τότε το κυκλικό R-πρότυπο Rr ∈0 Rr
R

0
 το συµβολίζουµε µε . 0Cr

 Έστω Μ, Ν πεπερασµένα παραγόµενα p-περιοδικά  R-πρότυπα. Τότε από το 

Θεώρηµα … υπάρχει µια ακολουθία δυνάµεων του p ,  έτσι ώστε 

 µε 

κλλ pp ,...,1

κλλ CpCpM ⊕⊕≅ 1
κλλλ ≤≤≤ 21  και µια ακολουθία,  έτσι ώστε 

 µε 

σµµ pp ,...,1

σµµ CpCpN ⊕⊕≅ 1
σµµµ ≤≤≤ 21 . 

Επειδή ένας R-ισοµορφισµός διατηρεί την ανάλυση σε ευθύ άθροισµα, από το 
Θεώρηµα 4.3.3 παίρνουµε ότι 
 
4.3.7 Θεώρηµα.  Με τους προηγούµενους συµβολισµούς έχουµε ότι N  αν και 

µόνο αν 

M ≅

σκ =  και η ακολουθία  ισούται µε την ακολουθία . κλλ pp ,...,1 κµµ pp ,...,1
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Έστω τώρα Α, Β πεπερασµένα παραγόµενα  R-πρότυπα. Από τα Θεωρήµατα 4.1.2 (1), 
4.1.6 και 4.3.4 έπεται ότι υπάρχει πεπερασµένο πλήθος πρώτων στοιχείων του R, 

 και για κάθε πρώτο  µια πεπερασµένη ακολουθία δυνάµεων του, 

 έτσι ώστε 

κ1 pp ,..., p

iλλ

i

iρi
ii pp 1

κκρκρi

A

λ
κ

λ
κ

λλ

w

CpCpCpCpRRA ⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕≅
−

1111
11

φορές

 

όπου το µέγιστο πλήθος γραµµικών ανεξάρτητων στοιχείων του Α. ≡Aw

Παρόµοια για το Β υπάρχει µια πεπερασµένη ακολουθία πρώτων στοιχείων του R 
 και για κάθε πρώτο  για πεπερασµένη ακολουθία δυνάµεων του 

 έτσι ώστε 

τqq ,...,1 jq

iµii σ
i

σ
i qq ,...,1

ττµτ

B

σ
τ

σ
τ

µσσ

w

CqCqCqCqRRB ⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕≅
−

1111 1
11

φορές

 

όπου το µέγιστο πλήθος γραµµικών ανεξάρτητων στοιχείων του Β. ≡Bw

Από τα Θεωρήµατα 4.1.2 (3), 4.1.6 και 4.3.7 έπεται ότι 
 
4.3.8 Θεώρηµα (Θεώρηµα ∆οµής Ι).  Με τους προηγούµενους συµβολισµούς έχουµε 
ότι BA ≅  αν και µόνο αν BA ww = , },...,{},...,{ 11 τκ qqpp =  και για κάθε i, , 

αν , τότε  και η ακολουθία  ισούται µε την 

ακολουθία  

κi ≤≤1

)(izi qp = )(izi µρ = iρiii λ
i

λ
i

λ
i ppp ,...,, 21

)()(1)(
)()( ,..., izµiziz σ

iz
σ

iz qq .

 

4.3.9 Ορισµός.  Τα στοιχεία του R:  

λέγονται οι στοιχειώδεις διαιρέτες του .  

κκρκρρ λ
κ

λ
κ

λλλλ pppppp ,...,,...,,...,,,..., 122211111
2211

AT

 Συνεπώς το Θεώρηµα ∆οµής Ι λέει ότι αν Α, Β είναι πεπερασµένα παραγόµενα  R-
πρότυπα τότε BA ≅  αν και µόνο αν BA ww =  και οι στοιχειώδεις διαιρέτες του  

είναι οι ίδιοι µε τους στοιχειώδεις διαιρέτες του . 
AT

BT
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Το ακόλουθο θεώρηµα, εκφράζει τη µοναδικότητα ως προς το πλήθος και τις τάξεις, 
της ανάλυσης ενός πεπερασµένα παραγόµενου περιοδικού  R-προτύπου σε ευθύ 
άθροισµα µη µηδενικών κυκλικών, µε διαφορετικό τρόπο. 
 
4.3.10 Θεώρηµα (Θεώρηµα ∆οµής ΙΙ).  Έστω Μ ένα πεπερασµένα παραγόµενο 
περιοδικό R-πρότυπο. Τότε υπάρχουν  στοιχεία του vdd ,...,1 R  µε ,  µη 

αντιστρέψιµα, ,  και 

0≠id id

vi ≤≤1 vddd |...|| 21 vCdCdM ⊕⊕≅ 1 . 

Επιπλέον αν  και 0µCrCrM ⊕⊕≅ 1 ≠ir ,  µη αντιστρέψιµα, και 

 τότε 

ir µi ≤≤1  

µrrr |...|| 21 vµ =  και ii CdCr = , µi ≤≤1 . 

 
Απόδειξη. Επειδή Μ είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο περιοδικό  R-πρότυπο 
υπάρχει πεπερασµένο πλήθος πρώτων στοιχείων  του κpp ,...,1 R  µε  και 

. Τώρα από το Θεώρηµα 4.3.4 κάθε  είναι ευθύ άθροισµα 

κυκλικών.  

}

}

0{≠iMp

κMpMpM ⊕⊕= 1 iMp

 Αν  είναι το πλήθος των µη µηδενικών κυκλικών όρων που εµφανίζεται στην 

ανάλυση του , έστω 
iv

iMp κi ≤≤1  1,max{ κivv i ≤≤= . Τότε  

vMMMp 1111 ⊕⊕=  

               vMMMp 2212 ⊕⊕=  

               

               vκκκ MMMp ⊕⊕= 1  

όπου  και ijλ
iij CpM ≅ ivii λλλ ≤≤≤ 21 , κi ≤≤1 . 

 Μερικά από τα  µπορεί να είναι 0 δηλαδή 0ijM =ijλ , απλά τα θεωρούµε στην 

αρχή ώστε να έχουµε το ίδιο πλήθος όρων σε κάθε ανάλυση. Προφανώς για κάθε 
 υπάρχει  µε },...,1{ vj∈ },...,1{ κi∈ 0≠ijM . 

       Έστω τώρα jκjj MMM ⊕⊕= 1 . Τότε vκ ΜMMpMpM ⊕⊕=⊕⊕= 11 . 
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Από την Πρόταση 4.2.3 jj CdM ≅  όπου  και επειδή 

,  έχουµε ότι . Επιπλέον από την επιλογή του 

 έπεται ότι 0  και  µη αντιστρέψιµα, 

jκjj λ
κ

λλ
j pppd 21

21=

ivii λλλ ≤≤≤ 21 κi ≤≤1 vddd |...|| 21

v ≠id id vi ≤≤1 . 

 Έστω τώρα ότι µNNM ⊕⊕= 1  όπου ii CrN ≅ ,  µη αντιστρέψιµια, , 

και . 

ir 0≠ir

µi ≤≤1  µrrr |...|| 21

 Έστω  οι µη συντροφικοί πρώτοι που εµφανίζονται στις αναλύσεις σε 

γινόµενο πρώτων των  και . Αν 
τpp ,...,1

vd µr

µτµτvv

ττ

β
τ

β
µ

a
τ

a
v

β
τ

βa
τ

a

pprppd

pprppd

11

111111

11

1111 και

==

==
 

τότε επειδή 

jiij β
i

τ

ij
a
j

τ

ji CpCrCpCd
11

και
==
⊕≅⊕≅  

έχουµε ότι 

µv NNMMM ⊕⊕==⊕⊕ 11  

vCdCd ⊕⊕1          µCrCr ⊕⊕1  

                  . ija
j

τ

j

v

i
Cp

11 ==
⊕⊕ jiβ

i

τ

i

µ

j
Cp

11 ==
⊕⊕

Από το Θεώρηµα 4.1.6 έχουµε ότι 

       (*) iµiviii β
i

β
i

α
i

a
i

a
i CpCpCpCpCp ⊕⊕≅⊕⊕⊕ 121

για κάθε  τi ≤≤1 .
Επειδή  είναι 0  και µη αντιστρέψιµο υπάρχει τουλάχιστον ένα πρώτο στοιχείο 

στην ανάλυσή του, δηλαδή κάποιο από τα  είναι 0
1d ≠

ia1 ≠ . Έστω π.χ. ότι 0 . Επειδή 

 έχουµε ότι 
11 ≠a

vddd |...|| 21 121110 vaaa ≤≤≤<  άρα από το Θεώρηµα 4.3.3 έπεται ότι 

η δεξιά πλευρά της (*) έχει v µη µηδενικούς όρους για 1=i  άρα µv ≤ . 
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Παρόµοια επειδή και  είναι 01r ≠  και µη αντιστρέψιµο καταλήγουµε ότι vµ ≤  άρα 

νµ = . Συνεπώς η (*) γίνεται 

viivii β
i

β
i

a
i

a
i CpCpCpCp ⊕⊕≅⊕⊕ 11 ,    τi ≤≤1  

και 

viii aaa ≤≤≤ 21  

viii βββ ≤≤≤ 21 . 

Άρα από το Θεώρηµα 4.3.3 ijij βa =  για κάθε . Συνεπώς ji, ][][ ii rd =  ∀  τi ≤≤1 .

 
4.3.11 Ορισµός.  Τα στοιχεία  του R λέγονται οι αναλλοίωτοι παράγοντες του 

Μ.  
vdd ,...,1

Συνεπώς το Θεώρηµα ∆οµής ΙΙ λέει ότι αν Α, Β είναι πεπερασµένα παραγόµενα  R-
πρότυπα, τότε BA ≅  αν και µόνο αν BA ww =  και οι αναλλοίωτοι παράγοντες του  

είναι οι ίδιοι µε τους αναλλοίωτους παράγοντες του . 
AT

BT

 
Παραδείγµατα. 
1.  Έστω η αβελιανή οµάδα 543625155 ŸŸŸŸŸ ⊕⊕⊕⊕=A . Να βρεθούν οι 

στοιχειώδεις διαιρέτες και οι αναλλοίωτοι παράγοντες της Α. 
 Έχουµε ότι    5315 ŸŸŸ ×≅ 9436 ŸŸŸ ⊕≅  2354 3 ŸŸŸ ⊕≅ . 

 Άρα  532 ΑΑAA ⊕⊕≅ 232 5533342 ŸŸŸŸŸŸŸ ⊕⊕⊕⊕⊕⊕≅  

 άρα οι στοιχειώδεις διαιρέτες είναι  και οι αναλλοίωτοι 

παράγοντες 

222 5,5,5,3,3,2,2

232
3

2
2

2
1

32

2

532
532555

53333
22

⋅⋅=
⋅⋅=

⋅=

d
d
d

 

2. Πόσες ανά δύο µη ισόµορφες αβελιανές οµάδες υπάρχουν τάξης . 5p
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 Από το Θεώρηµα ∆οµής Ι (στοιχειώδεις διαιρέτες) έπεται ότι υπάρχουν τόσες µη 

ισόµορφες αβελιανές οµάδες τάξης  όσες και ακολουθίες  µε 

, άρα , , , , 

, , 

5p κλλλ ppp ,...,, 21

521 =+++ κλλλ 5pŸ pp ŸŸ ⊕4 23 pp ŸŸ ⊕ ppp ŸŸŸ ⊕⊕3

ppp ŸŸŸ ⊕⊕ 22 pppp ŸŸŸŸ ⊕⊕⊕2 ppppp ŸŸŸŸŸ ⊕⊕⊕⊕ . 

3. Πόσες ανά δύο µη ισόµορφες αβελιανές οµάδες υπάρχουν τάξης . 5

5

32 32 ⋅⋅

  
  

 
22

2,2
Υπάρχουν 2 επιλογές για τις 2-συνιστώσες 

 
 

 33

Υπάρχουν 3 επιλογές για τις 3-συνιστώσες  3,32→
 3,3,3 
 
 
Υπάρχει 1 επιλογή για τις 5 συνιστώσες       5→

Άρα υπάρχου 1  µη ισόµορφες αβελιανές οµάδες τάξης . 32 ⋅⋅ 32 32 ⋅⋅

 

Ασκήσεις  4.3 

1. Πόσες ανά δύο µη ισόµορφες αβελιανές οµάδες υπάρχουν τάξης 1 2 6. 

2. Ποιοι είναι οι αναλλοίωτοι παράγοντες και οι στοιχειώδεις διαιρέτες της 
. =A 39364523 ŸŸŸŸ ⊕⊕⊕≅

3. Έστω Α αβελιανή οµάδα µε vA =||  και . Να δειχθεί ότι υπάρχει vµ | AK ≤  µε 

τάξη της K  να είναι  µ. 

4. Να δειχθεί ότι µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα Α δεν είναι κυκλική αν και µόνο 
αν υπάρχει AK ≤  µε ≅K pp ŸŸ ⊕  για κάποιο πρώτο p. 

5. Ποιοι είναι οι αναλλοίωτοι παράγοντες της nm ŸŸ ⊕ . 
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6. Έστω Α ελεύθερη αβελιανή διάστασης λ και AB ≤ . Να δειχθεί ότι B
A  είναι 

πεπερασµένη αν και µόνο αν η Β είναι ελεύθερη διάστασης λ. 

7. Έστω Α αβελιανή µε αναλλοίωτους παράγοντες . Να δειχθεί ότι η Α 

δεν µπορεί να παραχθεί από λιγότερα από ρ στοιχεία. 

ρddd |...|| 21

8. Έστω Α πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή οµάδα και ένας 

επιµορφισµός. Να δειχθεί ότι η f ένας ισοµορφισµός. 

AAf →:  

 
 
 
 
 
 
 


