
Κεφάλαιο 3 
 

Ελεύθερα Πρότυπα 
 
 

3.1  Ελεύθερα Πρότυπα   

 Έστω Μ ένα  R-πρότυπο. Μια οικογένεια   στοιχείων  του Μ  καλείται βάση του  

Μ  αν i) το σύνολο 
Λ)( ∈λλe

{ }Λ| ∈λeλ  παράγει το Μ,  και ii)  κάθε Mm ∈ γράφεται κατά µοναδικό 

τρόπο ως άθροισµα της µορφής ∑
∈Λλ

λλer , όπου Rrλ ∈  και όλα εκτός του πολύ ένα 

πεπερασµένο πλήθος από τα  είναι µηδέν. λr

 Ελεύθερο λέγεται το πρότυπο που έχει µια τουλάχιστον βάση. (∆εχόµαστε ότι το 
µηδενικό R-πρότυπο  είναι ελεύθερο µε µία βάση το κενό σύνολο). Για παράδειγµα, το R 

είναι ελεύθερο R-πρότυπο µε βάση το µονοσύνολο 

)0(

{ }1 . Το -πρότυπο Ÿ

Ÿ [ ] { ∈+=− baba ,|22 }Ÿ  είναι ελεύθερο µε βάση }2,1{ −  (γιατί;). 

 Μια οικογένεια   στοιχείων  του Μ  καλείται γραµµικά εξαρτηµένη αν υπάρχουν 

, όπου όλα εκτός του πολύ ένα πεπερασµένο πλήθος από τα  είναι µηδέν και 

τουλάχιστον ένα 

Λ)( ∈λλe

Rrλ ∈ λr

rλ δεν είναι µηδέν. ∆ιαφορετικά θα λέµε ότι η οικογένεια αυτή είναι 

γραµµικά ανεξάρτητη. 
 Αποδεικνύεται (βλ. Άσκηση 1) ότι ότι οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύνµαες. 

• Η οικογένεια  είναι µια βάση του Μ Λ)( ∈λλe

• Η οικογένεια  παράγει το Μ και είναι γραµµικά ανεξάρτητη. Λ)( ∈λλe

 
3.1.1  Πρόταση  Ένα R-πρότυπο Μ είναι ελεύθερο αν και µόνο αν είναι ισόµορφο µε ένα 
πρότυπο της µορφής λ

λ
R⊕

∈Λ
, όπου RRλ =  για κάθε Λλ∈ . 

 
Απόδειξη.  Έστω ότι το Μ είναι ελεύθερο µε βάση }|{ Λλeλ ∈ . Κάθε στοιχείο  

γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή 

Mm ∈

∑
∈

=
Λλ

λλerm  όπου όλα τα  είναι µηδέν εκτός το 

πολύ ένα πεπερασµένο πλήθος. Άρα ορίζεται µια απεικόνιση 

λr

λλλ RrmMφ
λ
⊕

∈

∈∋ ∈
Λ

Λ)(: 6  

που είναι R-ισοµορφισµός. Αντίστροφα, το λ
λ

R⊕
∈Λ

 είναι ελεύθερο γιατί µία βάση του είναι το 

σύνολο , όπου  είναι η ακολουθία }|{ Λλελ ∈ λε µλλ εε )(=  µε 0=λµε  αν  και  

αν .                                                     □ 

µλ ≠ 1=λµε

µλ =

 



3.1.2 Πόρισµα   Κάθε R-πρότυπο Μ είναι οµοµορφική εικόνα ελεύθερου R-πρότυπου. 
 
Απόδειξη.  Έστω Λ ένα σύνολο γεννητόρων Μ, για παράδειγµα ΜΛ = . Κατά τον προφανή 
τρόπο ορίζεται ένας R–επιµορφισµός MRλ

λ
→⊕

∈Λ
.   □ 

 Ξέρουµε ότι κάθε F-διανυσµατικός χώρος, F σώµα,  είναι ένα ελεύθερο F-πρότυπο. 
Όταν ο δακτύλιος R δεν είναι σώµα, υπάρχουν πρότυπα που δεν είναι ελεύθερα  Για 
παράδειγµα, το πρότυπο ( 1  δεν είναι ελεύθερο. Μια άλλη διαφοροποίηση είναι 

ότι υποπρότυπο ελεύθερου πρότυπου δεν είναι αναγκαστικά ελεύθερο. Για  παράδειγµα, το 
-υποπρότυπο  του δεν είναι ελεύθερο (γιατί;). Θα δούµε όµως παρακάτω, 

ότι αν ο R  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών τότε κάθε υποπρότυπο ελεύθερου πρότυπου 
πεπερασµένης τάξης είναι πάλι ελεύθερο. Ένα χρήσιµο αποτέλεσµα για την απόδειξη του 
θεωρήµατος αυτού είναι το ακόλουθο λήµµα. 

)m m >

4 {[0], [2]} 4

 
3.1.3  Πρόταση  Έστω :f M F→ ένας επιµορφισµός προτύπων. Αν το F είναι ελεύθερο, τότε 

υπάρχει υποπρότυπο /F του Μ τέτοιο ώστε /kerM f F= ⊕  

 
Απόδειξη.  Έστω  µια βάση του Λ}{ ∈λλe F .  Αφού ο f είναι επιµορφισµός υπάρχουν 

,m Mλ λ∈ ∈Λ , µε την ιδιότητα ( )f m eλ λ= . Για αυτήν την επιλογή ορίζουµε έναν R-

οµοµορφισµό / :f F M→  από τις σχέσεις  
/ ( )f e mλ λ= . 

(Για να ορίσουµε έναν R – οµοµορφισµό πάνω σ’ ένα ελεύθερο R – πρότυπο αρκεί να οριστεί 

η απεικόνιση πάνω σε µία βάση και να την επεκτείνουµε γραµµικά).  Προφανώς / 1Ff f =D . 

Θέτουµε / /Im .F f=  

Παρατηρούµε ότι: 

1) Ισχύει /F F� . Πράγµατι,  από τη σχέση / 1Ff f =D  έπεται ότι η /f  είναι 1-1. 

2) Ισχύει Πράγµατι, αν /ker {0}.f F∩ = / ( ) ker ,f x ∈ f όπου ,x F∈  τότε  έχουµε 

 / /( ( )) 0 0 ( ) 0.f f x x f x= ⇒ = ⇒ =

3) Ισχύει /kerM f F= + . Πράγµατι, αν m M∈ , τότε γράφοντας 

( )/ /( ) ( )m m f f m f f m= − +D D  έχουµε αφενός , αφού / ( ) kerm f f m f− ∈D

( )/ /( ) ( ) ( ) ( 0 ( ) 0f m f f m f m f f f m f m f m− = − = −D D D =

/

 και αφετέρου 

/ ( ) Imf f m f∈D .                                                                                                         □ 

 
 Θθα αποδείξουµε στη συνέχεια δύο σηµαντικά αποτελέσµατα.  Το πρώτο λέει ότι 
οποιεσδήποτε δύο βάσεις ενός ελεύθερου R – πρότυπου, όπου R µεταθετικός δακτύλιος µε 
µονάδα, έχουν τον ίδιο πληθικό αριθµό.  Αυτό δεν ισχύει γενικά για µη µεταθετικούς 
δακτυλίους .  Το δεύτερο αποτέλεσµα µας πληροφορεί ότι υποπρότυπο ελευθέρου προτύπου 



πάνω από περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι ελεύθερο.  Αυτό δεν ισχύει για γενικούς δακτυλίους.  
Πρώτα όµως χρειαζόµαστε την έννοια του µεγίστα ιδεώδους. 
 
3.2 Πρώτα και Μέγιστα Ιδεώδη 

Θυµίζουµε εδώ τα πλέον βασικά περί πρώτων και µέγιστων ιδεωδών. Υποθέτουµε εδώ ότι ο 
R είναι µεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο. 
 
3.2.1  Ορισµός  Ένα ιδεώδες Ρ του R  καλείται πρώτο αν 
  (i) RP ≠ , και 
 (ii) αν  µε Pab  τότε  ή R Pba ∈, ∈ a ∈ Pb ∈ . 

 
3.2.2  Πρόταση  Έστω Ι ιδεώδες του R. Τότε το Ι είναι πρώτο αν και µόνο αν ο δακτύλιος 
πηλίκο I  είναι περιοχή. R /
 
Απόδειξη. Έστω Ι πρώτο. Τότε RI ≠  και 0/ ≠IR . Έστω Rba ∈,  µε την ιδιότητα 

. Τότε IRIbIa /0))(( =++ IIab =+  και άρα Iab ∈ . Συνεπώς Ia ∈  ή  δηλαδή 

 ή 

Ib ∈

IRIa /0=+ IRIb /0=+ . 

 Αντίστροφα, έστω  ακέραια περιοχή. Τότε 0IR / / ≠IR  και άρα RI ≠ . Έστω 

µε . Τότε 

Rba ∈,  

Iab ∈ ⇒=++⇒=+ IRIR IbIaIab // 0))((0  IRIa /0=+  ή 

 ή .     □ IaIb IR ∈⇒=+ /0 Ib ∈

 
3.2.3  Ορισµός  Ένα ιδεώδες Μ του R ονοµάζεται µέγιστο αν 
  (i) RM ≠ , και 
 (ii) δεν υπάρχει ιδεώδες Ι του R µε την ιδιότητα RIM

≠
⊂

≠
⊂ . 

 
3.2.4  Πρόταση  Έστω Ι ένα ιδεώδες του R. Τότε το Ι είναι µέγιστο αν και µόνο αν ο δακτύλιος 
πηλίκο I  είναι σώµα. R /
 
Απόδειξη. Έστω ότι το Ι είναι µέγιστο. Τότε RI ≠  και 0/ ≠IR . Έστω  µε 

. Θα δείξουµε ότι το 
IRIa /∈+

IRIa /0≠+ Ia +  είναι αντιστρέψιµο. Εφόσον  ισχύει 

. Το ιδεώδες  περιέχει γνήσια το Ι. Αφού το Ι είναι µέγιστο έχουµε  

Άρα για κάποια 

IRIa /0≠+

Ia ∉ Ia +)( RIa =+)( .

Rr ∈  και Ib ∈  ισχύει 1=+ bra . Συνεπώς 
IIbIraIar +=+−=+=++ 1)1())(1(  και το Ir +  είναι αντιστρέψιµο. 

 Αντίστροφα, έστω ότι ο  είναι σώµα. Τότε 0IR / / ≠IR  και άρα RI ≠ . Έστω J ιδεώδες 
µε . Θα δείξουµε ότι , οπότε το Ι είναι µέγιστο. Υπάρχει , . Άρα 

 και, αφού το  είναι σώµα, 

RJI
≠
⊂

≠
⊂ RJ = Ja ∈ Ia ∉

IRIa /0≠+ IR / IIbIa +=++ 1))((  για κάποιο . Άρα Rb ∈

Iab ∈−1 . 
Εφόσον  και  συµπεραίνουµε ότι JI ⊆ Ja ∈ J∈1 , δηλαδή RJ = .  □ 
 



3.2.5  Πόρισµα  Κάθε µέγιστο ιδεώδες είναι πρώτο. 
 
Απόδειξη.  Άµεση από τις Προτάσεις 3.2.4 και 3.2.2.    □ 
 
 Για παράδειγµα, το ιδεώδες )  του  είναι πρώτο, γιατί  που είναι 

περιοχή, και όχι µέγιστο αφού ο  δεν είναι σώµα. Το ιδεώδες )  του  είναι 

µέγιστο, αφού  (γιατί;) που είναι σώµα. . 

(x Ÿ ][x Ÿ ≅)/(][ xx Ÿ

Ÿ ,2( x Ÿ ][x

Ÿ ≅),2/(][ xx 2Ÿ

 
Στη συνέχεια θα αποδείξουµε την ύπαρξη µεγίστου ιδεώδες σε κάθε µεταθετικό δακτύλιο µε 
µονάδα. Για το σκοπό αυτό χρειαζόµαστε το λήµµα του Zorn. 
 
 Έστω X  ένα µη κενό σύνολο.  Μια σχέση ≤  στο X  ονοµάζεται σχέση µερικής 
διάταξης αν i) , ii) Xxx ∈∀≤ zxzyyx ≤⇒≤≤ , , και iii) ,yx ≤  ⇒≤ xy  yx = . Είναι µη 

κενό σύνολο εφοδιασµένο µε µία σχέση µερικής διάταξης καλείται µερικά διατεταγµένο 
σύνολο. Ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο X  για το οποίο ισχύει η συνθήκη iv) για κάθε 

είτε Xyx ∈,  xy ≤ , ονοµάζεται ολικά διατεταγµένο σύνολο. 

 Έστω ένα υποσύνολο του µερικά διατεταγµένου συνόλου Y X .  Ένα στοιχείο 
ονοµάζεται άνω φράγµα του Y αν Xx ∈ xy ≤  για κάθε Yy ∈ . 

 Έστω στοιχείο του µερικά διατεταγµένου συνόλου Xx ∈ X ονοµάζεται µέγιστο αν 
µε  συνεπάγεται xx ′≤ Xx ∈′ xx ′= .   

 Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε το Λήµµα του Zorn.  
 
3.2.6  Λήµµα του Zorn  Έστω X ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο που έχει την ιδιότητα ότι 
κάθε µη κενό ολικά διατεταγµένο υποσύνολο του X έχει ένα άνω φράγµα στο X .  Τότε το 
X έχει ένα τουλάχιστον µέγιστο στοιχείο. 

 Αποδεικνύεται στη Θεωρία Συνόλων ότι το Λήµµα του Zorn είναι ισοδύναµο µε το 
Αξίωµα Επιλογής.  Βέβαια εµείς εδώ θα το δεχτούµε ως αξίωµα.   
 
3.2.7  Πρόταση  Έστω  δακτύλιος.  Τότε ο R έχει ένα τουλάχιστον µέγιστο ιδεώδες. 0≠R
 
Απόδειξη.  Έστω X το σύνολο των γνήσιων ιδεωδών του R.  Είναι ∅≠X , αφού .  

Ως σχέση µερικής διάταξης θεωρούµε τη σχέση υποσυνόλου.  Έστω Υ ένα µη κενό ολικά 
διατεταγµένο υποσύνολο του Χ.  Θέτουµε  

}0{≠R

⊆

IJ
YI
∪
∈

= . 

Το J είναι ιδεώδες του R. Πράγµατι αν Jba ∈,  τότε 1Ia ∈ , και 2Ib ∈  για κάποια  

Αλλά το Υ  είναι ολικά διατεταγµένο. Συνεπώς  ή . Εποµένως ή 

, αντίστοιχα. Άρα 

YII ∈21, .

21 II ⊆ 12 II ⊆ 2Iba ∈+

1Iba ∈+ Jba ∈+ . Επίσης, 1Ira ∈  για κάθε Rr ∈  αφού το  είναι 

ιδεώδες. Ισχύει  αφού το J  είναι γνήσιο ιδεώδες του 
1I

XJ ∈ R , γνήσιο γιατί αν  τότε J∈1



I∈1  για κάποιο XYI ⊆∈  που δεν ισχύει. Άρα το J είναι ένα άνω φράγµα του στο Y X . 
Από το Λήµµα του Zorn συµπεραίνουµε ότι το X έχει ένα µέγιστο στοιχείο Μ. Προφανώς το 
Μ είναι µέγιστο ιδεώδες.                                                                                             □ 
 
 Η παραπάνω απόδειξη είναι η αυστηρή διατύπωση της ιδέας: Έστω  γνήσιο ιδεώδες 

του R.  Αν δεν είναι µέγιστο, τότε περιέχεται γνήσια σε κάποιο άλλο . Αν το  δεν είναι 

µέγιστο… Το Λήµµα του Zorn  εγγυάται ότι η διαδικασία περατούται. 

1I

2I 2I

 
3.2.3  Πόρισµα  Κάθε γνήσιο ιδεώδες του R περιέχεται σ’ ένα µέγιστο ιδεώδες. 
 
Απόδειξη.  Έστω I ένα γνήσιο ιδεώδες του R. Εφαρµόζουµε την Πρόταση 3.2.7 στο 
δακτύλιο  οπότε υπάρχει µέγιστο ιδεώδες του .  Όµως αυτό έχει τη µορφή 
όπου Μ µέγιστο ιδεώδες του R που περιέχει το Ι .                                            □ 

IR / IR / IM /  

 
  

3.3  Πληθάριθµος Βάσης Ελεύθερου Πρότυπου   
 
3.3.1  Θεώρηµα  Έστω  ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο και }0{≠R F  ένα 

ελεύθερο R-πρότυπο που έχει µία πεπερασµένη βάση µε στοιχεία. Τότε κάθε άλλη βάση του n
F έχει στοιχεία. n
 
Απόδειξη.  Έστω }  µια βάση του ,...,{ 1 nee F  (µπορούµε να υποθέσουµε 0  δηλαδή 

). Αφού } , υπάρχει µέγιστο ιδεώδες 

≠n

0≠F 0{≠R M του R  (Πρόταση 3.2.7). Σύµφωνα µε 

την Άσκηση 7, το πρότυπο πηλίκο  είναι ένα -πρότυπο, δηλαδή είναι ένας 
- διανυσµατικός χώρος. Θα δείξουµε ότι τα στοιχεία 

MFF / MR /
MR / MFeMFe n ++ ,...,1  αποτελούν 

µία βάση του  MFF / .
 Εφόσον το σύνολο }  παράγει το ,...,{ 1 nee F ως R – πρότυπο, είναι προφανές ότι τα 

στοιχεία   παράγουν το ως -πρότυπο. MFeMFe n ++ ,...,1 MFF /  MR /

 ∆είχνουµε τώρα ότι τα MFeMFe n ++ ,...,1  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του 

 πάνω από το .  Έστω  MFF / MR /

∑ ∈=++
i

iii RrMFMFeMr ,)()( . 

Τότε  .  Γράφοντας MFer ii
i

∈∑

Maeaer iii
i

ii
i

∈= ∑∑ ,  

συµπεραίνουµε ότι  γιατί τα , ari = ie ni ,...1= , είναι βάση του F . Έτσι  και συνεπώς 

 για κάθε . 

Mri ∈

MMri =+ ni ,...1=



 Αποδείξαµε λοιπόν ότι:  βάση του },...,{ 1 nee },...,{ 1 MeMeF n ++⇒  βάση του 

διανυσµατικού χώρου .  Επειδή τώρα κάθε δύο βάσεις ενός πεπερασµένα 
παραγόµενου διανυσµατικού χώρου έχουν τον ίδιο πληθάριθµο (όπως θυµόµαστε από τη 
Γραµµική Άλγεβρα), προκύπτει το ζητούµενο.  □ 

MFF /

 
3.3.2 Σηµείωση  Το Θεώρηµα 3.3.1 δεν ισχύει γενικά για µη µεταθετικούς δακτυλίους. 
 
 Το Θεώρηµα  3.3.1 µας επιτρέπει να ορίσουµε την έννοια της τάξης ελεύθερου 
προτύπου. 
 
3.3.3  Ορισµός  Έστω F ένα  ελεύθερο R -πρότυπο, όπου }0{≠R . Ο πληθάριθµος µιας 

πεπερασµένης βάσης του F  ονοµάζεται τάξη του F . Αν το F δεν έχει πεπερασµένη βάση θα 
λέµε ότι η τάξη του είναι άπειρη. Η τάξη του F συµβολίζεται  . Frank

 
3.3.4  Λήµµα  Έστω  ελεύθερα 21, FF R -πρότυπα.  Τότε το 21 FF ⊕  είναι ελεύθερο και 

. 2121 )( FrankFrankFFrank +=⊕

 
Απόδειξη.  Ασκηση      □ 
 
  Υποπρότυπα Ελευθέρων Προτύπων   
 ∆εν αληθεύει ότι κάθε υποπρότυπο ελεύθερου πρότυπου είναι ελεύθερο. Για 
παράδειγµα, έστω  και )],[ yxR –= ,( yxI = . Το I  δεν είναι ελεύθερο R -πρότυπο (γιατί;). 

Η περίπτωση των περιοχών κυρίων ιδεωδών είναι πιο ευχάριστη: 
 
3.3.5  Θεώρηµα  Έστω R  περιοχή κυρίων ιδεωδών και F ένα ελεύθερο R -πρότυπο µε 

. Τότε κάθε υποπρότυπο ∞<= nFrank FF <′  είναι ελεύθερο µε nFrank ≤′ . 

 
Απόδειξη.  Επαγωγή στο . Για 1n =n , έχουµε RF ≅ , οπότε πρέπει να δείξουµε ότι κάθε 
ιδεώδες του R  είναι ελεύθερο R -πρότυπο. Κάθε ιδεώδες του R  έχει τη µορφή για 

κάποιο . Αν 0 , τότε )  είναι ελεύθερο µε τάξη 0.  Αν 0 , τότε ως 

)(aI =

Ra ∈ =a 0(=I ≠a R - 

πρότυπα ισχύει I R� , γιατί η απεικόνιση  
IrarR ∈∋ 6  

είναι R -ισοµορφισµός. Άρα σ’ αυτήν την περίπτωση το I  είναι ελεύθερο µε τάξη 1. 
 Υποθέτουµε τώρα 1 και ότι το θεώρηµα ισχύει για όλα τα ελεύθερα >n R -πρότυπα µε 

τάξη 1 . Έστω }  βάση του −≤ n ,...,{ 1 nee F , οπότε neeF ++= ...1 . Θέτουµε 

neeF ++= "2 . Ισχύει FFF ≤∩′  και το F έχει τάξη 1−n . Άρα το FF ∩′  είναι 

ελεύθερο µε τάξη 1 . Ισχύει −≤ n /F F � 1e  και άρα το FF /  έχει τάξη 1. 

Έστω 

FFFφ /: →  



ο φυσικός επιµορφισµός και  

FFFFφ /:| →′′  

ο περιορισµός του στο φ F ′ .  Επειδή το FF /  είναι ελεύθερο τάξης 1, η εικόνα  θα 

είναι ελεύθερο πρότυπο τάξης 0 ή 1.   

)(Fφ ′

Από την Πρόταση 3.1.3 έχουµε F ′ ker | ( )F Fφ φ′ ′⊕� . Όµως =′Fφ |ker  FF ′∩  που από 

την επαγωγική υπόθεση είναι ελεύθερο µε τάξη 1−≤ n . Έτσι 

F ′ ( ) (F F Fφ )′ ′∩ ⊕� . 

Το δεξί µέλος είναι ευθύ άθροισµα ελεύθερων προτύπων και άρα ελεύθερο µε 

nnFφrankFFrankFφFFrank =+−≤′+′∩=′⊕′∩ 11)()())()((  (Λήµµα 3.3.4).               □ 

 
Ασκήσεις 
Υποθέτουµε  ότι ο R είναι ένας µη µηδενικός µεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο. 
 
1. Έστω Μ ένα  R-πρότυπο και  µια οικογένεια στοιχείων του Μ. Αποδείξτε ότι οι 

ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύνµαες. 
Λ)( ∈λλe

• Η οικογένεια  είναι µια βάση του Μ Λ)( ∈λλe

• Η οικογένεια  παράγει το Μ και είναι γραµµικά ανεξάρτητη. Λ)( ∈λλe

2. Έστω  ένα σώµα. Το ιδεώδες )  του δεν είναι ελεύθερο ως -

πρότυπο. 

k ,( yx ( , )k x y ],[ yxk

3. Αληθεύει ότι το – είναι ελεύθερο -πρότυπο; Ÿ

4. Έστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών, Μ ένα ελεύθερο R-πρότυπο τάξης n, όπου  

και 

n < ∞

{ }1,..., .nB b b M= ⊆   

a. Αποδείξτε ότι το B είναι βάση του Μ αν και µόνο αν το Β παράγει το Μ. 

b. Εξετάστε αν η πρόταση ‘Το B είναι βάση του Μ αν και µόνο αν το Β είναι 
γραµµικά ανεξάρτητο’ είναι σωστή. 

5. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα 
(i)   R είναι σώµα.  
(ii)  Κάθε R -πρότυπο είναι ελεύθερο. 
(iii) Κάθε κυκλικό R -πρότυπο είναι ελεύθερο. 

6. Έστω R  ένας δακτύλιος. Τότε κάθε ιδεώδες του R  είναι ελεύθερο R -πρότυπο αν και 
µόνο αν ο R  είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. 

7. Έστω I  ιδεώδες του R .  Αν M είναι ένα R -πρότυπο, ορίζουµε ως το υποπρότυπο 
του 

IM
M που παράγεται από το σύνολο },|{ MmIaam ∈∈ .  Τότε το  έχει τη 

δοµή -προτύπου, όπου

IMM /

IR / IMrmIMmIr +=++ )()( . 

8. Αν κάθε πηλίκο οποιουδήποτε ελεύθερου R - πρότυπο είναι πάλι ελεύθερο, τότε ο R  
είναι…(συµπληρώστε). 



9. Είναι ο δακτύλιος  περιοχή κυρίων ιδεωδών; Είναι το ιδεώδες }  ελεύθερο 

πρότυπο; 

ŸŸ × 0{×Ÿ

ŸŸ ×

10. Αληθεύει ότι το -πρότυπο Ÿ Ÿ ∈+=− badbad ,|{][ Ÿ }, όπου , είναι 

ελεύθερο;  Αν ναι, ποια είναι η τάξη του; 

d ∈
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