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Κεφάλαιο 1 

Πρότυπα 
 

 
 Στο κεφάλαιο αυτό εισαγάγουµε την έννοια του προτύπου πάνω από δακτύλιο 
που θα παίξει σηµαντικό ρόλο στα επόµενα κεφάλαια.  
 
 Στις σηµειώσεις αυτές όλοι οι δακτύλιοι περιέχουν µοναδιαίο στοιχείο και δεν 
είναι αναγκαστικά µεταθετικοί. Όταν λέµε  ιδεώδες ενός δακτυλίου εννοούµε 

αριστερό ιδεώδες.  
   
1.1 Ορισµοί και Παραδείγµατα 

1.1.1  Ορισµός  Έστω R ένας δακτύλιος.  Μια Αβελιανή οµάδα Μ εφοδιασµένη µε 
µια απεικόνιση 

MmrmrMR ∈⋅× 6),(:  

ονοµάζεται R- πρότυπο ή πρότυπο πάνω από το R αν ισχύουν 
(i) mrrmrr ⋅=⋅⋅ )()( 2121 για κάθε Rrr ∈21, , Mm∈  

(ii) για κάθε mrmrmrr ⋅+⋅=⋅+ 2121 )( Rrr ∈21, , Mm∈  

(iii) για κάθε 2121 )( mrmrmmr ⋅+⋅=⋅+⋅ Rr∈ , Mmm ∈21,  

(iv) για κάθε . mmR =⋅1 Mm∈

 Στα παρακάτω θα γράφουµε rm στη θέση του mr ⋅ . Στον προηγούµενο 
ορισµό, θα ονοµάζουµε την απεικόνιση MMR →× , τον “εξωτερικό 
πολλαπλασιασµό” του Μ. 
 
1.1.2  Παράδειγµα  (i) Έστω F  ένα σώµα. Κάθε F  - διανυσµατικός χώρος είναι 
F -πρότυπο.  Μάλιστα οι έννοιες  F  - διανυσµατικός χώρος και F  - πρότυπο 
ταυτίζονται.  
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 (ii) Κάθε Αβελιανή οµάδα Μ είναι - πρότυπο µε εξωτερικό 
πολλαπλασιασµό που ορίζεται από τη σχέση 

Ÿ
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όπου Ÿ∈r και . Mm∈

 (iii) Κάθε ιδεώδες  Ι  ενός δακτυλίου R είναι ένα R – πρότυπο µε εξωτερικό 

πολλαπλασιασµό ( ), ,R I I a b a× → 6 b , που ορίζεται από το πολλαπλασιασµό 

στοιχείων του R. 
 (iv) Έστω Ι  ένα ιδεώδες ενός µεταθετικού δακτυλίου R .  Ο δακτύλιος πηλίκο 
R/Ι  είναι ένα  R – πρότυπο µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό που ορίζεται από τη 
σχέση  

IraIar +=+ )( , 

όπου  και .  Η σχέση αυτή είναι καλά ορισµένη, γιατί αν 

, τότε  και άρα 

Rr∈ IRIa /∈+

IaIa +′=+ Iaa ∈′− Iaar ∈′− )(  που σηµαίνει ότι 

.  Η επαλήθευση τώρα των αξιωµάτων του ορισµού 3.1.1 είναι 
θέµα ρουτίνας. 

IarIra +′=+

 (v) Έστω  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.  Τότε ο S είναι R – 

πρότυπο µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό που ορίζεται από τη σχέση 

SRφ →:

srφrs )(=  

Ας επαληθεύσουµε ενδεικτικά το αξίωµα (ii) του ορισµού. Έχουµε 
=+=+=+=+ srφsrφsrφrφsrrφsrr )()())()(()()( 21212121 srsr 21 + . 

 (vi) Έστω F ένα σώµα , V  ένας F -διανυσµατικός χώρος και :V Vα →  µια 
γραµµική απεικόνιση. Ο V γίνεται ένα [ ]F x -πρότυπο µε εξωτερικό 

πολλαπλασιαµό που ορίζεται από τη σχέση ( ) ( )( )f x v f a v= . 

 (vii) Έστω  µια Αβελιανή οµάδα και G ( )R End G=  το σύνολο των 

ενδοµορφισµών της .  Το G R είναι ένας δακτύλιος µε πρόσθεση που ορίζεται από 
τη σχέση ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +  και πολλαπλασιαµό που ορίζεται από τη 

σύνθεση συναρτήσεων ( )( ) ( ( ))fg x f g x= , όπου , ( )f g End G∈ x G∈, . 

 
1.1.3  Παρατήρηση  Έστω Μ  ένα  R – πρότυπο.  Τότε έχουµε 
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(i) για κάθε  MR m 00 = Mm∈

(ii) για κάθε MMr 00 = Rr∈  

(iii) rmmrmr −=−=− )()( για κάθε Rr∈ , Mm∈  

 
Απόδειξη.  (i) Έχουµε ⇒=+⇒=+ mm RRRRRR 0)00(000 mmm RRR 000 =+  

από το αξίωµα (ii) του Ορισµού 3.1.1.  Άρα MRRR mmm 0000 +=+ .  Από το 

νόµο της διαγραφής που ισχύει στην οµάδα Μ παίρνουµε MR m 00 + . 

 (ii) Έχουµε: MMMMMMMMM rrrrr 0000)00(000 =+⇒=+⇒=+  

από το αξίωµα (iii) του ορισµού 3.1.1.  Όπως και πριν παίρνουµε . mmr 00 =

 (iii) MMrmmr 00))(( ==−+ από το (ii). Συνεπώς mmrrm 0)( =+  και άρα 

.  Όµοια )()( rmmr −=− MRmrr 00))(( ==−+ από το (i).  Συνεπώς 

.  Άρα )Mmrrm 0)( =−+ ()( rmmr −=− .     □ 

 
 Στο παρακάτω θα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις της Παρατήρησης 1.1.3 
χωρίς ιδιαίτερη µνεία.  Αξίζει να σηµειωθεί ότι σ’ ένα R – πρότυπο Μ είναι δυνατό 
να ισχύει µε  και 0=rm Rr 0≠ Mm 0≠ .  Για παράδειγµα, στο  - πρότυπο  

ισχύει  για κάθε 

Ÿ nŸ

]0[][][ == naan nŸ∈][a . 

 
1.1.4  Ορισµός  Έστω Μ ένα  R – πρότυπο.  Ένα υποσύνολο M ονοµάζεται  R 

– υποπρότυπο του Μ αν το Ν είναι R – πρότυπο ως προς την πρόσθεση και τον 
εξωτερικό πολλαπλασιασµό του Μ. Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιούµε το 
συµβολισµό 

N ⊆

MN ≤ . 
 
1.1.5 Λήµµα  Έστω Μ ένα  R – πρότυπο και M ένα µη κενό υποσύνολο του Μ.  

Τότε το Ν είναι υποπρότυπο του Μ αν και µόνο αν  

N ⊆

(i)  NbaNba ∈−⇒∈,

(ii)  NraRrNa ∈⇒∈∈ ,
 
Απόδειξη.  Έστω .  Τότε το Ν είναι υποοµάδα του Μ και συνεπώς ισχύει η 
(i). Η συνθήκη (ii) έπεται άµεσα από τον Ορισµό 1.1.4. Αντίστροφα, έστω ότι 
ισχύουν οι (i), (ii).  Από την (i) συµπεραίνουµε ότι το Ν είναι υποοµάδα του Μ. 

MN ≤
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Επειδή τώρα ισχύει η (ii),  θα ισχύουν όλα τα αξιώµατα του Ορισµού 1.1.1 για το 
Ν.           □ 
 
1.1.6  Παράδειγµα  (i) Έστω R ένας δακτύλιος.  Τα R – υποπρότυπα του  R  είναι 
ακριβώς τα ιδεώδη του R.  
  (ii) Τα  Ÿ - υποπρότυπα µιας Αβελιανής οµάδας είναι ακριβώς οι υποοµάδες 
της.  
  (iii) Έστω F ένα σώµα.  Τα F- υποπρότυπα ενός F – διανυσµατικού χώρου 
είναι ακριβώς οι υπόχωροί του. 
 (iv) Έστω F ένα σώµα , V  ένας F -διανυσµατικός χώρος και :V Vα →  µια 
γραµµική απεικόνιση. Είδαµε ότι ο V γίνεται ένα [ ]F x -πρότυπο µε εξωτερικό 

πολλαπλασιαµό που ορίζεται από τη σχέση ( ) ( )( )f x v f a v= . Τα [ ]F x - 

υποπρότυπα του V  είναι ακριβώς οι διανυσµατικοί υπόχωροι U  του V  που έχουν 
την ιδιότητα ( )U Uα ⊆  (δηλαδή οι α-αναλλοίωτοι διανυσµατικοί υπόχωροι του 

). V
  
Από το Λήµµα 1.1.5 έπεται άµεσα ότι η τοµή µιας (µη κενής) οικογένειας R-
υποπροτύπων ενός R-προτύπου είναι πάλι ένα R-πρότυπο.  Αυτό µας οδηγεί στον 
επόµενο ορισµό. 
 
1.1.7  Ορισµός  Έστω  ένα υποσύνολο του R-προτύπου Μ.  Το υποπρότυπο 
του Μ που παράγεται από το Χ είναι η τοµή όλων των υποπροτύπων του Μ που 

περιέχουν το Χ. Αυτό συµβολίζεται µε 

∅≠X

X . 

 
1.1.8  Πρόταση  Έστω  ένα υποσύνολο του R – προτύπου Μ.   ∅≠X
Τότε 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈∈= ∑
=

XxRrnxrX iii

n

i
i ,,|

1
Õ . 

 

Απόδειξη.  Έστω Α το δεξί µέλος της παραπάνω ισότητας.  Ισχύει XA ⊆ .  

Πράγµατι, έστω Ν ένα υποπρότυπο του Μ που περιέχει το Χ. Τότε  ⇒∈ Xxi
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NxrNx iii ∈⇒∈ .  Άρα .  Συνεπώς Nxr i

n

i
i ∈∑

=1
Xxr i

n

i
i ∈∑

=1
.  Ισχύει AX ⊆ .  

Πράγµατι το Α είναι υποπρότυπο του Μ (όπως συµπεραίνουµε από το Λήµµα  

1.1.5) που περιέχει το Χ.  Το X ως τοµή τέτοιων προτύπων θα περιέχεται στο Α.

           □ 
 

 Αν το Χ είναι πεπερασµένο, { }mxxX ,...,1= , θα συµβολίζουµε το X  µε 

nxx ,...,1  ή και θα λέµε ότι το nRxRx ++ ...1 X  παράγεται από τα . nxx ,...,1

 
1.1.9  Ορισµός  (i) Ένα R-πρότυπο  Μ λέγεται πεπερασµένα παραγόµενο αν υπάρχει 

πεπερασµένο υποσύνολο M µε την ιδιότητα X ⊆ MX = . 

 (iι) Ένα R-πρότυπο  Μ λέγεται κυκλικό αν παράγεται από κάποιο , 

δηλαδή  αν 

Ma∈

aM = . 

 Για παράδειγµα τα κυκλικά  F – υποπρότυπα ενός F – διανυσµατικού χώρου 
(F σώµα)  είναι οι υπόχωροι διάστασης 1 και ο τετριµµένος υπόχωρος. 
 
Σχόλιο  Όλοι οι προηγούµενοι ορισµοί γενικεύουν κατά τρόπο προφανή 
αντίστοιχες έννοιες της Γραµµικής Άλγεβρας. Το ίδιο θα συµβεί στην επόµενη 
παράγραφο. Ας µη θεωρηθεί όµως ότι η θεωρία προτύπων είναι απλοϊκή γενίκευση 
της Γραµµικής Άλγεβρας!  Η δοµή R-προτύπων δεν συγκρίνεται ως προς την 
πολυπλοκότητα και το µαθηµατικό ενδιαφέρον µε τη δοµή F-διανυσµατικών 
χώρων. Αυτό θα γίνει φανερό στo Κεφάλαιο 3, όταν θα µελετήσουµε ελεύθερα 
πρότυπα. 
 

1.2 Οµοµορφισµοί 

1.2.1  Ορισµός  Έστω Μ και Ν δύο R-πρότυπα.  Μία απεικόνιση 
ονοµάζεται οµοµορφισµός  R-προτύπων (ή R-γραµµική) αν: NMφ →:

(i) )()()( mφmφmmφ ′+=′+ για κάθε Mmm ∈′, , και 

(ii) για κάθε )()( mφrrmφ = MmRr ∈∈ , . 
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 Ένας οµοµορφισµός R-προτύπων  ονοµάζεται επιµορφισµός 

(αντίστοιχα µονοµορφισµός) αν ως απεικόνιση η φ είναι επί (αντίστοιχα 1-1).  
Ισοµορφισµός R-προτύπων είναι ένας οµοµορφισµός που είναι ταυτόχρονα ως 
απεικόνιση επί 1-1. Συµβολισµός: για R-πρότυπα  Μ και Ν, γράφουµε Μ Ν όταν 
υπάρχει ισοµορφισµός . Τότε αυτά λέγονται ισόµορφα. 

NMφ →:

�
NM →

 
1.2.2  Παράδειγµα  (i)  Αν  Μ  και  Ν είναι R-πρότυπα η µηδενική απεικόνιση 

 είναι οµοµορφισµός R-προτύπων. Η ταυτοτική απεικόνιση 
είναι επίσης οµοµορφισµός R-προτύπων. 

NmM ∈∋ 06
MmmMM ∈∋ 6:1

 (ii) Αν V και  W είναι F – διανυσµατικοί χώροι (F σώµα), οι οµοµορφισµοί F 
–προτύπων  είναι ακριβώς οι F-γραµµικές απεικονίσεις . WV → WV →

 (iii) Αν G και  H  είναι δύο Αβελιανές οµάδες, οι οµοµορφισµοί -προτόπων 
 είναι ακριβώς οι οµοµορφισµοί οµάδων . 

Ÿ

HG → HG →

 (iv) Έστω R  δακτύλιος και Ra∈ . Η απεικόνιση RaxxR ∈∈ 6  είναι 
οµοµορφισµός R-προτύπων αλλά όχι γενικά οµοµορφισµός δακτυλίων (γιατί;). 
  
Έστω οµοµορφισµός R-προτύπων.  Ο πυρήνας NMφ →:

{ }0)(|ker =∈= aφMaφ  

είναι Αβελιανή οµάδα.  Επιπλέον είναι R-υποπρότυπο του Μ  γιατί 
⇒=⇒=⇒∈ 0)(0)(ker aφraφφa φraraφ ker0)( ∈⇒= . Κατά παρόµοιο 

τρόπο, η εικόνα του φ είναι R-υποπρότυπο του Ν. 
 
1.2.3  Πρόταση  Έστω N οµοµορφισµός R-προτύπων. Τότε ο φ είναι 

µονοµορφισµός αν και µόνο αν 

Mφ →:

{ }0ker =φ . 

 
Απόδειξη. Άσκηση.                                           □ 
 
 Έστω Μ ένα R-πρότυπο και MN ≤ . Θεωρώντας αυτά ως Αβελιανές οµάδες, 
ορίζεται στο πηλίκο { }MaNaNM ∈+= |/  δοµή Αβελιανής οµάδας µε 

πρόσθεση NbaMbNa ++=+++ )()()( .  Επιπλέον τώρα ορίζουµε δοµή R – 

προτύπου θέτοντας NraNar +=+ )( .  Εύκολα αποδείχνεται ότι η σχέση αυτή 

είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι έχουµε   
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)( aarNaaNaNa −⇒∈′−⇒+′=+ NarNraNarra ∈′=+⇒∈′−= .   

Η επαλήθευση των αξιωµάτων του Ορισµού 1.1.1 είναι άµεση. 
 Κατ’ αναλογία µε τους διανυσµατικούς χώρους, τις αβελιανές οµάδες και τα 
ιδεώδη, υπάρχουν και εδώ θεωρήµατα ισοµορφισµών.  Έστω Μ ένα R-πρότυπο και 
Α, Β υποπρότυπα του Μ. Με BA+ συµβολίζουµε το υποπρότυπο του Μ  που 
παράγεται από το υποσύνολο BA∪ (Ορισµός 1.1.7). Φυσικά ισχύει =+ BA  
{ }BbAaMba ∈∈∈+ ,| . 

 
1.2.4  Θεώρηµα   
 
1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων: Έστω N ένας οµοµορφισµός R-

προτύπων. Τότε η απεικόνιση  

Mφ →:

φmφNmNMφ Im)(/: ∈+∋ 6  

είναι ισοµορφισµός R-προτύπων. 
2ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων: Έστω ότι B  είναι R-υποπρότυπα του R-

προτύπου Μ . Τότε υπάρχει ισοµορφισµός R-προτύπων  

A,

ABA /)( + � BAB ∩/ . 

3ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων: Έστω CBA ⊇⊇  R-πρότυπα. Τότε υπάρχει 

ισοµορφισµός R-προτύπων  
)//()/( CBCA � BA / . 

Απόδειξη.  
1) Όµοια µε την απόδειξη του θεωρήµατος 2.6.6 στο ‘Μια Εισαγωγή στην 

Άλγεβρα’. 
2) Η απεικόνιση  

AbbφABABφ +=+→ )(,/)(:  

είναι επιµορφισµός  R-προτύπων. Ισχύει { } BAAbBbφ ∩==+∈= 0|ker . Άρα 

από το 1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Προτύπων προκύπτει /B A B∩ � ABA /)( + . 

3)  Εφόσον  η απεικόνιση BC ⊆

BaCaφBACAφ +=+→ )(,//:  
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είναι ένας καλά οριζόµενος επιµορφισµός R-προτύπων. Ισχύει  

. Άρα από το 1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών R-προτύπων 

προκύπτει ( / .      □ 

{ |ker Caφ +=

} CBBBa /==+

) /( / )A C B C � BA /

 Ίσως είναι η κατάλληλη στιγµή να εισάγουµε την πρώτη έννοια που ανάλογή 
στους διανυσµατικούς χώρους δεν υπάρχει (ακριβέστερη είναι τετριµµένη). Έστω 
Μ ένα  R-πρότυπο. Το σύνολο { 0|Ann =∈= raRrM }Ma∈ για κάθε είναι 

ιδεώδες του R. Πράγµατι, (i) ∅≠MAnn  αφού MAnn0∈ , (ii) ⇒∈ MAAnnsr,  

0)( =+=+ saraasr  για κάθε Ma∈  και άρα Msr Ann∈+ , και (iii)  

 για κάθε 

,Rx∈

0)( =rax Ma)(Ann =⇒∈ axrMr ∈  και άρα Mxr Ann∈ . Το ιδεώδες 

ονοµάζεται µηδενιστής του Μ. Για διανυσµατικούς χώρους ισχύει βέβαια 

.  Για το Ÿ -πρότυπο  ισχύει 

MAnn

)0( (mAnn =V mŸ )Ann =mŸ

}

. 

 
1.3 Αθροίσµατα   
Αν Μ και Ν  είναι δύο R-πρότυπα τότε το ευθύ γινόµενό τους  είναι το 
σύνολο 

NM ×

( ){ NyMxyxNM ∈∈=× ,|,  µε πρόσθεση και εξωτερικό 

πολλαπλασιασµό που ορίζονται από τις σχέσεις 
),()(),( yyxxyxyx ′+′+=′+′+  

),(),( ryrxyxr = , 

όπου  και Mxx ∈′, , Nyxy ∈,  Rr∈ . Το NM ×  είναι ένα R-πρότυπο. Πιο γενικά 

αν  είναι µια οικογένεια R-προτύπων, τότε το σύνολο των ακολουθιών 

 µε , είναι ένα R-πρότυπο µε πρόσθεση και εξωτερικό 

πολλαπλασιασµό που ορίζονται από τις σχέσεις 

Λ)( ∈λλM

Λ)( ∈λλx λλ Mx ∈

ΛλλλΛλλΛλλ xxxx ∈∈∈ ′+=′+ )()()( , 

.  Θα το συµβολίζουµε µε ΛΛ )()( ∈∈ = λλλλ rxxr ∏
∈Λλ

λM . Κατασκευάζουµε τώρα ένα 

R-υποπρότυπο του . Έστω ∏
∈Λλ

λM λ
λ

M⊕
∈Λ

το υποσύνολο του που 

αποτελείται από τις ακολουθίες  όπου 

∏
∈Λλ

λM

Λ)( ∈λλx
λMλx 0=  για κάθε  εκτός το 

πολύ ένα πεπερασµένο πλήθος. Εύκολα επαληθεύεται ότι αυτό είναι ένα 

Λ∈λ
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υποπρότυπο του και ονοµάζεται ευθύ άθροισµα των . Στην ειδική αυτή 

περίπτωση που το Λ είναι πεπερασµένο σύνολο, έχουµε 

∏
∈Λλ

λM λM

∏
∈Λλ

λM = λ
λ

M⊕
∈Λ

. 

 Έστω  µια οικογένεια R-υποπροτύπων του R-προτύπου Μ. Θα λέµε 

ότι το Μ είναι το εσωτερικό ευθύ άθροισµα των  αν κάθε 
Λ)( ∈λλN

λN Mx∈ γράφεται κατά 

µοναδικό τρόπο ως άθροισµα της µορφής 
tλλ yyx ++= "

1
, µε  . 

Στην περίπτωση αυτή θα γράφουµε 

,
ii λλ Ny ∈ 1≥t

λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

. 

Σηµείωση.  Η χρήση του συµβόλου λ
λ

M⊕
∈Λ

για δύο διαφορετικά πράγµατα δεν 

πρέπει να δηµιουργεί σύγχυση για τον εξής λόγο: αν λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

 είναι το 

εσωτερικό ευθύ άθροισµα των υποπροτύπων , τότε το Μ είναι ισόµορφο µε το 

ευθύ άθροισµα των προτύπων 
λN

Λ, ∈λN λ (άσκηση). 

 Αν είναι µια οικογένεια R-υποπροτύπων του R-προτύπου Μ, µε 

συµβολίζουµε το R-υποπρότυπο του Μ που παράγεται από το σύνολο 

. 

Λ)( ∈λλN

∑
∈Λλ

λN

∪
Λ∈λ

λN

 
1.3.1  Πρόταση  Έστω  µια οικογένεια R-υποπροτύπων του R-προτύπου Μ. 

Τότε ισχύει 
Λ)( ∈λλN

λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

 αν και µόνο αν  

(i)  ∑
∈

=
Λλ

λNM

(ii) για κάθε Λλ∈ ισχύει  

∑
≠
∈

=∩

λµ
µ

µλ NN
Λ

0  

Απόδειξη.  Αν  και Mx∈
tt λλλλ yyyyx ′++′=++= ......

11
 µε 

iii λλλ Nyy ∈′ τότε  

∑
≠
∈

∈−′++−′=′−∋

1

22111
)(...)(

λµ
Λµ

µtλλλλλλλ NyyyyyyN
t

. 
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Τώρα αν ισχύει η συνθήκη (ii) παίρνουµε 

11 λλ yy ′= . Συνεπώς, αν ισχύουν οι 

συνθήκες της πρότασης, έχουµε λ
λ

NM ⊕
∈

=
Λ

.  Αντίστροφα, αν κάθε έχει 

µοναδική γραφή της µορφής 

Mx∈

tλλ yyx ++= ...
1

, , τότε ισχύει προφανώς η 

συνθήκη (i).  Αλλά και η συνθήκη (ii) ισχύει, γιατί αν 

ii λλ Ny ∈

∑
≠
∈

≠∩

µλ
λ

λµ NN
Λ

0 θα είχαµε 

µε , 
tλλµ yyy ++= ...

1 ii λλ Ny ∈ µλi ≠ , δηλαδή θα είχαµε δύο εκφράσεις για το 

.           □ µy

 
Ας δούµε τώρα συνοπτικά τη σχέση αθροισµάτων προτύπων µε πεπερασµένα 
παραγόµενα πρότυπα. 
 
1.3.2 Πρόταση Έστω ότι 1, ,..., kM M M  είναι R-πρότυπα. 

1. Αν 1 ... kM M M= + +  και κάθε iM  είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε 

και το Μ είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 
2. Αν το Μ  είναι πεπερασµένα παραγόµενο και N M≤ , τότε και το /M N  

είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 
3. Αν 1 ... kM M M= ⊕ ⊕  και το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε κάθε 

iM  είναι πεπερασµένα παραγόµενο. 

Απόδειξη 1. Έστω ότι το iM  παράγεται από το πεπερασµένο σύνολο  

1{ ,..., }
ii i isX m m= ,  Είναι σαφές ότι το Μ παράγεται από το σύνολο 1,..., .i = k

1

k

i
i

X
=
∪  που είναι πεπερασµένο. 

2. Αν το Μ παράγεται από τα στοιχεία 1,..., sm m , τότε το /M N  παράγεται από τα 

στοιχεία  1 ,..., .sm N m N+ +

3. Αυτό έπεται άµεσα από το 2. και την παρατήρηση ότι για κάθε i υπάρχει 

ισοµορφισµός 
1 ... 0 ...i

k

MM
M M⊕ ⊕ ⊕ ⊕

� , όπου το µηδενικό πρότυπο υπάρχει 

στη θέση i.                                                                                                                 □ 
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Σηµείωση Επισηµαίνουµε ότι υποπρότυπο ενός πεπερασµένα παραγόµενου 
προτύπου δεν είναι αναγκαστικά πεπερασµένα παραγόµενο. 
 

Ασκήσεις 

1. Εξετάστε αν τα - πρότυπα  και  είναι ισόµορφα. Αληθεύει ότι οι 
δακτύλιοι  και  είναι ισόµορφοι; 

2
2

2. Αποδείξτε ότι υπάρχει ισoµορφισµός R-προτύπων 2 ( )M R R R R R⊕ ⊕ ⊕� , 

όπου µε 2 ( )M R  συµβολίζουµε το R-πρότυπο των 2 2× πινάκων µε στοιχεία 

από το R 

3. Να βρεθούν όλοι οι οµοµορφισµοί -προτύπων  και στη συνέχεια να 
βρεθούν όλοι οι ισoµοµορφισµοί -προτύπων . 

→

→

4. Έστω M  ένα R -πρότυπο και  ένας MMφ →: R -οµοµορφισµός για τον 

οποίο ισχύει .  Αποδείξτε ότι φφ =2 φφM Imker ⊕= . 

5. Κάθε κυκλικό πρότυπο του R  είναι ισόµορφο µε ένα πρότυπο της µορφής 
 για κατάλληλο ιδεώδες IR / I  του R . 

6. Έστω Μ ένα R-πρότυπο και N M≤ . Αποδείξτε ότι κάθε υποπρότυπο του 
/M N  είναι της µορφής , όπου /L N .N L M≤ ≤  

7. Έστω I  ιδεώδες του R .  Αν M είναι ένα R -πρότυπο, ορίζουµε ως το 
υποπρότυπο του 

IM
M που παράγεται από το σύνολο },|{ MmIaam ∈∈ .  Τότε 

το  έχει τη δοµή -προτύπου, όπου IMM / IR /
IMrmIMmIr +=++ )()( . 

 


