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��	���� +�	�	&�4��� � � � � � � � � � � � � � � � � � $.

����� %&(��/�
 '��	��� ��	�	&�4��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $.
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��$�� '
 ���(��
 Sierpinski � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�
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����� = box ,"��	�� �� Bivariate F+! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� !	�	,��(�	�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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��� 3	�	����� 3&����� F+! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$7
��$ = 6"��	�� �	 3&���� F+! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�
��* !	�	,��(�	�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�

) #�����������
 Fractal �(��$�	�	
 ���	�&�"
 ���

� ���(�	�� ���*��
 �	 +�"�� Fractal �(����	�,� ���	�&�"
 ���
7�� +�	(�(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.
7�� 3	�	����� !�
��((���" ������� +�<	���� !	���2
&� � � � � � � � � � � �#�
7�$ �������� +���	 �� ����� BF+! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#.

7�$�� ��������� 8�
&
(��� ��� �����&����� 3	�	����<� %�	&
(�	 � �#.
7�* %�	&���� 8�
&
(��� ��� �����&����� 3	�	����<� %�	&
(�	 � � � � � �#�
7�. %&(��/�
 +-���� !	�	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#7
7�� %&(��/�
 %�
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7�
7�� !��	�	��" %�
��&���	�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7.
7�# ������"��	�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7.
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Summary

In this dissertation, the problem of the construction of Fractal Interpolation Surfaces
and their application in image compression is studied. The contribution of the dissertation
may be divided in four parts.

Firstly, we study the construction of fractal surfaces that interpolate arbitrary points.
We give exact conditions, so that this construction is valid and we introduce some free
parameters that make our model as flexible as possible. Thus the construction may be used
to approximate any natural occurring surface.

There are, already, applications of fractal surfaces in geology and other related fields,
that use constructions of fractal interpolation surfaces which do not offer enough flexibility,
since the interpolation points must satisfy some very strict conditions. One of the basic
objects of this dissertation is the study of a more general construction which minimizes
the aforementioned conditions. Another, also basic, result is the computation of the fractal
(box-counting or Minkowski) dimension of those surfaces. Chapter 6 describes all the above
matters in detail.

Using the previously mentioned construction, in chapter 7, we construct closed fractal
interpolation functions. Again, we give all the necessary conditions so that the construction
is valid and we prove some relations for the Hausdorff dimension of the closed surface.

In chapter 8, we define vector valued fractal interpolation functions. These functions
generalize fractal interpolation surfaces offering even more free parameters. Their graph is
in R

4 and the interpolation surfaces are projections on R
3.

Finally, in chapter 9, we give a new image compression algorithm, based on fractal
interpolation. The image is regarded as a continuous surface. We develop a methodology
to find appropriate interpolation points and free parameters so that the emerging fractal
surface approximates the original image. The compression is achieved by storing only the
interpolation points and the free parameters. Next, we compare this method with previously
developed fractal compression algorithms.

In chapters 1-5 some basic mathematical preliminaries are outlined.
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+,� �	�����	 �	 �-��
�� 	�	<
�" ��� ��������� ���2
&���� �	 �����������

�5�&�� �����	��
‖ · ‖ ����	
〈X, ‖ · ‖〉 ���
 �� ����	
det 
��A
��	 ���	�	
ρ(·) <	��	��� 	����	 ���	�	
AT 	�"���
<
 ���	�	 
M(R,N ) 
 ���
 ��� ����	(����� ��"��� �� ��
���	 ��
 R

∼ �
,��	��	
S(x0, r) 	�
��� �<	��	 �����
� x0 �	 	����	 r
S(x0, r) �&���� �<	��	 �����
� x0 �	 	����	 r
Ā /��� �
� ����&
� A
AC ����&����	 �
� ����&
� A
∂A �-�
�
 �
� ����&
� A
fn fn = f ◦ f . . . f
id � �	��
��� ���"�����
H(X) ���
 Hausdorff �
� X
h(·, ·) ������ Hausdorff
µ �9������ ����

µ∗ ����

dimH Hausdorff ,"��	��
dimB Box-Counting � Minkowski-Bouligard ,"��	��
D(·) Box-Counting � Minkowski-Bouligard ,"��	��
λ1(·): λ2(·) 2&��� ��&�,	 ��7

�.
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�� �������
��������

��� IFS ������� ���	�
����	��	�	 ��	������	 �
Iterated Function System

���� RIFS �������� ������� ���	�
����	��	�	 ��	������	 �
Recurrent Iterated Function System

��� DIA �
�������� ������������	 ���	�
���	 �
Deterministic Iteration Algorithm

��� RIA �
�������� ������	 ���	�
���	 �
Random Iteration Algorithm

F�� FIF Fractal ��	 ����� ������
�� �
Fractal Interpolation Function

�F�� SAFIF ������������!	�Fractal ��	 ����� ������
�� �
Self-Affine Fractal Interpolation Function

F�� FIS Fractal ���" 	�� ������
�� �
Fractal Interpolation Surface

�BF�� RBFIS Bivariate Fractal ���" 	�� ������
�� �
Recurrent Bivariate Fractal Interpolation Surface



�������� �
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�	������

#� ���������!� !		��� �	�� ���� ��� ��� �����	���
��� �� �� 	�� ��� ��� 
��������	 � 	�� �� �
����$
�� ����� �	�� "��� �� ������
�� ����� �� %�������� ��	������	 ���	 ��� ���  

� �������&

��
"�� '��
�!
���$
��� �� ���
�� “�� (#	��� ��� )����” ��� #���!��� (���&

'�� 	� ����� ���� �� ������� ��	 Fractal ��	�
�	 �	�� ���������� 	� ������ � ����
����� ������� ��� �� "����� �
 ���� ��	 %���������	& *� ��������� ����� ��� ����� ���+
�
!����� ��� �	 
����$ ��� ����
����� ��� ��� *����� %!����$ ������� ��� ��	 ����� ��+
��	�����	 ��� �������� ��� ��� ���������!� �	
�,��$ �� ��� �!���� ���  ���	��� ��� ������
��	 ��	&

��� ��������	 
���� � 
���� � �����

%�� ��� ��� ����	������� !		��� ��	 ����������	 �	�� ���� ��� '�������� -���� .[KF70]
�
& //01&

������� ���
���� �� ���� 	
���� X ��������� ��������� �	�
� �� ������������ �	�
�� ��� ����
	������ ������� F �� �� ���������� �� ������� ���� ���������

�� ���  
� 	���!��� x, y ∈ X �����"� #�� ����� 	���!��� x+y ∈ X� �� ����� �������� �� ����	��
��" x ��� ��" y� $ ����	���!� ��%� �#&���� ���	��	� ��� #!�� ��� �����"��� � ��������

��'� x+ y = y + x�

�('� (x+ y) + z = x+ (y + z)�

�&'� )��!�� �� �" #���� 	���!��� 0 �#���� �	�� x+ 0 = x� ∀x ∈ X�

�F = R � C

��
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� '� *�� ��� 	���!��� x ∈ X "��!�� �� �������� 	���!��� −x� �� ��� � ������ x+(−x) = 0�

+� ��� 	���!��� x ∈ X ��� ��� ������� a ∈ F �����"� #�� ���� ��� 	���!��� ax ∈ X ��
����� �������� �� &������� ��" ������
 a �� �� 	���!��� x� $ ��%� �"�� �#&���� (�������
��������	��	��� ��� #!�� ��� � ��������

��'� a(bx) = (ab)x� a, b ∈ F, x ∈ X�

�('� 1x = x�

,� -� ��%��� ��" (������
 ��������	��	��
 ��� ��� ���	��	�� ���������
� ���	�� ��� � ��������

��'� (a+ b)x = ax+ bx�

�('� a(x+ y) = ax+ ay�

���" a, b ∈ F � x, y ∈ X�

������� ���
��	�� X� Y  
� &�������� !���� ��� ��" � ��" 	������ F � $ ��������	� f : X → Y �� ���������
�������� ���������� �� �����
���� �� � ��������

�� f(x+ y) = f(x) + f(y)�

+� f(ax) = af(x)� ∀x ∈ X, y ∈ Y, a ∈ F �

� ��

!� ��������� �	�� ������� 	� ������� 	� ���������� !	� ������� 	�� ���������
����� � !	� ��
� �� ��	����� ������ ���$ ��� ��� !		���$ �� ��� ��	� !	� �!��� ��� ��!���� ���
��������& 8 ���
��� ���� 	�� ����������� �������$ �� �!��� ���	��� ��	 ��� �� �!��� ��������	
������	 �	�� ����������� �!����	 ���������	 .�
!� [KF70] �
& /:01&

������� ���
��	�� X #��� &�������� !���� ��� ���� 	������ F � .�� ��������	� ‖ · ‖ : X → F �� ��� � ��������

�� ‖x‖ ≥ 0�

+� ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0�

,� ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖�
/� ‖λx‖ = |λ|‖x‖� ∀x, y,∈ X ��� λ ∈ F

��������� ����� ���	�#�� 	��� X ��� �� ��
&�� 〈X, ‖ · ‖〉 ��������� �	�
� �� ������

# ����� 〈R, | · |〉 ."������!	�� � ��	 ���
��� ����1 �	�� !	�� �!����� �����&

��� �����	� ���	�� �������

(�	�� ��
� �	����� ��������� ����� .�� ��� R1 �	�� � ����� ��	 ��	 ��	 "������!	�� � ���
�	���!� �� ,�� ��� �������� ��� ��� �������� ��

��
�������� .�
!� [Gan00a]1& #� ��	���$
�� �	����	$ �	�� ������	�� ����� ,�� ����������	 ������	 ��� ���"��

A =

⎡
⎢⎢⎣
a11 a12 . . . a1M

a21 a22 · · · a2M

. . . · · · · · · · · ·
aN1 aN2 · · · aNM

⎤
⎥⎥⎦ ,

�#
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���� N,M �� ������� ��	 ������	 ��� ��	 ���
�	 ��� ��	��� A$ �	��������& (�	�� �!����� ��	����
�	�� <��� ��	���� �� ������ N ×M $ 	� �	 N = M � ��	���� �	�� <��� ������	���� �� ������
N & �	�� ��� ��	 ����� 	� ���"�$ ���	 �� ������������� ��	 ��� ��	���� �����
���� A =
[anm]NM $ ��� 	� �	�"������ � !	�	 ��	��� �� ������ N×M .n = 1, 2, . . . , N ; m = 1, 2, . . . ,M1 �
A = [anm]N ��� !	�	 ������	��� ��	��� �� ������ N & �����
�<��� AT ��	 �	 ����"� ��� ��	���
A& ���	 $ ������������	��� ���	�!��� ��� ��� ����
� ��� �����
���� ��	 ��	 ��	& ������$
!	�	 ��	��� �� ������ N × 1 �� ��	 �	�� <��� �� 	���� �� ������ N ��� �� �������������
��	 �����
���� �v ∈ R

N & # ������� ��	 ��	 ��	 ����� 	� �	�����$ �����������	��� ��������
��� ���������� ���� F & ���$ ����$ �� ��� ��������	 ������ ����������� ��	��� .F = R1&
�����	��� ��� � M(R, N) ��� M(C, N) �� �����
�<��� �� ���� ��	 ������	���	 ��	 ��	
���	 R ��� ���	 C �	��������&

#� ��	��� ��� !���	 �
� �� ������� ���� ���� �	�� <�	��� ���
��� �������$ 	� ����� ���
!���	 �� ��	���� ������� �	�� <�	��� �� �����
��� �������& ������$ ��!�� 	� �	�"���
��� !	�� ��	���� A$ �� ������ N ×M $ �	�������� � ��� �������� �����	��� TA : R

M → R
N :

TA(�v) = A�v$ ∀�v ∈ R
M & ����� ��$ ���<�	��� � ��������$ �� ������ 	���� ��� � "�������� ����	� 	��

������	���� ��	���&

������� ���
��	�� A #��� �����&������ ������� ������� ���" 	������ C�  �	��	�� N � 0� "��!�"� �x ∈ R

N �
λ ∈ C �#���� �	��

A�x = λ�x,

���� � ������� λ ��������� ���
���� ��" ������ A ��� ��  ��"	�� �v ���
������� ��" A�

*���<��� �� ��� �
� �� �������!� 	�� ��	��� �	�� 
���� .��<�1 ��� ��������������� ,������
��� ��	���

det(A− λI) = 0,

���� det(·) � ���<���� 	�� ������	���� ��	���& 8 �������������� ,����� �	�� !	� ��
��	���
N ������$ ���!	�� !�� N ������� ��<� .��� ���������� �
� ���"�����!�1& �� ��	�
�

{λ0, λ1, . . . , λN−1},

�� ����� ���!�� �
� ��� ��<� ��� ��������������� ,������$ �	�� <��� ����� ��� ��	��� A 	�
�� ������� � �� ���
���� �!��� �	�� <��� ������
�� ������ ��� ��	��� ��� �����
�<���
�� ρ(A)&

%�� ��
� ����	���� ��������� ��	 ��	$ � �������� "�����!� ���	 �
!�� ��	 ��	�
�	 Frac-
tal$ �	�� �� �� �	�������� ��	���&

������� ���
����� �����&������ ������� A = [anm]N ��������� ����	���
�� �� �� 	
����  ������ {1, 2, . . . ,
N} ������ ��  ��	��	��� 	�  
� %#�� ����%
 ��"� ��� 	"����������� 	
���� {i1, i2, . . . , iµ} ���
{j1, j2, . . . , jν} �#���� �	��

aia,jb = 0, ∀a = 1, 2, . . . , µ; b = 1, 2, . . . , ν.

1� �������� �������	� � ������� ��������� �� ����	���
��

=� ����	 ������ �����	���� ������� ��� ���� �	��������� ��	���& (�	�� ��
� ����	�����
���!�� ��	 !		��� ��� ������	��	�� ���"������ ��� ��	��� ��&

�7
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����	 ���F 0+�	 �	���/������
 (�"<��	�

������� ���
��	�� #�� 	
���� V ��� E ⊂ V ×V � 2� ��
&�� (V,E) ��������� ����������
 ��������
2� 	
���� V ����� �� 	
���� ��� ���"3�� ��� �� 	
���� E �� 	
���� ��� ������

'�� ��� �����$ �	 V = {a, b, c, d} ��� E = {(a, b), (b, d), (b, c), (c, b), (c, c), (c, d)}$ �� ������	��	�
�� "��� �	�� ���� ��� "��	��� ��� ����� /&/& �	 ��� � � <���� ����"�	 	�� ������	��	��
���"������$ �� ��� !	� ��	�� �� ��� 	� ��� ��	�!� .�!�� ����	1$ ��� �� �� "��� �	�� <���

�� �!� � ����
�" ������	��	� �� "���& �� �� "��� ��� �������� /&/ �	 �	�� �������
��	�����$ �"�� �	 �� ��� ��	�� �� ��,�	 ��� 	� ��	�!� ��	 ����"� c � ��	 ����"� a& �	�����
�� ����� /&; ������ 	� !	� ������� ��	����� �� "���&

����	 ���F 0+�	 ����� �������� �	���/������
 (�"<��	�

2 � ������	���� ��	���� A �� ������ N $ ���<� !	� ������	��	� �� "��� �� ,��>

• �� ��	�
� V ��	 ����"�	 �	�� �� ��	�
� {1, 2, . . . , N}&

��
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• �� ��	�
� ��	 ��,�	 E ���<��� �� !,��> (�	� <���� (i, j) �	��� ��� E �	 ��� ��	� �	 ��
������� ��� ������� i ��� ��� ���
�� j ��� ��	��� A �	�� �� "��� ��� ���!	&

���
����	��� �� ����� 	� ������ ������� 	� ���� ��� � �	�������� ��	����

A =

⎡
⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 0 1 1
0 1 1 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

�	�������� ��� ������	��	� �� "��� ��� �������� /&/& #����� � �� �	�������� ��	����

B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�	�������� ��� ������� ��	����� ������	��	� �� "��� ��� �������� /&;&
� ���� �� �����$ ��!�� 	� �������� �� ����� �� �	�������	 ��	 ��	 ��� ����� ��	

�
�����	 Markov& %�� �	 ��#� Markov ������ � ,�� �	�� ��� ���������� �	!
�,� .��
�+
�� ��� ������
���� �����!	�� ������	 ����
���	1 {X(t), t ∈ T} � ��	 ��������$ �	 ν > 2$
t1, t2, . . . , tν ∈ T $ t1 < t2 < · · · < tν $ ��� � �����!	� ����	��� ��� X(tν)$ ��� ��� ����!	�
���!� ��	 X(t1), . . . , X(tν−1)$ �	�� ���� � ��	 �����!	� ����	��� ��� X(tν)$ ���	 ��	��� ��	�
� X(tν−1)$ ��
��� � ��� ����"��� ����& �� ��	�
� ����	 ��� {X(t), t ∈ T} �� �	�� <��� ����
������ ��	 ��� �� ������� ��� ������ ��� ��� �
������ ��� �	 Xn = k$ 
!� ��� � �
�����
�������� ���	 ��� ����� k& �	 �� �������	�
� T �	�� ������!	� .� ����������1 � �
�����
�	�� <��� �������� ��� ����� 	� �������� .���	 ������!	� ��������1 �����������	��� ���+
���� ��� ���"�� /&;$ /&/& � ���� ��	 �������� � ����	����� �� ����� ��� ��	 ��� ����� i
���	 ��� ����� j ,��� ��� ��	� ��� ��� ������ ��� i ��� j .��� ��� ��� ��� ��������	� ��+
���� ��� ���� ����� ����� 	� ��!��� � �
�����1 ��� �����
�<��� � pij & 2������ <��� !���
!	�� ��	����$ � ������ �	�� <��� ������� ����$���� ��� �
������ Markov& # ��	���� �����
�	�� �!���� ������������ ��� ���	 �������� ��� �	�� �� �	�������� � �
����� �	�� <��� ��
� �
�	 ���� � �� �	�������& � ��� �!���� �
����� ������� 	� ������� ��� ���������� ��� �����
� ����������  

�&

�� ���"����� /&/$ /&; ������	 �	 �������	 �� ���"����� ��������	 �
�����	 Markov � ��+
� 

�
��� ��	��� �� �����& ���	 ����� �������� ���
� �
!�� ��	�� ��� �	 ����� 	� �������
��� ��	 ��� ����� b ���	 ��� ����� a& �	�����$ ��� ����� ��������$ ���������� ��� �����
��� �
������ ����� 	� ������� � ����������  

� ��� �����& �� ����� �� ����� "�	��� �
�� ,�� ������ .�
!� [Gan00b] �
 ?@+?;1&

��	�
�� ���
��	�� A #��� �����&������ �������  �	��	�� N � 2� ������� ����� �	� 
�����

�� - ������� A ����� ���&�&�����

+� )��!�� #��� ������� �����	�� P � ��� � #��� ������� ��" ����
���� ��� ����� �����	�
&������ �4��� 	����� ��" ���� ����" ������ I� �#����� �	��

PT ·A · P =

[
B 0
C D

]
,

��� �������	 
�� �
������ ���� ��	���� ���	� ��

��
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���" �� ������� B, D ����� �����&������ ��������

,� 2� ����"�"������ &�3��� ��" 	!�������� �� ��� ������ A ����� �	!"��� 	"��������

/� *�� ��� ��
&�� (i, j)� i, j = 1, 2, . . . , N � "��!�� k > 0 �#���� �	�� �� 	���!��� ��� &������
i ��� ��� 	����� j ��" ������ Ak �� ����� �������

��	�
�� ���
- ������� A ����� �� ���������� �� ���&�&���� N×N �������� �� ��� ���� �� � ������� (IN+A)N−1

����� ������� ����" IN � ���� ����� ���������

=� ����	 ����!� ��
� ����	���!� �������� ��� "��������� ����	�� ��� �	�"!��	��� � ��
��	�������$ �� �	��������� ��	���& 8 �������� ��� ���!�$ ��� ���<� ��
� ����	���� ��
� �
��

��� �
 ���� ��	 ����������	$ �	�� �� ������ Perron-Frobenius$ �� ����� ����� "��� ���
��� ��������& �� ����� �� ��!��, � Perron �� /A@B .�
!� [Per07]1&

��	�
�� ��� %Perron&
$ 3�	������ ������ ρ(A) ���� ������
 ������ A ����� ��� ���� ������ ���� ��� !��������	�����
�%�	�	�� ��" A� 1� �"��� ��� ������ � ������ ����	���!�� #�� ������ � �� ��"	���

�� ����� �� ������� �� /A/; .�
!� [Fro12]1 ��� ����
� �	����� ��� ��������	�� ��+
�������& �	�"!���� � �� ��	������� ��	��� .��
��� ��	��� � ������� ���� � ��� � �� @1&

��	�
�� ��� %Frobenius&
$ 3�	������ ������ ρ(A) ���� �� ��������
� �� ���&�&���" ������ A ����� ��� ���� ������ ���� ���
!��������	����� �%�	�	�� ��" A� 1� �"��� ��� ������ � ������ ����	���!�� #�� ������ � �� ��"	���

#� �����,�� ����	 ��	 ����� ��	 ������	 ����� 	� �����	 ��� ��� [Gan00b] �
& ?@CDD$
[KT74] �
& ?E;C??/& �"�����!� ����	 ��	 ����� ��	 �� ����	 � ����	���!� �������	��!�
�����!� ���� ��� ��	���� ���������$ � �
!�� �
���������	 ��	�!
�	$ � �� "��� "�����!�
��� ����������� �	 
����$ �&
&�& .�
!� [Mac00]1& %���!� ��� ��� �������� ��	 �� ��	�����	$ ��
�	�������	 ��	 ��	 ��������	��� ��� � �� ��	������� �	��������� ��	���$ �	 ��� � ���	!����
���"��& 6���� �� ����� �� ������&

��	�
�� ���
$ 3�	������ ������ ρ(A) ���� �� ��������
 ������ A ����� ��� �� �������� ���� ��� !��������	�����
�%�	�	�� ��" A� 1� �"��� ��� �� �������� � ������ ����	���!�� #�� �� �������� � �� ��"	���

��!�� 	� ������� ��� �� ����� 	� ������ �	 �	�"!���� � ��
� ��<� ���� �� ��� ����+
����	�& ���� �����	� ��� ����� 	� �� ����	 ��� ������� �	, ����� �������	������ ��� 	�

���
� ������
	� �
� ������� �
� ���� �� 	���
���� ���	�	� ������ �	 ����	���� �� 
� ���� ��	 	�������	�
�� 	�	������� ��
���� ��������

��
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�	���������	 ���	 �������� ρ(A)�$ � �� ��� �	 ����� 	� ����� � �� �	��������� ��	���& ���+
���$ �� �������	������ ��� !���	 �� ��	����!� ��	�����!	� .��
��� ����� 	� !���	 ��� ���	�� 1
� �� ��� ����� �	 ������	� ����� �� �	��������� ��	���&

# ����� ��	 ������	���	 ��	 ��	 ����� 	� "������� � ��

!� 	����& ��� ���
�����"��
�� ����	 ���� ����������� .�
!� [Hou65], [Gan00a], [Gan00b]$ F/G1& ����� �� ��	��� � �������
��� 	����� ��	���&

������� ��'
.�� ��������	� ‖ · ‖ ��� ��� !��� M(R, N) ��� N × N �����&������ ������ 	��� R �� ���
� ��������

�� ‖A‖ ≥ 0, ‖A‖ = 0 ⇔ A = 0,

+� ‖A+B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖,
,� ‖λA‖ = |λ|‖A‖,
/� ‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖�

∀A,B ∈ M(R, N), λ ∈ R, ��������� ����� ��������

��� �� ����������� � ��� ����� ��������� 	����	 ��	 ��	$ ��� 
���	� "����!� 	����&

������� ��(
��	�� ‖ · ‖ ��� ����� 	��� R

N � $ ��������	� ‖ · ‖ : M(R, N) → R� ��

‖A‖ = sup
x∈RK , x �=0

‖Ax‖
‖x‖

�#&���� ����� ����� ������� � ����� ������ ����&����� ��� ��� ����� ‖ · ‖ ��" R
N �

8 ����� �� ���� ��� ��	�!��	 �
� ��� "����!� 	���� 	�� ��	��� � ��	 "�������� ���
����	�&

��	�
�� ���
*�� ����� ����� 3"	��� ����� 	��� M(R, N)� �	!
��

ρ(A) ≤ ‖A‖, ∀A ∈ M(R, N).

��	�
�� ��'
*�� ��� ������ ε > 0 "��!�� ����� ‖·‖ε 	��� R

N �� ����	���!� ����&����� ����� 	��� M(R, N)
��" ������ ��� � �������

‖A‖ε ≤ ρ(A) + ε.

��� ������� ���  �!���"	�

#� �
 ��� ����� ��	 ����������	 ���<��	 ��	 ����	������� ��
� ��� ����� ��	 Fractal ��+
	�
�	& ��	�� 
�����$ ���!	��$ 	� ���� �"����� !	� ����	���� �!��� ��� �"�
���� �����&

������	�����
	�� ������� �	� � 
�
���� �� �����
��� �
�� ����	 ρ(A) = 0�
��� ������	 	�
� !�	��� ������ �	� 
� 	� ��� �������" ��#�� �	� ��	 ����	$���
� ����	 �
�� M(C, N)�

�$
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����� ������	
 ���	�

������� ��)
��	�� X �"!��� �� ���� 	
����� .�� 	"����	� d : X ×X → R ��" ���������� ��� � �������

�� d(x, y) ≥ 0� ∀x, y ∈ X�

+� d(x, y) = 0 ⇔ x = y�

,� d(x, y) = d(y, x)� ∀x, y ∈ X�

/� d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)� ∀x, y, z ∈ X�

��������� �������� � ������� ���	�#�� 	�� X� ��� �� ��
&�� 〈X, d〉 ��������� ��������
�	�
� �(�#�� [KF70] 	��� ,5��

H�� ��
� �	���!� �����!� ���	 ���� R
2 �	�� � ���
���� ������ ��� � /+������$ ��� ���	 

�	�"!���� ��� �� Manhattan �������&

/& d(�x, �y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2$

;& d(�x, �y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|$
∀ �x = (x1, x2), �y = (y1, y2) ∈ R

2&

#� ����������	 .��
& �� “��	������� ��	�� ��” ���,� ��� �����	1$ ,����	��� ��� ��
������ ��� !�� ������& '�� ��� �����$ �� �������!� ��� ��	 ��
���� ������ �	�� ���������
�������$ 	� ��� ��	 Manhattan$ � � �������� ����
���� ��� ��� ��������� �������$ !	�
��� 

�
� ���	  ,�	� x ��� !	� ��� 

�
� ���	  ,�	� y& �,�<� 	� ��������� � 
���� ���$ ���
����� ��������$ �	 �� ��� ��	����� �������� ���� ���	 �������� ��� ��
����� �������&
'	�� $ ���	 ���� R

N ������	 	� �������	 �� ����� �� 	���� ��� �� �	�������� �����!�>

‖x‖p :=

[
n∑
i=1

|xi|p
] 1

p

, p ≥ 1

‖x‖∞ := max{|xi|, i = 1, 2, . . . , N}

dp(x, y) := ‖x− y‖p =

[
n∑
i=1

|xi − yi|p
] 1

p

, p ≥ 1

d∞(x, y) := ‖x− y‖∞ = max{|xi − yi|, i = 1, 2, . . . , N}

���� x = (x1, x2, . . . , xN )$ y = (y1, y2, . . . , yN ) ∈ R
N & � ���� �� ����� ��!�� 	� �	�"!���� ���

� � � ���� � 	���� 〈X, ‖ · ‖〉 ����� 	� ������ ��� ������ �� ,��>

d(x, y) = ‖x− y‖, ∀x, y ∈ X.

����!	��$ � � ����� � 	���� �	�� ��� ������� �����& (����$ ���
� ����� 	� �� ��	�� ��� ��
�����!� dp ���<�	��� �!�� ��	 	����	 ‖ · ‖p& ��

�� ��� ���� �������� ��� �� ������ ����� ��
�	�� ��������� ��� ���	 �������� ��	 	����	&

�%� 	�
� 
� ��
���� �����#�� �	 ������������ 	���
����� ��  �	 
�
�	������ �� �$��� $��
�� !����
	�
� 
�� Manhattan"�

�*
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������� ���*
1��� ���&�����������  
� ������#� d1 ��� d2 	��� !��� X ���������� ��
�������� �d1 ∼ d2�
�� "��!�"� ������� ���&������� ������� c1, c2� �#����� �	��

c1d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ c2d1(x, y), ∀x, y ∈ X. ./&/1

������� ����
6
� �������� !���� (X1, d1) ��� (X2, d2) ����� ��
�����
�� �� "��!�� 	"����	� f : X1 → X2

�7� ��� ���� �#���� �	�� � ������� d̃1 ��" �������� 	��� X1 	
�3��� �� �� 	!#	�

d̃1(x, y) = d2(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ X1

�� ����� �	� 
���� �� ��� d1�

(#���� ���<��� ��� � �����	���� 	����	 .‖·‖ ∼ ‖·‖∗ ⇔ c1‖x‖ ≤ ‖x‖∗ ≤ c2‖x‖1& H�� �����	���
�����!� ��� ��	��	 ��	 ���� �	��
��� �� ���� ��	 �������� ��	 �����	 ��� �����& H�� �����
��� �	�� “��	� ” .� “����� ”1 �� ���� ��� ������$ �� �	�� ����� “��	� ” .� “����� ”1 �� ����
����������  

� ������ �����	��� � ��	 �����& ����
� ������	���� ��� �� �����!� . �� ���
�� �	�������� 	����1 dp$ 1 ≤ p ≤ ∞ ���	 R

N �	�� �����	���& % 
����$ ����� 	� ��������
��� �
� �� 	���� ���	 R

N �	�� �����	��� .���!	�� ��� �
� �� "����!� 	���� ��	 ��	 �	��
�����	���1& ���� � ��������$ ����$ �	 ����� ��� ��� ��� �����!� ��� R

N �&

������� ����
.�� 	"����	� f : 〈X1, d1〉 → 〈X2, d2〉 ��������� ������ �� &�� ��� ε > 0 ��� x ∈ X1� "��!��
δ > 0 �#���� �	��

d1(x, y) < δ ⇒ d2(f(x), f(y)) < ε.

0�� �����#��� � f ����� �7� ��� ��� ��� � f−1 ����� ��� �"�� 	"��!��� ���� � f �������� 
�
�
�
����
���� ����%
 ��� !���� X1 ��� X2� 1� �"�� ��� �������	� �� !���� �#&����� 
�
�
�
����
��

����
� ����� 	� �������� ��� ��� �����	���� ������� ����� �	�� ��� ��������"����& 8
�������� ��� �����	����� ������	 ����	 �	�� ��
� ��� ������ ��� ����	 ��� ������� ���� ���	
����� 	� ������&

���� ������ ���	�� ��	� 〈X, d〉�
=� ����	 � ���� ����!� ��������� ��	�
�	 ��� !���	 �������� ������� ��� �� ���� �	��

����	���� 	� ���� 	 ��	����� ���� �������� ���� .�
!� [KF70] �
& E?C?/1&

������� ����
��	�� 〈X, d〉 #��� �������� !���� ��� x0 ∈ X� 2� 	
���� S(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}
�������� ��
���� ������ �#����" x0 ��� ������� r�

�&#� ��
��� � d1 �	� d2 ���	� ���$#�	��� 	� ���'��� 
�� �$�	 
�������	 !$��	$� 
	 �$�	 	����
� �	� �����
�
�#���	" �
��� ����� 〈X, d1〉� 〈X, d2〉� (
��� ����� ��� �	 ���������������� �� d1 �	� d2  ��� 
��
�$��
�
	 ���� )��	� �#���� �	 	��$����� �
�� 	� $#� ��
��� �  ��� 
�� �$��
�
	 ��� 
�
� ���	� ���$#�	���� ��

	�
��
���� ������ $�� ��#��� *�	 �	��$����	 �
�� ��� X = R �� d1 = |x − y| �	� d2 =
∣∣∣ x
1+|x| − y

1+|y|
∣∣∣

���	� ���$#�	���� 	��� $�� ��	������#� 
�� � �� ���� *�	 ������ ������	�� �	 ����������#�� 
�� �$��
�
	
��� �� ������ 
�� ���$#�	��� ��
����� d1� d2�

���� � $�	���
� ��
���� dδ(x, y) =

{
1 x �= y
0, x = y

$�� ���	� ���$#�	�� �� 
�� dp�

�.
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������� ����
��	�� 〈X, d〉 #��� �������� !���� ��� x0 ∈ X� 2� 	
���� Ŝ(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r}
�������� ������� ������ �#����" x0 ��� ������� r�

������� ����
2� 	
���� A ⊂ X �������� ��
���� ���
�
� �� &�� ��� a ∈ A "��!�� r > 0 �#���� �	��
S(a, r) ⊆ A�

������� ����
2� 	
���� A ⊂ X �������� ������� ���
�
� �� �� 	"������� ��" AC ����� ��������

������� ���'
2� 	
���� A ⊂ X �������� �������
 ���
�
� �� "��!�� M > 0 ��� x0 ∈ A �#���� �	��
A ⊆ S(x0,M)�

������� ���(
2� 	
����A ⊂ X �������� 
���� �������
 ���
�
� �� &�� ��� ε > 0 "��!�"� x1, x2, . . . , xn ∈
X �	�� A ⊆ ⋃ni=1 S(xi, ε)�

H�� ��������"���� ����� �	�� “����
������” �����	���� .��
��� !���	 �� ���� �	���� ���
�
��� ��	�
�1&

����� ��	�	��
�� � ����� � ������ ����
�

������� ���)
.�� �����"��� {xn}∞n=1 	������ ���� �������
 !���" 〈X, d〉 �������� 	� #�� 	����� x ∈ X
�limxn = x�� �� ∀ε > 0� "��!�� N ∈ N �#���� �	��

d(xn, x) < ε, ∀n > N.

������� ���*
.�� �����"��� {xn}∞n=1 	������ ���� �������
 !���" 〈X, d〉 ��������� �����"��� Cauchy �
 ����� �����"���� �� ∀ε > 0� "��!�� N ∈ N �#���� �	��

d(xn, xm) < ε, ∀n,m > N.

����
� �������� ��� �	 ��� ���
����� ����
�	�$ �	�� ���
����� Cauchy& ����� �� ��	�	���
�� ������� �����	 ����� ������	 		���	&

������� ����
��	�� A ⊆ X #�� "��	
���� ��" �������
 !���" 〈X, d〉� ���� 	����� x ∈ X �������� 
�����
�����
 � �����
 ���	����� ��" A� �� "��!�� ��� �����"��� 	������ ��" A−{x} ��" ��
	"&������ 	�� A�

�� ��	�
� A �	�� �
���� �	 ��� ��	� �	 ���!�� �
� �� ����� ����� ���& �� ��	�
�
Ā := A ∪ {����� ����� ��� A} �	�� <��� �	�
��"���� � ���� ��� A&

(�	� ��	�
� 
!���� �+	�
� �	 ������� � �� ��	�
� ��	 ������	 �����	 ���&

��
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������� ����
��	�� A ⊂ X #�� "��	
���� ��" �������
 !���" 〈X, d〉� ���� 	����� x ∈ X �������� ��
�����
	����� ��" A� �� &�� ��� ε > 0 �� 	
���� S(x, ε) ����#!�� ��"�!�	��� #�� 	���!��� ��" A ���
��"�!�	��� #�� 	���!��� ��" AC � 2� 	
���� ���� ��� 	"�������� 	������ ��" A ���������
���
�
 ��" A ��� 	"�(�������� ∂A�

������� ����
��	�� A ⊂ X #�� "��	
���� ��" �������
 !���" 〈X, d〉� ���� 	����� x ∈ X �������� ���������
	����� ��" A� �� "��!�� ε > 0� �	�� �� S(x, ε) ����� "��	
���� ��" A� 2� 	
���� ���� ���
�	�������� 	������ ��" A ��������� ��������� ��" A ��� 	"�(�������� A0�

���� !���"���� � ���#�$���

H�� �����	���� ������� ����� .� ��	 �������� /&/1 !���	 �� ���� �	���� $ �
��� $ "����!	�
��� �!
�� ��	�
�& 5!� ��� ��� �� ������������� �	�� �	�

����� �!�� �����	����� ������	
����	& ��� ������� <��� ��� ����� ������������� � ����	 ��	 �������� .�
!� [KF70] �
&
B0C/@E1&

������� ����
����� �������� !���� 〈X, d〉 ����� ������ �� ��� �����"��� Cauchy ����� 	"&�����"	� �����"����

������� ����
��	�� A ⊆ X #�� "��	
���� ��" �������
 !���" 〈X, d〉� 2� A �������� ������� �� ���
�����"��� 	������ ��" A #!�� "������"��� ��" 	"&������ 	�� A�

��	�
�� ��(
- �������� !���� 〈X, d〉 ����� 	"���&�� �� ��� ���� �� ����� ������ ��� ���� 3��&�#����

��	�
�� ��)
��	�� � ������ �������� !���� 〈X, d〉 ��� A #�� "��	
���� ��"� 2� A ����� 	"���&#� �� ��� ����
�� ����� ����	�� ��� ���� 3��&�#���

������ ������	 �� ����� �� ������� ����� �����>

• (���� � �������� ������� ����� 〈X, d〉 ��� A !	� �
���� �����	�
� ���& ��� �� A �	��
������!�&

• (���� � �
���� ������� ����� 〈X, d〉& ��� �� A ⊆ X �	�� �
���� �	 ��� ��	� �	 � 〈A, d〉
�	�� �
���� ������� �����&

• (���� �� �
���� ������� ����� 〈X1, d1〉 ��� 〈X2, d2〉 ��� K1 ⊆ X1$ K2 ⊆ X2 ������� ��	�
�&
��� �� K1 ×K2 �	�� ������!� ���	 ������ ���� 〈X1 ×X2, d〉$ ���� d ((x1, y1), (x2, y2)) =
d1(x1, x2) + d1(x2, y2)&

• #� ����� 〈RN , dp〉$ 1 ≤ p ≤ ∞$ N ∈ N �	�� �
���� ������� ����� ��� �	������ � 〈RN , ‖ · ‖$
"������!	�� � ���������� 	����$ �	�� �
���� ������� �����&

• ����� ������ 〈RN , dp〉$ 1 ≤ p ≤ ∞ � � �
���� ��� "����!	� ��	�
� �	�� ������!�&

��
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����% ������&����

(���� 〈X, d〉 ��� 〈Y, ρ〉 ��� ������� ����� ��� f : X → Y ��� ��	 �����& �	 A ⊆ X ���
f(A) = {y ∈ Y : ∃x ∈ A � f(x) = y}&

������� ����
-� ������� ���	��� ����� �	� 
������

�� $ f ����� 	"��!�� 	�� x0 ∈ X �� ��� ���� ��� ∀ε > 0 "��!�� δ = δ(ε, x0) > 0 �#���� �	��
f(SX(x0, δ)) ⊆ SY (f(x0), ε)�

+� $ f ����� 	"��!�� 	�� x0 ∈ X �� ��� ���� ��� ∀ε > 0 "��!�� δ = δ(ε, x0) > 0 �#���� �	��
d(x, x0) < δ ⇒ d(f(x), f(x0)) < ε�

,� $ f ����� 	"��!�� 	�� x0 ∈ X �� ��� ���� ��� &�� ��� �����"��� {xn}∞n=1 ��" X ��
limxn = x0 #!�"�� ��� lim f(xn) = f(x0)�

5!� ��� � f �	�� ��	��� ���	 X �	 ��� ��	� �	 �	�� ��	��� � �
� �� ����� ��� X&

������� ���'
$ 	"����	� f ���������� 	"����� Lipschitz� �� "��!�� M > 0 �#���� �	��

ρ(f(z), f(y)) ≤M · d(x, y), ∀x, y ∈ X.

0� �	!
�� ρ(f(z), f(y)) = M · d(x, y), ∀x, y ∈ X� � f �������� 
�
�������

# ������� ����� � ������ � 	���� �� "���>

‖f(x) − f(y)‖ ≤M‖x− y‖, ∀x, y ∈ X.

�	 �� ��� M < 1 ��� 	� ���	����� ��	 �	��!�� ��	����$ � ��	 ����� 
!���� � ���	� ���
� ��	�
���� M ���$ � ���� ��	 �������� ��	 �����
�<��� ��	���� �� s$ � ���	�����
� ���	��& ����
� ������	���� ��� � � ��	 ����� �����
�� �	�� ��	���& ������ ������	 ��
,��>

/& �	 � 〈X, d〉 �	�� ��������$ ��� �� f(X) ⊆ Y � �	�� ������!� ��	�
�&

;& �	 � 〈X, d〉 �	�� �������� ��� � f : X → R �	�� ��	��� ��� �� ����	 x1, x2 �!���� ���

f(x1) = max{f(x) : x ∈ X}
f(x2) = min{f(x) : x ∈ X}

������� ���(
2� 	
���� A �= ∅� A ⊂ X �������� ������� ���
�
 � ������� &�� ��� 	"����	� f : X →
X� �� f(A) = A� 1��� �������	� ��" �� A ����� ����	
���� ��������� ������� �����
 ��� f �

'	�� $ �!����$ ��� ��	 ����� �	 !�� ������ ��	�
�& 8 ����,� ��� ,��"�
�<��� � ����!�
���������&

�����
�<��� � fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f, n ∈ N �� ��	��� ��	 ��	������	 .f1 = f $ f0 = id�	1&
8 “��	��� ��	 
���” ��� ��	 ������ �� ��� ������� ��
� ��� ���	�&

�f(X) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X : f(x) = y}�
�	id+ � 
	�
�
��� 	����������

�#
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�����
 ��� ��	�� 〈X, d〉 #��� 	"���&�� �������� !���� ��� f : X → X 	"��!�� 	"����	��
2��� "��!�� 	"���&#� "��	
���� A �= ∅ ��" X� �	�� f(A) = A�

��"#�
,��
(���� x0 ∈ X ������ �����& #��<��� ��	 ���
�����

an =

⎧⎨
⎩

x0, n = 0
f(x0), n = 1
fn(x0), n ≥ 2.

����� � ����� X �	�� ��������$ �� ��	�
�

A = {x ∈ X : �� ��� �����
����� ��� (an)n∈N, � limn→∞akn = x}
�	�� �� �	�& ����
� ������	���� ��� �� A �= ∅ �	�� �
���� ���  �� �� �	�� ������!� .�� �
����
�����	�
� ���������1& (���� x ∈ A � limn→∞akn = x& ����� � f �	�� ��	��� �� !����

limn→∞f(akn) = f(x)},
� f(akn) = akn+1$ ��� n ∈ N& (��� f(x) ∈ A& (#���� ������	���� ��� A ⊆ f(A)& ��� ��	
�������� "��	��� ��� �� A �	 �	�� ��	�����& �

��	�
�� ���* %-�!���� �������� ������ �� Banach&
��	�� 〈X, d〉 #��� ������ �������� !���� ��� f : X → X 	"����	� 	"	����� �� 	"�����	��
	"	����� s� 2����

�� )��!�� ����(�� #�� 	������ 	����� x0 ��� f �

+� x0 = lim
n→∞

fn(y), ∀y ∈ X�

,� *�� ��� y ∈ X �	!
�� ��� |fn(y) − x0| ≤ sn

1−s |y − x0|�

#� �����,�� ��� ��	 ��� ����� ��	 ������	 	� �����	 ��� F;G ��� [Bar93]&
2
�	�	��� ������� <��� �
 ��� ��	������	 ��� ������������	��� ��
� ���	 ��� ��	 ��+

������ Fractal ��	�
�	&

������� ���)
.�� ��������	� w : R

N → R
N ��� ���3��

w(x) = A · x + b,

���" A ∈ M(R, N), b ∈ R
N �#&���� affine ��������	�� 0� b = 0 � w ����� ���������

#� affine �����	���� !���	 ��� ��
� ������ ��������& �����	�<��	 ����

�
����� ��� R
N �

����

�
����� .�
!� ����� /&:1& %�� ����� ��������� affine �����	���	 �	�� �� ���������&
%�� affine �����	��� w : R

2 → R
2 ��� !�� ��� ��� ��� ����� �� ���"!�>

w

(
x1

x2

)
=

(
r cos θ −r sin θ
r sin θ r cos θ

)
·
(
x1

x2

)
+

(
e
f

)
,

w

(
x1

x2

)
=

(
r cos θ r sin θ
r sin θ −r cos θ

)
·
(
x1

x2

)
+

(
e
f

)
,

�7
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����	 ��$F )	 affine 	������� 
������ ��
� R
2 ���	<��� �	�	&&�&�(�	��	 �� �	�	&&��

&�(�	��	�

� e, f ∈ R$ r ∈ R, r > 0 ��� 0 ≤ θ < 2π$ �	�� ���������& 8 ��	�� θ ��
���� ��	�� ����"��$ 	� �
������� r ��
���� ��	�
���� �	�
�����& 6�������$ � �������� �����	���

Rθ

(
x1

x2

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
·
(
x1

x2

)

�	�� ��� ������ ��	��� θ$ 	� � �����	���

R

(
x1

x2

)
=

(
1 0
0 −1

)
·
(
x1

x2

)

�	�� !	�� �������
��"�&
%�� ��������� ����� 	� ������!�� .��� ��	�� θ1 !	� ��	�
�$ 	� �� ���
��� � 	� �� �����	�

.� 
��� r1 � 	� ����������� �� ��������� ��� �� ���� � ����  ,�	� .�
!� ����� /&E1& � �
�
��� ���������$ � 	���$ ������� ��� ��	�� ��� �"�	�<�	��� ��� ������ ��	�
�&

�
��� ���
0� ��� affine ��������	� w : R

N → R
N : w(x) = A · x + b, #!�� ��� � ������

‖A‖ < 1,

!��	����������� ����� ����� 3"	��� ����� ������� ���� ����� 	"	���� �� ���� ��� ����	���!�
����� ��" R

N �

��"#�
,��
(���� x, y ∈ R& ��� ‖w(x) − w(y)‖ = ‖A(x− y)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x− y‖& (��� � w �	�� �����
�& �
'�� ��� �����$ ���	 �������� ��� � "�������� ����	� ��� ��	��� �	�� �������� ��� ��	 ���$ �
�����	��� �	�� �����
�&

$�
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����	 ��*F )	 
�
����	 
������ ��
� R
2 ,	����� � (���� �

��# $ ����� ��� Fractal �������

#� ����� �!�� ����� ������� ������� <��� �� Fractal ��	�
� �	�� �� ��	���� ���
�����
����� R

N & I!����$ � � �����	�
� 	�� ���
����� ����� �	 �	�� fractal ��	�
�& ��� ���<���
!	�	 ���� ��� �� ��� ������� ���	 �������� ����	 ��	 ��	�
�	 .�
!� [Bar93] �
& ;B1&

������� ���*
��	�� 〈X, d〉 #��� ������ �������� !����� -����"�� �� H(X) �� 	
���� ���� ��� �� �����
	"���&�� "��	"����� ��" X�

������� ����
��	�� 〈X, d〉 #��� ������ �������� !����� x ∈ X ��� A ∈ H(X)� -����"��

d(x,A) = min{d(x, y) : y ∈ A}

�� ��� �������� ��" 	�����" x ��� �� 	
���� A�

��� ��	!���$ �� ������� �� ������ Hausdorff& (���� 〈X, d〉 !	�� �
���� ������� �����$ ���
A,B ∈ H(X)& #��<���

d(A,B) = max{d(x,B) : x ∈ A}
�� ��	 �������� ��� ��	�
�� A ��� �� ��	�
� B& -����������	��� ��	 ���� ��� ��	 A, B ���+
���	���� ��� �� ��� ����� 	� ������� !���	 	���� .�� ���$ ��
���$ �� 
 ����� ��� �� �!�����1&

$�
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����	 ��.F = ������ Hausdorff �
� ��"(��	 	�� ��� ���&��,	 ������ �
� R
2� ��
 �	�"�

,�(�	 �
� ����	�
 h(A,B) = d(A,B)�

#��<��� ��	 ����
�� Hausdorff .��� � ���� ��� ��	 d1 �� ,��>

h(A,B) = max{d(A,B), d(B,A)}.
����
� ������	���� ��� � ����� 	� �����	��� �	�� �� ����� ������ ����$ � 〈H(X), h〉 �	��
������� ����� ��� �	�� <��� ����� ��	 Fractal ��	�
�	 ��� X&

�����
 ���
)���#��"�� ��� � !���� X ����� �3� ��	�#��� ��  
� �	� 
����� ������#� d� ρ �d ∼ ρ�� 2��� ��
����	���!�� ������#� Hausdorff ��" H(X)� ��" ��&����� ��� ��� d ��� ρ� ����� �	� 
������

������	���� ����� �����>

��	�
�� ����
��	�� 〈X, d〉 #��� �������� !����� 8	!
�"� �� ��������

• �9������ �����&�� ��" Blaschke! 0� �� B ⊆ X ����� #�� 	"���&#� "��	
���� ��" X� ����
� �������� !���� 〈H(B), h〉 ����� 	"���&��� � �	� 
���� ��� �����"��� 	"����� ��" H(B)
#!�� 	"&�����"	� "������"����

• 0� � 〈X, d〉 ����� ������� ���� � �������� !���� 〈H(X), h〉 ����� �������

8 ���������� ��� ���
������� ��� ��	 �������� ��	 Fractal ��	�
�	 .� ����� ������� <���
�	�
���� ��� �" 
��� ;1 ����<��� ���	 �
������� ��� ����� H(RN )& *����� ��� 

�
� ��+
	������� �����
�� .���	 H(RN )1 ��� ������� <��� �� ��	�
� �!�� ��	�
������	 ����������	
�� ����� �����& �� ������ ������� ������ Banach .������ /&/@1 ,��"�
�<� ��	 ����,�
�!����	 ��	�
�	&

��%������ ������� �	 	��$����� �
�� 	� � X ���	� �����
����� 
�
� � 〈H(X), h〉 ���	� �����
�����

$�
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Benoit Mandelbrot

��� �!
�� ��� ��������	�� �"�
���� ����� � ������ ��!� ��� ��������� fractal ��	�
�	&
*������ ��� �	�� ��	�
� ��� ���������	 �� ����� ����� �����
�	 ���	 ���� 〈H(RK), h〉$
K ∈ N& ���� �	�� 	 �!�� �
��!�& =� ����	 ��	�
� ��� �����	��� fractals �

 �	 ������	
	� ������������	 � ���� ��	 �����$ �

 ��� ��	�
� ��� ������� <�	��� �� ����� �����
�����
�	 ��� H(RK) ��� ��	�� �	 ����� 	� �� ������ fractals& 8 �
���� �	�� ��� �	 �� ���
!	�� ��"�� ������� ��� 	� ���������<� !	� ��	�
� �� fractal$ ���� ������� �	 �� ��� !	�� ��+
"�� ������� ��� �� "��	��	� ��� <���$ ��� ��	� � ���� �������� ���	!� ��� !���� �	��& �!����
�������� �	�� � ��	������� �	����������$ � �	��������� � �� ���� 

�	$ � ��	������� ������+
�����$ � �	 ���,� ��� � �������� � ����� ���"�� 	!�����& #� ���������� ����	����� �
����	
��� �� ��������$ �� ����	 ���� ������  

�� ��� ������ <��	 � ���� ��� ��� & ������������
� ��	$ �� ���
 �� ��� �� "��� ����� "�� ��� ���������� �  	������ �	 �	���� ��	���$ ��

��
 	������ ��� !���	 ������ ����� �������� �	 �	������	 � �� ���� 

�	$ �
�& ��

�� ���+

����$ � 
����$ �����	 ��� ���� ���� �� !������ ����	������& =� ����	$ �����$ �����������
�	�����!	�	 � "�����	 "��	��!	�	 ��� �
����	 ��

 ��� �� ����� 	� ��������$ ���� � "��� $
�� �
�����!� ��	���� � !	� ������	� ������� ����� ��� 
!����& 8 "��� $ ��� ��� �����$
�
���� �
� �� ����� 	� �������� �

 �!���� �	 !�� <��& �������� ����
����� �"�	������	 ���
���	 ����� ��� 	� ���� !	�� �������� ������� ��� 	� ���������<� !	� ��	�
� �� fractal& ���+

����	��� ���������� ��

��������$ � Kenneth Falconer .�
!� [Fal99]1 �����	 ��� !	� fractal
��	�
� F ��!�� 	� !�� ��� ����� �� ��������>

• �� F !��  ����� ����& (#�� ��� 	� �� ��	��	��� �	 ��!�� 	� ������� �� “���
 ” �������
.�&�$ ����1&

$$
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• �� F �	�� ��
� “�	���
�” ��� 	� ����� 	� ������"� � ����������!� �������!� ���+
����&

• ���	 �� F ����
���� ��� ��� ��� ��� “��� <��	” ���,� ����&

• ��	���� � fractal �� ����� ��� F .�
!� �" 
��� :1 �	�� ���
���� ��� ��	 ����
�����
��� �� �����&

• ���� ��������� ��������� �� F ���<��� � !	�	 ��
� ����� .�&�& �	������� 1&

��!�� 	� ��	���� ��� �� ����	 ��	�
� ��� �	 �
����	 � ���� ��� ���!� ��� �������� �

 
���������<�	��� ��� ��

��� �� fractal&

��� ����%���� &!������'������� ������%���

�����
 ���
��	�� ��� �� ��������	��� wi : X → X� i = 1, 2, . . . , N ����� 	"	���#� 	�� ������� !��� 〈X, d〉�
2��� � ��������	� W : H(X) → H(X) ��

W (A) = w1(A) ∪ w2(A) ∪ · · · ∪ wN (A)

����� 	"����	� 	"	������ �����#��� �� s1, s2, . . . , sN ����� �� 	"�����	�#� 	"	����� ��� ��������7
	��� wi� i = 1, 2, . . . , N � ���� � W #!�� 	"�����	�� 	"	�����

s = max{si : i = 1, 2, . . . , N}.
(����$ �	 � 〈X, d〉 �	�� �
����$ ��� �� ������ ������� ������ ��� Banach !���� ���>

��	�
�� ���
��	�� � ������ �������� !���� 〈X, d〉 ��� �� 	"	���#� wi : X → X� i = 1, 2, . . . , N � 2��� &�� ��
	"����	� 	"	����� W ��" ���	��
 +�� �	!
�"� �� �%���

• )��!�� ����(�� #�� 	
���� A ∈ H(X) �� ����� ����� 	������ 	����� ��� W �

• A = lim
n→∞

Wn(B)� &�� ��� ��!��� 	
���� B ∈ H(X)�

������� ���
���� "������ #������� �������� "��������� $"#"! ����������� ��� #��� �����
������� !��� 〈X, d〉 ���� �� #�� 	
���� 	"�����	��� wi : X → X� i = 1, 2, . . . , N � 2� 1�1�
&�� 	"������� 	"�(�������� �� {X,w1−N}� 0� �� ��������	��� wi ����� 	"	���#� �� 1�1 ��������
��� 
����� $ 	
����	� IFS� !��	�����������  �������

���"�	� � �� ������ ;&/ �� ��� ������� !	� ��	�
� A$ �� ����� �	�� �� ������ �����
��� W ��� ���<��� ��� !	� �����
��� ���& �� ��	�
� ���� �� �	�� <��� �	� ��� ��� ���&

��� ��"���(��� )������%� &������� �&�

���
!��	��� ��� 

�
� �����	���� wi ������� 	� ������� ���� ��� � 
����!� �� "���
�	��� Fractal ��	�
�& =� ����	 ��� �	����� �
�������� ��� ������ 	��	 ��	 �������� ���

����� 	�� ����������� ��� �����!	�� ���	 .�
���1 ���
���� ���� R

K .���� ��	���� K =
1, 2, 31& # ������ �	�� �	����� �� �	�"�
���� �
�
�����
�!� ����	�.�/� 0 ��

�Iterated Function System

$*
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.� DIA� ���	��1 ��� � �!����� �� �	�"�
���� 1 ���/� ����	�.�/� 0 �1 .� RIA�

���	��1&

��� ��$"����	� ����	�������� �#����&'�(�

(���� {R
K , w1−N} !	� .�����
���1 ���& ���
!���� !	� ������ ������ ������!� ��	�
�A0 ⊂

R
K & ��� ��	!��� ���
���<��� �� ��	�
� A1 = W (A0) =

⋃N
i=1 wi(A0)$ �� ��	�
� A2 = W (A1)

�&�&�& ���
������ ��	 �	�������� ��!��

An = W (An−1), ��� i = 1, 2, . . . .

���"�	� � �� ������ ������� ������ ��� Banach .������ /&/@1 � ���
�����

{A0, A1, . . . , An, . . . }

����
�	� � !	� ������!� ��	�
� A$ ��	 
����� ��� ���$ ���"�	� � ��	 ������ Hausdorff�&
��� ��� ����� � .��������� �J&/1 ������� <��� ��	 �
������� ��� �
�������� ����� � ���� 
+

�	 Matlab&

��!�� 	� ��	���� ��� � �
�������� ��	� ���� ����
!����� ��� � � ������ ��
��� ���
������� ��	�
�� A0& (#��� �	 �� A0 ��!�� ��
� ��� ��	 
����� ��� ���$ �� ��������	 ��

!�
��	�
���� ��� 	� � ���� �� ����!
��� !	� ��	�
� “���� ��	� ” ���	 
�����& ����
�!���� ��	� ���� �� 
� ���
�������� ���	� ��� �� 
� ������������ �	����& ��	��$ ���!	��$
����
��!	� 	� ��
!,��� !	� ������ ��	�
� ��� �� ��	���	 “��	�����” ���	 
�����& ��	����$
�	 �	���<��� ���� ��� �� ����� ��� 
�����$ ��
!���� ��� �� ������ ��	�
�&

�� ��$"����	� )�*�
(� �#����&'�(�

*�����$ � 
�$ !	� .�����
���1 ��� {R
K , w1−N} ��<� � !	� ��	�
� ����	�����	 pi$ i =

1, 2, . . . , N $ �!���� ��� p1 + p2 + · · · + pN = 1�& �	���������� � � ����	����� pi � ��	 �����+
	��� wi ��� ��
!���� !	� ������ ������ ����� x0& ��� ��	!���$ ��
!���� �� wi1 ��� ��� ���
�����	���� {w1, w2, . . . , wN} .� ����	����� ��
���� ��� wi �	�� pi1 ��� ���
���<��� �� �����
x1 = wi1(x0)& ���
�����$ ��
!���� ��� 	!� �����	��� wi2 $ ���
���<��� �� ����� x2 = wi2(x1)
�&�&�& �	 ���� ���� �
� �� ����� {x0, x1, . . . } �� ������� !	� “��!���” ��� 
����� ��� ���& #
�
�������� ����� �	 ���
���<� �������	 ��	 
����� ��� ���$ �

 ���
���<� ����� ��� ��+
	��� ��	 �
��� <��	& �� �
�	!���� ��� �	�� ��� !�� ��
� �������� ��������� �	���� ��� ��	
���& ���� �"�
��� ��� ���	�� ��� � � ���� ��� �
�������� ��� �� !	� �����$ 	� ���	 ���
� ������� ��	 �������	�	 �����	 � � � ���� ��, 	��� ������� & ����
!�	$ ��
!��	��� ���+
"�����!� ����	����� ��� � � �����	���$ ���	 !���� ��	 ��	������� 	� “����” ��������� ��	

����� �����������	��� ��	 ���� ������ �����	 � ��	 ���& �� ��������� �J&; ��� ��� �����
� ������� <� ��	 �
������� ��� ����� 	� �
�������� � Matlab&

��� Fractal �*���� �� �����+� �&�

(���	��� ���� �� ���� �
��������� ��� ��	 �������� ��� 
����� ����������� �����
����
���$ ������� 	� ���� ��� ������� <�	��� �����!	� �	��� Fractal ��	�
� �!�� ���&

�Deterministic Iteration Algorithm
�Random Iteration Algorithm
�� ����	$���
� ���� ���$#�	�� ��
�����
�(������ �	������� p1 = p2 = · · · = pN = 1

N
�

$.
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���� )	 ���	�	 Cantor

�� .��������1 ��	�
� Cantor �	�� !	� ��� �� ����� ��� ��� �	��� “������” ��	�
�& 8
�������� ��� �	�� ����� ��
�& ����	��� �� ��������� ����� [0, 1] = A1 ��� �� �� � � ����
��� �������& �"������ �� �����$ ���� ����	��� A2 = [0, 1

3
] ∪ [ 2

3
, 1]$ ��� ��	�
��� 	��� ��	

���������� ���  

� ��� �����	 ��������� �������& 8 ����
∞⋂
n=1

An �	�� �� ��	�
� Cantor& ��

��	�
� ���� ����� �!���� 	� ������� ��� �!�� ��� .�����!	�� ��� R1 ���>

w1(x) =
1

3
· x

w2(x) =
1

3
· x+

2

3
.

��� ����� ;&/ "��	���$ �������� $ � �������� ��� ��	�
�� ����� �!�� ���  	� ���$ �������+
����	��� ��	 ��� � ������ ��	�
� �� A0 = [0, 1]& 8 ���������� ������ � ���	 E� ��	 
���&

����	 ���F '
 �-�
&
 Cantor�

��� )	 ��
$(�	 Sierpinski

(�	�  

� ��
� �	���� ����� �	�� �� �����	� Sierpinski& � !	� ������	�� �����
!� �����	�
"!�	��� �
� �� ��������� ������� ��� 	�	��	 �� �!�� ��	 ����	 �
���	& (���� �������<�	���
�!���� �����	�$ ��� �� ����� ���� � �� ���� ��� �"������ �� ������� .���� ��� �� ����"!�
��� �	�� �� �!�� ��	 ����	 �
���	1& � � � !	� ��� �� �����	� ��� ��������$ ��	�
 �� 	���
��	 ���� ���������� �&�&�& 8 ���� �
�	 ����	 ��	 ��	�
�	 �	�� �� �����	� Sierpinski .�
!� �����
;&;1&

2�� � 
�$ ������� 	� ������� ���� �� ��	�
� ���� �!�� ��� ��� .���	 R
21>

w1

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)
·
(
x
y

)
+

(
0
0

)
,

w2

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)
·
(
x
y

)
+

(
50
0

)
,

w3

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)
·
(
x
y

)
+

(
0
50

)
.

8 
�������� ����	 ��	 �����	���	 ����� "��� ��� ����� ;&:& 2 � �����	��� ������	�	� ��
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����	 ���F '
 ���(��
 Sierpinski�

������ ��	�
� ��� ?@K ��� �� ���"!��& # ��	���� W ��� �� ������ ���	 ��� �� �	��>

W =

⎡
⎣0.5 0 0.5 0 0 0
0.5 0 0.5 0 50 0
0.5 0 0.5 0 0 50

⎤
⎦ .

-����������	��� �� ������ ��	�
� �� A0 = {(0, 0)}$ �� ����� �	�� �����	�
� ��� �����	�� Sier-
pinski$ �� ��� /@ ��	�
���� ����	��� ��	 
����� ��� �������� ;&E&

$�
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����	 ��$F 1 	���
���� w1, w2, w3 �
� �+� �� �&����� �
 ���(��
 Sierpinski�
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����	 ��*F '
 ���(��
 Sierpinski � �&����� �+��
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���� +���� ,-���(�

����� ��� �� �	��� ��������� ��	�
� ��� �	�"!�����	$ !	� ��� ����� 	� !�� 
�����
!	� ��	�
� ��� 	� ��� <� � �� "��� ������� ��� �"�	�<�	��� ��� "���& �	 ������ ���	 ���
��	 ��	���

W =

⎡
⎢⎢⎣

0 0 0 0.16 0 0
0.85 0.04 −0.04 0.85 0 1.6
0.2 −0.26 0.23 0.22 0 1.6

−0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44

⎤
⎥⎥⎦ ,

����	��� !	� "�

� "�!���& '�� 	� ���� ����� �� ����� ��� 
����� ��!�� 	� ��,�����
���� ��	 ������ ��	 ��	�
���	$ ��� 	� !���� �� 
� ������ �������	�	 �����	& -����+
������	��� ��	 ��� � ��	��� ����	�����	

P =
[
0.01 0.85 0.07 0.07

]
,

������� 	� ���� �� ����� ��������� �����������	��� 
������ ����� .�
!� ����� ;&?1&

G	E G2E

����	 ��.F 0+�	 	�&� <-&&
 <���� � 1 �&����� �
� �	 ,��� 
 %%+ (a) �� �� ��	�	&�4� 
G≈������� �����	E ,�� <	����	 �
&- �	/	�": �� 	���/��� �� �
� �&����� �
� �	 ,��� 
 %'+
(b) G������� �����	E�

(�	�  

� ��
� �	���� "�

� ��� ����� 	� ����������� �	�� �� �
���	�"�

�& # ��	����

W =

⎡
⎢⎢⎣
0.49 0.01 0 0.62 25 −2
0.27 0.52 −0.40 0.36 0 56
0.18 −0.73 0.50 0.26 88 8
0.04 −0.01 0.50 0 52 32

⎤
⎥⎥⎦

��!�� 	� ������ ����� �
��������� ��� 	� ��� ���� ��	 �������� 
����� .����� ;&B1& #
��	����

W =

⎡
⎢⎢⎣
−0.02 0.39 −0.31 0.30 96 108
0.68 0.17 −0.17 0.68 73 11
0.05 −0.80 −0.22 −0.19 286 131
0.02 −0.36 0.00 0.38 160 97

⎤
⎥⎥⎦

$7
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��� ��	� !	� �
��� "�!��� .����� ;&01&

����	 ���F '
 �&	�	��<�&&
 ��� ��
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&
 ��&�9
��� �
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G	E G2E

����	 ���F 0+�	 	�&� �&	�	��<�&&
� G	E 1 �&����� � G2E 1 ����
 &��
��(�	 ��� *
	���
������ w�

����	 ��#F 0+�	 �&	,� <���� �
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��#  � ������ ��"�������

%!��� ���� ���� ������� ��������� ���"���	 Fractal ��	�
�	 � �� ����� ���& ��

 ���
�� ��	�
� ��� ������� ��� !���	 ��������� � ������� ��� �"�	�<�	��� ��� "���& ��
���$
�� ������� � ����� 	� ������> “%������ 	� ������� ���� !	� ��� � 
����� ��� 	�
��� <� � !	� ����!	� ��	�
�L” �� 	���� � ���� �� ����	���� ������ ��	� �� ������ ���
Banach .������ /&/@1 �� ����� ��	��������� � Michael Barnsley �� /A0?$ ��� 	� �	�"!����
� 
����!� ���&

��	�
�� ���
$%�	���� "��������!� ��	�� 〈X, d〉 #��� ������ �������� !����� #�� 	
���� B ∈ H(X)�
���" 〈H(X), h〉 � �������� !���� ��� fractal� ��� #�� �"���(������ 1�1 {X,w1−N} �� 	"�����	��
	"	����� s = max{s1, s2, . . . , sN}� 0 ≤ s < 1� ��	�� A � ���"	��� ��" 1�1� 8	!
�"� �� ��������

• 0� �� 1�1 ������ ��� � ������� h

(
B,

N⋃
i=1

wi(B)

)
≤ ε, ���� h(B,A) ≤ ε

1 − s
.

• h(B,A) ≤
h

(
B,

N⋃
i=1

wi(B)

)

1 − s
.

�� *����� �����

���� ��� 
!� ��� ��� 	� ����� !	� ���$ ��� ������ � 
������ �� �	��
“��	� ” � !	� ����!	� ������!� ��	�
� B .� �����	��� �� “��� <�” ��
� � �� B1$ ��!�� 	�
�����	 �����	���� �����
�� .� !	�	 ���� ��� �� ���!�� �� ��	�
� B1$ �!���� ��� � !	���
.� �����

���1 ��	 ��	�
�	 ��� ���������	 �� ���	� ��� B �!�� ��	 �����	���	 ����	 	�
�	�� “��	� ” ��� ����!	� ��	�
� B�& ��!��$ �!����$ 	� ��	���� ��� �� *����� �����

���� �	
��� ����� "� � ���� �!���� ��� 	� �������� ��	 �������� 	�� �!����� ���$ �

 ��� ��������
��� ���� ��!�� 	� �
����&

��, ����-��� ����%���� &!������'������� ���

����%���

(#
� �� ������� ��� ���� ���	 ��� ���"� ;&/ �	�� ���������& H�
���$ �	 ��	��	���
� ���� ���� �� ���� �� ����� !	� ����� ����� � �� �
��� �����& ��� �� ����� ���� �������
��� 	� ������� ���� Fractal ��	�
� ��� 	� ��	 !���	 ���� ��	 ��������&

�,��
� �� ���� 
� ��
���� Hausdorff�
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������� ���
���� &���
���� "������ #������� �������� "��������� $&"#"!� �����������
��� #�� 1�1 {X,w1−N} ���� �� #�� ������ (pij)

N � pij ∈ [0, 1] �#���� �	��

•
N∑
j=1

pij = 1, for i = 1, 2, . . . , N

• - ������� (pij)
N ����� �� ���&�&�����

$ ���������� pij ��������� ���������� ���(�	�� ��� ��� ���	��	� i 	��� ���	��	� j�

�� ���� �	�� ��������� ��� ��������	� �
����� � N ������ ���& �� ����!���� ���
������������� ��	 ��� � !	� ������ ��	�
� A0 ��� ����� "����<��� ����� ��	 �����	���
wi& ��� 
!� ��� � �
����� ��!�� ���	 ��� ����� i& 8 ����	����� pij �"� <� ��	 ����	�����
��
���� ��� �����	���� wj $ ����!	�� ��� ��� ��������	� ���� ��� �
�������� "��������
� �����	��� wi& ��"� <�$ ��
���$ ��	 ����	����� 	� ����� � �
����� ��� ��	 ��� ����� i
���	 ��� ����� j& #� ��� �������� ��� ��!�� 	� �
���� � ��	���� (pij)

N ��	�	��� � ���� ��	
����� ���
���� ����	���!�& 8 ����� �������� �	�"!�� ��� � �
����� �	�� ����������$ ��
��� �
� � ��� ����� ��  ������� ��	 ����	�����	 �� ����� �	�� /& 8 ����� ��������$ ���� !����
��� �	�"!�� ���	 ��� ���"� /&;$ ,��"�
�<� ��� � �
����� �	�� �	 ����$ ��
��� ��� ��� � �
��� ����� i .i = 1, 2, . . . , N1$ ����� 	� ����� � ����������  

� ��� ����� j� .j = 1, 2, . . . , N1&
(����$ ����� �������� ��� � ��� �� ������������� �
� ��� �����	���� ��� ���& � ��������
�	�������� ��	���$ �� “����������” � !	� ��	�� �� ������ ��	 ��� �	 �� ���������������
���! ��� �����	���� ��� �	���������	 ���� ���
���� ������ ���&

���������� ��� %�	�"�
���� 1 ���/� ����	�.�/� �
� 2��&

�� :������ ��� #�� �"!��� 	����� A0 ��� ��� �"!��� ��������	� wi1 �

+� ;��	��"�� �� 	����� A1 = wi1(A0)

,� 1�� 	"�#!��� ���#&�"�� �"!��� ��� (�	� ��� ����������� ��" ������ (pij)
N � ��� ��� ������7

��	� wi2 �

/� ;��	��"�� �� 	����� A2 = wi2(A1)�

<� ������
�� �� (����� ,7/ �	�� 3��#� �#��"���

# ������� � Matlab ��	��� ��� ����� � .��������� �J&:1>
'�� 	� ��	��	 ��������� ����	��� ��� �	�"!��� ����� 	� �� ������ !	� ��� �����& ��

�������� !	� ���� � ��� E �����	����>

w1

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0
0

)
, .;&/1

w2

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0
50

)
, .;&;1

w3

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
50
0

)
, .;&:1

w4

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
50
50

)
.;&E1

�&������ �����'�
	� Recurrent Iterated Function System - RIFS
�(� ��	 
 
��	 	����$	 ���� �� �	
	�
�����  ��� 
�� �$�	 �����$��

*$



2�34�5�6# ;& 2����2�=48 FRACTAL %� ���

��� ��	 ����������$ �� �	������� ��	���

P =
1

10

⎛
⎜⎜⎝

5 3 2 0
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2

⎞
⎟⎟⎠ . .;&?1

�� �� "��� ��� �	��������� ��������	�� �
������ "��	��� ��� ����� ;&A 	� � 
������ ���
����$ ���� �������� �!�� ��� ��� ��� ����� ���$ ��	��� ��� ����� ;&/@& ��� ���� �����
��	�	��� ��� �� 
����!� ��	 ���� ��� ���������	 �	 �

 ,��� ��	 ��	��� P &

����	 ��7F '
 �	���/������
 (�"<��	 �� �	��
2	�� 	&���,	 ��� !�+��

�� ������	�$ ����$ ���	 �������� ��� � ��	���� �	�� �	��������L (#��� �	�"!���� ���$ �
���� ��	 �������� � ��� �� ������������� ��	� � ���� ��� ��� �����	���� ��� ����$ �"��
�� ���
���� �	 �� �	�� �����
 ���� �!�� ��� ��	��� ����	�����	 P = (pij)

N & �� ��������$
��� ��� �����$ �� ��� ��� !�� �� 
����� �� �
���	�"�

� .����� ;&B1 � ��	 ����������
�	������� ��	���>

P =
1

2

⎛
⎜⎜⎝

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

⎞
⎟⎟⎠ .

�"����<�	��� ��	 ��� ���������� ��� ,��	�	��� � ���"������ �����	��� �������� ��� ���+
"������� 
������ .����� ;&//1& ��	�� ���� ��	���	 	� �

 ,��� ��	 ��� ��� 	� ����� 	�
������� �� ��	 
����� 	�� �!����� ����& '�� 	� ��	� ����$ ����$ �� ��!�� 	� 	��������
�
� ��� ��	����!� ��	������ ��� ���"������ ��� ���� ��� � � � ���� 	� "����<��� ���
������ ����� ��� �����	��� ��� ��	 � � ��	������ ���"�	� � ��� ����	����� ��� ��	��� P &
��
������$ �� ��������� 	� ,��	����� ��� � ��� N �����	���� ��� ���� ��� � � � ����
	� "����<��� ��� ������ �����  

� N �����	���� ���"�	�$ � 	��$ � ��� ����	����� ��� P &
# �
�������� ����� ��	��� �	�
�������� ����� ��&

**
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G	E G2E G(E

P = 1
21

⎛
⎜⎜⎝

1 4 4 12
1 4 4 12
1 4 4 12
1 4 4 12

⎞
⎟⎟⎠ P = 1

10

⎛
⎜⎜⎝

5 3 2 0
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2

⎞
⎟⎟⎠ P = 1

15

⎛
⎜⎜⎝

0 2 4 9
1 2 4 8
4 2 1 8
4 2 1 8

⎞
⎟⎟⎠

����	 ����F '
 !�+� �� ,	<
����
- ���	�� ,��� ,	<
����
- �&����� �

���������� ��� %�1 �
� 2�� �� ����!�
�� � �������&

�� :������ ��� = �"!��� 	����� A0
i � �i = 1, 2, . . . , N��

+� ;��	��"�� �� 	����� A1
i = wi(A

0
i )� �i = 1, 2, . . . , N��

,� 1�� 	"�#!��� &�� ��� wi ���#&�"�� �"!��� ��� (�	� ��� ����������� ��" ������ P � ��� ���
��������	� w2

i �

/� ;��	��"�� �� 	����� A2
i = w2

i (A
1
i ) �i = 1, 2, . . . , N��

<� ������
�� �� (����� ,7/ �	�� 3��#� �#��"���

�%�� �.#��/� ������& ��"� !���

���“��� !���� ���� �
��������� ��������� ��� 
����� 	�� ���� �	 !���� �	�"!��
�����$ �	 ��� ��� ���� ���M���!��� �� ��� ����� � 
������& �� �������� !	� ���� �����!	�
���	 ������ ���� 〈X, d〉 � ��� �����	���� wi : X → X ��� ��	 ��	��� P = (pij)

N & #��<��� ���
�����	����

Wij : H(X) → H(X) : Wij(B) =

{
wi(B), pji > 0

∅, pji = 0

��� ��	 ������ ����

H̃(X) = H(X)N = H(X) ×H(X) × · · · × H(X),

� ��	 ������ h̃>

h̃

⎛
⎜⎜⎜⎝
⎛
⎜⎜⎜⎝
A1

A2

&&&
AN

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,
⎛
⎜⎜⎜⎝
B1

B2
&&&
BN

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎞
⎟⎟⎟⎠ = max{h(Ai, Bi); i = 1, 2, . . . , N}.

*.
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G	E G2E

����	 ����F '
 �&	�	��<�&&
 G	E 9������	 �� �	 	�� � ,-
 ����� �	 G2E �	 	�� � 
,-
 ��&���	�� 	���
���� �

��� ��	!��� ���<��� ��	 �����	���

W : H̃(X) → H̃(X) : W

⎛
⎜⎜⎜⎝
A1

A2

&&&
AN

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝
W11 W12 . . . W1N

W21 W22 . . . W2N

&&&
&&&

&&&
WN1 WN2 . . . WNN

⎞
⎟⎟⎟⎠ ·

⎛
⎜⎜⎜⎝
A1

A2

&&&
AN

⎞
⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎝
W11(A1) ∪W12(A2) ∪ · · · ∪W1N (AN )
W21(A1) ∪W22(A2) ∪ · · · ∪W2N (AN )

&&&
WN1(A1) ∪WN2(A2) ∪ · · · ∪WNN (AN )

⎞
⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⋃
j∈I(1)

w1(Aj)⋃
j∈I(2)

w2(Aj)

&&&⋃
j∈I(N)

wN (Aj)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

���� I(i) = {j : pji > 0}$ ��� i = 1, 2, . . . , N &
'�� ��� �����$ ��� ���� ��� ���<��� ��� ��� �����	���� ;&/+;&E ��� ��� ��	 ��	���

P =

⎛
⎜⎜⎝

1
2

0 1
2

0
1
3

1
3

0 1
3

1
2

1
2

0 0
0 1

2
0 1

2

⎞
⎟⎟⎠ ,

*�
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� W �� �	�� � ,��>

W =

⎛
⎜⎜⎝
w1 w1 w1 ∅
∅ w2 w2 w2

w3 ∅ ∅ ∅
∅ w4 ∅ w4

⎞
⎟⎟⎠ .

N��	�	��� � !	� ������ ����� ��� ����� H(R2)4$ !��� �� (A1, A2, A3, A4)
T $ ����!���� ��� ��

A1 ���!��� ��� ��	 "������ ��� w1$ �� A2 ��� ��	 "������ ��� w2 �&�&�& �� W (A) �� �	��>

W

⎛
⎜⎜⎝
A1

A2

A3

A4

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝
w1(A1) ∪ w1(A2) ∪ w1(A3)
w2(A2) ∪ w2(A3) ∪ w2(A4)

w3(A1)
w4(A2) ∪ w4(A4)

⎞
⎟⎟⎠

8 �����	��� W !�� ����������� � �!���� �����$ ��� � � � ��	�
� Ai 	� "����<�	��� ��
�����	���� ��� ������	 	� ���
�������	$ �� ��	 "������ ��� wi$ ���"�	� � ��	 P & '��
��� ����� ��� A1 .�� ����� ����!��� ��� ���!��� ��� ��	 w11 "����<�	��� �� w1, w3 �

 ���
�� w2, w4&

�
��� ���
0� �� ��������	��� wi : X → X� i = 1, 2, . . . , N ���� >1�1 ���	�#��" 	��� ����� ������� !���
〈X, d〉 ����� 	"	���#� �� 	"�����	�#� si ����	���!�� ���� � ��������	� W : H̃(X) → H̃(X)� ����
���	���� �������

W

⎛
⎜⎜⎜⎝
A1

A2

���
AN

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⋃
j∈I(1)

w1(Aj)⋃
j∈I(2)

w2(Aj)

���⋃
j∈I(N)

wN (Aj)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

���" I(i) = {j : pji > 0}� &�� i = 1, 2, . . . , N � ����� ���	�� 	"	���� �� 	"�����	��

s = max{si; i = 1, 2, . . . , N}.
(���� ��� �� ������ ������� ������ ��� Bannach$ �"�� � H̃(X) �	�� �
����$ �� ��� !	�

��	�
� E = {E1, E2, . . . , EN} ��� �� ����� �����>

W (E) = E

���
Ei =

⋃
j∈I(i)

wi(Ej), for i = 1, 2, . . . , N.

2�
��� �� ������� E �	� ��� ��� ����& ��

!� "��!�$ � ��	 ��
������$ �	�� <��� 
�����
��� ���� ��	 !	��� �
�	 ��	 Ei$ ��
��� �� ��	�
�

N⋃
i=1

Ei.

2
�	�	���$ �	�"!���� ��� ����� ������ �	 
��� ��� ��������� �����

���� ;&;& (#��� ��
���� ����� ��$ �� ������ ���� ���<� ������ ��
� ��� ������� �������&

*�
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��	�
�� ���
$%�	���� "��������� ��� &"#"!' ��	�� #�� >1�1 ��� � ��������	� W � ���� � �
����&�3��� 	� �"�� ��� ���&��3�� �� 	"�����	�� 	"	����� s� 0� #�� 	���!��� B ∈ H̃(X)
���������� �� 	!#	�

h̃(B,W (B)) ≤ ε,

&�� ����� ε > 0� ����

h̃(E,A) ≤ ε

1 − s
,

���" E � ���"	��� ��" >1�1�

-����������	��� �� ����� 	� ������ � Barnsley ��������� �� "����� 
����!� ����$
��� ����<��	 ��
� !	��	� <����"����� ��	���&

����	 ����F 1 �&����� ��� �
&-�&
�
� !�+��

*#
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����	 ���$F 1 �&����� ��� �
&-�&
�
� !�+�� '
 ����	 ��
���/��� �� ������ �	���
�
� �� 	��� �
� ��
��� ���(�"4� G2&��� [Bar93]E�
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Fractal  ����!����

Many that live deserve death. And some die that deserve life.
Can you give it to them?
Then be not too eager to deal out death in the name of justice,
fearing for your own safety.
Even the wise cannot see all ends.

Gandalf. J. R. R. Tolkien, The Lord of The Rings.

�� ����� 	�� ����� ���� ��������$ �� ����� 	�� �����	�� � � ����� 	�� ����� �	��
��!�� ��� ����� � ����� 	� ������ ���
�& �� ��	���$ ����$ ���	 �������� ��� �!
��� 	�
�������� �� ����� ��� ��	�
�� Cantor � �� �����	 ��� �����	�� SierpinskiL ��	�� ���"�	!�
��� � �!����� �	 ����� 	� ��	� � ��	 ��
� �
����� �����& '�� 	� “��������” !	� �!����
��	�
� ����<����� !	� ����� �!���$ �� �!��� Hausdorff& =� ����	$ �����$ �� "���� �������$
��� ������<�	��� � fractal ��	�
�$ �� ������ ������������	��� ��� 	� �� ������	���& #� �������
����� 
!��	��� fractal ����� ��� ��� ��	��	 ��� ��!� ��� �� ���� “���	 ” !	� Fractal ����
��� 	�
��	 ���� ���	 ����� ��������& ��	��$ � 
����$ ��	���	 � ����� 	� ���
����� ��������� �� fractal
�� ����� 	�� ��	�
�� ����������	 ����!	�	& (��� ���
������ ��� ��� ����� ��� � ����������
��� %� 
�� I���	��� !�� �� ����� /&;$ 	� � ��
� ��� ���	�� !�� �� ����� ������ ;&// .�
!�
[DD96]1&

��� .+��� ��� Lebesque/ .+��� ��� Hausdorff

�� �!��� �	�� !	�� ������ 	� ��������� !	� ���������� �!���� � !	� ��	�
�$ � �!���� �����
��� �	 �� ��	�
� ��������� � ������!	� .� ����������1 �
���� ��������	 ��	�
�	$ ��� ��
�!���� ��� �
�� 	� ������� � ��  ������� ��	 ����	 ��	 ���	 ���&

������� ��� ��	�� X #�� �"!��� 	
���� ��� P (X)� ��  "����	
���� ��" X� #(�������
����
 ����� ��� 	"����	� µ : P (X) → [0,+∞] ��" ������ ��� ������� � ��������

�� µ(∅) = 0�

+� µ(A) ≤ µ(B)� �� A ⊆ B ⊆ X�

,� µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ai)� �� Ai ⊂ X� i = 1, 2, . . . , N �

.�
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������� ��� .�� ����&#���� A� "��	"����� ��" X� �������� ������ ��� �3�	�� �	!
�"� ��
�%���

�� ∅ ∈ A�

+� 0� E ∈ A� ���� Ec ∈ A�

,� 0� Ei ∈ A� i ∈ N� ����
∞⋃
i=1

Ei ∈ A�

������� ��� 0� A ����� 	7�&�(��� ���� ��� ��������	� µ∗ : A → [0,+∞] ��" ���������� ���
	"�������

�� µ∗(∅) = 0�

+� µ∗
( ∞⋃
i=1

Ei

)
=

∞∑
i=1

µ∗(Ei)� �� Ei ∈ A ��� Ei ∩ Ej = ∅� i �= j�

�������� ����
�

(���� µ !	� ,������ �!���& 5!� ��� �� E ⊆ X �	�� �0������
��$ �	

µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ EC), ��� � � A ⊆ X.

������	���� ��� �� ��	�
� M = {E ⊆ X : E �	�� µ+��������} �	�� �+ 
���� ��� ��� �
���������� ��� ,������� �!���� µ ��� M µ|M = µ∗ �	�� !	� �!��� ��� M&

����� �� �� ������� �� �!��� ��� Lebesque ��� �� �!��� ��� Hausdorff& ��� �!��� ���
Lebesque � ��	 �� �!������ ��� ����� ���<��� 	� �	�� � ����� ����� ���	 R

K $ K ∈ N& # �����
��� ����

�
���!��� ���<��� � �� ��	��� �����& '�� 	� �������� ��	 ���� 	�� ��	�
��
���	 R

K �� ��
������ � ��	 “����	��������” ����� � ����

�
�����& ����!	�� ��� 	�
��������������� �� �!��� ��� Lebesque ����<����� ������� ��	�����!	�	 � ���	��������
���� ������!	�� �� ������& �� �!��� ���� �	�� ����� ��� �� ��	�
� ��� �
������� ��������$
�� ����� �	�� ��	���� ���� ��� ��	� ������	�� �
���"���� ��� ��	 �� ����� ����& (#���$ ���	
�������� ��� !���� “�	���
�” ��	�
�$ ���� �� ��	�
� Cantor$ �� �����	� Sierpinski �&
&�$ �
�!����� ���� � �� �!��� ��� Lebesque ��	� “��	������” �
���"�����& ��	�� � �� �	 
��� � ��
<������ 	�� �	�����!	��& �	 ����!���� ����� ��	� ��� 	�� ��
��$ ��� �� 
� ��	��+��	�� ���
��� �� 
� �����"����� �	 ������	 	� ���"����������	 ���	 <����� &

'� ���� �� 
��� � ������� 	�� ��� ������ �!���� .��� �!���� Hausdorff1 �	�� �	������ ��� ��
�!����� �	�����!	�	 ���� �� fractals$ ����� ��� ��	�
�	 ��� ������	��� � ������ � �	������
���� ��� ����� ��������� ��� �� ����� ����& 8 ��	 �� �!������ ��� 	!� �!��� �	�� � “�����” ���
s+�"����� .��� s ∈ R$ s ≥ 01& # ����� ���� �"����� ���	 R

K �	�� ��	 ����� ��	�	 ���� ����
����$
��� ����!����$ ���� � �!����� ��� ����� ��� �	 ������ ���	�������� ���� ��� �����$ �

 ��	�
����,� ���� ������� + ���������& �,’  

��$ � �"���� �	�� �� ��	� ��� �� ������� �	�����	�
��� “�����	�” � ������ ������ ���� ������!	�� �  ����� �� ������& #��<���$ 
����	$ �
����� �"����� ����!���� δ 	� �	�� δs& '�� 	� �������� ��	 s+���� 	�� ��	�
��$ ��	 ��
������
� ��	 “����	��������” ����� � ��	�
� �������� ������ ����!����& ����� �� s ≥ 0 �	�� �������
����������� ������� ��� ��� ��!�����$ ���� ��� �!��� Lebesque$ ,��"�
�<��� ������ �!����� ���
“�����” 	�� �	�����!	�� ��� ���
������ ��� �� ������ ��� .�
!� ��� ���"� :&;1& �,’  

��$ �	
�� ���� �!����� �	�����	� �������� ���	 ���
���� ���� R

K ��� �� �!��� ��� Lebesque ��� ��
�!��� ��� Hausdorff !���	 ��!�� �	�
����� .�
!� ������ :&/1$ 
��� ��� �
���� ���"�������
��	 ��� �!������ ��� �� ���!	�& #���$ �� ��	�
� ���	���� �  ����� K+����� �	�� ���� ��� ���
�� ��� �!���&

�
� �#���� Cantor  �� �-� 
�� Lebesque . !��$ �" ��� �	� 
� � 
�� ���� ��������

.�



:&/& %4��)# �#= LEBESQUE$ %4��)# �#= HAUSDORFF

������� ��� 1��� !��� R
K �����"�� �� �(������� ����
 �
 Lebesque� λK �� �%���

9����
�� �� ����&���� ������������� �

B = [a1, b1] × · · · × [aK , bK ] ⊆ R
K ,

���" [ai, bi] ∈ R� i = 1, 2, . . . ,K� ��� �����"��

VK(B) = (b1 − a1) · (b2 − a2) . . . (bK − aK)

��� K����
 ��" B�

'�� ������ ��	�
� E ⊆ R
K ���<���

λK(E) = inf

{ ∞∑
i=1

VK(Bi) : E ⊆
∞⋃
i=1

Bi, Bi ������	�� ����

�
�����$ i ∈ N

}
.

������	���� ��� �� λK �	�� ,������ �!��� ��� ��� λK(B) = VK(B), �	 �� B �	�� ������	��
����

�
�����& ������ ������	>

λK(E + x) = λK(E), x ∈ R
K

λK(αE) = αKλK(E), α > 0.

�	 ���������� �� λK ���	 �+ 
���� M ��	 λK+��������	 ��	�
�	$ ��� � ���������� �����
�	�� �+��� Lebesque K0#
�������& �� �!��� λK ��
���� ��� K+�����& ���	  
���� M
���!��	��� �� �	���� ��� �� �
��� ��	�
� ��� R

K & ���
���� � ������� ��� �!���� Hausdorff
���	 R

K�&

������� ��� 1��� �"���� �� !��� 〈RK , d〉� �����"�� �� �(������� ����
 �
 Hausdorff
Hs &�� s ∈ R� s ≥ 0 �� �%���
9����
�� δ(A) = sup{|x− y| : x, y ∈ A} ���  ������ ��" A ⊆ R

K ��� &�� ε > 0 �#��"��

Hs
ε (E) = inf

{ ∞∑
i=1

δs(Ui) : E ⊂
∞⋃
i=1

Ui, 0 < δ(Ui) ≤ ε, i ∈ N

}
,

���" E ⊂ R
K � *�� 0 < ε1 < ε2 #!�"�� Hs

ε2(E) ≤ Hs
ε1(E)� 2� �(������� ����
 �
 Hausdorff

�����
Hs(E) = sup{Hs

ε (E), ε > 0} = lim
ε→0+

Hs
ε (E).

��	�� ���
� 	� �����,��� ��� �� Hs �	�� ,������ �!��� ��� ��� �	 ���������� �� Hs ���	
�+ 
���� ��	 Hs ��������	 ��	�
�	$ ��� � ���������� ����� �	�� �� �+��� �� Hausdorff
s+�� ������ .s ∈ R, s ≥ 01& ���	  
���� ���� ���!��	��� �� �	���� ��� �� �
��� ��	�
� ���
R
K & ������ �����>

Hs(E + x) = Hs(E), x ∈ R
K ,

Hs(αE) = αsHs(E), α > 0.

*���	��� ��

cK =
π

K
2
(

1
2

)K(
K
2

)
!

��	 ���� ��� �"����� SK = ŜK
(
0, 1

2

)
��� R

K � ����	� 1
2
����	��� ��	 ����� �� ����	���� ��!��$

��� ��	�!� �� �!��� ��� Lebesque ��� ��� Hausdorff&

��� � 
�� Hausdorff ���'�
	� ������ !�� 	������ 
����" �� 
�	�� ��
���� ����

.$
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��	�
�� ��� ��	�� E ⊂ R
K � 2��� &�� �� �%������ �#��� λK � HK �	!
���

λK(E) = cK ·HK(E).

I �� ��� ��������	�� ��������� !����>

• λ1(S1) = H1(S1) = 1

• λ2(S2) = π
(

1
2

)2
$ H2(S2) = 1

• λ3(S3) = 4
3
π
(

1
2

)3
$ H3(S3) = 1

• λK([0, 1]K) = 1$ HK([0, 1]K) = 1
cK

$ ���� cK � ����� ��� �" ���� SK &

• �	 C ��� ������ ��	��� �����
� ��� R
K � ����� �(C)$ ���

�(C) = H1(C).

��� Fractal 0��������

���"�	� � ��� ,!���� ��� ��	 �
������ '������$ �� ��������� ������� ��� �� ����
!���	 �� ����� /$ �� ��
���	� ��� �� ���
�� !���	 �� ����� ;$ 	� �� ��������$ �� �"���� ��� ��
��
���� !���	 �� ����� :& ��� �� ������������ 	� “�	�������” ��	 !		��� ��� �� ������
��� �� �	������������ � � Fractal ��	�
� � ��� �
�������� �� �����& ���( ��� �� ����	 ��

!�
Fractal ����� ���$ �� �� ����������� � ��� ��	� ��� ���!�& ��	 �� ����� ��	 Hausdorff-
Besicovitch ��� ��	 Box+�� ������&

# ������� ��� �� ������ �	�� �������� �	 
���	 ��

������	 � ������ ��� !��	�	 ��� ��
�	����� ��� �!����& ���������> �	 !���� !	� ��������� �����$ ��� �� ����� ��� .��
��� �
/+����� ���1 �	�� ������!	�� ������� ��� � k+����� ��� �	�� ���!	 ��� k ≥ 2& '�� !	� ��� ��	�
�� ��������� 	� ���� ��� � /+����� ��� �	�� ∞$ � ;+����� ��� �	�� !	�� ������!	�� �������$
	� � k− ����� ��� �	�� @ ��� k ≥ 3& (#����$ ��� !	� :+�� ����� ���� �� !���� ��� ��� k = 1, 2
� ����� �	��  ����� 	� ��� k ≥ 4 �	�� ���!	 �&�&�& ���������� ��� ��� �� ������� ��� 
�	�����	� �� ��� !	�� "������ ������� k0$ ��� ��� k = 1, 2, . . . , k0 −1 � ����� ��� �	�����!	��
�	��  ����� 	� ��� k ≥ k0 + 1 � ����� �	�� ���!	& # ������� ����� ��
�	� ��� � �� �����
��� �	�����!	�� �	�� k0$ ��
��� ��� � ������ ��������� �� ������ .k = 1, 2, . . . , k0 − 11& �
“��� �” 	� � ���� ���
����� �� ������ .k ≥ k0 +11 � “�����” ��� ����
��� 	� �	�� ���!	&
% ��	 ������ ��� �!���� ��� Hausdorff$ � !		��� ��� �� ������ �	������ �� ,��>

������� ��� *�� ��� E ⊂ R
K "��!�� ����(�� #���� ���&������� ������� s0� 0 ≤ s0 ≤ K�

�	��

Ht(E) =

{
0, &�� t > s0

+∞, &�� t < s0
.

2�� ������

s0 = sup{t ≥ 0 : Ht(E) = +∞} = inf{t ≥ 0 : Ht(E) = 0}
��� ������"�� �������� ��� Hausdorff-Besicovitch ��" E ��� ��� 	"�(�����"�� �� dimH E�

�/ $���
	�� 	�
� � ��
	� �	� $���
	�� Minkowski� 0 ���� ������� �	� ���	 ����	
	 ����
��� ����
�
����+ ��
����	 Kolmogorov� $���
	�� ��
����	�� $���
	�� ���������	�� ���	������� �����
�
	�

�*�	 	��$��1� �� �� [Fal97]�

.*
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5��� ��� “��������” ��	 �!���	 ��� Lebesque ��� Hausdorff$ ��� k ∈ N$ � �� ����� ��� ��	���
��� ��	 �	��!�� ������ �	�� � ���� � ���� ��� ������������� ��� �� ��	��� ������� �������&

8 ���� ��� �� ������ Hausdorff-Besicovitch �	�� �������� ����	� ��� ��

!� "��!� �� "����
� �� ��� �� ���	�� ��������� ���
��& '�� ��� �����$ ��� ��� ��	������� ����� Weierstrass
.��	���$ ����	 ���"�������1 �	 !�� ���� � �� ����� ��	 Hausdorff-Besicovitch& 8 �����
��	 8O= !��	 ��� ��������� ��	 �	 ��� 	� �	���!,��� �  

� ����� ���$ ��� ������� ���$
���
!�	$ �� ��������	 	� ���
�������	 ��� ����������� & %�� �!���� �� �����$ �	�� � Box& (���
�� �
�	!����� ��� ��� ������� �	�����	� ��� ��� �
����� fractal ��	�
� .�����	� Sierpinski$
��	�
� Cantor �&
&�1 �������� � ���� ��� Hausdorff& ����
!�	$ ������� ���
� 	� ���
�������
����������� ��	 ���� ��� � ����� 8O=& # ������� �������� ��� ��	 ,�� ����������> �	 !����
!	� ��������� ����� ������ /$ � 
 ������ ������� ���� ��	 ������ ε = 1

n
��� ��� <��� ��� 	�

�� ��
����� �	�� N (ε) = n$ ��
��� 1 = ε · N (ε)& � 	 � 	��� �� ���� ��� ��� ��	� ������ / �
� 
��� ������	�	 �
�� � ε = 1

n
$ ��� �� !���� 1 = ε2 ·N (ε) ��� 1 = ε3 ·N (ε) ��� ��	 ��������

�����& ���������� ��� � �� ����� ��	 ��������	 ��	�
�	 A ������� <��� �� ��!��� ��� ε&
#���$ � �� ����� dimA �� ���	����� �� ��!��

dimA =
lnN (ε)

− ln ε
.

# ������� ��� 	!�� �� ������ ��	��� ����� ��&

������� ��' ��	�� A #�� 3��&�#�� 	
���� 	��� R
K � - ������� N (A, ε) ��3���� ��� ��!�	��

������ 	3����� ������� ε ��" !��������� &�� �� ���
?�"�� �� A� 0� �� ����

D(A) = lim
ε→0

{
ln(N (A, ε))

ln
(

1
ε

)
}

"��!��� ���� � ������� D(A) = dimBA �������� � Box �������� ��" A�

�,�<� 	� ��������� ��� ��� ��	 ���
������ ��� Box �� ������ ������	 	� ��������������	$
���� ��� �"���� ����	�� ε$ ��� ��	�
�  

�	 ���"�	& (���� �� N (A, ε) ����� 	� �"� <� !	�
��� �� ���
����>

• �� 
 ����� �
���� �"����	 ����	�� ε ��� ��� <�	��� ��� 	� ��
�"�� �� A&

• �� 
 ����� �
���� ��	�
�	 ����!���� �� ��
� ε ��� ��� <�	��� ��� 	� ��
�"�� �� A&

• ��	 
 ����� �
���� ����	 �
�� � ε ��� ��� <�	��� ��� 	� ��
�"�� �� A&

8 Box+�� ����� �"�
� �� �	�� ��� ���	 �
����� ��������&

��� 1-������ ��� ��+��� 0��������

��� ��	��� �������� ���� X = R
K $ �� ����	 ����!� �������� ��	 Hausdorff ��� Box ���+

�� ��	 ��� ��	�	��� ��� ����� �� ������& �� �����
� dim �"� <� � ��	 Box � ��	 �� �����
��� Hausdorff& ���	 �������� ��� Box �� ������ �� ��	�
� ��� �	�"!��	��� �	�� "����!	�&

��	�
�� ��� ��	�� � �������� !���� 〈RK , d〉� K ∈ N� �3� ��	�#��� �� ��� ��� ��� �	� 
�����
������#� dp, 1 ≤ p ≤ ∞�

�� 0� A,B ⊆ R
K �� A ⊂ B� ���� dimA ≤ dimB�

+� 0� A ⊆ R
K � ���� 0 ≤ dimA ≤ K�

..
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,� 0� A = {x0, x1, . . . , xn} ⊆ R
K ����� #�� ������	�#�� 	
����� ���� dimA = 0�

/� 0� A ⊆ R
K ��� � f : A→ R

K ����� 	"��!�� 	"����	� Lipschitz� ���� dim f(A) ≤ dimA�

<� 0� An ⊂ R
K � n ∈ N ����

dimH

( ∞⋃
n=1

An

)
= sup{dimH An : n ∈ N}.

8 ����#���� dimH A = 0� &�� ��� ������	��� 	
���� A ⊆ R
K �

@� 0� An ⊂ R
K � n = 1, 2 . . . , N ����

dimB

(
N⋃
n=1

An

)
= max{dimB An : n = 1, 2, . . . , N}.

5� 0� A ⊆ R
K � ���� dimB A = dimB Ā� $ � ������ �"��  �� �	!
�� &�� ��� Hausdorff  �	��	���

%������ 	� ������������ ���$ 
��� ��� ?$ � � ���������� �����	�
� ��� R
K !�� Hausdorff

�� ����� @$ 	� � Box �� ����� ����� 	� �	�� ���
����& '�� ��� ����� dimB({ 1
n

: n ∈ N} ∪
{0}) = 1

2
& '	�� �����>

��	�
�� ��� 0� dimH A� dimB A ����� ��  ��	�	��� Hausdorff ��� Box ��" A ⊂ R
K � ����

�	!
��
dimH A ≤ dimB A.

�� ����� �� ������ ��������� ��� ��	 Hatchinson �� /A0/ .�
!� [Hat81]1 ��� ��� ���� �
	� ���
������� ��	 Box � ��	 Hausdorff �� ����� ��� 
����� 	�� ���&

���� 	� A ���	� 
� �#���� 
�� ��
�� �
� [0, 1]� 
�
� dimH A = 0 !	��# 
� A ���	� 	���������"� ���
dimH Ā = dimH ([0, 1]) = 1�

.�
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��	�
�� ���
��	�� #�� 1�1 {R

K , w1−N} �������
���� ��� ���������� �� 	"�����	�#� 	"	������

s1, s2, . . . , sN ��" ���������
� �� 	"����� �������
 	"����"�
)��!�� V ⊆ R

K � V �= ∅� V �������� �	���

��
N⋃
n=1

wn(V ) ⊆ V ,

+� wn(V ) ∩ wm(V ) = ∅, n �= m�

0� E ����� � ���"	��� ��" 1�1� �����

�� dimH E = dimB E = D� ���" �� D  ������ ��� �� 	!#	��

N∑
i=1

sDi = 1.

+� 0 < HD(E) < +∞�

*� ������������ 	� ������ ��� “!	��,�” �����,�� ��� �� ����� 	� ������& '�� ��	

����� E ��� ����� 	� ��� �� �����

HD(E) = HD(w1(E) ∪ w2(E) ∪ · · · ∪ wN (E))

= HD(w1(E)) +HD(w2(E)) + · · · +HD(wN (E))

=
N∑
i=1

sDi H
D(E).

#��� �	 0 < HD(E) < +∞ �� !����

N∑
i=1

sDi = 1.

�����������

• �� ��������� ������� ��� �� ���� !���	 �� ����� /&

• �� ��
���	� ��� �� ���
�� !���	 �� ����� ;&

• �� ��
����$ �� �"���� ��� �� �������� !���	 �� ����� :&

• (#
� �� �	���� ��	�
� ���	 R
K !���	 �� ����� K&

• �� ��	�
� Cantor !�� �� ����� ln 2
ln 3

&

• �� �����	� Sierpinski !�� �� ����� ln 3
ln 2

&

�%�	 �����
�
	 ���	� ���
��� 	� r < 1�

.�
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��# ����������� �!���"����� ��� Box -��������

(#��� ��� �	�"!����$ ������� 	� �������� ��	 Box �� ����� 	�� ��	�
�� ����������	
����!	�	 � 	�� ��������� �������& =� ����	$ � 
����$ �� "���� �!����� ���
������� ����� ���
�� ������& ��� �� ����������� � ��� ��
� �!���� ��� ����<��� ���	 ������ ��� Box �� ������&

�� ����!����$ 
����	 ��� �!
��� 	� ���
������� ��	 Box �� ����� ��� �����
�� ��� "��+
	��� ��� ����� :&/.�1& -���<��� �� ����� � ��� ��	� �
�� � ε1 = 1 ��� ��� � ����
�!���� ��� ��	� ��� <�	��� ��� 	� ��
����	 �
� �� �� "���& #	�� <��� N1 ��	 ������ ��	
������	�	& ��� ��	!��� ����<��� �� ����� � ��� ��	� �
�� � ε2 = 1/2 ��� ���
���<���
��	 ������ N2$ ���
����� � ��� ��	� �
�� � ε3 = 1/22 �&�&�& �
��	�	��� ������� <���
!	�	 ��	��� .�
!� :&/1 � ��� ���!� ��	 ln(1/εn), ln(Nn)$ n = 1, 2, . . . , N ��� �������� ��	 �
���
��� ����� 
������	 ������	�	 ��� �������<� ��� ���!� ���!�$ � ����� ��	��� ��� ��	 ����>

D =

N
N∑
n=1

ln(1/εn) ln(Nn) −
N∑
n=1

ln(1/εn) ·
N∑
n=1

ln(Nn)

N

N∑
n=1

ln(1/εn)2 −
(

N∑
n=1

ln(1/εn)

)2

��� �� �	�� � ��
�����
�!�  ��	��
��+�� ���� ��� Box �� ������& ��� ����� :&/ !����
������������� ��	� : ������& 8 �� ����� ��� ���
������� � ���� �� �!���� �	�� D = 1.29$
�	�� ��� / ��� �	�� � ���������� ���� ��� �� ������ ��� �����
��& 8 �� 
� ����
��� ��� ��	
���������� ���� �"�
��� ��� ���	�� ��� !���	 ������������� ��
� 
��� ������& -����������	���
? � D ������$ � ���� ��� �� ������$ ��� �� ������� ���
����	��� ��	 ����� 	� �����
����$ ��
�	�� D ≈ 1&

εn Nn ln(1/εn) ln(Nn)
� �� � ����$

�H� *$ ���7$ $����
�H* 7� ��$#� *�.�*

!��	�	 $��F �����
�
���	 �	 ,�,
���	 �
� ���	�	 ��
&
(�A
��� �� � ,"��	�� ���	
D = 1.29�

'�� 	� ���
������� � ����� �� 
� ������� ��	 �� ����� 	�� ��������� �������$ � �������
��	 ��� ��	 ��!�� 	� �	�� ��� �� ��	���	 ���
�����& H	 ��!�� 	� ,�	 �$ ����$ ��� ���	
�� ,� �� !���� ������� ����!	� ��� ��� ��� ��	�� �����
� ���� ��� ��� ����� ��� �����&
���	 �������� ���� ������ ��� ��� ��	���	� ����� 	�	�	��� � ���� �����!� ���,�
����$ ���������	��� � ����	 ��	 ����� ��� ��	�� �����
�& ���� �����	� ��� �� ��� ��� 
 ��+
��� ���� ε0 .� ����� ,��� ��� ��� ��	 ���	����� �������
����� ��� �������1 ���	 ����� ��!��
	� ����������� �� ���������� ���
������� ��� �� ������& (���� ��� ��� �� 
� �	�� � ���	�����
�������
����� ���� ��� ������� �� �	�� ��� � �!����� ��� �� ������ ��� ��������� �������& ��+
���	��� ��� �	 ��	������ �� ���������� � ����� �������� ��� ��	� .��� �� ε01 ��� � ����
��� �� ������ ��� �� ���
������� �� �������<� �� ��	 ��& (#�� ��������� ������ � 	���
.� ε < ε01 ���� ��	����� ��� ��	 �� �� �	�� � �� ����� ��� �� �������&

��� ��� ����� � ��	��� � ������� � Matlab ��� �
����� ��	 ����� 	� �
������� .���������
�J&E1&

.#
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�	 �!
��� 	� ����� ��	 Box �� ����� ���� ���	�� ��������	 ��� ����<�� � �	�� 	��
��������� ����� ������ ������� ������� 	� ��������������� �� ��������� �J&? ��� ������������
�& 8 �����
���� �	�� ��������&

G	E G2E

G(E G,E

����	 $��F !��	�	��� ��
&
(��� �� Box ,"��	�� �

.7
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����	 $��F 1 �����&���� �&��� �� ��/��	 �&	������ ����	(����: �
� ��
��((�A� �	
�����	: ���	 � ���	�	��� ��� �� Box ,"��	�� �

��



�������� �

Fractal �
���������
�����"����

But I don’t want comfort.
I want God, I want poetry,
I want real danger, I want freedom,
I want goodness. I want sin.

Aldus Huxley, The brave new world.

(���� {(xi, yi) : i = 0, 1, . . . , N} ⊂ R
2$ N ≥ 2 !	� ��	�
� ����������	 ����!	�	 ���

x0 < x1 < · · · < xN .

�� ����
��� ��� ��	��� ������ ������
�� ��	������� ���	 �������� ��� ��	���� ��	 ������
f �!����� ��� f(xi) = yi$ ∀i = 0, 1, . . . , N & 8 ��	 ����� ���� ��
���� ��	 ����� ������
��& 8
������
� ,������ ��

��� �������& �	 �� ���!� ��	 ����!	�	 ���!���	��� ��� ������� 	��
"��	��!	��$ � ��	 ����� ������
�� f $ ����� 	� ��� ���� �
���"���� ��� ���!� ��� ����
���� x
���,� ��	 xi ����� 	� !���� ��������!	� �!����� ��� ��� ���!� ���!�& %���!� "��!� ����� 	�
�!
��� 	� ���
������� ��� f ′$ f ′′ � 	�� ��� ����� � �� �
��
����� ��� f � !	� ����� �����
��� [x0, xN ]& �� ����!	� ����� ������	 	� �����
����	 ���  ������ �������$ ���� ��!��
	� !���� � ���� �������� ��
���� ��� 	� ��
!,��� ��	 �!���� ������
�� ��� �������<� �
������� �� ��	�!
� ��� �
� �& �� ��	��� �������� ����<�	��� ���	 ���
����� ��� ��	 ��
�����&
'�� ��� �����$ � f ��!�� 	� !�� ��� ���� � � � ,�� ��� �� �!����� ��� |f ′(x)| ��� �� �����
������
�� 	� �	�� ��� ��	��� ��������$ � � f 	� �	�� ��
��	��� 
 ������ ������ �
�& #�
��������� ��	������� ������
�� ������� <�	��� ��� ���������� ��	�������� ���������	
��	������	$ �&�& �� ��������� ��	������� ��	�	���	 xk ������	 � ��
��	����!� ��	������� ��+
����
��& ������$ ������������	��� ��������� ��	������� �����	�������	 ��	������	 cos(kx)$
sin(kx)$ ������	 ��	������	 ebkx$ � ����	 ��	������	 ��� ���"��

a0 + a1x+ · · · + amx
m

b0 + b1x+ · · · + bnxn
.

�	$ ����$ �� ����!	� �	�� ���� ����
��� .���� ����!	� ��� ���������	 ��� ��"�
�+
���"�����$ ���������"�����$ ��������"����� �&
&�&1$ � ����� ��	 ��������	�	 �����	 ����+
��
�� �	 ��	� ���	�������� ����
!�����& � ���� �� �" 
��� �� ��������������� ��	�������$

��
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�� �� "��� ��	 �����	 �� !�� fractal ������������� & �!���� ��	������� ������	 	� �������+
�������	 ��� ��	 ������
� ����������� ���"�� ����������	 ����!	�	$ ��	�	��� ��	�������
������
�� � ���"����� ��� �
���	 !���	 �� ������� ��������& 8 �������� ��	 ��	������	
����	 ��	��� ���<�	��� ��� 

�
� ���$ �� 
����!� ��	 �����	 �� �	�� ���"����� ��	������	
��� �� ����� 

�	��� ��� ����!	�&

#�� ������������+�� Fractal ������%��� �����
'��%��

�� ����!���� ��� !���� !	� ����!	� ��	�
� �����	 ������
��

∆ = {(xi, yi) : i = 0, 1, . . . , N} ⊂ R
2, N ∈ N.

*� ,������� ��	 ����� ��������� 	�� ��� �!���� ��� � 
������ ���$ G$ 	� �	�� �� �� "���
���� ��	���� ��	 ������ f : [x0, xN ] → R ��� ����� 

��� ��� ����!	�& � �
� ��	 ��� ���"�$
�� ���������� �� 	���"!��	 ��� � affine �����	����& -���� �� affine �����	���	 !�� ��	�
��� [BEHM89], [DDP03]& #��<��� !	� ��� {[x0, xN ]×R, w1−N}$ ���� �� �����	���� !���	 ��	
���"�

wi

(
x
y

)
=

(
ai 0
ci si

)(
x
y

)
+

(
bi
di

)
, .E&/1

��� i = 1, 2, . . . , N & �����	���� ����� ��� ���"�� �����	�<��	 ��������� ������� ��� 

�
�
���	  ,�	� ��	 y$ � ��������� �������$ �����$ ��� 

�
� ���	  ,�	� y& ����
!�	 �	 �� �����
��� ������� ����� ���� �������� AB �	�� � �� ����� ��� 	!�� ����� ���� �������� w(AB) ��
�	�� si�& # ��	�
���� si �	�� <��� � ���	����� �����"� ��� ���	�����& #� ��� �+
���� ai$ bi$ ci$ di ��	 �����	���	 wi ���
���<�	��� � � �� �� ����!	� ��� ∆$ �����������	���
��� ����� �� ,������

wi

(
x0

y0

)
=

(
xi−1

yi−1

)
.E&;1

wi

(
xN
yN

)
=

(
xi
yi

)
, .E&:1

��� i = 1, 2, . . . , N & H�
��� � �����	���wi �����	�<� �� ������ ����� ��� ∆$ (x0, y0) ��� (xN , yN )$
��� ����� (xi−1, yi−1) ��� (xi, yi) �	�������� .�
!� ����� E&/1& (���� ��� � � i = 1, 2, . . . , N $
�������� �� ����� �� �������� ������� E ,�����	

aix0 + bi = xi−1, .E&E1

aixN + bi = xi, .E&?1

cix0 + siy0 + di = yi−1, .E&D1

cixN + siyN + di = yi. .E&B1

�	 �������� ��	 ��	�
��� si �� 
���� ��� ����$ ��� �� ������� ���� �	�� !	�
�������� ������� � E ,������ ��� E ��	������ .ai$ bi$ ci$ di1 ��� !�� ��	����� 
��� ��� � �

�&������ �����������
	� � ���� Self Affine Fractal Interpolation Functions.

��
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����	 *��F = 	������� wi�

��
��� ��	 �����	 ������
��& 5�	�	��� �� ������� �������� ���

ai =
xi − xi−1

xN − x0
, .E&01

bi =
xNxi−1 − x0xi

xN − x0
, .E&A1

ci =
yi − yi−1

xN − x0
− si

yN − y0
xN − x0

, .E&/@1

di =
xNyi−1 − x0yi

xN − x0
− si

xNy0 − x0yN
xN − x0

. .E&//1

�� ��� ��� �������� � ����	 ��	 ����� ��	���� �	�"!���� �� �� �� �� � �#+���
 ��
�� ������ �� ∆& ������$ ����� �� ����� �� ������&

��	�
�� ���
��	�� {R

2, w1−N} #�� 1�1 ���� �"�� ��" ���	��� �������� 0� �	!
�� ��� |si| < 1� ∀i =
1, 2, . . . , N � ���� "��!�� ��� ������� d� �	� 
���� �� ��� �"���� �� ������� d2� �� ���� ��� �����
�� 1�1 ����� "���(������

��
�������� ��� ��"#�
,���
#��<��� ��� ������ ���	 R

2 �� ,��

d((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − x2| + θ|y1 − y2|,

�$
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���� θ =

{
min{1−|ai|, i=1,2,...,N}
max{2|ci|, i=1,2,...,N} , �	 ci �= 0 ��� � ���� i

1, �	 c1 = c2 = · · · = cN = 0.

����
� �
!���� ��� � d �	�� �����	��� � ��	 ���
���� ������& ����
!�	$ � d �	�� !��� ��+
��������!	� ��� �� �����	���� wi 	� �	�� �����
!� .��� i = 1, 2, . . . , N1& (��� �� ��� �	��
�����
���& .8 �
���� �����,� �������� ��� F;G$ [Bar93]&1 �

��	�
�� ���
��	�� ∆ = {(xi, yi), i = 0, 1, . . . , N} #�� 	
���� 	������ ��" R

2� 0� &�� �� 1�1 ��" 	"� #���� ��
�� 	����� ��" ∆ �	!
�� |si| < 1� &�� i = 1, 2, . . . , N � ���� �� 1�1 #!�� #�� ���� ��� 	������ 	�����
G ∈ H(R2)� �� ����� �������� �� &�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	�� f � � ����� �����(������
	��  � ��#�� ��" ∆ ��� ��������� )�
����������� Fractal "������� &���� 
���
�)F"&��

��
�������� ��� ��"#�
,���
*� ������ ��	� �� ����� ����� ��� �����,�� ��� ���������& 8 �
��
����!	� �����,�

����� 	� ���� ��� F;G$ [Bar93]&
(���� 〈C([x0, xN ]), ρ∞〉 � �
���� ������� ����� ��	 ��	��	 ��	������	 � ���� ������� ��
[x0, xN ]& 8 ������ ρ∞ ���<��� �� ,��>

ρ∞(g, h) = max{|f(x) − g(x)|, x ∈ [x0, xN ]}, ��� � � g, h ∈ C([x0, xN ]).

*����� F = {g ∈ C([x0, xN ]) : g(xi) = yi,��� i = 0, ��� i = N}& # 〈F , ρ∞〉 �	�� �
����
������� �����$ �"�� �� F �	�� �
���� �����	�
� ��� C([x0, xN ])& #��<��� ��	 ��	 �����
T : F → F �

(Tg)(x) = ci�
−1
i (x) + sig(�

−1
i (x)) + di, ��� x ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , N, .E&/;1

���� �i(x) = aix+ bi& 8 ��	 ����� T �	�� <��� �
���� Read-Bajraktarevic .[Rea52], [Baj56]1&
I �� ��	 ,�����	 E&E+E&B �	�� ���
� 	� ���� ��� � Tg �	�� ��
 �����!	�& ������$ � T �	��
��	 ����� �����
�� �� ���� ��	 ������ ρ∞& (���� ��� �� ������ ������� ������$ �� ���
��	����� f ∈ F �!���� ��� Tf = f .�
!� ����� E&;1& ������	���� ��� � f �	�� ��	 �����
������
��& (���� G̃ = {(x, f(x)) : x ∈ [x0, xN} �� �� "��� ��� f & �	 (x, f(x)) ∈ G̃ ��� �� ���

� ���� i0 �!���� ��� x ∈ [xi0−1, xi0 ]& ��� �	 x′ =
x−bi0
ai0

�� !����

wi0

(
x′

f(x′)

)
=

(
ai0x

′ + bi0
Tf(ai0x

′ + bi0)

)
=

(
ai0x

′ + bi0
f(ai0x

′ + bi0)

)
=

(
x

f(x)

)
.

(��� (x, f(x)) ∈ wi0(G̃)$ ���� G̃ ⊆
N⋃
n=1

wi(G̃)& ���"�	�� ����� ��� wi0(G̃) ⊆ G̃$  �� ����	��� ��	

��!�� G̃ =

N⋃
n=1

wi(G̃)& H�
��� �� G̃ �	�� �� ������ ����� ��� ��	 ������ W .�
!� ��� ���"�

;&/1& ����� � W !�� ��	����� ������ ����� �������	��� ��� �� ����� ���� �	�� �� �� "���
��� f & �

�*
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G��E

����	 *��F ��
 �	�	�"�� ����	 <	����	 � &��
��(�	 �
� ��&���� T GRead-BajraktarevicE
�
� 
��A��	 �����
�
���	 � �����	 �	���2
&� �	 (0.00, 12): (0.60, 10): (1.00, 11) G����
��� (�	���E �	 �
� �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 s1 = −0.4 �	 s2 = 0.7� ��
 G	E
� ���"����� g 	���
��A��	 �� ��&� (�	���� ��	 G2E: G(E: G,E 	���
��A
��	 
 ���	����� 
Tg: T 2g: T 3g 	�����
�	 G�� ��&� (�	���E: ��� ��
 G��E 	���
��A��	 �
 ��	/��� �����

�
� ��&���� T G�� ��&� (�	���E�

�.
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��	�
�� ���
��	�� ∆ = {(xi, yi), i = 0, 1, . . . , N} #�� 	
���� 	������ ��" R

2� ��	�� G �� &�3��� ��� 0"��7
	"	!���	�#��� Fractal 1"����	�� >����(���� ��" ����
���� ��� #�� "���(����� 1�1 	"� ������
�� �� 	����� ��" ∆� 0� �� 	����� �����(���� ��" ∆  �� ����� 	"��"����� ���

n∑
i=1

|si| > 1,

���� � box  �	��	� D ��" G ����� � ���� ��� �
	� ��� �%�	�	��

N∑
i=1

|si|aD−1
i = 1.

1� ����� ����� ��� �������	� � box  �	��	� ��" G ����� ��

8 �����,� ����� 	� ���� ��� [Bar93]&

�,�<� 	� ������������ ���

/& ���	 �������� ��� �� ����� ������
�� ����!���	 .��
��� xi = x0 + i
N

(xN − x0)$ ���
i = 1, 2, . . . , N1 �������� ��� ai = 1

N
$ ��� i = 1, 2, . . . , N & (���$ �	 �� ����� ������
�� �	

�	�� ��	����� ���
∑n
i=1 |si| > 1,$ � box �� ����� ��� ���"������ ��� ������������!	��

F�� �� ��	��� ��� ��	 ����

D = 1 +

(
log

N∑
i=1

|si|
)

logN
.

;& % � �� ��	 ����� 	� ����$ ��������	��� ���
∑N
i=1 |si| < N $ ����
����	��� ��� � box

�� ����� � � ������������!	�� F�� �	�� �������� ��� ; ��� ���
���� ��� /& %������
	� ������� ���� �F�� � �� ����� ���"������ ��� ��	� ��� ; �!
���$ ��
!��	���
���� ��	�
��!� si ��	� ��� / .� ��� +/1& ������$ ��
!��	��� ��	�
��!� si ��	� ��� @$
������� 	� � 	��� ��	 �F�� ��� “���
�” �!
���$ � �� ����� ���"������ ��	� ��� /&
�����	��� ��� � �� ����� ��� ���"������ ��� �F�� �	 ,��� ��� ��� �� ����!	� .����
��� �	 �	�� ��	����� 1$ �

 ��� ��� ���!� ��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
����� si&

��� ��� ����� � .��������� �J&D1 ��	��� � �
�������� .� �
���� Matlab1 ��������� ����
������������!	�� F��& # �
�������� ����� ����<��� ���	 �
������� ������������	 ��	�
���	
��� ����� ��� �" 
��� ;& ��� ������� E&:+E&D ��	�	��� �� "��� ������� �����������&

��
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����	 *�$F �������	 �	 �����	 �	���2
&� ∆ = {(0, 10), (0.5, 13), (1, 11))} �	 �����&���� 
�	�	����<� 	�	&
(�	 s1 = 0.5 �	 s2 = 0.7 ��
�-��� � F�! �
� ����	�
 *�*G�E� ��	
G2E: G(E: G,E: G�E: G��E: GAE <	����	 �
 (�"<��	 �
� ��
�-��� �����
�
���	 �
� 	&(��/�

�
� ,��	�� �� �: �: $: *: . �	 � ��	�	&����" 2��	�	� '
 ����	 G	E ,����� �	 ���	 �����	
�	���2
&� : ��� �
 G�E ,����� �
 (�"<��	 �
� ��
�-��� ���" 	�� �� 2��	�	�

��
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��. �$K � ��L �	 SIJ��. ���L� = ,"��	�� �
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&� ��� �	�	�"�� ����"��� �����
�
��
/��	� �	 �����	 ∆ = {(0, 12), (0.25, 13), (0.50, 15), (0.75, 11), (1.00, 12)}: 	&&" ,	<
����
�
�����&���� �	�	����<� ����
&� � 1 fractal ,	��"�� ��� (�	<��"��� ��
�� 	�	(�	<��
�"�� 	�� �"/� (�"<��	� 1 �����&���� �	�	����<� ����
&� �
� �����
�
�/��	� ��
�"/� (�"<��	 ,��
��	 ��
� �	�	�"�� ���	�	�

G	E ���$ ��� ���$ ���$
G2E ��. ��* ���. ���*
G(E ���� ��� ���. ���
G,E ��� ���# ���� ��#

�7
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����	 *��F �� �&� � fractal ���	����� �	���2
&� ��� �	�	�"�� ����"��� �����
�
��
/��	� �	 �����	 ∆ = {(0, 9), (0.2, 11), (0.4, 15), (0.6, 8), (0.8, 12), (1.0, 10)}: 	&&" ,	<
����
�
�����&���� �	�	����<� ����
&� : ��� ���� � ,"��	�� �&�� ��� (�	<��"��� �	 �
-�
�	 �� D = 1.3988� 1 �����&���� �	�	����<� ����
&� �
� �����
�
�/��	� �� �"/�
(�"<��	 ,��
��	 ��
� �	�	�"�� ���	�	�

G	E ���$ ���* ���$ ��* ��.
G2E ���* M��$ ���* ���* ��*
G(E ��$ ���. ��* ���$ ���.
G,E ���� ���� ��$ ��. ��$

��
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#�� 0����������+� Fractal ������%��� ����'��%�

*����� !	� ��	�
� �����	 ������
�� ∆̃ = {(xi, yi, zi), i = 0, 1, 2, . . . , N} ⊂ R
3& ������$

������ �� ��� {R
3, w1−N} ���� �� �����	���� wi !���	 ��	 ���"�

wi

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝ai 0 0
ci s11,i s12,i
ei s21,i s22,i

⎞
⎠
⎛
⎝xy
z

⎞
⎠+

⎛
⎝bidi
fi

⎞
⎠ , .E&/:1

��� i = 1, 2, . . . , N & ����
!�	 ����!���� ��� ������	 �� ����� �� ��	����

wi

⎛
⎝x0

y0
z0

⎞
⎠ =

⎛
⎝xi−1

yi−1

zi−1

⎞
⎠ .E&/E1

wi

⎛
⎝xNyN
zN

⎞
⎠ =

⎛
⎝xiyi
zi

⎞
⎠ , .E&/?1

��� i = 1, 2, . . . , N & *���	��� ���� ��	�
��!� s11,i$ s12,i$ s21,i ��� s22,i �� 
���� �����!+
�����$ �������� !	� �������� ������� � D ,������ ��� D ��	������ .ai$ bi$ ci$ di$ ei$ fi1 ��
����� ����� 	� 
��� ���
�& ��������!	�$

ai =
xi − xi−1

xN − x0
, .E&/D1

bi =
xNxi−1 − x0xi

xN − x0
, .E&/B1

ci =
yi − yi−1

xN − x0
− s11,i

yN − y0
xN − x0

− s12,i
zN − z0
xN − x0

, .E&/01

ei =
zi − zi−1

xN − x0
− s21,i

yN − y0
xN − x0

− s22,i
zN − z0
xN − x0

, .E&/A1

di = y0 − cix0 − s11,iy1 − s12,iz0. .E&;@1

fi = z0 − eix0 − s21,iy1 − s22,iz0. .E&;/1

���
!��	��� ��	 ��	���

Si =

(
s11,i s12,i
s21,i s22,i

)
!��� ��� �
� �� �������!� ��� 	� �	�� �������� ��� /$ ��� i = 1, 2, . . . , N $ �� ��� ��	���
�����
���� ��� � 
������ ��� �	�� �� �� "��� ���� ���	��������� ��	 ������

�f(x) = (f1(x), f2(x)), x ∈ [x0, xN ]

��� ����� 

��� ��� ����� ��� ∆̃& 8 ��	 ����� ���� �	�� <��� 3
�� ����
�� Fractal
� ������� 2����$�	�� � Fractal � ������� 2����$�	�� �
�� 4� ��� 5���0
$	�����& 8 ����� �	������ �"�
��� ��� ���	�� ��� ������� 	� ��������������� ��	
���������� ��� �� ,��> (����� ∆ = {(xi, yi), i = 0, 1, 2, . . . , N} ⊂ R

2 !	� ��	�
� �����	 ������+

�� ��� ������� <��� �� ��	�
� ∆̃ = {(xi, yi, zi), i = 0, 1, 2, . . . , N} ⊂ R

3 ����	��� ��� ���!� zi$
i = 0, 1, . . . , N $ �� 
���� �����!�����& ���
!��	��� ��� 

�
� ���!� ��� ��� �����!����� zi$

� 23��� �	 $�#�� �	�	��
� 	� ���� �� �$��
�� � ���� ���	�	 ���	� �����
���� 
�� �� 
�
� ������ ��	 ����	
�
� ��� 
�� �������� 
 
��	 ��
� � ����	 
�� ���	�	 	�
�# �	 ���	� �����
��� 
�� ��

�Vector Valued Fractal Interpolation Functions � Hidden Variable Fractal Interpolation Functions�

��
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s11,i$ s12,i$ s21,i ��� s22,i ������� <��� ��� ��	 ����� ������
�� ��� �� ����� ��� ∆̃$ � �����
�
��� ������$ ��� ����� xy .��
��� � ��	 ����� f11 �� ����� 

��� ��� ����� ��� ∆& % ����
��	 ����� ������� 	� ������� ���� fractal ��	������� ������
�� .�����	 ��� R

21$ �� �����
,����	��� ��� ��������� �����!����� .�
!� [BEHM89], [Cha04]1&

#�� )���  �%���� ��������+�� F���

�� ����!���� ��� !���� !	� ����!	� ��	�
� �����	 ������
��

∆ = {(xi, yi) : i = 0, 1, . . . , N} ⊂ R
2, N ≥ 2,

� x0 < x1 < · · · < xN ��� !	� �����	�
� ���

Q = {(x̂i, ŷi) : i = 0, 1, . . . ,M} ⊂ ∆, M ≥ 2,

� x̂0 < x̂1 < · · · < x̂M , �!���� ��� x̂0 = x0 ��� x̂M = xN & �� ����� ������
�� ����<��	
�� �� ����� [x0, xN ] � N ���������� Ii = [xi−1, xi]$ i = 1, 2, . . . , N $ ��� �	�� <�	��� �������$
	� �� ����� ��� Q ����<��	 �� [x0, xN ] � M ���������� Jj = [x̂j−1, x̂j ]$ j = 1, 2, . . . ,M $ ���
�	�� <�	��� ���
��+��& ��	�� ���"�	!�$ ��� � � ������ !�� � ������ ����� ��� �	�� �����	�
 
���& *�����$ �����$ ��� �����	���

J : {1, 2, . . . , N} → {1, 2, . . . ,M}, � J(i) = j,

��� affine �����	���� wi$ i = 1, 2, . . . , N ��� ���"�� E&/$ �!���� ���

wi

(
x̂j−1

ŷj−1

)
=

(
xi−1

yi−1

)
.E&;;1

wi

(
x̂j
ŷj

)
=

(
xi
yi

)
. .E&;:1

#� �����	���� wi �����	�<��	 ��  ��� ��� ������� Jj ≡ JJ(i) ���  ��� ��� ���!� Ii .�
!� �����
E&B1& #��<�	��� ��� �����	���� Ti : R → R � Ti(x) = aix + bi$ ���������� ��� Ti(Jj) = Ii&
*���	��� ���� ��	�
��!� si �� 
���� �����!�����$ � 
��� ��� ���������� ��� ��������
�	��

ai =
xi − xi−1

x̂j − x̂j−1
, .E&;E1

bi =
x̂jxi−1 − x̂j−1xi

x̂j − x̂j−1
, .E&;?1

ci =
yi − yi−1

x̂j − x̂j−1
− si

ŷj − ŷj−1

x̂j − x̂j
, .E&;D1

di =
x̂jyi−1 − x̂j−1yi

x̂j − x̂j−1
− si

x̂j ŷj−1 − x̂j−1ŷj
x̂j − x̂j−1

. .E&;B1

(�	� ���� ��� ��	�!��� � �� ����!	� ��� ∆ ����
���� ��� �� ��� {[x0, xN ] × R, w1−N}
��<� � !	�	 ���������� ��	��� (pnm)N >

pnm =

{
> 0 �	 In ⊆ JJ(m)

0 �

���
, .E&;01

�Regions�
�Domains�

��
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��� n = 1, 2, . . . , N ��� m = 1, 2, . . . , N & H�
���$ �� ������� pnm �	�� �����$ �	 � ���!�� In
�	�� �����	�
� ��� ������� JJ(m)$ � ����� �!�� ��� Tm �����	�<��� ���	 ���!� Im& ��	���� �
��	���� ����� ��
!���� !��� ���$ �� �� ���	�� ������� � � ������� ��� 	� �	�� ��� ���,�
����& ��� ����	 ��	 ��	��� �������� ��� � ������� � �#+��/� C = (cnm)N &

cnm =

{
1 �	 pmn > 0
0 �	 pmn = 0

, .E&;A1

-����������	��� ��	 ���
���� ��� ����������� �	!
�,��$ ��� �	�������� ��� ����$ ����
����� "�� ��� �" 
��� ;$ ��� ,��	�	��� ��� !	� ������ ������ ����� (x∗, y∗) ��� [x0, xN ]×R$
� �
�������� ������	 ��	�
���	 �� ��	� �� ,��>

• 8 �
����� �������� ���	 ��� ����� n$ �	 �� ����� (x∗, y∗) �	��� ��� In × R&

• ���
!���� � � �� ��� ����	����� pn1$ pn2$ . . . $ pnN ��� ��� ��� �����	���� w1$ w2$ . . . $
wN �	��������& �"����<�	��� �&�& ��	 �����	��� wm$ �������� !	� 	!� ����� �� �����
�	��� ��� Im × R ��� � �
����� ������	� ���	 ��� ����� m& I!����$ ��� 	� ��
�� �
�����	��� wm$ �� ��!�� pnm > 0$ ��
��� �� ��!�� �� ������ ����� 	� �	��� ���	 ������
JJ(m)$ � ����� �!�� ��� wm �����	�<��� ���	 ���!� Im&

• *����� �� ����� ��� ���!��� ��� �� ��������	� ���� �� �� ������ ����� (x∗, y∗) ���
"����<��� ,�	 �� ��������	� ������ �!��� 	� ������������	 ���� �����&

��	�
�� ���
0� &�� �� >1�1� ��" ���	���� �������� �	!
�� |si| < 1� &�� i = 1, 2, . . . , N � ���� �� >1�1 �����
"���(����� ��� #!�� #�� ���� ��� ���"	�� G� � ������ ����� �� &�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	��
��" �����(������ 	�� 	����� ��" ∆� $ 	"����	� �"�� �#&���� ���� ������� �����������
Fractal "������� &���� 
���� �����#��� �� S(d) ����� � N ×N  ��&����� �������

S(d) = diag{|s1||a1|d−1, |s2||a2|d−1, . . . , |sN |ad−1
N },

D � ���� ��� ���� &�� ��� ����� �	!
�� ρ(SC(D)) = 1�� � ������� 	"� #	��� C ����� �� ���&�&����
��� �� 	����� �����(���� ��" �����"� 	� ��� �����!� Jj � &�� j = 1, 2, . . . ,M ����� �� 	"��"�����
�����

dimB(G) =

{
D �� ρ(S(1)C) > 1
1 ������

.

8 �����,� ��� ��������� ����� 	� ���� ��� [BEH89]& ���	 ����� �������� ���� �� �����
������
�� �	�� ����!��	��$ ��
��� xi − xi−1 = δ$ ��� i = 1, 2, . . . , N $ ��� �� �����!� !���	 �
�
�� ���� �
 ���$ ��
��� x̂j − x̂j−1 = ψ$ ��� j = 1, 2, . . . ,M $ ��� � box �� ����� ��� ���"������ G
��� ��� ������� ���������� Fractal ��	 ������ ������
�� ��	��� ��� �� ��!��

D(G) =

{
1 + logα λ �	 λ > 1

1 �	 λ ≤ 1
,

���� λ = ρ(S(1)C) ��� α = ψ
δ

= 1
ai

��� i = 1, 2, . . . , N $ �	 �� ����� ������
�� ��� �	����	 �
� � ������ �	�� �� ��	����� &

(#��� "��	��� ��� ��� ����� �� �����������$ �����������	��� ��� ������� ��������!	�
F�� ������� 	� ������� ���� ��	������� ������
�� � ����������� ������� 
����+
��& 8 ��	 ����� ������
�� ,��� ��� ��� ��	� ��� �� ����� ������
�� ��� ���� ��	�
��!�
��������"�� �	�
�����$ �

 ��� ��� ��	 ��	��� ��	�!��	 C&

� 23��� ρ(SC(D)) � �	��	
��� 	�
��	 
�� ���	�	 SC(D)�

�$
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����	 *��F �����
�
���	 . �����	 �	���2
&� �	 �	���
��	 $ 	�� 	��" �	 �����	 ��

�-�
&
 Q ,��
��(
-��	 * �
��� �	 � ���
�� � ��
 ����	 2&��
��� �
� ����
 ,�"�� 
�� w3 ��	 	��	�	 �����	� 01�� <	����	 �	 ��
 ����	: 
 wi ��
�
-� �	 	���
��A
�� �	 
���
�� �� �
��	 �
� ,�� ���	 ��
�-�
&
 �� ���
�� �

��� ��� ����� � .��������� �J&B1 ��	��� � �
�������� .� Matlab1 ��� ��	 �������� ����
��� ������� ��������!	�� Fractal ��	 ����� ������
��&

���������� �����
�� ����!���� ��� !���� �� ����� ������
��

∆ = {(0, 9), (0.25, 11), (0.5, 10), (0.75, 11), (1, 8)}

���

Q = {(0, 9), (0.5, 10), (1, 8)}.
(�����$ δ = 0.25$ ψ = 0.5 ��� α = 2& ���
!���� �� ��	��� ����	�����	 ��	

P =

⎛
⎜⎜⎝

1
2

0 0 1
2

1
2

0 0 1
2

0 1
2

1
2

0
0 1

2
1
2

0

⎞
⎟⎟⎠ .

�*
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����	 *�#F �����
�
���	 . �����	 �	���2
&� �	 �	���
��	 $ 	�� 	��" �	 �����	 ��

�-�
&
 Q G2&��� �	�",�(�	 *�$��E ,��
��(
-��	 * �
��� �	 � ���
�� �

(��� � ��	���� ��	�!��	 �� �	��

C =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1
1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠

.�
!� ����� E&01& ���
!��	��� �� "����� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� ��� "����<�	���
��	 �
������� ��� ����� ������ �J&B .��� ����� �1 ����	��� �� ���"����� ��� �������� E&/@&

���������� �����
�

 <�	��� 
�"��� �� �����
���� ��� ����� "��$ ����	��� �� ����� ������
��

∆ = {(0, 11), (0.2, 9), (0.5, 10), (0.7, 12), (0.85, 9) (1.0, 10)},
��� ����<��	 �� [0, 1] � ? ����� ��� �� �����!� ���<��� J1 = [0, 0.5]$ J2 = [0.2, 0.7]$ J3 = [0.7, 1.0]&
� ���� �� ��� ����� �� �����!� �	 �	�� ,!	� ���,� ����& �� ����
!����� ��� �	�"!��� ,�+
��
�����	 	� ������	 ��� � ���� ��	 ��������& ����	��� ��	�
��!� ��������"�� �	�
�����

�.
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s1 = 0.5$ s2 = −0.6$ s3 = 0.5$ s4 = −0.6$ ��� s5 = 0.7& ���
!��	��� �� "����� ��	��� ����	�����	
��� "����<�	��� ��	 �
������� ��� ����� ������ �J&B .��� ����� �1 ����	��� �� ���"����� ���
�������� E&/@&
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7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

10.5

11

11.5

12

12.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

10.5

11

11.5

12

12.5

G	E D = 1.00 G2E D = 1.0677
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G(E D = 1.3785 G,E D = 1.7212

����	 *�7F �� �&� � fractal ���	����� �	���2
&� ��� �	�	�"�� ����"��� �����
�
��
/��	� �	 �����	 �
� �	�	,��(�	�
 *�$�� �� �
� �,
 ���	�	 ���,�����: 	&&" �� ,	<
����
- 
�����&���� �	�	����<� ����
&� � 1 ,	��"�� �"/� (�	<��	�
 ��
�� 	�	(�	<�� ��	
����	�	� 1 �����&���� �	�	����<� ����
&� �
� �����
�
�/��	� �� �"/� (�"<��	
,��
��	 ��
� �	�	�"�� ���	�	�

G	E ���$ ��� ���* ��$
G2E ��* ��� ���* ���
G(E ���� ���� ��� ����
G,E ��# ���7 ���# ��#

��
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G	E C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 1
1 1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ G2E C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

0 0.5 1
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
7

8
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13

G(E C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ G,E C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 1 1
1 1 0 0 0
0 0 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

����	 *���F �� �&� � fractal ���	����� �	���2
&� ��� �	�	�"�� ����"��� �����
�
�
�/��	� �	 ,�,
���	 �
� �	�	,��(�	�
 *�$�� �� �,
� �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 :
	&&" ,	<
����
- ���	�� ���,������ 3"�� 	�� �"/� (�"<��	 	�	(�"<��	 
 ���	�	 ����
,����� �
� �����
�
�/����

��
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�������� �

�������#���� ����$�!������
$������%� ���!��� �� �����
Fractal �
���������
�����"����

������! 2�������$
������!�� � ��� ����������� ���"�����	�P
���!
�,� 	� ������� ��� �������!� ����	!� ��� ��� ��	���&

��� �� ��� ��� �<�� '���	� ���	 (�
�	 ������	��&

#� ����������!� �!����� ��� ������������	��� ��� ��	 �	���� ����� ��	��� �����	 ��� ��	
.��
��� ����!	�	 ��� ���"�� D = {(un, vn) : n = 0, 1, . . . , N0; un < un+1}1 ���
��� 	��	
�
����!� ������� ������
�� .�&�& ��
��	�����1$ ARMA ��	�!
� �&
&�& #� ������ ��� ��!"����	
	� ��������������	 ����� ��� ��� �� ����� ���� ���	 �� David S. Mazel ��� Monson H. Hayes
.�
!� [MH92]1& 8 �����
���� ��� " �����	 ���"!�� ����	��� ��� ��� ����������!� ��	��!�
��� ����<��� ������ ��� ����� ��	 Fractal ��	������	 ������
��&

��� ��������	� �" 
��� ,� ��� ��� ������� ��������� F�� ��� ����� �
���������
��� ��	 �������� ���� �!�� 8O=& ����� ���$ �����������	��� ����� ��� E � ? ����� ��	�$
������	 	� ��������	 fractal ��	������� ���� ��
��
���& ����
!�	$ �������	��� �� ���� �����$
�

 �

 <�	��� ��� ���
���� �����!����� ��� ���������$ ���������	 ���"�����!� ��	�������&
��� ������� ���� 	� ������� ���� ��� fractal ��	 ����� ��� 	� �	������� $ ��� ��
����
��	���$ !	� ���������� �������� ��	��� ����� ���� ��� ��
��
��� ��� �	 �	�� ����L #� Mazel ���
Hayes$ �����������	��� �� ������ �����
���� .�
!� ;&; ��� ;&:1$ �� 	����	 � ���� �� ������$
��	�	��� ��	��!� ��� ��	 �������� �!����	 ��	������	& ����� �� �� �����!���� �� ����� 
����� ��� ��������� ����&

�7
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,�� ������������+�� .���+�� Fractal ����'��
�%�

�� ����!���� ��� !���� !	� ��	�
� ����!	�	 {(un, vn) : n = 0, 1, . . . , N0; un < un+1}$
��� �	�������� � !	� ��	��� ����� �������� ����$ ��� �� ����� ������
�� ∆ = {(xi, yi) : i =
0, 1, . . . , N} ⊂ R

2, N ∈ N$ � N < N0& �� ����� ������
�� ��
!��	��� �� �����	�
� ��� ��	�+

�� ��	 ����!	�	$ � x0 = u0$ xN = uN0 $ y0 = v0 ��� yN = vN0 & -����������	��� �����	����
��� ���"��

wi

(
x
y

)
=

(
ai 0
ci si

)(
x
y

)
+

(
bi
di

)
, .?&/1

��� i = 1, 2, . . . , N $ ������� <��� ��� ������������!	� F�� ��� ����� 

��� ��� ����� ���
∆& ��!��$ �!����$ 	� ����� ���� !	�	 ��������� ����� ��� 	� ���������� ��	 ����� ��
����
��	 �����!���	 ��� ��	�!
��$ ��
��� �� ����� ������
�� ��� ��	�
�� ∆ ��� ���� ��	�
��!� si$
!��� ��� �� �� "��� ��� ��	 ������ ��� �� ������� 	� �	�� “��	� ” ��� ��	�
� ��	 ����!	�	&
%�� 
��� �� ���	 � ,�	�
����� �	�<����� �
�	 ��	 ��	���	 ��	������	 ��
���� ��	 �����	
������
�� ��� ��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
�����& ��	�� ���"�	!� �!����$ ��� ���� � �!�����
�	 �	�� "���� ���
������� $ ���!	�� ��� <��� ���  

� ��� ��������� ����������& 2������	$
�� �	�
����� ��	 ����� ���
������� ��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
����� si&

%���� .#	�	$���"� ����������� 0����"��1�� ����	$
�� �
2�(������& �-�	�	�

�� ����!���� ��� �� (xi−1, yi−1)$ (xi, yi) �	�� ��� �������� ����� ������
�� ��� ∆& *�
����� ���� !	�	 ����� ���
������� ��� ��	�
��� ��������"�� �	�
����� si ��� �����	����
wi& *���<��� ��� �!�� ��� �����	���� wi �����	�<��� �� ����� (x0, y0) ��� (xi−1, yi−1) ��� ��
����� (xN , yN ) ��� (xi, yi)& ������$ �� �� "��� �
��
���� ��� ��	 ������ ������
�� ����!

���
��������"� ��� ��	  �	���� ��	�
��� si& #��<��� �� µn$ n = 0, 1, 2, . . . , N0$ ��	 ��������"�
�������� � � ������ (un, vn) ��	 ����!	�	$ ��� ��	 ���� ������ ��� 	�	� �� ��� ������
����� (x0, y0) (xN , yN )& 8 ���� µn ���� 
��� 	��� �� ����� �	 �� (un, vn) �������� � 	� ���
��	 ���� ��� 	�	� �� ��� ������ ����� � ��	����� � �	����� ��������& ��	 �!�����$ ��� 
���
��� ����$ ��� ���!� ��� ����� ��� ��	 �	�� <��� µ&

% ����� ����� ���<��� �� νk$ k = 0, 1, . . . ,K$ ��	 �������� � � ������ ��	 ����!	�	$ �
�����!	� ��� ���!���� ��� [xi−1, xi]$ ��� ��	 ���� ��� 	�	� �� ����� (xi−1, yi−1)$ (xi, yi)&
8 ���� νk 
��� 	��� �� �����$ �	 �� ����� �������� � 	� ��� ��	 ����$ �

��� 
��� 	���
�� ��	�����& ��	 �!�����$ ��� ���
��� ����$ ��� ���!� ��� ����� ��� ��	 �	�� <��� ν& #
��	�
���� ��������"�� �	�
����� ��� �����	���� wi ���
���<��� � �� ��� �����

si =
ν

µ
. .?&;1

'�� ��� �����$ ��� ����� ?&/ !���� !	� ��	�
� ��� ;@@/ �����$ ��� ������	��� � 	� � ��� ��+
����
�$ 	� �� ��	�
� ��	 �����	 ������
�� ����
���� ��� �� ����� (0, 0)$ (1000, 1)$ (2000, 0)&
(���� ��� ��	 ���
������ ��� s1$ !���� ν = 1

4
$ µ = 1  �� s1 = 1

4
&

%��� .#	�	$���"� ����������� 0����"��1�� ����	$
�� �
��������& �-�	�	�

(�	�� 	�

������� ������ ��� ��	 ���
������ ��� ��	�
��� si ����<��� ���	 �!���� 
�+
�����	 ������	�	& �� ����!���� ��� !���� !	� ��	�
� ����!	�	 ��� ���"�� {(n, vn) : n =

#�
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����	 .��F ��������� ��
&
(��� �
� �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 �

0, 1, . . . , N0}& � ���� ��	 �������� ������ ��� �� ����� (n, vn) �����	�<��� .�!�� ��� wi1
��� ([ain+ bi], cin+ sivn + di) .���� [·] �� ��!���� �!���1& 8 ��������

Ωi =

q∑
m=p

(ym − vm)2, .?&:1

���� p = xi−1 ��� q = xi$ ����	��� m = [ain+ bi] ��� ym = cin+ sivn + di$ � ����� �"� <� ��
������	��� �" 
��$ ��!�� 	� �	�� ��� �������� ��	���& I!����$ ��!�� 	� ��	���� ��� �� ����	
��

!� ���!� ��� n ��� �� ��� �����	 ��	 ���� ���� ��� �� m .�

 ���"�����!� ���!� ym1& (����$
������� 	� ,�	��� ���� ��	 Ωi �� ,��>

Ωi =

N0∑
n=0

(cin+ sivn + di − vm)2, � m = [ain+ bi] .?&E1

Ωi =

N0∑
n=0

(An −Bnsi)
2 , .?&?1

���� An = −vm + Γin+ Zi ��� Bn = Ein+Hi − vn& ����	�	��� �� ��!��

∂Ωi
∂si

= 0.

#�
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�������� ��	 ���� ��� si ��� 
���������� �� �" 
�� E$

si =

N0∑
n=0

BnAn

N0∑
n=0

B2
n

. .?&D1

,�� $ ��"���(���

#� Mazel ��� Hayes ����������	 ��	 ����� �� �
������� ��� ��	 ���� ��	 �����	 ������
��
��� ��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
����� 	�� ������� ��	�
�� ����!	�	& ��������!	�$ �
�
�������� � �	� �� ��	�
� ��	 ����!	�	 ��� ����� ������
��$ ��� ����<��	 �� ��	�
� ��	
����!	�	 � ������� .�����1$ ��� “��� <��	” � ��	 �����	��� �
��
���� ��� ��	�
�� �!�� ����
affine �����	���� ��� ���"�� ?&/& �,������ ��� ��������� �����
����$ � ������������!	� F��
��� �������� �������<� �� ����� ����!	�& ����� �� ��	��� � �
��������&

���������� ���

�� �����%� �� ����� 	����� ���  � ��#��� �� �� ����� 	����� �����(���� ��� �� �� ���	����
��� ��" �����" ���#��

+� �����%� �� ������� 	����� ��" 	"����" ���  � ��#��� �� �� ������� 	����� �����(���� ���
�� ��  �%�� ��� ��" ���#��

,� )����&�	� �� 	"�����	�� �������"3�� �����&��� si ��" 	"� #���� �� ��� ���#� ��" ���7
����� ��� ��  
� 	����� �����(����� *�� ��� "����&�	�� ��" 	"�����	�� �"��
 ������ ��
!��	���������� ��� ��� ��� ���� �"� ��" �����
!����� ��������

/� 0� |si| > 1 ���� ��&���� 	�� (��� +� ������ 	�� (��� <�

<� )����&�	� ��� "�������� �����#���"� ��� ��������	�� wi� ��" ����������� �������� �� 	
����
���  � ��#��� 	��� ���#� Ii� ��� ��� 	!#	��� /�A7/���� 1�� 	"�#!��� �3���	� ��� ��������	�
wi 	� ��� 	�����" ��" 	"����" ���  � ��#��� �	�� �� ����
?�� �� 	
���� wi(∆)�

@� )����&�	� ��� ���	��	� ����%
 ��" �������� ���  � ��#��� ��" (��	����� 	��� ���#� Ii ���
	
���� �"�� �� 	"�(�����"�� �� ∆i = ∆ ∩ (Ii × R)� ��� ��" wi(∆)� *�� ��� ���	��	� �"��
������ �� !��	���������� ����� ����� ��������

5� ������(� �� (����� +7@ �#!�� � ��&������� �� 3�	�� 	�� �#��� ��� 	������ ��" 	"����"
���  � ��#����

A� 0������"	� �� ��
&�� ��� 	������ �����(���� ��� ��� 	"�����	�� �������"3�� �����&���
��"  ���"� ��� ��������� ���	��	� ����%
 ��" ∆i ��� ��" wi(∆)�

B� 2�  �%� 	����� ��� �� �������"�#�� ��
&�� 	������ �����(���� ����� �� ���	���� ��� ��"
�������" ���#��

�C� 0� �� 	����� �"�� ����� �� ����"���� 	����� ��" ∆ � ��&������� ���������� ������ ��&����
	�� (��� +�

�	 �� ��	�
� ��	 ����!	�	 D �	�� ����������$ ��� � ����� 	� �
�������� �� ��� !	� ��	�
�
�����	���	$ ��� �� ���<��	 !	� ���$ � 
������ ��� ������ �� �����<��� � �� D& � �	�����

�&��	$� ���� �����
� 
�� D “����'��” �� ��� 
� D� ���� � �����
�� ���� ()( ��� 	��
����
	� 	��
affine 	������������

#�
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�������� � �
�������� ������ !	� ��� ��� !�� �� 
����� �� �� "��� ���� ������������!	��
F�� ��� �������<� �� ����� ����!	�& # !
���� ��� ���� E �	�� ����������� ��� �� ���
��� �� ������� 	� �	�� �����
���& ��� ���� D ����� 	� ������������� ���������� ������&
�� �������� �� ��������!	� ��	�
� A = {(n, yn); n = 0, 1, . . . ,M} ��� B = {(n, zn); n =
0, 1, . . . ,M}& ����	!� ��
��!� ��� ��	 ������ h ��� �� ������������� �	��>

• h(A,B) = 1
N+1

∑M
n=0(yn − zn)2$

• h(A,B) = 1
N+1

∑M
n=0 |yn − zn|$

• h(A,B) = max{|yn − zn|; n = 0, 1, . . . ,M}$
� � ������ ��� Hausdorff& �!
��$ ������� 	� �

 ,��� �� ���� 0 ��� 	� �� �������� ��	

 ����� ��������$ �

 ��	 ����� �������� ��� �	�� �������� ��� !	� ������ ε ��� �� !��
�����
��& % ���� ��	 ����� ���	��� � ������� ��	 �	������	 ��	�
���	$ ����� 	� �

���+
	��� ����	��� �� �
��� ����!
���&

,�� )���  �%���� ��������+�� .���+�� Fractal
����'��%�

#� ��������� ���
����� ����!	�	 ��� ��	� �	 �	�� ��������� �

 ��� �������<��	
��� ��������� ���
�����& '�� �!���� ���
����� ����!	�	$ � ����� 	� �����
���� �	��$ ���"�+
	��$ �	������& ���
����	��� �������� ��	��!� ������� 	� ������� ���� ��� ��� �������
��������!	� fractal ��	 ����� ������
�� ��� �� �������<� �!����� ���"�� ����!	�& '�� 	�
�������� � �� �!����$ ��!�� 	� �������� �� ��	�
� D � ��� 

�
��� ����� ��� �����!� ��� 	�
����� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� �!������ ��� � F�� ��� �� ������� 	� �	�� ��� ��
��	 ��	 ��� ��	� ��� ����!	� ��	���& 2�� � 
� �� ��������� 	� ��
!���� ��� ,�	�
�����
�	�<����� �
�	 ��	 ��	���	 ��	������	 ����	 ��	 �����!���	$ �

 � ������� ���� � �� ���	
����
�� ���������&

'� ���� �� 
���$ ������<��� �� ��	������� ��
���� ��	 �����	 ������
��$ ����	��� ���
�� ���!�� ��� �� �����!� !���	 ������ �
 ��� ��� � δ ��� ψ �	��������$ ��� ������<��� ��������&
H�
��� ��� �� ����� ������
�� �����

xi − xi−1 = δ, ��� i = 1, 2, . . . , N

	� ��� �� ����� ��� Q �����

x̂j − x̂j−1 = δ, ��� j = 1, 2, . . . ,M.

��� ��	!��� ���
���<��� ���� ��	�
��!� si ��	 �����	���	 wi .��� �����	�<��	 ��	 ������
Jj ≡ JJ(i) ���	 ���!� Ii1 � ����� �������� � ����	 ��� ����� "�� ��� ��� �� ��������	�
��	�!
�& #��<��� �� µn$ ��	 ��������"� �������� � � ������ (un, vn) ��	 ����!	�	 ���
���!��	��� ���	 ������ Jj $ ��� ��	 ���� ������ ��� 	�	� �� ��� ������ ����� ��� �������&
8 ���� µn ���� 
��� 	��� �� ����� �	 �� (un, vn) �������� � 	� ��� ��	 ���� ��� 	�	� ��
��� ������ ����� � ��	����� � �	����� ��������& ��	 �!�����$ ��� ���
��� ����$ ��� ���!�
��� ����� ��� ��	 �	�� <��� µ& % ����� ����� ���<��� �� νk$ ��	 �������� � � ������ ��	
����!	�	$ � �����!	� ��� ���!���� ���	 ���!� Ii$ ��� ��	 ���� ��� 	�	� �� ������ �����
(xi−1, yi−1)$ (xi, yi) ��� ���!�& 8 ���� νk 
��� 	��� �� �����$ �	 �� ����� �������� � 	� ��� ��	
����$ �

��� 
��� 	��� �� ��	�����& ��	 �!�����$ ��� ���
��� ����$ ��� ���!� ��� ����� ���
��	 �	�� <��� ν& # ��	�
���� ��������"�� �	�
����� ��� �����	���� wi ���
���<��� ��� � 
�
� �� ��� �����

si =
ν

µ
. .?&B1

#$
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���
����	��� ��	 �	�
����� �!���� ��� ������ "�� ?&/&; ������� ����� 	� ����
�,��� �
�������� ����

si =

µ∑
n=ν

BnAn

µ∑
n=ν

B2
n

, .?&01

���� ���� An = vm − Γin − Zi ��� Bn = Ein + Hi − vn$ m = [ain + bi]& ��  ������� ���� ��
"�� �	�"!���� ��	� ��� ����!	� vn$ ��� �	����	 ���	 ������ Jj $ ��� ��� � �
� �� ��	�
� ��	
����!	�	& # �
�������� ��� �����	�	 �� Mazel ��� Hayes ��� ��	 ��
��� ��	 �����!���	 ��	���
����� ��&

���������� ���

�� �����%� δ ��� ψ� �	�� ψ = αδ� α ∈ N� N + 1 ����� � ������� ��� 	������ �����(���� ���
M + 1 � ������� ��� 	������ ��" 	"����" Q�

+� *�� i = 1 �#!�� N � ��� � &�� ���"� ��"� ������� ��� �� �%��

��'� *�� j = 1 �#!�� M � ��� � &�� ���� ��� �����!#�� ��� �� �%��

i� )����&�	� ��� 	"�����	�� si ��� ��������	�� wi ��" ����������� ��� �����!� Jj
	��� ���#� Ii�

ii� 0� |si| > 1 ���� ��&���� 	��� ��!� ��� ������?�� ���� j��

iii� )����&�	� ��� "�������� �����#���"� ��� ��������	�� wi !��	����������� ��"�
�
��"� /�+/7/�+5�

iv� �3���	� ��� ��������	� wi 	�� 	����� ��" 	"����" ���  � ��#��� D ��" ����#7
!����� 	��� �����!� j� 1"�(�����"�� �� 	
���� ��" ����
���� �� w((Ji×R)∩D) =
w(D̂j)�

v� )����&�	� ��� ���	��	� ����%
 ��" w(D̂j) ��� ��" Di = Ii ∩D� -�����"�� �"��
��� ���	��	� hj

�('� ;��� ��� ������ j� &�� ��� ����� � ���	��	� hj ����� ��!�	���

�&'� 0������"	� ��� ������ j ���� ����� �� ������"��  ��
�"�	� ��" ���#� i� ��� ���
����	���!� 	"�����	�� �������"3�� �����&����

2�� � 
� ��!�� 	� ��	���� ���$ � ����!����� ��	 ����!	�	 ��� ��	 
����� ��� ���� ���
��� ���� ��� ��	 ����� 	� �
������� ,��"�
�<��� ��� �� ������ �����

����& �� ���
�� ���
!��	�	 ���	 �
������� ?&/ ������	 ��� ���	 ����� 	� �
�������& 2�� ���� ��� ������� �����
	� ������������� ����������� ��� ���� ��� ������� ���
������� ��	 ��	�
���	 ��������"��
�	�
�����& 2�� �� ��� ������ ��	��	 ����
!����� ��������� ���������&

,�# &2����"+�

#� ��� �!����� ��� �	���������	 ����� 	� ������	 	� "��������	 ��� ������� ��	��� ���+
��	 ��� ��	& �	�� 	� ����������� �
��
��� �� ��	�
� ��	 ����!	�	$ ������� 	� �������+
���� ��	� ��� �����!����� ��� ��� � ��� ���� ��� ������� <�	���$ ���	�	��� ����	��� ��	
�������� �	���� ��� ���������& ��� ��������!	�$ ��� ��	 ����� �!���� ��� <��� 	� �������+
���� ��	� �� ����� ������
�� .<��� ������	1 ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
�����$

#*
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	� ��� �� ����� �!����$ ��� <��� � ��������� ��	 �����!	�	 ��	 �����	 ������
��$
��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
����� ��� ��	 �����	��	 �
�	 ��	 ���!�	 .��!����� �������1&
�����	��� ��� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� ����� 	� "������� ��������"�
�� 	����& ��� ���� ��	 Mazel$ Hayes !��,�	 ��� � ����� ���������	 ��� D bit ��� ��	 �� 	��+
�� ��	 ��	�
���	 �	 ��, 	� ��	 �������� ��� �	�����������!	�� �������& '� ���� �� 
���
���� ��������� "�����!� ������������	��� D � 0 bits& # ������� � Matlab ��� �� �����
��	�!
� ��	��� ��� ��� ����� � .��������� �J&01& -������������� � �������� �!����� ��� ��	
���
������ ��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
�����& # �
�������� "�������� � !	� ��	�
�
���
�����	 ����!	�	 ��	�	��� �� ����
!����� ��� "��	�	��� ��� ������� ?&; ��� ?&:&
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 ����	 G��*# �����	E� �����
�
�
�/��� 
 	&(��/�
 .�� �� δ = 8 �	 ψ = 16: �����	��
��	 �������� ��� 	�����
,�,
����� �	�" * <
�� � )� ��&� ����	 	�	�	����	�	 
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 	&(��/�
 .�� �� δ = 4 �	 ψ = 8: �����	��
��	 �������� ��� 	����� ,�,
�����
�	�" � <
�� � )� ��&� ����	 	�	�	����	�	 
 �&����� �
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� ��
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�������� 

Fractal 	#��!����� �����"����

�	 �!
�� 	� ��	�� �
���	�� �������	��$
	� ��!"���� ���
 �����	 ���� ��� ��	 ��!��
� ����� �	����� ��� ��	�	 ��	 ��	��!
"�	 ���&

Albert Einstein

��� �" 
��� E ����� "���	 �	�
���� �!����� ��������� Fractal ��	������	 ������
��&
-��������������	 affine �����	���� .�����
!�1 ��� ���	��������	 ��� ��	���� E&;+E&: ��� ���+
������ ��� � 
������ ��� ��� ��� ���!��� �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ ���
����� 

��� ��� ����!	�& % ����� ����� �� ��������	 	� ������������	 F�� ��� �� affine
�����
!� ��� ���	������	 ��� ��	���� E&;+E&:& *� ������� ��	�� 	� ����!�� ��� � ��������
Fractal ���"�	��	 ������
�� .F��1 ����
� ��
� �	����� ��	 ����� 	�& (#���$ ���� ��
���� ��� �" 
��� ����$ � �������� F�� ������� <� �� "��� �����
�� ��� �	 �"�	�<�	���
���� F��&

# ������ ��� ��������� fractal ��" 	�� ������
�� ���	 � Peter Massopust .[Mas90],
[Mas94]1& -����������� ����!	� �� ����� �	�� ��������!	� � !	� �����	��� ����� ��� �	��
��	����� � � � �
�� ��� ������ �����$ ��� affine �����	���� �����!	� ���	 R

3 .�����
D&/1& -���<�	��� �� ����� � �������� �����	�� ����� .�����1$ � �������� ��� Massopust ������
� � �����	���w 	� �����	�<� �� ����  ��� ��� �� 
�� ������ ��� ����  ��� � ����� ���!� .����
������� ��	!���	 ��� ���	 �������� ��	 F�� �
& D;1& '�� 	� ������� ���� ��	��� ��" 	��
��!�� �� ���
���� ����� ������
��$ ��� ������	��� � � � �
�� ��� �����	���� ������$ 	�
�	�� ��	����� $ !��� ��� �� ��" 	�� ��� ���������	 ��� ��� �����	���� w ��� �	���������	
� ����	����� ����� 	� “��

 	” ���,� ����&

8 �������� ����$ ����$ ������� ��� ������������������$ ��� �	�� ���������� ��� 	� ��+
����������	 ��
��
��� ��" 	�� ��� �� �������<��	 "���� �������& '� ���� �� 
���$ ��
Geronimo ��� Hardin .[GH93]1 �	�����	 �� ��������	� �������� ��� 	� ������	 	� �����+
���������	 ��� �� ��	����� ����� ������
��& # Nailiang Zhao .[Zha96]1 !��� ��� �����
��� �	��� �������� �����������	��� affine �

 ��� �� affine �����	���� � �������� ��
��!+
	��� ��	�
��!� �����
�� � �����	�� �����& '�� 	� ���"��� �� ����� ��	������	 �����	
������
�� ��� ��	��� ��� ������$ ������������ .���� ��� �� Geronimo ��� Hardin1 ��	 !		���
��� “�������"���� �����	��������” �& (���� �� ���	� ��	��� ��� ����	���	 �����	���	 ���!�	

�Consistent Triangulation.

#�
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����	 ���F )	 F+! �-�<��	 �� ��� �	�	����� ��� Geronimo �	 Hardin�

����	 ���F !�����
<�� '�(��
�
����� '
 	���� ����
 ,	��/��� �� * �
��� � ��

����	 <	����	 � &��
��(�	 �� 	������� w2�

����
� ��	 ���	� ��� ����� ��	���� ��� �� 
�� ������ �!�� ����������� ��� ��� �����	����
��� �	���������	 ����� ����� ������ .����� D&;1&

#� ����� 	� �!����� �������	 	� !���� �� ����!	� ���� ����"!� �����	�	$ ���	�� ���

##
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��������� ����
����� ���	 �������� ��"�	��	 ������
�� � ����� 8O=& �� ����!	� ��	����
��� ����	��� ���� ����"!� ������	���� �
!������& (#��� ���	 �������� ���� �� affine ��	�������
�	�� �
��� ���� 

�
�& # 
���� ��� �����

�
���� � ���� �	�� � ���� � �������� ������"�� 
��� R

3& ��������!	�> H�� .���"����� 1 ����� ��� R
2 ���<��	 ���� ���� ��� ����� "��� ���

��� ��	 ����� ��� ���"�� f(x) = ax + b& �!���� ����� ��� R
3 �	 ���<��	 �	�� �����&

'�� �� 
��� ���� ���������������	 �����	� ��� 	� ��������������	 ���� ��	�	 ����� ��� ��	
������������� ���!��� �!�� affine ��	������	& (���	��� �� ����!	� � �
!��� ��� <�	���  

�
�����	���� ��� affine& #� �����	���� ���!� ����
��	 ��	 “�	�����” ��	 affine �����	���	 �
��	 ���
���� ��������& �� �� "��� ��� ��	 ������ f(x) = ax+ b ��� ��	� ��	 �����
� 
�������
������ ��� ��!����� ��� ��� �����& �� �� "��� ��� ��	 ������ f(x) = αx + βy + γxy + δ ���
��	� ��	 ��" 	�� 
������� ������ ��� ��!����� ��� �!���� ����� .��� �	 �	����	 ��� ����
�����1&

'� ���� �� H. Xie ��� H. Sun .[XS97]1 �������������	 bivariate �����	���� .�
!� �
& A@1
� ����!	� ��� �	�� ��������!	� � ������	�� �
!���$ � ���������� ��	�
��!� �����
��
��� ����� ���� ��	���� ��� �� ��	����� ����!	�& 8 �������� ���� ����� � 
����!� ���
�	 �	�� �	�� ���"����� ��	��	 ��	������	$ ���� !��, � ��& H 

� ���	 ������ [Dal02]&
����
!�	$ � H 

� ��!��, ��� ��!�� 	� ��������������	 ��	����� ��	����� �����$ ��� ��

����!� 	� �	�� ���"����� ��	��	 ��	������	& �!
��$ � Robert Malysz .�
!� [Mal]1 !���
��� �������� ��������$ �����������	��� �������� ��	����� ����� ������
��$ �

 ���� ������
��	�
��!� �����
�� ��� �
� ��� �����	���� w&

(#
� �� �������!� ��� �	�"!�����	 ������	 � ����������� 
����!�$ ��
��� � ��" 	��
��� ���������� ����� ���� �� ���� ��� <� � �
� ��	 ��" 	��& ����
!�	$ �� ���������� ���
�������	��� ��� �� ����!	� ��� ��������	 ���������& ����� �� �� ������� ���� ��� 	!� �!����
��������� fractal ��"�	��	 ��� ����������� ����& 8 �!����� ���� �	�� ���� ��� �!
����
��� ��� ����	�"!�����	 ��� ����� 	� ������������� ��� ��	 ����!����� ����������� "������
� ��	���� ��" 	���& ��������!	�$ ��� �" 
��� 66 � �������� ���� �� ������������� ���
������� ���	�	&

3�� )������% Bivariate F&� � $�(�"���� ��+"�

�� � 
�%�� ��&�

(���� ���

∆ = {(xi, yj , zij) : i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M}
�	�� !	� ��	�
� (N + 1) · (M + 1) �����	 ������
�� ��� X = [0, 1] × [0, p] × R$ �!����	 ���
0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1 ��� 0 = y0 < y1 < · · · < yM = p& ����
!�	$ !��� ���

Q = {(x̂k, ŷl, ẑkl) : k = 0, 1, . . . ,K; l = 0, 1, . . . , L}

�	�� !	� �����	�
� ��� ∆ .Q ⊂ ∆1 ����
���	� ��� (K+1) ·(L+1) �����$ �!���� ��� 0 = x̂0 <
x̂1 < · · · < x̂K = 1 ��� 0 = ŷ0 < ŷ1 < · · · < ŷL = p& �� ����� ������
�� ����<��	 �� [0, 1]× [0, p]
� N ·M ��� ��	� Iij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ]$ i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M $ �� ����� ��
���
������$ 	� �� ����� ��� Q ����<��	 �� [0, 1]×[0, p] �K ·L ��� ��	� Jkl = [x̂k−1, x̂k]×[ŷl−1, ŷl]$
k = 0, 1, . . . ,K; l = 0, 1, . . . , L$ �� ����� ��
��� ���
��+�& �����	���$ �����$ ��� �� �����
��� Q ��
!��	��� � �!���� ����� ��� � � ������ Jkl 	� ���!�� ����������� ��� !	�	 �����&

������$ ������ ��� �����	���

J : {1, 2, . . . , N} × {1, 2, . . . ,M} → {1, 2, . . . ,K} × {1, 2, . . . , L}

#7
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� J(i, j) = (K(i, j),L(i, j)) = (k, l) ��� �����
!� wij �!���� ���

wij

⎛
⎝ x̂k−1

ŷl−1

ẑk−1,l−1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi−1

yj−1

zi−1,j−1

⎞
⎠ , .D&/1

wij

⎛
⎝ x̂k
ŷl−1

ẑk,l−1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi
yj−1

zi,j−1

⎞
⎠ , .D&;1

wij

⎛
⎝ x̂k−1

ŷl
ẑk−1,l

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi−1

yj
zi−1,j

⎞
⎠ , .D&:1

wij

⎛
⎝ x̂k
ŷl
ẑk,l

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi
yj
zi,j

⎞
⎠ , .D&E1

��� i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M & #� �����
!� wij �����	�<��	 ��� ����"!� ��� ������� Jkl
���� ����"!� ��� ���!� Iij & �!
��$ ���<��� ��� ��� /+/ �����	���

Φ : {1, . . . , N} × {1, . . . ,M} → {1, . . . , N ·M}
.��
��� ��� �������� ��	 �������	 ��� ��	�
�� {(i, j) : i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . ,M}1&

(�	� ����$ ��� ��	�!��� � �� ����!	� ��� ��	�
�� ∆$ ����
���� ��� �� ��� {X;wi,j , i =
0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M} .� ��� ��	���� {X;w1−N,1−M}1 ��<� � !	� ��	��� ����	�����	
(pnm)N·M �!����	 ���

N·M∑
n=1

pmn = 1, m = 1, . . . , N ·M. .D&?1

# �	��������� ��	���� ��	���� C = (cnm)N·M ���<��� �� ,��

cnm =

{
1, if pmn > 0
0, if pmn = 0,

���� n,m = 1, 2, . . . , N ·M & (#��� !���� ��� �	�"!�� ��� �" 
��� E � ������� pnm �"� <�
��	 ����	����� ���������� ��� �
������ Markov ��� ��	 ��� ����� n ���	 ��� ����� m&

(�	� �����
��� ���� !�� � 	�� !	� ��	����� 
�����$ � ������ �	 �	��$ 	 �!	�$ �� �� "���
���� ��	���� ��	 ������ .��
��� ��� ��	��� ��" 	��1$ �

 ��
�� !	� ������!� �����	�
� ���
R

3& ��� �� �
������ ��	 ����� �������� ���� �� wij �	�� �����	���� ��� ���"��

wij

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝ aijx+ bij

cijy + dij
eijx+ fijy + gijxy + sijz + kij

⎞
⎠ =

⎛
⎝ φij(x)

ψij(y)
Fij(x, y, z)

⎞
⎠ . .D&D1

�����	���� ����� ��� ���"�� �	�� <�	��� bivariate ���
������
� ��� !���	 �����!	� �����!�
��������&

/& 2 � ��������� ����� ��� 

�
� ���	  ,�	� ��	 z ���"!���� � !	� 	!� ���������
����� ��� 

�
� ���	  ,�	� ��	 z$ �� ����� !�� ����� ��� � �� ��	��	� ��� ������ ���
������� ����� ���� �������� ��� ��� ��	�
��� ��������"�� �	�
�����&

;& 2 � ��������� ����� ��� 

�
� ��� ����� xz � ��� yz ���"!���� � !	� 	!� ���+
������ ����� ��� 

�
� ��� ����� xz � ��� yz �	��������&

7�
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����	 ��$F )	 “bivariate” ��<"��	 �� �
�<� z(x, y) = αx+ βy + γxy + ε� = ��<"��	
��<	��A��	 ��� ,-
 ,	<
����� 
���� (���� �

:& 2 � ����

�
������� ��� 

�
� ��� ����� xz � ��� yz ���"!���� � !	� 	!� ����

�+

������� ��� 

�
� ��� ����� xz � ��� yz �	��������&

2�� � ��������>

E& �� �� "��� ���� ��	 ������ ��� ���"�� z(x, y) = αx+ βy + γxy + ε .����� D&:1 �����!	�
“�	�

�����” � ��	 "������ ���� bivariate �����	����& ��������!	�$ !��� G = {(x, y, z) :
(x, y) ∈ [0, 1]× [0, p], z(x, y) = αx+ βy+ γxy+ ε} ��� w �����	��� ��� ���"�� D&D& ��� ��
w(G) �	�� �� �� "��� ����  

�� ��	 ������ ��� ���"�� z(x, y) = α′x+ β′y + γ′xy + ε′&

#��<��� �� ��	 ����� Tij �� ,��

Tij

(
x
y

)
=

(
aijx+ bij
cijy + dij

)
=

(
φij(x)
ψij(y)

)
, .D&B1

!��� ���

wij =

(
Tij
Fij

)
.

��� ��� ,������ D&/+D&E �������� �� ����� �� �������� ������� 0 ,�����	

aij x̂k−1 + bij = xi−1, .D&01

aij x̂k + bij = xi, .D&A1

cij ŷl−1 + dij = yj−1, .D&/@1

cij ŷl + dij = yj , .D&//1

eij x̂k−1 + fij ŷl−1 + gij x̂k−1ŷl−1 + sij ẑk−1,l−1 + kij = zi−1,j−1, .D&/;1

eij x̂k + fij ŷl−1 + gij x̂kŷl−1 + sij ẑk,l−1 + kij = zi,j−1, .D&/:1

eij x̂k−1 + fij ŷl + gij x̂k−1ŷl + sij ẑk−1,l + kij = zi−1,j , .D&/E1

eij x̂k + fij ŷl + gij x̂kŷl + sij ẑk,l + kij = zi,j , .D&/?1
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�� ����� ����� � 	�� 	� ��
��� �� ���� aij $ bij $ cij $ dij gij $ eij $ fij $ kij $ � ��!�� � �� �����
������
�� ��� ���� ��	�
��!� sij $ ��� �����	��� �� 
����� ��� �����& �� �����$ ��� ���
,������ D&0 ��� D&A ���
���<�	��� �� ��	�
��!� aij ��� bij 	� ��� ��� D&/@ ��� D&// ���
���<�	���
�� ��	�
��!� cij ��� dij & ������$ �"����	��� ��� D&/;$ D&/: ��� ��� D&/E$ D&/? ���������	 ��
,������

eij(x̂k − x̂k−1) + gij ŷl−1(x̂k − x̂k−1) + sij(ẑk,l−1 − ẑk−1,l−1) = zi,j−1 − zi−1,j−1, .D&/D1

eij(x̂k − x̂k−1) + gij ŷl(x̂k − x̂k−1) + sij(ẑk,l − ẑk−1,l) = zi,j − zi−1,j , .D&/B1

��� ��� ����� ������� 	� ���
������� �� gij $ eij & #����� �"����	��� ��� D&/;$ D&/E ��� D&/:$
D&/? ���������	 ��

fij(ŷl − ŷl−1) + gij x̂k−1(ŷl − ŷl−1) + sij(ẑk−1,l − ẑk−1,l−1) = zi−1,j − zi−1,j−1, .D&/01

fij(ŷl − ŷl−1) + gij x̂k(ŷl − ŷl−1) + sij(ẑk,l − ẑk,l−1) = zi,j − zi,j−1, .D&/A1

��� ��� ����� ������� 	� ���
������� �� fij & (����$ � 
��� ��� ���������� �	��

aij =
xi − xi−1

x̂k − x̂k−1
.D&;@1

bij =
x̂kxi−1 − x̂k−1xi

x̂k − x̂k−1
.D&;/1

cij =
yj − yj−1

ŷl − ŷl−1
.D&;;1

dij =
ŷlyj−1 − ŷl−1yj

ŷl − ŷl−1
.D&;:1

gij =
zij + zi−1,j−1 − zi−1,j − zi,j−1 − sij (ẑkl + ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l − ẑk,l−1)

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)
.D&;E1

eij =
zi−1,j−1 − zi,j−1 − sij (ẑk−1,l−1 − ẑk,l−1) − gij ŷl−1 (x̂k−1 − x̂k)

x̂k−1 − x̂k
.D&;?1

fij =
zi−1,j−1 − zi,j−1 − sij (ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l) − gij x̂k−1 (ŷl−1 − ŷl)

ŷl−1 − ŷl
.D&;D1

kij = zij − eij x̂k − fij ŷl − sij ẑkl − gij x̂kŷl. .D&;B1

���������� ��� 0 < aij , cij < 1$ ��� i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M & ��� ����� � �����
	� ,��"�
��� ��� !	� ���� ��� ����
���� ��� bivariate �����	���� �	�� �����
���L ��	
�� 	���� � ���� �� ������ ��	� � ����� �� �������&

�����
 ���
9����
�� #�� >1�1� ���� �"�� ��" ���	��� �������� ��" �� 	"� #���� �� ��  � ��#�� ��"
	"����" ∆� 0� &�� ��"� 	"�����	�#� �������"3�� �����&��� �	!
�� ���

0 < |sij | < 1, &�� i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . ,M,

���� "��!�� ��� ������� ���	�#�� 	��� !��� [0, 1] × [0, p] × R� � ����� ����� �	� 
���� �� ���
�"���� �� �������� �#���� �	�� �� >1�1 �� ����� "���(������

��"#�
,��
(���� (x, y, z)$ (x′, y′, z′) ��� ����� ��� [0, 1] × [0, p] × R& *� ��������������� ��� ������ ���
���"��

ρ
(
(x, y, z), (x′, y′, z′)

)
= |x− x′| + |y − y′| + θ|z − z′|, θ > 0
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� ����� �	�� �����	��� � ��	 ��
���� ������ ��� � � ���� ��� �����!���� θ& I!����$ �� ��!��
	� ����� ��� ��� 

�
� ���� ��� �� θ ��� � � ��� ��� ��� �����	���� wij 	� �	�� �����
�$
��
���

ρ

⎛
⎝wij

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ , wij

⎛
⎝x′y′
z′

⎞
⎠
⎞
⎠ ≤ D · ρ

⎛
⎝
⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ ,

⎛
⎝x′y′
z′

⎞
⎠
⎞
⎠

� D < 1 ��� i = 1, 2, . . . , N $ j = 1, 2, . . . ,M &

���������� ���$

ρ

⎛
⎝wij

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ , wij

⎛
⎝x′y′
z′

⎞
⎠
⎞
⎠ = |aij(x− x′)| + |cij(y − y′)|+

θ|eij(x− x′) + fij(y − y′) + gij(xy − x′y′) + sij(z − z′)|
≤ aij |x− x′| + cij |y − y′| + θ|fij ||y − y′| + θ|gij ||xy − x′y′|

+ θ|sij ||z − z′| .D&;01

= (aij + θ|eij |)|x− x′| + (cij + θ|fij |)|y − y′| + θ|sij ||z − z′|+
θ|gij ||xy − xy′ + xy′ − x′y′|

= (aij + θ|eij |)|x− x′| + (cij + θ|fij |)|y − y′| + θ|sij ||z − z′|+
θ|gij ||x(y − y′) + y′(x− x′)|

≤ (aij + θ|eij |)|x− x′| + (cij + θ|fij |)|y − y′| + θ|sij ||z − z′|+
θ|gij ||x||y − y′| + θ|gij ||y′||x− x′|

≤ (aij + θ|eij |)|x− x′| + (cij + θ|fij |)|y − y′| + θ|sij ||z − z′|+
θ|gij ||y − y′| + θ|gij |p|x− x′|

= (aij + θ|eij | + θp|gij |)|x− x′| + (cij | + θ|fij | + θ|gij |)|y − y′|+
θ|sij ||z − z′|. .D&;A1

'�� 	� �	�� � wij �����
� �� ���� �� ������ ρ ��!�� 	� ������	

aij + θ|eij | + θp|gij | < 1,

cij + θ|fij | + θ|gij | < 1.

(��� �� ��!��

θ <
1 − aij

|eij | + p|gij | ��� θ <
1 − cij

|fij | + |gij | ,

��� |eij | + p|gij | �= 0$ |fij | + |gij | �= 0 ��� ������ θ ���"����� &

����!	�� ��� 	� �	�� �
� �� �����	���� wij �����
!�$ ������� 	� ��
!,��� �� θ �� ,��>

θ = min

{
mini,j{1 − aij}

maxi,j{2(|eij | + p|gij |)} ,
mini,j{1 − cij}

maxi,j{2(|fij | + |gij |)}
}
,

���	 �������� ��� !	�� ���
 �����	 ��� ���� ����	�����!� �	�� �� ���	����& H��"����� 
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��
!���� !	� ������ θ& (���� �� !����

ρ

⎛
⎝wij

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ , wij

⎛
⎝x′y′
z′

⎞
⎠
⎞
⎠ ≤ (aij + θ(|eij | + p|gij |))|x− x′| + (cij + θ(|fij | + |gij |))|y − y′|+

θ|sij ||z − z′|

≤
(
aij +

1 − aij
2(|eij | + p|gij |) (|eij | + p|gij |)

)
|x− x′|+(

cij +
1 − cij

2(|fij | + |gij |) (|fij | + |gij |)
)
|y − y′| + θ|sij ||z − z′|

=
1 + aij

2
|x− x′| + 1 + cij

2
|y − y′| + θ|sij ||z − z′|,

��� i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M & #��� �!��	���

A = max
i,j

{
1 + aij

2

}
< 1, B = max

i,j

{
1 + cij

2

}
< 1, C = max

i,j
{|sij |} < 1

���
D = max{A,B,C} < 1

�� !����

ρ

⎛
⎝wij

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ , wij

⎛
⎝x′y′
z′

⎞
⎠
⎞
⎠ ≤ A|x− x′| +B|y − y′| + θC|z − z′|

≤ max{A,B,C}(|x− x′| + |y − y′| + |z − z′|)

= D · ρ
⎛
⎝
⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ ,
⎛
⎝x′y′
z′

⎞
⎠
⎞
⎠ ,

��� i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M & (��� �� ���� �	�� �����
��� � ��	�
��� �����
�� D$
�� ���� �� ������ ρ& �

(#��� ��� �	�"!����$ !�� �������� .�
!� �
& E?1 ��� �� ��� !	� ��	����� ������ �����
.
������1 G ⊂ [0, 1] × [0, p] × R ��� �����
���� ����& ����� �� �� ������ ��	���� ��� ��
,��"�
�<��	 ��� �� G �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ ��� ����� 

��� ��� ����!	�
.��
��� ��� ��" 	��1& � ���� ��	 ��������$ � 
������ G �� 
!���� Bivariate Fractal
�
����
� 2����$�	�� .2BF21& ������<��� �� 	���"!��	 ��� ���	 �������� ����
�� ����� �	�� ��� ��	� �
�� � δ = 1/N ��� �� �����!� ��� ��	� �
�� � ψ = 1/K .����
M = pN ��� L = pK1 ��� � �������

a =
ψ

δ
=
N

K

�	�� ��!�����& �����	��� ��� � ������� a2 �"� <� �� �
���� ���!�	 ��� ���!�� � � ������&
� � � ���!� �	���������� !	� ��	����� ��!���� ������$ �����������	��� ��	 �����	��� Φ(i, j) =
(i − 1)M + j$ i = 1, 2, . . . , N $ j = 1, 2, . . . ,M & 8 �	������"� �����	��� �� �	�� � Φ−1(n) =
((n−1) div M+1, (n−1) mod M+1)$ ��� n = 1, 2, . . . , NM ��� � NM×NM ��	���� ����	�����	
�� �	��

pn,m =

{
1
a2
, �	 IΦ−1(n) ⊂ JJ(Φ−1(m))

0, �

���$
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��� n,m = 1, 2, . . . , NM & ���� �����	� ��� �� ������� pnm �	�� ����� �	 ��� ��	� �	 �� ��� ���
�����	��� Tij $ � ����� �����	�<� ��	 ������ ��� ���!�� ��	 n+���� ���!� ���	 m+���� ���!�&
*���<��� ���$ �	 � ���� !	� ����� ��� ��	�
�� Iij × R � n = Φ(i, j)$ 
!� ��� ����������
���	 ��� ����� n& �� ������� pnm ��� ��	��� ����	�����	 ���	� ��	 ����	����� "������� ���
�����	���� wΦ−1(m) � ���� �� ����� ��� �� ������� 	� ����� ���	 ��� ����� m& % �����
�����$ � � � ������ �	���������� !	� ��	����� ��!���� ������$ �����������	��� ��	 �����	���
Φ̂(k, l) = (k − 1)K + l$ k = 1, 2, . . . ,K$ l = 1, 2, . . . , L& ����
!�	 ���<��� ��� ��	 1 ×NM ��	���
Cv .�� 	���� ��	�!��	1 �� ,��>

cvn = Φ̂(J(Φ−1(n))).

�� ���	� ������ ����� "� ��� ��� ��
!� ��	���� ��� ��!�� 	� ���	������	 �� �����
������
��$ ��� � 
������ ��� �� ������� 	� �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������& ���
��������!	�$ �� ����� ������
�� ��� ������	��� ���� �!����� �
��!� � � ������� ��!�� 	�
�	�� ��	����� & � ���� ��	 ��������$ ���������� ��
��� ��	 ��	�
���	 sij �� �������
� !	� ���� ��� �� !�� �� 
����� ��� ��	�� ��" 	��&

��	�
�� ���
9����
�� #�� "���(����� >1�1 ��" �� 	"� #���� �� �� ��  � ��#�� ��" 	"����" ∆� ���� �"��
��" ���	��� �������� �����#��� "���#��"�� ��� �� 	����� ��" ∆ ����� �#���� �	�� ��� #�� ���
�� 	
����

{(x(k−1)a, y(l−1)a+ν , z(k−1)a, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1}
{(xka, y(l−1)a+ν , zka, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1}

{(x(k−1)a+ν , y(l−1)a, z(k−1)a+ν, (l−1)a), ν = 1, . . . , a− 1}
{(x(k−1)a+ν , yla, z(k−1)a+ν, la), ν = 1, . . . , a− 1}

&�� k = 1, 2 . . . ,K� l = 1, 2, . . . , L� �� ����������� ��� 	"��"����� 	������ 2��� "��!�� ���
	"��!�� 	"����	� f : [0, 1] × [0, p] → R ��" �����(������ 	�� 	����� ��" ∆ ��� �� &�3�� ���
{(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ [0, 1] × [0, p]} ��"������� �� ��� ���"	�� ��" >1�1�

��"#�
,��
*����� ��	 ���� F ��	 ��	��	 ��	������	 �����!	�	 ��� [0, 1]× [0, p] � ��	 �������� ��

��	�
�

{(x̂k, y, f(x, y)) : y ∈ [ŷl−1, ŷl]}, k = 0, 1, . . . ,K, l = 1, 2, . . . , L,

{(x, ŷl, f(x, y)) : x ∈ [x̂k−1, x̂k]}, k = 1, 2, . . . ,K, l = 0, 1, . . . , L,

���� x̂k = xka ��� ŷl = yla$ 	� �	�� ��������� ������� ��� f(x̂k, ŷl) = ẑkl ��� k = 0, 1, . . . ,K,
l = 1, 2, . . . , L& �� ��	�
� F �	�� !	� �
���� �����	�
� ��� ���	��������� ����� ��	 ��	��	
��	������	 C([0, 1] × [0, p]) = {g : g : [0, 1] × [0, p] → R g ��	���} "������!	�� � ��	 ������
ρ∞ .ρ∞(g1, g2) = supx{|g1(x) − g2(x)|}1& ���� �����	� ��� � F �	�� �
���� ������� �����&
#��<��� ��	 �
��� Read-Bajraktarevic T : F → F �� ,��

Tf(x, y) = eijφ
−1
ij (x) + fijψ

−1
ij (y) + gijφ

−1
ij (x)ψ−1

j (y) + sijf(φ−1
ij (x), ψ−1

ij (y)) + kij ,

��� (x, y) ∈ Iij $ i = 0, 1, . . . , N $ j = 1, 2, . . . ,M & *� �����,��� ��� � T �	�� ��
 �����!	��& ����
����� ���"�	�� ��� � � (x, y) ∈ I0

ij $ i = 1, 2, . . . , N $ j = 1, 2, . . . , N & *� ��!�� 	� �� �����,���
��� ���	 �������� ��� (x, y) ∈ ∂Iij & � ���� ��	 �������� �� ����� !	� ��� �� ����� ��&

7.
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/& (x, y) ∈ Ii,j ∪ Ii+1,j $

;& (x, y) ∈ Ii,j ∪ Ii−1,j $

:& (x, y) ∈ Ii,j ∪ Ii,j+1$

E& (x, y) ∈ Ii,j ∪ Ii,j−1&

*� ����������� ���	 ����� �������� .�� ���
���� ������	��	��� �	 
���1& ����� x = xi ���
y ∈ [yj−1, yj ]$ �� (x, y) ����� 	� ������ ��� �� ����� ��� Ii,j ��� �� ����� ��� Ii+1,j & '�� 	� �	��
� T ��
 �����!	�$ �� ��!�� �� T (x, y) 	� ��	� ��	 ���� ���� �� �������� �� (x, y) �� ����� ���
Ii,j $ �� �� ����� ��� Ii+1,j .�
!� ����� D&E1& ���	 ����� �������� �� ����� ��� φ

−1
ij (x) = x̂K(i,j)

��� ψ−1
ij (y) ∈ [yL(i,j)−1, yL(i,j)]& �� ����� (φ−1

ij (x), ψ−1
ij (y), f(φ−1

ij (x), ψ−1
ij (y))) �	��� ��� ���+

������ ����� ��� ���<��	 �� ����� (x̂K(i,j), ŷL(i,j)−1, ẑK(i,j),L(i,j)−1) ��� (x̂K(i,j), ŷL(i,j), ẑK(i,j),L(i,j))
.�"�� f ∈ F1& ����!	��$ �� ����� (x, y, Tf(x, y)) �� �	��� ��� ��������� ����� ��� ���<��	
�� ����� (xi, yj−1, zi,j−1) ��� (xi, yj , zi,j)&

*���	��� �� (x, y) �� ����� ��� Ii+1,j �� ����� φ−1
i+1,j(x) = x̂K(i+1,j)−1 ��� ψ−1

i+1,j(y) ∈
[yL(i+1,j)−1, yL(i+1,j)]& �� ����� (φ−1

i+1,j(x), ψ
−1
i+1,j(y), f(φ−1

i+1,j(x), ψ
−1
i+1,j(y))) �	��� ��� �������+

�� ����� ��� ���<��	 �� �����

(x̂K(i+1,j)−1, ŷL(i+1,j)−1, ẑK(i+1,j),L(i+1,j)−1)

��� (x̂K(i+1,j)−1, ŷL(i+1,j), ẑK(i+1,j),L(i+1,j))

.�"�� f ∈ F1& ����!	��$ �� (x, y, Tf(x, y) �	��� ��� � 
� ��� ��������� ����� ��� ���<��	
�� ����� (xi, yj−1, zi,j−1) ��� (xi, yj , zi,j)& (��� � Tf �	�� ��
 �����!	�& ����
!�	$ ��,��
��� �� ��	�
� {(x, y, Tf(x, y)) : x = xi, y ∈ [yj−1, yj ]}$ ��� i = 0, 1, . . . , N $ j = 1, 2, . . . ,M ���
{(x, y, Tf(x, y) : y = yj , x ∈ [xi−1, xi]}$ ��� i = 1, 2, . . . , N $ j = 0, 1, . . . ,M �	�� ���������
�������& ���� �����	� ��� ��� �� ��	�
�

{(x̂k, y, Tf(x̂k, y)) : y ∈ [ŷl−1, ŷl]}, k = 0, 1, . . . ,K, l = 1, 2, . . . , L

{(x, ŷl, T f(x, ŷl)) : x ∈ [x̂k−1, x̂k]}, k = 1, 2, . . . ,K, l = 0, 1, . . . , L

�� �	�� ��������� �������$ �"�� �� ���� ������	� ��� ��

{(x(k−1)a, y(l−1)a+ν , z(k−1)a, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1},
{(xka, y(l−1)a+ν , zka, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1},

{(x(k−1)a+ν , y(l−1)a, z(k−1)a+ν, (l−1)a), ν = 1, . . . , a− 1},
{(x(k−1)a+ν , yla, z(k−1)a+ν, la), ν = 1, . . . , a− 1},

��� ��	 ������ ��� .��������� ������� � ��	�����  ��� �	����	 ��� ���� ���������
�����1& (��� Tf ∈ F & ������$ ���
� �
!�� ��	�� ��� � T �	�� �����
� ���	 F �� ���� ��	
������ ρ∞ � ��	�
��� �����
�� s = maxi,j{|si,j |}& (��� ��� �� ������ ������� ������ ���
Banach �������� ��� �� ��� f ∈ F � Tf = f & 8 ��	 ����� ���� �� �	�� ��
���	��� ��� x = xi$
i = 0, 1, . . . , N ��� ��� y = yj $ j = 0, 1, . . . ,M & �	 �������� �� G �� �� "��� ��� f ���
�
�
!���� ���

G =
N⋃
i=1

M⋃
j=1

wi,j(G),

 �� �� G �	�� � 
������ ��� ����& �

7�
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����	 ��*F ��
 �	�	�"�� ����	 <	��
��	 �	 2	��" 2��	�	 �� 	��,�9� �
� /�����	�
 
����

��	�� ���"�	!� ��� �� ��	���� ��� ��	� �� ����� 	� ������ �	�� ���� ����������!�& ��	��

����� 
����	 	� �	������� ��	�� ����� �� ����	 ��	���� ��� 	� ,��"�
�<��	 �� ����������
���� ��" 	���$ ���	 �������� ��� �� ����� ������
�� ���� �
��!� ��	 ������	 �	�� ��
��	����� & �� �����$ �	 � ����� ��
!,� ����� ������
�� ��� ��	�
��!� sij � ��	 ��������
�� 	!� ����� ��� �� ���������	 � � � ��	 
��� ��� ���� ���� �
��!� ����	���	 ���!�	
	� �	�� ����$ ��� � 
������ ��� ���� �� �	�� ��� ��" 	��& '�� 	� ����� ���� ��
���� ��	
����� 	� �������� ��� 	� ������ ��	���� ��� �!���� �������!� ����<����� ���� ����� ��
��������& '�� � � ������ Jkl$ k = 1, 2 . . . ,K$ l = 1, 2, . . . , L ���<��� ��� ����� �� ����� ���>

Lkl[ν]$ ν = 1, . . . , a− 1$
�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ������
��
{(x(k−1)a, y(l−1)a+ν , z(k−1)a, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1}
��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x(k−1)a, y(l−1)a, z(k−1)a, (l−1)a) ��� (x(k−1)a, yla, z(k−1)a, la),

Rkl[ν]$ ν = 1, . . . , a− 1$
�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ������
��
{(xka, y(l−1)a+ν , zka, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1}

7�
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LEFT[1]

RIGHT[1]

DOWN[1]

UP[1]

RIGHT[1]

DOWN[1]

UP[1]

DOWN[2]

LEFT[2]

UP[2]

RIGHT[2]

LEFT[1]

G	E G2E

����	 ��.F 1 	�
��"�� ��� ���
�	��� ������� �	���2
&� �	 ���
�� 	�� �	 ��/-�
(�	��	 ����	�	 �
� 
��A
�� �	 ������	 	��	�	 �����	 �� ���
�� : (	 ,"<
�� ��� �
�
a� G	E a = 2: G2E a = 3�

��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(xka, y(l−1)a, zka, (l−1)a) ��� (xka, yla, zka, la),

Dkl[ν]$ ν = 1, . . . , a− 1$
�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ������
��
{(x(k−1)a+ν , y(l−1)a, z(k−1)a+ν, (l−1)a), ν = 1, . . . , a− 1}
��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x(k−1)a, y(l−1)a, z(k−1)a, (l−1)a) ��� (xka, y(l−1)a, zka, (l−1)a),

Ukl[ν]$ ν = 1, . . . , a− 1$
�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ������
��
{(x(k−1)a+ν , yla, z(k−1)a+ν, la), ν = 1, . . . , a− 1}
��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x(k−1)a, yla, z(k−1)a, la) ��� (xka, yla, zka, la).

�����	��� ��� � � ��� ��� ��� ����� 	� ����� ��� 
��� 	��� ����� �	 �� �	��������
����� ������
�� �	�� � 	� ��� �� �	�������� ��������� ����� � ��	����� �

���& �� �����
D&? ���	� �� ������� �"� <��	 ���!� �� ����� ���&

% ��	 ���� ����� ������� 	� ������� ��� �	�������� ����� ��� ��	 �����	 ��� ���������	$
�!�� ��� ����$ ��� κ .κ ≥ 11 ��	�
������ ���� ��� �
�������� ������������	 ���	�
���	
.���1

Lκkl[ν]$ ν = 1, . . . , aκ − 1$
�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ��� ���!��� ��� κ ����
� x = x̂k−1 ��� y ∈ [ŷl−1, ŷl]
��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x(k−1)a, y(l−1)a, z(k−1)a, (l−1)a) ��� (x(k−1)a, yla, z(k−1)a, la),

Rκkl[ν]$ ν = 1, . . . , aκ − 1$
�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ��� ���!��� ��� κ ����

7#
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� x = x̂k ��� y ∈ [ŷl−1, ŷl]
��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(xka, y(l−1)a, zka, (l−1)a) ��� (xka, yla, zka, la),

Dκ
kl[ν]$ ν = 1, . . . , aκ − 1$

�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ��� ���!��� ��� κ ����
� y = ŷl−1 ��� x ∈ [x̂k−1, x̂k]
��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x(k−1)a, y(l−1)a, z(k−1)a, (l−1)a) ��� (xka, y(l−1)a, zka, (l−1)a),

Uκkl[ν]$ ν = 1, . . . , aκ − 1$
�	�� � ��������"� �������� � � 	�� ������ ��� ���!��� ��� κ ����
� y = ŷl ��� x ∈ [x̂k−1, x̂k]
��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x(k−1)a, yla, z(k−1)a, la) ��� (xka, yla, zka, la).

�����
 ���
*�� �� ����� � ���"	��� ���� Bivariate >1�1 ����� �"�� ��" ���	��� �������� ��� 	"��!��
���3���� ����� ���������� �� �	!
�"�

si,j ·RκJ(i,j)[ν] = si+1,j · LκJ(i+1,j)[ν],

si,j · UκJ(i,j)[ν] = si,j+1 ·Dκ
J(i,j+1)[ν],

&�� i = 1, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,M − 1, ν = 1, . . . , aκ−1 − 1, κ ∈ N
��

��"#�
,��
8 �����,� ���
���� �� ������ ��� �����,�� ��� ��������� D&/& �� �������� ��� ��	��
��	 ����� f : [0, 1] × [0, p] → R& '�� k = 1, 2, . . . ,K$ l = 1, 2, . . . , L ���<��� ��� ��	�������

Lfkl : [ŷl−1, ŷl] → R$ ���� � ���� Lfkl(y) �"� <� ��	 ��������"� ��������
��� ������ f(x̂k−1, y) ��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x̂k−1, ŷl−1) ��� (x̂k−1, ŷl)&

Rfkl : [ŷl−1, ŷl] → R$ ���� � ���� Rfkl(y) �"� <� ��	 ��������"� ��������
��� ������ f(x̂k, y) ��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x̂k, ŷl−1) ��� (x̂k, ŷl)&

Df
kl : [x̂k−1, x̂k] → R$ ���� � ���� Df

kl(x) �"� <� ��	 ��������"� ��������
��� ������ f(x, ŷl−1) ��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x̂k−1, ŷl−1) ��� (x̂k, ŷl−1)&

Ufkl : [x̂k−1, x̂k] → R$ ���� � ���� Ufkl(x) �"� <� ��	 ��������"� ��������
��� ������ f(x, ŷl) ��� �� ��������� ����� ��� 	�	� �� �����
(x̂k−1, ŷl) ��� (x̂k, ŷl)&

� 24�
� �� ���� ���	 �� ����� � ��� 	�������'��
	� �� ���
�����#� 
����� �	 “�������” ��
	1# 
����
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��� ��	!��� ���<��� �� F �� ���� ��	 ��	��	 ��	������	 f �����!	�	 ��� [0, 1] × [0, p] �
��� ��������

si,j ·RfJ(i,j)(y) = si+1,j · LfJ(i+1,j)(y), y ∈ [ŷl−1, ŷl]

si,j · UfJ(i,j)(x) = si,j+1 ·Df
J(i,j+1)(x), x ∈ [x̂k−1, x̂l]

��� i = 1, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,M − 1$ (k, l) = J(i, j)& 2�� � 
� �� ��	�
� F �	�� !	� �
����
�����	�
� ��� ����� ��	 ��	��	 ��	������	 C([0, 1]× [0, p]) "������!	�� � ��	 ������ ρ∞&
#��<��� ��	 �
��� T ���� ��� ���	 ��� ��	��<��� ��	 �����,� � ��	 ���� �����& �

8 ����� 	� �������$ ��	� ��� �	��� ��	���� ��� ��!�� 	� ���	������	 �� ����� ������
��
� ��!�� � ���� � ���� ��	�
��!� sij ��� 	� ����������� ��� fractal ��" 	�� ������
��&
��	�� ���"�	!� �!���� ��� � ��	���� ��� ��������� �	�� ��
� �����
� 	� 
����& 8 ��� ��
�
�������� �	�� ���� ���	 ����� �� ����� ������
�� ��� ��	��� ��	 ������	 �	�� ��	����� &
(#��� ��� ����� ��� ���	 �����,� ��� ��������� D&/$ ��� �
� �� ����� ��� �� ��������	 �
���	� ������ �� �	�� ����� ��	����� & (���$ �	 �� ��	���� ��� ��������� D&/ ���	������	���$
��� ���	�������� ��� � ��	���� ��� ��������& '	�� �� �� ����� �	 �	�� � 	�� ���� ��
 & '�
���� ���	 ����� �� ������� ��	��� ��
������ ��	����$ ������<�	��� �� sij �� ����� �	
���	������	��� ,��"�
�<��	 �� ��� � ��������	� ��	���� �����&

�����
 ���
9����
�� #�� Bivariate >1�1 ����� �"�� ��" ���	��� �������� �� ��� � ������

RJ(i,j)[ν] = LJ(i,j)[ν],

UJ(i,j)[ν] = DJ(i,j)[ν],

&�� ν = 1, 2, . . . , a− 1 ��� sij = s� &�� i = 1, 2, . . . , N � j, 1, 2, . . . ,M � - ���"	��� �"��
 ��" >1�1
����� �� &�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	���

3���� 4 box �������� ��� Bivariate F�!

���	 ��������	� ��� ���"� ���� �� "����� ������� ��������� Fractal ���"�	��	 ��+
����
�� ������!	�	 � Bivariate ���� .��� ��	����� �� ��� �	�"!���� �� 2BF21& ��� ��
���
������� ��	 box �� ����� ���� �!����� ��" 	���& 2������	$ ����<��� ��	 ������ ��� box
�� ������ 	�� ��	�
�� B ⊆ R

3& �	 N (B, ε) �	�� � ��������� ������� ��� �
���!� �"����
����	�� ε ��� ��
�����	 �� B ��� �� ����

D = D(B) = lim
ε→0

lnN (B, ε)

ln(1/ε)

�� ���$ ��� � ������� D(B) ��
���� box �� ����� ��� B& � ���� �� ����� �	�� ������� 	�
�����!���� ��� ������� ����� ��������& ��������!	� ���<��� ��

D = D(B) = lim inf
ε>0

lnN (B, ε)

ln(1/ε)
��� D = D(B) = lim sup

ε>0

lnN (B, ε)

ln(1/ε)
,

�� ��	 ���!���� ��� ��	 ��!���� box �� ����� ��� B& ���	 �� ,� ��	���� �������������
�
������ ������ �
�� � (1/kn)$ k ∈ N& (����$ �	 Nn(B) �	�� � 
 ������ ������� �
����	
����	 �
�� � 1/kn ��� ��
�����	 �� B ��� �� ����

D = D(B) = lim
n→∞

lnNn(B)

ln(1/kn)

���
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�� ���$ ��� �� B !�� box �� ����� ��� � D&
=� ��� ���� ��	������� 	� ��������������	 ��	�
� ���"������� ���"�� ��� ��	 � 
��� ���

B& �� ����!���� ��� ������������� ��
���� ��� �� ��	�
� Cε, ε > 0$ �� ����� ����
���� ���
��	�
� ����!���� ε ��� !��� N ∗(ε) � 
 ������ ������� ��	�
�	 ��� Cε ��� ��
�����	 �� B& �	
�� ����	 ������� c1 ��� c2$ �!����� ���

c1N (B, ε) ≤ N ∗(ε) ≤ c2N (B, ε),

��� �� N ∗(ε) ����� 	� �	����������� �� N (B, ε) ���	 ���
������ ��� box �� ������ .� �����,�
��������  ��� ��� ��	 ������1&

'�� 	� ���
������� ��	 �� ����� ���� �BF�� .��
��� ��� 
����� G 	�� ���� ���� ����
��� ������ ����� 	�1 �� ��������������� ��
���� ��� ���
����� ���"��&

������� ���
��	�� r > 0 ���

C =

{[
k − 1

ar
,
k

ar

]
×
[
l − 1

ar
,
l

ar

]
×
[
b, b+

1

ar

]
: k, l, r ∈ N, b ∈ R

}
.

2� C ����#!�� �������"�������"�� �
(�"� ���"�� 1/ar� ���������#��"� 	� ����&��� ��#&�� ��
���� ��"� %���� xy� �(�#�� 	!��� @�@�� -����"�� ��

N ∗(r) ��� ��!�	�� ������ �
(�� ��" C ��" ����� ����������� &�� �� ���"3��� �� G,

N (r) ��� ��!�	�� ������ �
(�� ���"�� 1/ar ��" ����� ����������� &�� �� ���"3��� �� G.

����
� ������� 	� �����,��� ���

�
��� ���
N (r) ≤ N ∗(r) ≤ 4N (r).

������� ���
2� ���
� ���� 	"����	�� h �#	� 	� #�� ����&���� I ⊂ R

2 �������� �� �%���

Rh[I] = max{|h(x1, y1) − h(x2, y2)| : (x1, y1), (x2, y2) ∈ I}.

�
��� ���
��	�� #�� >1�1 ���� �"�� ��" ���	��� ������� ��� #	�� ��� � � ���"	��� ��" G ����� ��
&�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	�� h ���	�#��� 	�� I = [α, β]× [γ, δ] ⊆ R

2� α, γ ≥ 0� ���	��� #	��
��� w ����� ��� ��� ��� ��������	��� ��" >1�1 ��� ���3��

w

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝ ax+ b

cy + d
ex+ fy + gxy + sz + k

⎞
⎠ =

⎛
⎝ φ(x)

ψ(y)
F (x, y, z)

⎞
⎠ .D&:@1

��

T

(
x
y

)
=

(
ax+ b
cy + d

)
=

(
φ(x)
ψ(y)

)
. .D&:/1

����
Rh[T (I)] ≤ |e|(β − α) + |f |(δ − γ) + |g|δ(β − α) + |g|β(δ − γ) + |s|Rh[I].

���
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����	 ���F '���"(��
 �-2
 �&���" 1/an� ��
 �	�	�"�� ����	 
 �-2
 �
� ��
�� ����
,	���� ���	 �� ���	&�������
� '
 C ������ �-2
� �
� � �"�� 2"�� �
� ��
��� �	
	����
��� �� 
�
	,��
�� ��� z = b�

��"#�
,��
(���� ��� (x1, y1, z1)

t$ (x2, y2, z2)
t ∈ G ���

(x′1, y
′
1, z

′
1)
t = w((x1, y1, z1)

t),

(x′2, y
′
2, z

′
2)
t = w((x2, y2, z2)

t).

���>

|z′2 − z′1| ≤ |e||x2 − x1| + |f ||y2 − y1| + |g||x2y2 − x1y1| + |s||z2 − z1|
= |e||x2 − x1| + |f ||y2 − y1| + |g||x2y2 − x2y1 + x2y1 − x1y1| + |s||z2 − z1|
≤ |e||x2 − x1| + |f ||y2 − y1| + |g||y1||x2 − x1| + |g||x2||y2 − y1| + |s||z2 − z1|
≤ |e|(β − α) + |f |(δ − γ) + |g|δ(β − α) + |g|β(δ − γ) + |s||z2 − z1|.

��� ��	 �
����� �	����� ����	��� �� ����!
���& �

���	 ������ �� ������ ������$ ����<����� !	� ����� ��������� 
���� ��� ������� ���+
�����& #��<��� �� [·] : R → Z �� ��	 ����� ��� ��	� �� ��!���� �!��� 	�� �������&

�
��� ���
��	�� ������� x, x1, x2, . . . , xk ∈ R� �#����� �	�� x1 + x2 + · · · + xk = λx� λ ∈ R� 2����

λx− k ≤ [x1] + [x2] + · · · + [xk] ≤ λx.

���
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������� ���
��	�� U, V ∈ R

N �� U = (u1, u2, . . . , uN )t ��� V = (v1, v2, . . . , vn)t� -����"�� �� 	!#	� ≺ �� �%���

U ≺ V, �� ��� ���� �� ui < vi, i = 1, 2, . . . , N.

������� ���
��	�� P = {(xi, yj , zij); i = 1, 2 . . . , N ; j = 1, 2, . . . ,M} #�� 	
���� 	������ ��" R

3� -�����"��
�� 	����� ��" P x0� ������
��� �� ��� ���� �� ��� �� 	����� ��" P �� ��� � �� 	"�����&�#�� x
����� 	"&&������� -�����"�� �� 	����� ��" P y0� ������
��� �� ��� ���� �� ��� �� 	�����
��" P �� ��� � �� 	"�����&�#�� y ����� 	"&&�������

�� ����� �� ������ ��	� ��	 box �� ����� ���� Bivariate Fractal ���" 	��� ������
��&

��	�
�� ���
��	�� #�� Bivariate >1�1 ��" 	"� #���� �� ��  � ��#�� ��" ∆ ���� ����&�?��� ��������

�3� ��	�#�� �� #��� ��7���&�&��� ������ 	"� #	��� C� ����	��� #	�� � N ·M ×N ·M  ��&�����
�������

S = diag(|s11|, |s12|, . . . , |s1M |, |s21|, |s22|, . . . , |s2M |, . . . , |sN1|, |sN2|, . . . , |sNM |)

�� 0 < |sij | < 1, i = 1, . . . , N ��� j = 1, . . . ,M. )���#��"�� ��� � ���"	��� G ��" >1�1 �����
�� &�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	�� f ��" �����(������ 	�� 	����� ��" ∆ ��� ��� �� 	�����
�����(���� ��� �����!��  �� ����� x7	"&&������ �  �� ����� y7	"&&������� 2���� � box  �	��	�
��" G  ������ ��� ��� �
��

D(G) =

{
1 + loga λ, �� λ > a

2, �� λ ≤ a

���" λ = ρ(SC) > 0� � 3�	������ ������ ��" �� ���&�&���" ������ S · C�

��"#�
,��
(���� Rkl = Rf [Jkl] �� ���� ��� f �!�� ���	 ������ Jkl& (#��� !���� ��� �	�"!��$ �

��	���� ��	�!��	 C = (Cnm) ��� ���� ��	��� ��� �� ��!��

Cnm =

{
1, �	 pmn > 0,
0, �

���&

�	 U = (u1, u2, . . . , uNM )t ∈ R
NM $ ���<���

Ω(U) = u1 + u2 + · · · + uNM .

���"�	� � ��	 ������$ ������� 	� ���� ���$ � � � ������ Jkl �� ��� !	�� ������� i0
��� �� ����� {(xi0 , yjν , zi0,jν ) : (xi0 , yjν ) ∈ Jkl, ν = 1, 2, . . . , a + 1} 	� ��	 �	�� ���������� $
� �� ��� !	�� ������� j0 ��� �� ����� {(xiν , yj0 , ziν ,j0) : (xiν , yj0) ∈ Jkl, ν = 1, 2, . . . , a + 1}
	� ��	 �	�� ���������� & (���� ���<��� �� Vkl ��	 �!����� ��������"� �������� ��	 �����	
��� �� ��������� ����� ��� ���<��� ��� �� ����� (xi0 , yj1 , zi0,j1) ��� (xi0 , yja+1 , zi0,ja+1) ���	
����� ��������$ � ��� �� ����� (xi1 , yj0 , zi1,j0) ��� (xia+1 , yj0 , zia+1,j0) ��� ����� ��������&
7� ��	����$ � ��	 ��� �������
�� �������� 		���� ��	 �������� ��� ���
���<��� � ��!��
��	� � ��	  ,�	� z& *� �	�"������ � ���� ��	 �������� �� “����” &

��$
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%� ��	 ����� ��	 
��� ��� ��� .�"�� "�������� � � wij ��� ����� ������
�� ���
������	��� ���	 ������ JJ(i,j)1 
��� 	��� (a+ 1)2 ���	����� ����� ��� !	� ���� |sij |VJ(i,j) �!��
� � � ���!�& '�� 	� ���
������� ���� �� ���� �������������� ��	 �������� ��	 bivariate
�����	���	 ��� 
!� ��� � � ��������� ����� ��� 

�
� ���	  ,�	� z �����	�<��� � !	�
	!� ��������� ����� ,( ���� ��� 

�
� ���	  ,�	� z � ����� ��� !�� “�����
�” ��� ��	
��	�
��� sij $ ����� ����� ��� ��	 �������� ��� � � ��������� ����� ��� 

�
� ��� �����
xz � ��� ����� yz �����	�<��� � !	� ��������� ����� ����� ��� 

�
� ��� ����� xz � ���
����� yz �	��������& ��� �� 5���� D&; ���
���<��� ��� �� ���� ��� f �!�� � � � ���!� ��
�	��

Rf [Iij ] = Rf [Tij(JJ(i,j))] ≤ βij
a

N
+ |sij |Rf [JJ(i,j)],

���� βij = |eij | + |fij | + |gij | + |gij |p, i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M.
��� ��	!���$ ���<��� �� �� ��	���� ���	������ B$ H1$ R$ U1 ��� I$ �� ,��>

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

β11

β12

.

.

.
β1M

.

.

.
βN1

βN2

.

.

.
βNM

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, H1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

|s11|VJ(1,1)

|s12|VJ(1,2)

.

.

.
|s1M |VJ(1,M)

.

.

.
|sN1|VJ(N,1)

|sN2|VJ(N,2)

.

.

.
|sNM |VJ(N,M)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

|s11|RJ(1,1)

|s12|RJ(1,2)

.

.

.
|s1M |RJ(1,M)

.

.

.
|sN1|RJ(N,1)

|sN2|RJ(N,2)

.

.

.
|sNM |RJ(N,M)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

U1 =
a

N
B +R ��� I =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
.
.
.
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

�"�� � G �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ �����!	�� ��� [0, 1] × [0, p]$ ��� 	� ��+

����� �� ���� �� ��� G ��� �������� �!�� ��� Iij × R ����<����� ����������� ������ ���
����� ��� <�	��� ��� 	� ��
����� �� ���� |sij |VJ(i,j) ��� 
�������� ������ ��� ����� ��� <�	���
��� 	� ��
����� �� ������	�� ����

�
����� ��� ���<��� ��� �� ���
���� !,� �����& *���+
<��� ��� Iij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ]& ��� �� ����� ����� ���<��� ��� ��	 ,����� y = yj−1$
	� �� ����� .��� 

�
� � �� �����1 ��� ��	 y = yj & �� ����� ��� �� �!����� ����� ���<�	���
��� ��	 x = xi ��� ��	 x = xi−1& �!
��$ �	 zmax[i, j], zmin[i, j] �	�� � �!����� ��� � 
 ����� ����
��� f �!�� ���	 ���!� Iij $ ��� �� �!���� ��� �� !��� ����� ���<�	��� ��� ��� z = zmax[i, j] ���
z = zmin[i, j]$ �	��������&

���$

N∑
i=1

M∑
j=1

[|sij |VJ(i,j)a
r] ≤ N ∗(r) ≤

N∑
i=1

M∑
j=1

([(
βij

a

N
+ |sij |RJ(i,j)

)
ar
]

+ 1
)([ 1

N
ar
]

+ 1

)2

.

��*
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#��� .��� �� 5���� D&:1 !����>

N∑
i=1

M∑
j=1

(|sij |VJ(i,j)a
r)−NM ≤ N ∗(r) ≤

N∑
i=1

M∑
j=1

((
βij

a

N
+ |sij |RJ(i,j)

)
ar + 1

)([ 1

N
ar
]

+ 1

)2

� Ω(H1a
r) −NM ≤ N ∗(r) ≤ Ω (U1 · ar + I) ·

([
1

N
ar
]

+ 1

)2

.

%� ��	 ����� ��	 
��� ����	��� a2 ��� ��	� �
�� � 1
aN

�!�� � � � ���!�$ �� �����
��
����� 
�������	& 2 � ������!�� ��� ���� ��� ���� ����� ��� ������	��� �!�� ���	 ������
��� �����	�<��� ���	 ������ ���!�& �� �!����� ���� ��� ��� ��	��� �!�� � � � ������!�
���!��	��� .�� ��	�����!	�1 ��� �� 	����

U2 = SC · U1 + a2B
1

N
,

	� �� ��� ��� ��� ��	��� �!�� � � � ������!� .a2 �������� � � � ���!�1 ���!��	��� .��
��	�����!	�1 ��� �� 	����

H2 = SC ·H1.

(����$ ���
����	��� ��� �������� ���������� � ��	 ����� 	� .��� ����� ��	 
���1 ����
�����
���	 ��!��>

Ω (H2 · ar) − a2MN ≤ N ∗(r) ≤ Ω
(
U2 · ar + a2

I·) · ([ 1

aN
ar
]

+ 1

)2

.

%� ��	 ����� ��	 
��� ����	��� a4 �������� �
�� � 1
a2N

�!�� � � � ���!�$ !��	���$
!���$ a4NM ��	�
�� ��������& �� ���� ��� ��� ��	��� ���!��	��� .�� ��	�����!	�1 ���
�� 	����

U3 = SC · U2 + a4B
1

aN
= SC · U2 + a3B

1

N
	� �� ��� ��� ��� ��	��� ���!��	��� .�� ��	�����!	�1 ��� �� 	����

H3 = SC ·H2.

#���$

Ω (H3 · ar) − a4MN ≤ N ∗(r) ≤ Ω
(
U3 · ar + a4

I·) · ([ 1

a2N
ar
]

+ 1

)2

.

(����$ ���	 κ ��	 
��� �� !���� a2(κ−1) ����$ ���� ��� �������� �
�� � 1
aκ−1N

�!�� �
� � ���!�$ ���� �����������	��� �� 5���� D&: ����	���>

Ω (Hκ · ar) −MNa2(κ−1) ≤ N ∗(r) ≤ Ω
(
Uκ · ar + I · a2(κ−1)

)
·
([

1

aκ−1N
ar
]

+ 1

)2

.D&:;1

����

Uκ = SC · Uκ−1 + a2(κ−1)B
1

aκ−2N
= SC · Uκ−1 +B

aκ

N
���

Hκ = SC ·Hκ−1.

����
� ������� 	� �����,��� ���

Uκ = (SC)κ−1 ·R+ (SC)κ−1B
a

N
+ (SC)κ−2 ·Ba

2

N
+ (SC)κ−3 ·Ba

3

N
+ · · · + SC ·Ba

κ−1

N
+B

aκ

N

��.



2�34�5�6# D& FRACTAL ��634�9�6�� ��)�%I#548�

���
Hk = (SC)k−1 ·H1.

���� ����� ��	� �	 ��� ��	 ������ κ ��	 ��� ��	 ����� ��� 1
aκ−1N

≥ 1
ar $ ��� �� ����� ���

������������� 	� ��	 ����
����	���& ���
!���� κ ∈ N ��� r − µ − 1 ≤ κ < r − µ$ ����
µ = logN

log a
− 1 > 0&

�"�� � S · C �	�� �� ��	������$ �� �	�������� ��	����$ �� ������ ��� Frobenius .������
/&E$ �
& ;;1 �	�"!�� ��� �� ��� !	� ��	����� ����� ������ 	���� ��� S · C �� ����� �	��������
���	 �������� λ = ρ(SC) > 0& .8 ��	��������� �	�"!���� ��� ���	�� ��� !	�� �� ��	������
�� �	�������� ��	���� � ����� 	� !�� ��� ������� �	, ����� ��� �� ��	���� �������	������
��� 	� �	���������	 ���	 ���� ��������& (���� � �  

� ����� ������ 	���� ��� �	�������� ���	
�������� λ = ρ(SC) > 0 ��!�� 	� ,��� ��� ������� ��� �� �����1&

���
!���� �� ���
���� �������	������ .�� ����� �	���������	 ���	 �������� λ1>

Û = (û1, û2, . . . , ûNM ), !��� ��� 0 ≺ Û ≺ H1 .D&::1

U∗ = (u∗
1, u

∗
2, . . . , u

∗
NM ), !��� ��� U∗ � R ��� U∗ � 1

N
B. .D&:E1

#���$ ��� �,�� �!��� ��� .D&:;1$ �� !����>

N ∗(r) ≤ Ω
(
Uκ · ar + a2(κ−1)

I

)
·
([

1

aκ−1N
ar
]

+ 1

)2

≤ Ω
(
Uκ · ar + a2κ−2

I
) · (aµ+2

N
+ 1

)2

(�"�� κ ≥ r − µ− 1)

= Ω
(
Uκ · ar + a2κ−2

I
) · (a+ 1)2 (�"�� aµ =

N

a
)

= Ω

(
(SC)κ−1Rar + (SC)κ−1Bar

a

N
+ (SC)κ−2Bar

a2

N
+ · · · + (SC)Bar

aκ−1

N
+

Bar
aκ

N
+ a2κ−2

I

)
· (a+ 1)2

N ∗(r) ≤ Ω

(
(SC)κ−1Rar + (SC)κ−1B

ar+1

N
+ (SC)κ−2B

ar+2

N
+ · · · + (SC)B

ar+κ−1

N
+

B
ar+κ

N
+ a2κ−2

I

)
· (a+ 1)2 .D&:?1

N ∗(r) ≤ Ω
(
(SC)κ−1U∗ar + (SC)κ−1U∗ar+1 + (SC)κ−2U∗ar+2 + · · · + (SC)U∗ar+κ−1+

U∗ar+κ + a2κ−2
I
) · (a+ 1)2 (�"��

1

N
B ≺ U∗ ��� R ≺ U∗)

= Ω
(
λκ−1U∗ar + λκ−1U∗ar+1 + λκ−2U∗ar+2 + · · ·

+λU∗ar+κ−1 + U∗ar+κ + a2k−2
I

)
· (a+ 1)2

(�"�� �� U∗ �	�� ������ 	����&1

=
(
λκ−1Ω(U∗)ar + λκ−1Ω(U∗)ar+1 + λκ−2Ω(U∗)ar+2 + · · ·

+λΩ(U∗)ar+κ−1 + Ω(U∗)ar+κ + a2k−2Ω(I)
)
· (a+ 1)2

���
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#��� �!��	��� γ∗ = Ω(U∗)) �� !����

N ∗(r) ≤ (
λκ−1γ∗ar + λκ−1γ∗ar+1 + λκ−2γ∗ar+2 + · · ·

+λγ∗ar+κ−1 + γ∗ar+κ + a2k−2NM
)
· (a+ 1)2

��� �"�� κ ≤ r − µ$

N ∗(r) ≤ (
λr−µ−1γ∗ar + λr−µ−1γ∗ar+1 + λr−µ−2γ∗ar+2 + · · ·

+λγ∗a2r−µ−1 + γ∗a2r−µ + a2r−2µ−2NM
) · (a+ 1)2 .D&:D1

� ���� �� ����� ������	��� ��� ��������� ��� ��	 ���� ��� λ&

=���!��	��� ��� λ > a$ !���� ���

N ∗(r) ≤ λr−µ−1arγ∗
(

1 +
a2

λ
+ · · · + ar−µ−1

λr−µ−2
+

ar−µ

λr−µ−1
+
ar−2µ−2NM

λr−µ−1

)
· (a+ 1)2

= λr−µ−1arγ∗

⎛
⎝1 +

ar−2µ−2NM

λr−µ−1
+
a
(
1 − ( a

λ

)r−µ)
1 − a

λ

⎞
⎠ · (a+ 1)2 .

������$ �����

⎛
⎝1 +

ar−2µ−2NM

λr−µ−1
+
a
(
1 − ( a

λ

)r−µ)
1 − a

λ

⎞
⎠ > 0.

(���$ ���	 �������� ��� λ > a ����	���>

lnN ∗(r)
r ln a

≤ (r − µ− 1) lnλ

r ln a
+
r ln a

r ln a
+

ln γ∗

r ln a
+

ln

(
1 + ar−2µ−2NM

λr−µ−1 +
a
(
1−( a

λ )r−µ
)

1− a
λ

)
r ln a

+
2 ln (a+ 1)

r ln a

#���$

D(G) = lim sup
r→∞

lnN ∗(r)
r ln a

≤ 1 + loga λ. .D&:B1

���	 �������� ��� λ ≤ a$ ��� ��� ��	 D&:D �� !����

N ∗(r) ≤ (
λr−µ−1γ∗ar + λr−µ−1γ∗ar+1 + λr−µ−2γ∗ar+2 + · · ·

+λγ∗a2r−µ−1 + γ∗a2r−µ + a2r−2µ−2NM
) · (a+ 1)2

≤ (
a2r−µ−1γ∗ + a2r−µγ∗ + a2r−µγ∗ + · · ·

+λ2r−µγ∗ + a2r−µγ∗ + a2r−2µ−2NM
) · (a+ 1)2

≤ (
a2r−µ−1γ∗ + (r − µ)a2r−µγ∗ + a2r−2µ−2NM

)
(a+ 1)2

≤ a2r−µ−2γ∗ (a+ (r − µ)a2 +NM
)
(a+ 1)2.

���
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#���
lnN ∗(r)
r ln a

≤ (2r − µ− 2) ln a

r ln a
+

ln
(
γ∗ (a+ (r − µ)a2 +NM

)
(a+ 1)2

)
r ln a

,

��
��� D(G) ≤ 2& (#���$ �"�� � G �	�� ��� ��	��� ��" 	��$ �� !���� ��� D(G) = 2&

���
����	��� �������� ���������� ��� �� ������� �!��� ��� .D&:;1$ ��� λ > a$ ����	���>

N ∗(r) ≥ Ω (Hκ · ar) −MNa2κ−2

N ∗(r) ≥ Ω
(
(SC)κ−1 ·H1 · ar

)−MNa2κ−2 .D&:01

��	��<�	��� ��� �� ,�� �� !����

N ∗(r) ≥ Ω
(
(SC)κ−1 · Û · ar

)
−MNa2κ−2 (�"�� H1 � Û)

≥ Ω
(
λκ−1 · Û · ar

)
−MNa2κ−2 (�� Û �	�� ������ 	����)

= λκ−1ar
NM∑
n=1

ûi −MNa2κ−2

= λκ−1arγ̂ −MNa2κ−2

(
γ̂ =

NM∑
n=1

ûi

)

≥ λr−µ−2γ̂ar −MNa2r−2µ−2 (�"�� r − µ− 1 ≤ κ < r − µ)

≥ arλr−µ−2

(
γ̂ − MN2ar−2µ−2

λr−µ−2

)
.

�"�� ���� λ > a$ �� �� ��� ������� r0 �!����� ���
(
γ̂ − pN2ar−2µ−2

λr−µ−2

)
> 0, ��� r > r0&

#���$

logN ∗(r)
r log a

≥ r log a

r log a
+

(r − µ− 2) log λ

r log a
+

log
(
γ̂ − MN2ar−2µ−2

λr−µ−2

)
r log a

, ��� r > r0

��� �����	� ���

D(G) = lim inf
lnN ∗(r)
r ln a

≥ 1 + loga λ. .D&:A1

(���� ��� ��� D&:B ��� D&:A �� !���� ��� D(G) = 1 + loga λ& �

�����
 ���
��	�� �� >1�1 ��� � ������� S ���� #!�"� ���	��� �������� )���#��"�� ��� � ���"	��� ��"
>1�1 G ����� �� &�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	�� ��� ��� � ������� 	"� #	��� C ����� #��� ��
��������� ������� ��" #!�� #�� ������ � �� ��"	�� X� 2��� � box  �	��	� ��" ���"	�� ������

D(G) =

{
1 + loga λ, �� λ > a,

2, ������,

���" λ = ρ(SC)�

��#
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��"#�
,��
�	 �� ��� !	� ����� ������ 	����$ �	�������� ���	 "�������� ����	� ��� ��	���$ � ����� �� �	��
����� ����� .�
!� [Gan00b] ��� [KT74] �
&??/1& #��� �� ����� ������ 	���� X ��� ��	��� SC
�	�������� ���	 �������� λ = ρ(SC) > 0 .� �  

� ����� ������ 	���� �� �	�������� ����� ���	
�������� λ1& %������ 	� ��
!,��� Û ��� U∗ ���� �	������� .D&::1 ��� .D&:E1 �	�������� ��� �
�����,� �� �	�� �	�� �������� � ��� ��������� D&; ��	���� ��� !	�� �� ��	������ ��	����
	� !�� !	� ����� ������ 	���� ��	�	��� ��� [Gan00b]& �

���	 �������� ��� � ��	���� ��	�!��	 ��� ���� �	�� �	�������� �	 ������� 	� �����
������� ��	 box �� ����� ��� 
����� ���$ �

 ������� 	� ����� � ���� "� �����& 2������	
����<����� ��	 ����� �� ������&

������� ���
��	�� A ≥ 0� A �= 0 #��� �����&������ ������� �N × N�� ���	��� #	�� #��  ��"	�� x ∈ R

N

�#���� �	�� x ≥ 0� -����"��

λ1(x) = max{ρ : Ax ≥ ρx} ≥ 0 ��� λ2(x) = min{σ : Ax ≤ σx}
���	�� �����"��

λ1(A) = min{λ1(x) : x ≥ 0} ≥ 0. ��� λ2(A) = max{λ2(x) : x ≥ 0}.

�����
 ���
��	�� �� >1�1 ��� � ������� S ���� #!�"� ���	��� �������� ���" � ������� 	"� #	��� C �����
���&�&���� ��� � ���"	��� ��" G ��" >1�1 ����� �� &�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	��� 2���

�� λ1(SC) > a� ���� 1 + logα λ1(SC) ≤ D(G) ≤ D(G) ≤ 1 + logα λ2(SC)
�� λ2(SC) ≤ a� ���� D(G) = 2

��"#�
,��
8 �����,� �	�� �������� � ���� ��� ����� ��� ������ D&;& =���!��	��� ��� λ1(SC) > a
.���� λ2(SC) ≥ λ1(SC) > a1$ ��� ��	 .D&:?1 !����>

N ∗(r) ≤ Ω

(
(SC)κ−1Rar + (SC)κ−1B

ar+1

N
+ (SC)κ−2B

ar+2

N
+ · · · + (SC)B

ar+κ−1

N
+

B
ar+κ

N
+ a2κ−2

I

)
· (a+ 1)2 .D&E@1

= Ω
(
λ2(SC)κ−1Rar + λ2(SC)κ−1Bar+1 + λ2(SC)κ−2Bar+2 + · · ·

+λ2(SC)Bar+κ−1 +Bar+κ + a2k−2
I

)
· (a+ 1)2

% �������� ���������� .���� ��� ������1 ����
����� ���	 D(G) ≤ 1 + loga λ2(SC)&
��� ��	 D&E@ !����>

N ∗(r) ≥ Ω
(
(SC)κ−1 ·H1 · ar

)−MNa2κ−2

≥ Ω
(
(λ1(SC))κ−1 ·H1 · ar

)−MNa2κ−2.

#��� � 
� � �������� ����� ����	��� ��	 1 + loga λ1(SC) ≤ D(G)& �!
��$ �	 λ2(SC) ≤ a$
������� ���
� 	� �����,��� ��� D(G) = D(G) = D(G) = 2& �

��7
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��1���
 �	��(�,�	�


2�����/�� I& 7 � �"���
� Bivariate Fractal �
����
� 2����$�	���
8 ��������� Bivariate Fractal ���" 	�� ������
�� .�BF��1 .�
!� [Dal02]1 �	�� ��� �BF��
� K = 1$ L = 1$ ���� �� ��	�
�

Q = {(x̂k, ŷl, ẑkl) : k = 0, 1; l = 0, 1}

����
���� ��� E �����& � ���� ��	 �������� �� ��� ��	� ��� ������ J11 = [0, 256] × [0, 256]$
� ��	���� ��	�!��	 �	��

Cij = 1, i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . ,M

��� δ = 1
N
$ ψ = 1$ ���� a = N & ���
!�	 �� ��	�
�

{(x0, yν , z0,ν), ν = 1, . . . , a− 1},
{(xN , yν , zN,ν), ν = 1, . . . , a− 1},
{(xν , y0, zν,0), ν = 1, . . . , a− 1},
{(xν , yN , zν,N ), ν = 1, . . . , a− 1}

���!���	 ��	����� �����& # C �	�� !	�� �� �	�������� �� ��	������ ��	���� � "��������
����	� λ = ρ(SC) ��� ��	��� ��� �� ��!��

λ =

N∑
i=1

M∑
j=1

|sij |.

# 
������ ����� ��� ���� �	�� ��� ��	��� ��	 ����� ���� �����	� �� ������ D&/& -����+
������	��� �� ������ D&; �
!���� ��� � �� ����� ��� 
����� �� ��	��� ��� �� ��!��

D(G) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 + logN

N∑
i=1

M∑
j=1

|sij |, �	
N∑
i=1

M∑
j=1

|sij | > N

2, �

���&

.D&E/1

2�����/�� II& 8 SC ����
 ��		��	��
�� ��"� �������
��� �������
�� ����!���� !	� ���� ���� ���� ��� ����� "��� ��� ������ D&;$ � ��	 ��	��� C 	� �	��
�	��������& '�� 	� �	�� � SC ��

��
 ���� 	�� ����������� ��	��� .��
��� ��  ������� ��	
�������	 � � ������� �	�� ������ ��� ��� � β1 �� ��!��>

|sij | =
β

a2
��� i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . ,M.

� ���� ��	 ��������$ � "�������� ����	� ��� SC �	�� λ = ρ(SC) = β .�
!� [Gan00b] �
& 0E1
��� !	� �	�������� ������ 	���� �	�� �� (1, 1, . . . , 1)T & �	 � 
������ G ��� ���� �	�� �� �� "���
���� ��	���� ��	 ������$ ��� � box �� ����� ��� G �� �	��>

D(G) =

{
1 + loga β, �	 β > a

2, �

���&
.D&E;1

���
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3��� !�����
$����

����� �� ��	�	��� ���� ����������� fractal ��"�	��	 ������
�� ��� ������� �����	
���"�	� � ��	 �����
���� ��� ����� ��� ���	 ��������	� ��� ���"�& (#
� �� ��" 	��
���� �����	 �����������	��� �� ��������� �J&A ��� ������������ �&

2���#�
��� I& 7� ����� ��� ����� �� ������ ��	 �������� ���� ���������� Bivariate
Fractal ���" 	��� ������
�� � ��	����� ����� ������
�� ��� ��	��� ��� [0, 256]× [0, 256]&
��� ��������!	� �!���� M = N = 4 ��� K = L = 1 .���� a = 41 ��� ����	��� �� �����
������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� D&/& # ��	���� ��	����
�� �	�� �

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

 �� Cv = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)&
���"�	� � �� ������ D&: � 
������ ��� ���� ��� ������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	����
��	 ������ f : J1,1 = [0, 256] × [0, 256] → R& ����� � C �	�� ������ �	�� ��� �� �	��������
.�
!� ������ /&/ �
& ;/1& ��� ������� D&0 ��� D&A "��	��� � ��������!	�� 
������ ���
���"�	� � ��	 ,����� D&E/ !�� �� ����� ;&/?:B&

���
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����	 ���F '	 �����	 �	���2
&� 
��A
�� �� �
��� �	 � ���
���

∆
x

� �* ��# �7� �.�
� ��� ��� ��� ��� ���
�* ��� �$� �$� �*� ���

y ��# ��� �*� �$� �*� ���
�7� ��� ��� �$� �*� ���
�.� ��� ��� ��� ��� ���

sij

j
� � $ *

� ��*. ��*� ���*. ����.
i � ��$. ����. ���. ����.

$ ���$� ���. ���*. ��*.
* ��$. ���$. ���� ���.

!��	�	 ���F '	 �����	 �	���2
&� �	 
 �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 �
� �	�	,��(�
�	�
 I�

���
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����	 ��#F 1 �&����� �
� �	�	,��(�	�
 I� '	 ����	�	 ��<�"A
�� � ��� ��
� "9
�	 z�
= ,"��	�� �
� �&����� ���	 ���.$��

��$
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����	 ��7F 1 �&����� �
� �	�	,��(�	�
 I� �����
�
�/��	� ������ <����
- (	 �	
�
��/�� � “��	�-���	” �� ��<"��	 �

��*
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2���#�
��� II& ��� !���� M = N = 4 ��� K = L = 2 .���� a = 21 ��� ����	��� �� �����
������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� D&;$ 	� � ��	���� ��	����
�� �	��

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

 �� Cv = (2, 1, 4, 3, 4, 1, 3, 2, 1, 4, 3, 2, 2, 1, 3, 4)&
�� ����� ������
�� ���	������	 ��	 ��	���� ��� ��������� D&/$  �� � 
������ ��� ����
��� ������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ f : [0, 256] × [0, 256] → R& ����� � C4

�	�� ������$ � C �� �	�� �� �	�������� .�
!� ������ /&/ �
& ;/1& ��� ������� D&// ��� D&/;
"��	��� � ��������!	�� 
������ ��� ���"�	� � �� ������ D&; !�� �� ����� ;&::;?&

����	 ����F '	 �����	 �	���2
&� 
��A
�� �� �
��� �	 * ���
�� �

��.
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x

� �* ��# �7� �.�
� ��� ��� ��� ��� ���
�* ��� �$� �$� ��� ���

y ��# ��� �$� �*� �$� ���
�7� ��� �*� �$� �*� ���
�.� ��� ��� ��� ��� ���

sij

j
� � $ *

� ��*. ��.. ���. ��$.
i � ��. ���#. ��7. ����.

$ ���*. ��#. ���*. ��.
* ���7. ���.. ���. ���.
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D&/& 2����2�=48 BIVARIATE F��

2���#�
��� III& 2�� � 
� ��
!���� M = N = 4 ��� K = L = 2 .���� a = 21 ��� ����	��� ��
����� ������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� D&:$ 	� � ��	����
��	���� �� �	��

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

 �� Cv = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)&
�� ����� ������
�� ���	������	 ��	 ��	���� ��� �������� D&:$  �� � 
������ ��� ���� ���
������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ f : [0, 256] × [0, 256] → R& � ���� ��	
�������� � C �� �	�� �	��������$ �

 �	�� ��

��
 ���� 	�� ����������� ��	���& ��� �������
D&/E ��� D&/? "��	��� � ��������!	�� 
������ ��� ���"�	� � ��	 ,����� D&E; !�� �� �����
;&?0?@&

����	 ���$F '	 �����	 �	���2
&� 
��A
�� �� �
��� �	 * ���
�� � 01�� <	����	 ��

����	 �����
�
���	 ���
 � ���
�� J11 �� 	���
���� wij �

��7
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y ��# ��� ��� �*� �*� �*�
�7� �$� ��� �*� �$� �*�
�.� ��� ��� �*� ��� ���

sij

j
� � $ *

� ���. ���. ���. ���.
i � ���. ���. ���. ���.

$ ���. ���. ���. ���.
* ���. ���. ���. ���.
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2���#�
��� IV& #�����$ !���� M = N = 4 ��� K = L = 2 .���� a = 21 ��� ����	��� ��
����� ������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� D&E$ 	� � ��	����
��	���� �� �	��

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

 �� Cv = (2, 1, 4, 3, 4, 1, 3, 2, 1, 4, 3, 2, 2, 1, 3, 4)&
�� ����� ������
�� ���	������	 ��	 ��	���� ��� �������� D&:$  �� � 
������ ��� ���� ���
������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ f : [0, 256] × [0, 256] → R& # C �	�� ��
�	�������� .���� ��� ��� ��� ����� 661& ��� ������� D&/B ��� D&/0 "��	��� � ��������!	��

������ ��� ���"�	� � �� ������ D&; !�� �� ����� ;&:B0?&

����	 ����F '	 �����	 �	���2
&� 
��A
�� �� �
��� �	 * ���
�� �

��$
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D&/& 2����2�=48 BIVARIATE F��

2���#�
��� V& 2������ <��� ����� ��� ��������� Bivariate Fractal ���" 	�� ������
��$
�

 ���� �� "�� �� ��������������� �� ��	����� ����� ������
��& (����� M = N = 4
���K = L = 1 .���� a = 41 ��� ����	��� �� ����� ������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"��
�	�
����� sij ��� ��	��� D&?$ 	� � ��	���� ��	���� �� �	�� .���� ��� ��� ��� ����� 61

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

 �� Cv = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)&
�� ����� ������
�� ���	������	 ��	 ��	���� ��� �������� D&:$  �� � 
������ ��� ���� ���
������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ f : [0, 256]× [0, 256] → R& ��� ������� D&;@
��� D&;/ "��	��� � ��������!	�� 
������ ��� ���"�	� � �� ������ D&; !�� �� ����� ;&/:/?&

����	 ���7F '	 �����	 �	���2
&� 
��A
�� �� �
��� �	 � ���
���

���
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2���#�
��� VI& 2�� � ���� �� ��� ����� �� ��������������� �� ��	����� .��� ��	���
��	 ������	1 ����� ������
��& (����� M = N = 6 ��� K = L = 2 .���� a = 31 ��� ����	���
�� ����� ������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� D&D$ 	� � ��	����
��	�!��	 �� !�� �� ����� 36 × 36$ ���!	�� �	�� �����
� 	� ��	 ���� ����& �	�� ��� ��	 C
��	��� ��	� �� �� 	���� Cv&

Cv = (1, 3, 4, 1, 2, 2, 1, 3, 3, 4, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 4, 2, 2, 4, 3, 1, 2, 1, 3, 4, 2, 4, 1, 2)

�� ����� ������
�� ���	������	 ��	 ��	���� ��� �������� D&:$  �� � 
������ ��� ���� ���
������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	���� ��	 ������ f : [0, 256]× [0, 256] → R& ��� ������� D&;:
��� D&;E "��	��� � ��������!	�� 
������ ��� ���"�	� � �� ������ D&; !�� �� ����� ;&::/A&
��� ����� D&;? "��	��� � 
������ ��� ����� ���� �

 � �
��� ���� ��	�
��� ��������"��
�	�
����� ����� � �� ���!	&
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� 256
6 2 256

6 ��# 4 256
6 5 256

6 �.�
� ��� ��. �7� ��� ��. �7� ���

256
6 ��. ��� ��� ��. �7� ��� ��.

2 256
6 �7� ��� �#� �7� ��� ��� �7�

y ��# ��� ��. �7� ��� ��. �7� ���
4 256

6 ��. �7� ��� ��. �7� ��� ��.
5 256

6 �7� ��� �#� �7� ��. ��� �7�
256 ��� ��. �7� ��� ��. �7� ���

sij

j
� � $ * . �
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�������� �

�������� Fractal 	#��!�����
�����"����

Nitens lux,
horrenda procella
tenebris aeternis involuta.
����"
����� "��$
������ ���������
��
���!	� ��� ��	 ���	�� 	����&

���
�� ��� Evarist Galois ��� ����� � ��� �����,�� ��� ������ ���
���  "�� ��	 �
����� 	���� ���	 �� 	� � ��	������&

��� �" 
��� D ����� ��� ��	 �����
���� ��������� bivariate fractal ��"�	��	 ������
��
� ������	�� �
!���& � ���� �� �" 
��� �� ��������������� ���� �� �����
���� ��� 	�
������� ���� �
���!� fractal ��" 	��& ��� ��������!	�$ ������� <��� ��� ��
� BF�� ���
��� ��	!��� � �������� � �"�����!� ��	�����!	� ����	��� ��� �
���� ��" 	��& ����� ��
�� ������ ��� ��	���� ��� ��!�� 	� ������	 ��� 	� �	�� ����� ��� �!���� �������� ��� ��
������ � ���� ����
!����� ����� � ��� Hausdorff ��� box ����� ��� ��	 �
����	 ��"�	��	&

4�� )�(������� ��� ��������� )�������2��

�����"	��

� ��

!� ��������� �	�� �	������ � 
������ 	�� bivariate ����$ ��	���	�� � �� �����
������
�� ��� ��	�
�� ∆ = {(xi, yj , zij) : i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M} .���� �� ����� ���
��� �" 
��� D1$ 	� ���!���� � !	� �����!	� ������	�� R = [0, 1] × [0, p] × [a, b]& �� ����� ��
������ ��	� ��� ��	���� ��� ��!�� 	� ���	������	 �� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij
��� ��� 	� ������	� ����& =���!����$ �!����$ ��� ��� �� ����� ������
�� ����� a ≤ zij ≤ b$
i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M &

��	�
�� '��
��	�� #�� bivariate >1�1� ��" 	"� #���� �� �� 	����� �����(���� ��" ∆� ���	�#�� ���� 	��

�$�
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��3���� @� 2� &�3��� ��" ���"	�� �"��
 ��" >1�1 �����#��� �#	� 	� #��  �	�#�� ����&����
R = [0, 1] × [0, p] × [a, b] �∆ ⊂ R�� �� &�� ��"� 	"�����	�#� sij �	!
��

smin
ij ≤ sij ≤ smax

ij ,

���"

smax
ij = min

{
b− zi−1,j−1

b− ẑk−1,l−1
,
b− zi−1,j

b− ẑk−1,l
,
b− zi,j−1

b− ẑk,l−1
,
b− zi,j
b− ẑk,l

,

a− zi−1,j−1

a− ẑk−1,l−1
,
a− zi−1,j

a− ẑk−1,l
,
a− zi,j−1

a− ẑk,l−1
,
a− zi,j
a− ẑk,l

,

}

smin
ij = max

{
b− zi−1,j−1

a− ẑk−1,l−1
,
b− zi−1,j

a− ẑk−1,l
,
b− zi,j−1

a− ẑk,l−1
,
b− zi,j
a− ẑk,l

,

a− zi−1,j−1

b− ẑk−1,l−1
,
a− zi−1,j

b− ẑk−1,l
,
a− zi,j−1

b− ẑk,l−1
,
a− zi,j
b− ẑk,l

}

��� (k, l) = J(i, j)� i = 1, 2, . . . , N � j = 1, 2, . . . ,M � &�� �� �� �����
� ��������	�#��

��"#�
,��
8 ��	 �����

Fij(x, y, z) = eijx+ fijy + gijxy + sijz + kij

�	�� �����!	� ��� ������	�� Rkl = [xk−1, xk] × [yl−1, yl] × [a, b]$ ���� (k, l) = J(i, j)&
�	 “��������������” ��� ��� ��� ����
��!� ����� ��� ��	 ������ ��� �������� �� ��	 �����
�����!	� � !	� �
���� �����	�
� ��� R$ ��� �� �� "�� ��� �� �	�� !	� ��������� �����&
#���$ � Fij �� !�� �!����� .�	�������� 
 �����1 ���� � ��� ��� ��� ���� ����"!� ��� Rkl& #�
���� ����"!� ��� Rkl �	�� �� ����� (xk+µ, yl+ν , a) ��� (xk+µ, yl+ν , b)$ µ, ν = −1, 0& ���
!����
���� ��	�
��!� sij !��� ���

a ≤ Fij(xk+µ, yl+ν , a) ≤ b
a ≤ Fij(xk+µ, yl+ν , b) ≤ b

}
⇒

a ≤ eijxk+µ + fijyl+ν + gijxk+µyl+ν + sija+ kij ≤ b
a ≤ eijxk+µ + fijyl+ν + gijxk+µyl+ν + sijb+ kij ≤ b

}
⇒

a ≤ eijxk+µ + fijyl+ν + gijxk+µyl+ν + sija+ kij + sij ẑk+µ,l+ν − sij ẑk+µ,l+ν ≤ b
a ≤ eijxk+µ + fijyl+ν + gijxk+µyl+ν + sijb+ kij + sij ẑk+µ,l+ν − sij ẑk+µ,l+ν ≤ b

}

��� .D&/1+.D&E1 �� !����

a ≤ zi+µ,j+ν + sija− sij ẑk+µ,l+ν ≤ b
a ≤ zi+µ,j+ν + sijb− sij ẑk+µ,l+ν ≤ b

}
⇒

a− zi+µ,j+ν ≤ sij(a− ẑk+µ,l+ν) ≤ b− zi+µ,j+ν
a− zi+µ,j+ν ≤ sij(b− ẑk+µ,l+ν) ≤ b− zi+µ,j+ν

}
⇒

a−zi+µ,j+ν

a−ẑk+µ,l+ν
≥ sij ≥ b−zi+µ,j+ν

a−ẑk+µ,l+ν
a−zi+µ,j+ν

b−ẑk+µ,l+ν
≤ sij ≤ b−zi+µ,j+ν

b−ẑk+µ,l+ν

}
,

��� µ, ν = −1, 0 ��� �� ���	����� ����	�����!�$ ���� !���� �� ����!
���& �

�$#
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4�� )������% )������ F&�

(�	� ��
� �	���� ��� ��
� ������� ������� ��	�����!	�	 �	�� �� �"�����!� ��	�����!	�&
�� ������� ���� �	�� ���	��� ��� ������"� �����	 ��� ������	��� � 	� � ��� �"���� � !	�
�"������!�& (����

0 ≤ θ < 2π, −π
2
≤ φ ≤ π

2
, r > 0

��� � � = (g1, g2, g3) �	�� � ������������� ��� �"�����!� ��	�����!	� � �������	!� ��	�+
����!	�$ ����

x = g1(θ, φ, r) = r cosφ cos θ

y = g2(θ, φ, r) = r cosφ sin θ

z = g3(θ, φ, r) = r sinφ.

%������ 	� ������� ���� ��� �
���� Fractal ���" 	�� ������
�� �����������	��� �� ��+
�	� ������&

��	�
�� '��
��	�� #�� 	
���� ��� 	����� �����(���� ∆S = {(θi, φj , rij) : i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M}
 �	�#�� 	� 	3�����#� 	"�����&�#���� �#���� �	�� θ0 = 0� θN = 2π� θi−θi−1 = δ� φ0 = −π

2
� φM = π

2
�

φi − φi−1 = δ� ���	��� #	�� �� 	
���� QS ⊂ ∆ = {(θ̂k, φ̂l, r̂kl) : k = 0, 1, . . . ,K; l = 0, 1, . . . , L}
���" θ̂0 = 0� θ̂N = 2π� θ̂i − θ̂i−1 = ψ� φ̂0 = −π

2
� φ̂M = π

2
� φ̂i − φ̂i−1 = ψ ��� � ��������	� J ����

���	���� 	�� ��3���� @� ��	�� ��� �� 	
���� G ����� � ���"	��� �"��
 ��" >1�1� ��� ��� �	!
�"�

�� ∃rS , rN ∈ R : ri,0 = rS , rj,M = rN , i = 0, 1, . . . , N, j = 0, 1, . . . ,M �

+� DJ(i,j)[ν] = 0� ν = 1, 2, . . . , α− 1� i = 1, 2, . . . , N � j = 1, 2, . . . ,M �

,� UJ(i,j)[ν] = 0� ν = 1, 2, . . . , α− 1� i = 1, 2, . . . , N � j = 1, 2, . . . ,M �

/� LJ(i,j)[ν] = RJ(i,j)[ν]� ν = 1, 2, . . . , α− 1� i = 1, 2, . . . , N j = 1, 2, . . . ,M �

<� -� 	"�����	�#� sij #!�"� �����&�� #�	� �	�� G ⊂ [0, 2π]× [−π
2
, π

2
]× [ε,+∞)� &�� ����� ε > 0�

2��� �� G ����� �� &�3��� ���� 	"��!�
� 	"����	�� r(θ, φ) ��� �� g(G) ����� ��� 	"��!�� ����	��
F�>�

��"#�
,��
�� ��� �� G �	�� ��� ��	��� ��" 	�� !�� �������� ��� �" 
��� D .�
!� ������� D&:1& #� ����
����� ��	���� �����	��	 ��� �� ��	��� ��� ��" 	��� .��� φ = −π

2
��� φ = π

2
1 �	�� ���������

�������$ ��� 

�
� ��� θφ �����& ���� �	�� �	������$ ���� � g ��!�� 	� �����	�<� ��� ��
��	��� � ��� ��	� �����& 2 � ����� � φ = −π

2
�����	�<��� ��� 	���� ��
�$ 	� � � �����

� φ = π
2
�����	�<��� ��� ����� ��
�& 8 ��	���� E ,��"�
�<� ��� ��  

� ��� ��	��� �� �	��

�������� $ �� ���� �� ����� θ = π$ ���� �� “��

 	” �� ��	 "������ ��� g& 8 �
�����
��	���� ,��"�
�<� ��� r > 0& �"�� � g �	�� ��	���$ ���
� ������	���� ��� � g(G) �	�� ���
��	��� �
���� F��& �

�����
 '��
��	�� �� >1�1 ��" ���	���� 	�� ������� 5�+� �� ����� ���������� ���� ���  �	�#��� 	"������� $
�3����&� ��" ����	!�����	��
 h = (h1, h2, h3)� ���"

x = h1(θ, φ, r) = â · r cosφ cos θ

y = h2(θ, φ, r) = b̂ · r cosφ sin θ

z = h3(θ, φ, r) = ĉ · r sinφ,

�$7
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�� â, b̂, ĉ > 0� ��  �	�� ��� 	"��!�� ����	�� F�>�

4�� 5 0������� ���� )����%� F&�

*� �����,��� ��� � 	!� �
���� fractal ��" 	�� Ĝ = g(G) !�� ��	 ���� Hausdorff �� �����
� ��	 G& *� �����,��� ����� ��� � ���� ������� �	������� ��� ��	 box �� �����& 2������	$
�� �������� � ���� ��� ��� �������� ��	 ����� ��	 ���� ��� ���� ��� ������ :&;&

�
��� '��
��	�� ��� 	"��!�� 	"����	� f : R

n → R
m � ����� ������ 	"����� Lipschitz ��� G ⊂ R

n� ����

dimH f(G) ≤ dimH G, dimB f(G) ≤ dimB G.

8 ����#���� �� � f ����� ��3�Lipschitz ����

dimH f(G) = dimH G, dimB f(G) = dimB G.

�
��� '��
$  �	��	� ��" Hausdorff ����� ������	���� 	�������  ��� �

dimH

∞⋃
i=1

Ei = sup
1≤i<∞

dimH Ei,

���" Ei ⊂ R
n�

��	�
�� '��
��	�� ��� G ��� Ĝ = g(G) ����� �� &��3����� ��� BF�> ��� ��� ����	��� BF�> ����	���!�� ����
����&�3����� 	�� ������� 5�+� 2���

dimH G = dimH Ĝ.

��"#�
,��
�� ����!���� ��� � r(θ, φ)$ (θ, φ) ∈ [0, 2π]× [−π

2
, π

2
] �	�� � ��	��� ��	 ����� � �� "��� G ���

��� a$ b �	�� � 
 ����� ��� � �!����� ���� ���& #��<��� Bn = [0, 2π] × [−π
2

+ 1
n
, π

2
− 1

n
] × [a, b]

��� ��
gn : Bn → R

3

��	 ��������� ��� g ��� Bn$ ��� �
���� ��	���� Lipschitz& ��� ��	!���$ �!���� Ĝn = gn(G)

��� Ĝ
(ν)
n ��	 ���� ��� gn(G) � �� ν+���� ���������$ ν = 1, 2, . . . , 8& ��� ��	 �������� ��� G

.��	���� ? ��� ��������� B&;1$ !���� ��� x+ y+ z ≥ a$ ��� (x, y, z) ∈ Ĝ
(1)
n $ ���� � ����� ����

Sn = conv(Ĝ
(1)
n ) �	�� !	� ����� ��� ������!� ��	�
� ��� �	 ���!�� ��	 ���� ��	 �,�	�	& 8

��	 ����� g−1
n �	�� ��
 �����!	� ��� Sn ��� !�� �
� ��� ����!� ���������� ��� ��	��� . ��

"����!	�1 ��� Sn& -����������	��� �� *����� %!��� ����� ������	���� ���
� ��� � g−1
n

�	�� ��� ��	��� ��	 ����� ��� �
���� ��	���� Lipschitz& (����$ �����������	��� �� 
���� B&/$
�� !����

dimH Ĝ
(1)
n = dimH

(
G ∩

(
[0,

π

2
] × [0,

π

2
− 1

n
) × [a, b]

))
.

���
����	��� �������� ���������� ����	��� �	 
��� ��!��� ��� �� ���
���� ���������& #���$

dimH Ĝn = dimH (gn(G)) = dimH (G ∩Bn) . .B&/1

�*�
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(���$

dimH G = dimH

( ∞⋃
n=1

(G ∩Bn)
⋃

{r(θ,±π
2

), θ ∈ [0, 2π]}
)

= dimH

( ∞⋃
n=1

(G ∩Bn)

)

= sup {dimH(G ∩Bn), n ∈ N} .��� �� 
���� B&;1

= sup {dimH gn(G), n ∈ N} .��� ��	 B&/1

= dimH

( ∞⋃
n=1

gn(G)

)
.��� �� 
���� B&;1

= dimH

( ∞⋃
n=1

Ĝn
⋃{(

0, 0, r(0,
π

2
)
)
,
(
0, 0, r(0,−π

2
)
)})

= dimH Ĝ.

�

����
�
�
 '��
��� ��� “�������	��� 	������” fractal  �	��	� ����� � packing  �	��	�� (�#�� [Mat95] 	���
A�� ����������� ���	��� �� ������� 5�,�

����
�
�
 '��
*�� ��� box  �	��	�� � �����  �� ����� ������	���� 	������� #!�"��

dimB (G ∩Bn) = dimB Ĝn, &�� ��� n ∈ N ���

sup {dimB (G ∩Bn) : n ∈ N} ≤ dimB Ĝ = dimB g(G) ≤ dimB G.

4�# ����-	"����

����� �� ��	�	��� ���� ����������� �
����	 fractal ��"�	��	 ������
�� ��� ������� +
�����	 ���"�	� � ��	 �!���� ��� ����� ���&

2���#�
��� I& *!���� M = N = 4 ��� K = L = 2 .���� a = 21 ��� ����	��� �� �����
������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� B&/& �� �� 	���� Cv �	��
Cv = (2, 1, 4, 3, 4, 1, 3, 2, 1, 4, 3, 2, 2, 1, 3, 4)&
���"�	� � �� ������ D&: � 
������ ��� ���� ��� ������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	����
��	 ������ f : [0, 256] × [0, 256] → R& ��� ����� B&/ "��	��� � BF�� ��� ��������$ 	� ��� B&;
��� B&: � �
���� ��" 	�� ��� �������� �� ��	 "������ ��� �������������� g&

�*�
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∆
x

� �* ��# �7� �.�
� ��� ��� ��� ��� ���
�* ��� �$� ��� �7� ���

y ��# ��� ��� ��� ��� ���
�7� ��� #. ��� ��� ���
�.� ��� ��� ��� ��� ���

sij

j
� � $ *

� ��*� ��� ���$* ���.
i � ��� ����. ���. ���#.

$ ����. ���. ���.. ���.
* ����. ����. ��7. ��..

!��	�	 ���F '	 �����	 �	���2
&� �	 
 �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 �
� �	�	,��(�
�	�
 I�

�*�
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����	 ���F 1 �&����� �
� �	�	,��(�	�
 I� '	 ����	�	 ��<�"A
�� � ��� ��
� "9
�	 z�

�*$
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����	 ���F = �&���� ��<"��	 �
� ��
�-��� ���" ��� �<	��
(� �
� ���	����	���
- g
���� ��<"��	 �
� ����	�
 ���� �����
�
�/��	� ������ <����
- (	 �	 �
��/�� �
“��	�-���	” �� ��<"��	 �

�**
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����	 ��$F = �&���� ��<"��	 �
� ����	�
 ���: �
����	 ��� 	�� �
 ���
 ��&
�

�*.



2�34�5�6# B& 25�6��4�� FRACTAL ��634�9�6�� ��)�%I#548�

2���#�
��� II& *!���� M = N = 8 ��� K = L = 4 .���� a = 21 ��� ����	��� �� �����
������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� B&;& �� �� 	���� Cv �	��

Cv = ( 5, 12, 1, 10, 6, 3, 1, 6, 4, 2, 13, 16, 4, 12, 14, 5, 15, 7, 9, 7, 8, 12, 2, 5,

8, 9, 10, 11, 16, 7, 3, 2, 7, 14, 12, 6, 10, 11, 15, 4, 15, 16, 2, 8, 3, 1, 7, 16, 5, 6,

10, 9, 4, 11, 8, 13, 3, 6, 2, 12, 3, 6, 12, 9, 11, 5, 2, 4, 9, 10, 16, 3, 10, 2, 7, 4, 9,

15, 5, 12, 10, 16, 4, 8, 1, 6, 5, 10, 12, 3, 7, 9, 1, 4, 2, 7, 12, 16, 13, 5, 1, 2, 6, 1,

9, 11, 16, 3, 4, 8, 12, 11, 3, 1, 6, 8, 14, 13, 1, 13, 12, 16, 4, 8).

���"�	� � �� ������ D&: � 
������ ��� ���� ��� ������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	+
���� ��	 ������ f : [0, 256] × [0, 256] → R& ��� ����� B&E "��	��� � BF�� ��� �������� ���
P0 = 300$ 	� ��� B&?$ B&D ��� B&B �� �
���!� ��" 	�� ��� ���������	 �� ��	 "������ ���
�������������� g ��� �� "��� ���!� ��� P0&

∆
x

0 32 64 96 128 160 192 224 256
0 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00
32 P0+00 P0+12 P0+00 P0-11 P0+00 P0+15 P0+00 P0+13 P0+00
64 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00
96 P0+00 P0+11 P0+00 P0-05 P0+00 P0+08 P0+00 P0-11 P0+00

y 128 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00
160 P0+00 P0-12 P0+00 P0+13 P0+00 P0+04 P0+00 P0+08 P0+00
192 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00
224 P0+00 P0+14 P0+00 P0-15 P0+00 P0+11 P0+00 P0-09 P0+00
256 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00 P0+00

sij

j
1 2 3 4 5 6 7 8

1 -0.85 +0.70 -0.85 -0.65 +0.50 -0.73 +0.41 -0.88
2 -0.65 -0.73 -0.55 +0.55 -0.65 +0.83 -0.61 +0.58
3 +0.85 +0.70 +0.85 -0.65 +0.50 -0.73 +0.41 -0.88

i 4 -0.65 -0.73 -0.45 +0.55 -0.65 +0.83 -0.61 +0.48
5 +0.85 +0.70 -0.85 -0.75 +0.50 -0.73 +0.41 -0.88
6 -0.65 -0.73 +0.50 -0.55 -0.65 +0.83 -0.61 +0.90
7 +0.85 +0.70 +0.85 +0.50 +0.50 -0.73 +0.71 -0.88
8 -0.65 -0.73 -0.45 -0.55 -0.65 +0.83 -0.61 +0.78

!��	�	 ���F '	 �����	 �	���2
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2���#�
��� III& *!���� M = N = 8 ��� K = L = 2 .���� a = 41 ��� ����	��� �� �����
������
�� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� sij ��� ��	��� B&:& �� �� 	���� Cv �	��

Cv = ( 1, 4, 2, 4, 3, 1, 1, 2, 4, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 3, 4, 2, 3, 2, 2, 3, 1, 4, 1, 1, 1, 4,

4, 2, 2, 3, 3, 1, 3, 4, 2, 1, 4, 2, 3, 1, 4, 2, 3, 4, 3, 1, 2, 4, 2, 1, 3, 1, 3, 4, 1, 2, 2,

4, 1, 3, 2, 1, 2, 3).

���"�	� � �� ������ D&: � 
������ ��� ���� ��� ������ �� �	�� �� �� "��� ���� ��	����
��	 ������ f : [0, 256] × [0, 256] → R& ��� ����� B&0 "��	��� � BF�� ��� �������� ��� P =
300, D1 = 8, H1 = 4, H2 = 1, H3 = 4, H4 = 8, H5 = 1, H6 = 0$ ��� B&A � �
���� ��" 	�� ���
�������� �� ��	 "������ ��� �������������� g ���	 ��������	� ��" 	��$ ��� B&/@ "��	���
� ��" 	�� ��� �������� �� ��	 "������ ��� h .��� a = 1, b = 1, c = 1.51 ���	 ��" 	�� ���
B&0$ 	� ��� B&// � �
���� ��" 	�� ��� �������� ��� P = 100 �	��������&

∆
x

0 32 64 96 128 160 192 224 256
0 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00
32 P+H1 P-12 P+00 P+19 P+H1 P+15 P+01 P-16 P+H1
64 P+H2 P+04 P+00 P+00 P+H2 P+01 P+02 P+05 P+H2
96 P+H3 P-15 P+04 P+15 P+H3 P-14 P+03 P+15 P+H3

y 128 P+D1 P+D1 P+D1 P+D1 P+D1 P+D1 P+D1 P+D1 P+D1
160 P+H4 P-13 P+06 P+20 P+H4 P-17 P+06 P-10 P+H0
192 P+H5 P+02 P+04 P+08 P+H5 P+10 P+08 P+04 P+H5
224 P+H6 P+24 P+02 P-21 P+H6 P-13 P+04 P+13 P+H6
256 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00 P+00

sij

j
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65
2 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65
3 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65

i 4 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65
5 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65
6 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65
7 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65
8 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65 0.65

!��	�	 ��$F '	 �����	 �	���2
&� �	 
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 ���
�������� Fractal
	#��!����� �����"����

�� ��������� �	�� �� 
� �� ��� ��� ���Q
H �!
� �� 	� ��� <�� � ��� �� ������	����$
��� ������!� ����� ���&
% 
��� �����	�$ �� ����"!��� 	� �( ��������&
�� ��������� �� ��� �� 
��	 � � �	����� ��( �� �" 
�&

��������� %��
��	���$
��� �� ���
�� “��
��� ��� ����	�” ��� 5!�	��� ��
����&

� ���� �� �" 
��� ������� <��� ��� �!���� ��� ��	 �������� ���	��������	 fractal ��"�+
	��	 ������
�� .HF��1& H�
���$ ������� <��� !	� ���� ��� �� !�� �� 
����� �� �� "���

���� ��	���� ��	������� �f = (f1, f2) : [a, b] × [c, d] → R
2& % ��� 

�
� �����
� ����������	���

	!� ��" 	�� ���	 R
3&

*����� !	� ������	�� �
!��� {(xi, yj) = �xi,j : i = 0, . . . , N, j = 0, . . . ,M} ⊆ [a, b] × [c, d] =
B$ ���� a = x0 < x1 < · · · < xN = b$ c = y0 < y1 < · · · < yM = d ��� �� ��	�
� �����	
������
�� ∆ = {(xi, yj , zi,j , ti,j) = (�xi,j , �zi,j)} ⊆ B × R

2 ⊆ R
4& ������$ ������ �� ��	�
� Q =

{(x̂i, ŷj , ẑi,j , t̂i,j) = (�̂xi,j , �̂zi,j)} ⊆ ∆ � a = x̂0 < x̂1 < · · · < x̂N = b$ c = ŷ0 < ŷ1 < · · · < ŷM = d&
2�� � 
� ���<��� ���� ����� Iij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ]$ ��� i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M ���
��� �����!� Jkl = [x̂k−1, x̂k] × [ŷl−1, ŷl] ��� k = 1, 2, . . . ,K ��� l = 1, 2, . . . , L& (#��� �	�"!���$

������ ��� �	�� 	� ������� ���� ��� fractal ��	 ����� �f = (f1, f2) : B → R
2$ �!���� ���

�f(�xi,j) = �zi,j $ i = 0, . . . , N $ j = 0, . . . ,M .��
���& � �f ����� 

��� ��� ����� ���∆1 ��� ��
�� "�� ��� 	� �	�� � 
������ 	�� ����& #��<��� �����	���� �wi,j : [a, b]×[c, d]×R×R → R

4 :

�.�
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�wi,j

⎛
⎜⎜⎝
x
y
z
t

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

anx+ bi
cmy + dj

ei,jx+ fi,jy + gi,jxy + si,jz + s′i,jt+ ki.j
ẽi,jx+ f̃i,jy + g̃i,jxy + s̃i,jz + s̃′i,jt+ k̃i,j

⎞
⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎝

φi(x)
ψj(y)

Φi,j(x, y) + si,jz + s′i,jt
Φ̃i,j(x, y) + s̃i,jz + s̃′i,jt

⎞
⎟⎟⎠+ �ci,j .

*� ��������������� ��	 ����� �� �����
����

�wi,j

(
�x
�z

)
= Ai,j

(
�x
�0

)
+ �ci,j +

(
�0

�Φ(�x)

)
+ Si,j

(
�0
�z

)
, .0&/1

����

Ai,j =

⎛
⎜⎜⎝
ai 0 0 0
0 cj 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ , �ci,j =

⎛
⎜⎜⎝
bi
dj
ki,j
k̃i,j

⎞
⎟⎟⎠ ,

�Φi,j(�x) =

(
Φi,j(x, y)

Φ̃i,j(x, y)

)
=

(
ei,jx+ fi,jy + gi,jxy

ẽi,jx+ f̃i,jy + g̃i,jxy

)

��� Si,j =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 si,j s′i,j
0 0 s̃i,j s̃′i,j

⎞
⎟⎟⎠ .

��� �x =

(
x
y

)
, �z =

(
z
t

)
& #� ��� ����� ��� ��	��� Si,j ��
!��	��� ��������& #� ���
����

��� ����� ��� �"�	�<�	��� ����� ��	��� Ai,j ,�ci,j , �Φi,j ���
���<�	��� ��� ��� ,������

�wi,j

(
�x0,0

�z0,0

)
=

(
�xi−1,j−1

�zi−1,j−1

)
.0&;1

�wi,j

(
�xN,0
�zN,0

)
=

(
�xi,j−1

�zi,j−1

)
.0&:1

�wi,j

(
�x0,M

�z0,M

)
=

(
�xi−1,j

�zi−1,j

)
.0&E1

�wi,j

(
�xN,M
�zN,M

)
=

(
�xi,j
�zi,j

)
.0&?1

��� i = 1, . . . , N $ j = 1, . . . ,M ��� ,����	��� ��� �� ����� ��� ∆ ��� ��� �����!����� Si,j & ���

�.#



��������!	�$ �� ����� 	� ,������ ��	��	 !	� �������$ � 
��� ��� ������ �	��

aij =
xi − xi−1

x̂k − x̂k−1
.0&D1

bij =
x̂kxi−1 − x̂k−1xi

x̂k − x̂k−1
.0&B1

cij =
yj − yj−1

ŷl − ŷl−1
.0&01

dij =
ŷlyj−1 − ŷl−1yj

ŷl − ŷl−1
.0&A1

gij =
zij + zi−1,j−1 − zi−1,j − zi,j−1

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)
− sij

(ẑkl + ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l − ẑk,l−1)

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)

−s′ij
(
t̂kl + t̂k−1,l−1 − t̂k−1,l − t̂k,l−1

)
(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)

.0&/@1

eij =
zi−1,j−1 − zi,j−1 − gij ŷl−1 (x̂k−1 − x̂k)

x̂k−1 − x̂k

−sij (ẑk−1,l−1 − ẑk,l−1) − s′ij
(
t̂k−1,l−1 − t̂k,l−1

)
x̂k−1 − x̂k

.0&//1

fij =
zi−1,j−1 − zi,j−1 − gij x̂l−1 (ŷk−1 − ŷk)

ŷk−1 − ŷk

−sij (ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l) − s′ij
(
t̂k−1,l−1 − t̂k−1,l

)
ŷk−1 − ŷk

.0&/;1

kij = zij − eij x̂k − fij ŷl − sij ẑkl − s′ij t̂kl − gij x̂kŷl .0&/:1

ḡij =
tij + ti−1,j−1 − ti−1,j − ti,j−1

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)
− s̄ij

(ẑkl + ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l − ẑk,l−1)

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)

−s̄′ij
(
t̂kl + t̂k−1,l−1 − t̂k−1,l − t̂k,l−1

)
(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)

.0&/E1

ēij =
ti−1,j−1 − ti,j−1 − ḡij ŷl−1 (x̂k−1 − x̂k)

x̂k−1 − x̂k

−s̄ij (ẑk−1,l−1 − ẑk,l−1) − s̄′ij
(
t̂k−1,l−1 − t̂k,l−1

)
x̂k−1 − x̂k

.0&/?1

f̄ij =
ti−1,j−1 − ti,j−1 − ḡij x̂l−1 (ŷk−1 − ŷk)

ŷk−1 − ŷk

−s̄ij (ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l) − s̄′ij
(
t̂k−1,l−1 − t̂k−1,l

)
ŷk−1 − ŷk

.0&/D1

k̄ij = tij − ēij x̂k − f̄ij ŷl − s̄ij ẑkl − s̄′ij t̂kl − ḡij x̂kŷl. .0&/B1

#� �����	���� �wi,j �	�� ��	��� ��� B×R
2& �� ����� �� 
���� ��	� ��� 

�
� ��	���� ���

�� �wi,j 	� �	�� �����
!�

�
��� (��
��	�� �w : B × R

2 → B × R
2 ��� ��������	� ��� ���3��

�w

(
�x
�z

)
= A

(
�x
�0

)
+

(
�0

�Φ(�x)

)
+ S

(
�0
�z

)

�.7
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���" A =

⎛
⎜⎜⎝
a 0 0 0
0 c 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ , S =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 s s′

0 0 s̃ s̃′

⎞
⎟⎟⎠

�� ‖ A ‖1= max(|a|, |c|) < 1� ρ(S) < 1 �� ρ(S) ����� � 3�	������ ������ ��" S� ��� � 	"����	�
�Φ = (Φ1,Φ2) : B → R

2 #!�� 	"��!��� �����#� ����&�&�"� 	�� B� 2��� "��!�� ��� ������� τ
���	�#�� 	�� B × R

2� � ����� ����� �	� 
���� �� ��� �"���� �� ������� ρ2� �#���� �	�� � �w �� �����
	"	���� �� ������� τ �%������ ��� ��� A� �� Φ ��� ��� S��

��"#�
,��

#��<��� ��	 ��	��� S0 =

(
s s′

s̃ s̃′

)
, � ρ(S0) = ρ(S) < 1& ���
!���� ε > 0$ �!���� ���

ρ(S0) + ε < 1& =� ��� 	���� ‖ · ‖ε ��� R
2 ���

‖ S0 ‖ε≤ ρ(S0) + ε .0&/01

.�
!� ������ /&B ��� �
��� ;:1& ��� �� ������ %!��� �����$ ��	 �	������� Cauchy-Schwarz
��� �� ���	�� ��� � Φi !�� ��	��� ����!� ���������� ��� ������!� ��	�
� I$ ����
�����
���	

|Φi(�x) − Φi(�x
′)| = |∇Φi(�ξi)(�x− �x′)| ≤‖ ∇Φi(�ξi) ‖2‖ �x− �x′ ‖2= M ′

i ‖ �x− �x′ ‖2, i = 1, 2,

��� � ���� ξi ∈ [�x, �x′]& �"�� �
� �� 	���� ��� R
2 �	�� �����	��� �� !����

‖ �Φ(�x) − �Φ′(�x) ‖ε≤M ‖ �x− �x′ ‖1 .0&/A1

��� � ���� M = M(�Φ, S)& ����� ‖ A ‖1< 1$ ������� 	� ��
!,��� θ = θ(A, �Φ, S) > 0 �

‖ A ‖1 +Mθ < 1. .0&;@1

#��<��� �� ������ τ ��� B × R
2 �� ,��

τ
(
(�x, �z)t, (�x′, �z′)t

)
=‖ �x− �x′ ‖1 +θ ‖ �z − �z′ ‖ε .

��� ��� (�x, �z)t$ (�x′, �z′)t ∈ B × R
2$ ��� ��	 .0&/A1 �� !���� ���

τ
(
�w(�x, �z)t, �w(�x′, �z′)t

) ≤ ‖ A ‖1‖ �x− �x′ ‖1 +θ ‖ (�Φ(�x) + S0�z) − (�Φ(�x′) + S0�z
′) ‖ε

≤ ‖ A ‖1‖ �x− �x′ ‖1 +θ
(
‖ �Φ(�x) − �Φ(�x′) ‖ε + ‖ S0 ‖ε‖ �z − �z′ ‖ε

)
≤ (‖ A ‖1 +θM) ‖ �x− �x′ ‖1 + ‖ S0 ‖ε θ ‖ �z − �z′ ‖ε
≤ max{‖ A ‖1 +θM, ‖ S0 ‖ε} · τ

(
(�x, �z)t, (�z′, �z′)t

)
.

��� ��� .0&/01 ��� .0&;@1$ ����	��� ��� s = max{‖ A ‖1 +θM, ‖ S0 ‖ε} < 1$ ��
��� ��� � �w �	��
�����
� ���	

〈
B × R

2, τ
〉
� �

2�� � 
� ������<��� �� 	���"!��	 ��� ���	 �������� ���� �� ����� �	�� ��� ��	� �
�� �
δ = 1/N ��� �� �����!� ��� ��	� �
�� � ψ = 1/K .���� M = pN ��� L = pK1 ��� � �������

a =
ψ

δ
=
N

K

�)��	� �	���� �
� � � ��$�� 	��$��1�� 
�� 	��
 �� ������	
�� ������ �	 ��	����
�� �	� �
� ������	
5��� 23���� �� ����������� �
� �� ���� ������	 �
	� �
�����$��� �	� �� 	�
� ���
������	��

���



�	�� ��!�����& *����� ��� �����	���

J : {1, 2, . . . , N} × {1, 2, . . . ,M} → {1, 2, . . . ,K} × {1, 2, . . . , L}

� J(i, j) = (K(i, j),L(i, j)) = (k, l) ��� �����
!� �wij �!���� ��� 	� ���	������	 ��� ��	����
.0&;1+.0&?1 ��� i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M & #� �����
!� wij �����	�<��	 ��� ����"!� ���
������� Jkl ���� ����"!� ��� ���!� Iij & �!
��$ ���<��� ��� /+/ �����	���

Φ : {1, . . . , N} × {1, . . . ,M} → {1, . . . , N ·M} : Φ(i, j) = (i− 1)M + j

.��
��� ��� �������� ��	 �������	 ��� ��	�
�� {(i, j) : i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M}1 ��� ���
����� /+/ �����	���

Φ̂ : {1, . . . ,K} × {1, . . . , L} → {1, . . . ,K · L} : Φ̂(k, l) = (k − 1)K + L

.��
��� ��� �������� ��	 �������	 ��� ��	�
�� {(k, l) : k = 1, . . . ,K; l = 1, . . . , L}1& (�	� ����$
��� ��	�!��� � �� ����!	� ��� ��	�
�� ∆$ ����
���� ��� �� ��� {X; �wi,j , i = 0, 1, . . . , N ; j =
0, 1, . . . ,M} .� ��� ��	���� {X; �w1−N,1−M}1 ��<� � !	� ��	��� ����	�����	 (pnm)N·M �!����	 ���

pi,j =

{
1
a2
, �	 IΦ−1(i) ⊂ JJ(Φ−1(j))

0, �

���$

��� i, j = 1, 2, . . . , NM & # �	��������� ��	���� ��	���� C = (cnm)N·M �� �	��

cnm =

{
1, if pmn > 0
0, if pmn = 0,

���� i, j = 1, 2, . . . , N ·M $ 	� �� �� 	���� ��	�!��	 Cv �� �	��

cvi = Φ̂(J(Φ−1(i))), i = 1, 2, . . . , N ·M

��	�
�� (��
*�� �� >1�1 {

B × R
2; �wi,j : i = 1, . . . , N, j = 1, . . .M

}
�� ��� ������ �����������

pi,j =

{
1
a2
, 0� IΦ−1(i) ⊂ JJ(Φ−1(j))

0, �������

���" �� �wi,j ����� ��� ���3�� �A���� ���������
� ��� 	"������ �A�+�7�A�<� ���

max {ρ(Si,j) : i = 1, . . . , N, j = 1, . . .M} < 1,

"��!�� #�� ���� ���� �� ���� 	"���&#� 	
���� G ⊆ B × R
2� �#���� �	��

G =

N⋃
i=1

M⋃
j=1

�wi,j(G)

��� ∆ ⊆ G� 2� G �������� � ���"	��� ��" >1�1�

���
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��"#�
,��
��� ��� ��	���� .0&;1+.0&?1 !���� ��� ‖ Ai,j ‖1< 1& #���$ ��� �� 
���� 0&/ � �wi,j �	�� �����
�
���	

〈
B × R

2, τ
〉
& (��� ��� �� ������ ������� ������ ��� Banach ��� �	��� ����
!�����

,��"�
�<��� ��	 ����,� ��� G& �

�� ����� �� ������ ��	� �	������ ��	���� ��� � 
������ G 	� �	�� �� �� "��� ����
��	���� ��	 ������&

��	�
�� (��
��	�� ∆ = {(�xi,j , �zi,j) : i = 0, . . . , N, j = 0, . . . ,M} #��  �	�#�� 	
���� 	������ �����(���� �#7

����� �	��� �� x = x̂k ��� "��!�� λ ∈ [0, 1] �#���� �	�� (1−λ)ŷl−1 +λŷl = yj � ���� (1−λ)�̂zk,l−1 +

λ�̂zk,l = �zak,j &�� k = 0, 1, . . . ,K� l = 1, 2, . . . , L ��� j : yj ∈ [ŷl−1, ŷl] �����&�� 	!#	��� �	!
�"� ���
&�� x = xk−1� y = yl ��� y = yl−1�� 0� G ����� � ���"	��� ��" >1�1 ��" ����&�3���� 	�� �������

A��� ���� "��!�� ��� 	"��!��  ���"	������ 	"����	� �f = (f1, f2) : B → R
2 ��" �����(������

	�� 	����� ��" ∆ ��� �� &�3�� ��� ����� � ���"	��� G
(
G
f =

{
(�x, �f(�x)) : �x ∈ B

}
= G

)
� - G

�������� ����������� Bivariate Fractal #�������� &��� 
��� ��BF#&��

��"#�
,��

(���� F �� ��	�
� ��	 ��	��	 ��	������	 �f = (f1, f2) �����!	�	 ��� B ��� ��� �����

�f (x̂k−1, (1 − λ)ŷl−1 + λŷl) =
(
(1 − λ)ẑk−1,l−1 + λẑk−1,l, (1 − λ)t̂k−1,l−1 + λt̂k−1,l

)
�f (x̂k, (1 − λ)ŷl−1 + λŷl) =

(
(1 − λ)ẑk,l−1 + λẑk,l, (1 − λ)t̂k,l−1 + λt̂k,l

)
�f ((1 − λ)x̂k−1 + λx̂k, ŷl−1) =

(
(1 − λ)ẑk−1,l−1 + λẑk,l−1, (1 − λ)t̂k−1,l−1 + λt̂k,l−1

)
�f ((1 − λ)x̂k−1 + λx̂k, ŷl) =

(
(1 − λ)ẑk−1,l + λẑk,l, (1 − λ)t̂k−1,l + λt̂k,l

)
��� k = 1, 2, . . . ,K$ l = 1, 2, . . . , L$ λ ∈ [0, 1]$ ��
��� �� f1, f2 : B → R �	�� �������!� ����
���!� � � ������� Jkl = [x̂k−1, x̂k] × [ŷl−1, yl]& �� F �	�� !	� �
���� �����	�
� ��� �����
〈CR2(B), ‖ · ‖∞〉 .���� ‖ · ‖∞ � supremum 	����1& (��� � F �	�� �
���� ������� �����& #��<���
��	 �
��� Read-Bajraktarevic T : F → F �

T �f(x, y) = �Φi,j
(
φ−1
i (x), ψ−1

j (y)
)

+ Si,j �f
(
φ−1
i (x), ψ−1

j (y)
)

+ �Ki,j

��� (x, y) ∈ Iij $ i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M & '�� ��
������� ��	 �����
����	 �!����

Si,j =

(
si,j s′i,j
s̃i,j s̃′i,j

)
��� �Ki,j =

(
ki,j
k̃i,j

)
.

7� ��	����$ �� ��!�� 	� �����,��� ��� � T �f(x, y) �	�� ��
 �����!	�& �	 �� ����� (x, y)
�������� � � ���� ��� ��� ���!� ��� Iij $ ��� �������� ��� � ��� ��� ��� ���!� ��	 Ii+1,j $ Ii,j+1$
Ii−1,j � Ii,j−1& � ���� ��	 ��������$ ��!�� 	� �����,��� ��� � ���� T �f(x, y) �	�� ���� �	, �����
��� �� ��	�
� .Ii,j $ Ii+1,j $ Ii,j+1$ Ii−1,j � Ii,j−11 ��� ����� ������ ��� �	���& �� �����$ !���
(x, y) = (xi, (1 − λ)yj−1 + λyj) , λ ∈ [0, 1] !	� ����� ��� ���	�� ����� [(xi, yj−1), (xi, yj)] ��	 Ii,j

���



��� Ii+1,j & ���$ �	 �������� ��� (x, y) ∈ Ii,j ��� (k, l) = J(i, j)$ �� !����

T �f (xi, (1 − λ)yj−1 + λyj) = �Φi,j (x̂k, (1 − λ)ŷl−1 + λŷl)

+Si,j �f (x̂k, (1 − λ)ŷl−1 + λŷl) + �Ki,j

= (1 − λ)�Φi,j(x̂k, ŷl−1) + λ�Φi,j(x̂k, ŷl) + (1 − λ)Si,j �f(x̂k, ŷl−1)

+λSi,j �f(xi, yj) + �Ki,j

.�"�� � �f ∈ F ��� � �Φi,j �	�� �������!� � � � ����
���1

= (1 − λ)
(
�Φi,j(x̂k, ŷl−1) + Si,j �f(x̂k, ŷl−1) + �Ki,j

)
+λ
(
�Φi,j(x̂k, ŷl) + Si,j �f(x̂k, ŷl) + �Ki,j

)
= (1 − λ)�zi,j−1 + λ�zi,j .

#���$ T �f (xi, (1 − λ)yj−1 + λyj) = (1 − λ)�zi,j−1 + λ�zi,j .0&;/1

��� ��	!���$ �	 �������� ��� (x, y) ∈ Ii+1,j ��� ���
�������� �������� ����������$ �� ����+

�,��� ��� ��!��

T �f (x, y) = T �f (xi+1, (1 − λ)yj−1 + λyj) = (1 − λ)�zi,j−1 + λ�zi,j .

(��� � T �f �	�� ��
 �����!	� ��� B ��� ��� ��	 ������ ��� �� �	�� ��� ��	��� ��� B ��� ��
����� 

��� ��� ����� ��� ∆ .��� λ = 0 � λ = 1 ���	 .0&;/1& �
�� $ �!	� 	� �������� ���

T �f ∈ F .��
��� ��� � T �f �	�� �������� ��� x = xk ��� y = yl$ k = 0, 1, . . . ,K$ l = 0, 1, . . . , L1& *�+
���� �� ����� (x̂k, (1 − λ)ŷl−1 + λŷl) .λ ∈ [0, 1]1 ��� �� �� ��� j ∈ {1, 2, . . .M} ��� λ′ ∈ [0, 1]
�!���� ��� (x̂k, (1 − λ)ŷl−1 + λŷl) = (x̂k, (1 − λ′)yj−1 + λ′yj) ∈ Iak,j & ���
����	��� ��������
���������� � ���� ��� ��� !��� �� ��!�� .0&;/1$ ����
����� ���	

T �f (x̂k, (1 − λ)ŷl−1 + λŷl) = T �f
(
x̂k, (1 − λ′)yj−1, λ

′yj
)

= (1 − λ′)�zak,j−1 + λ′�zak,j

= (1 − λ)�̂zk,l−1 + λ�̂zk,l.

(��� Tf ∈ F & ����
� ������	���� ��� G
f = G̃& �

2���#�������

����� �� ��	�	��� ���� ����������� ���	��������	 ��"�	��	 ������
�� ��� ������� �����	
���"�	� � ��	 �����
���� ��� ����� ���& #� ��" 	�� ������	��� ���	 R

4 ��� �	 �� ���
������ 	� ��� �����	�����$ �� ������� ���	��	 ��� �����
!� ���� ��� ���� x − y − z ��� ���
���� x − y − t& �� ��������� ��� �������������� ��� ��	 �������� ��	 
�����	 ��	��� ���
��� ����� � .��������� �J&/@1&

2���#�
��� I& 7� ����� ��� ����� �� ������ ��	 �������� ���� ���������� H��	������+
��� Bivariate Fractal ���" 	��� ������
�� � ��	����� ����� ������
�� ��� ��	��� ���
[0, 256]×[0, 256]& ��� ��������!	� �!����M = N = 4 ���K = L = 1 .���� a = 41 ��� ����	���
�� ����� ������
�� ��� ���� ��	�
��!� sij $ s

′
ij $ s̄ij $ s̄

′
ij ��� ��	��� 0&/& �� �� 	���� Cv �� �	��

Cv = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).

��$
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∆ − z

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ /@@ /@@ /@@ /@@
DE /@@ A@ /@@ A@ /@@

y /;0 /@@ //@ /;@ //@ /@@
/A; /@@ A@ 0? A@ /@@
;?D /@@ /@@ /@@ /@@ /@@

∆ − t

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ /@@ /@@ /@@ /@@
DE /@@ //@ /@@ A@ /@@

y /;0 /@@ A0 /@? A? /@@
/A; /@@ A@ A? /@B /@@
;?D /@@ /@@ /@@ /@@ /@@

sij
j

/ ; : E

/ @&E? @&:? +@&: @&:?
i ; @&E +@&/? @&;? +@&:?

: +@&E? @&/? +@&E? @&;
E +@&/? +@&;? @&E? @&;?

s′ij
j

/ ; : E

/ @&; @&: @&; @&E
i ; @&/ @&: +@&: @&?

: @&: +@&E @&; @&:
E +@&: @&; +@&/ @&E

s̄ij
j

/ ; : E

/ @ @ @ @
i ; @ @ @ @

: @ @ @ @
E @ @ @ @

s̄′ij
j

/ ; : E

/ +@&; @&: @&E @&;
i ; @&; @&: +@&D @&/

: +@&: +@&: +@&E @&:
E +@&/ @&? +@&: @&;

!��	�	 #��F '	 �����	 �	���2
&� �	 
 �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 �
� �	�	,��(�
�	�
 I�

��*



����	 #��F = ��
2
&� �
� �&����� �
� �	�	,��(�	�
 I ��
 ���
 xyz�

��.
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����	 #��F = ��
2
&� �
� �&����� �
� �	�	,��(�	�
 I ��
 ���
 xyt�

���



2���#�
��� II& ��� ��������	� ��� ����� �
�� �� ��	�
��!� s̄ij ���	 ��� ���� � �� ��+
�!	 ��� i = 1, 2, 3, 4$ j = 1, 2, 3, 4& ����� �	�� � ������� 
���� ��� �� �� "��� ��� 
�����
���	 ���� xyt ������� <��� ���� ���
�& �

 <�	��� ���� ��	�
��!� ������ ����	��� !	� ���
“�����” �� "���& ��� ��������!	� �!���� ��� � 
� M = N = 4$ K = L = 1 .���� a = 41 ���
����	��� �� ����� ������
�� ��� ���� ��	�
��!� sij $ s

′
ij $ s̄ij $ s̄

′
ij ��� ��	��� 0&;&

∆ − z

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ /@@ /@@ /@@ /@@
DE /@@ A@ /@@ A@ /@@

y /;0 /@@ //@ /;@ //@ /@@
/A; /@@ A@ 0? A@ /@@
;?D /@@ /@@ /@@ /@@ /@@

∆ − t

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ /@@ /@@ /@@ /@@
DE /@@ //@ /@@ A@ /@@

y /;0 /@@ A0 /@? A? /@@
/A; /@@ A@ A? /@B /@@
;?D /@@ /@@ /@@ /@@ /@@

sij
j

/ ; : E

/ @&E? @&:? +@&: @&:?
i ; @&E +@&/? @&;? +@&:?

: +@&E? @&/? +@&E? @&;
E +@&/? +@&;? @&E? @&;?

s′ij
j

/ ; : E

/ @&; @&: @&; @&E
i ; @&/ @&: +@&: @&?

: @&: +@&E @&; @&:
E +@&: @&; +@&/ @&E

s̄ij
j

/ ; : E

/ @&E +@&D @&: @&E
i ; +@&? @&E +@&; +@&:

: @&E @&; +@&/ +@&:
E +@&: @&E +@&? @&;

s̄′ij
j

/ ; : E

/ +@&; @&: @&E @&;
i ; @&; @&: +@&D @&/

: +@&: +@&: +@&E @&:
E +@&/ @&? +@&: @&;

!��	�	 #��F '	 �����	 �	���2
&� �	 
 �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 �
� �	�	,��(�
�	�
 II�

���
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����	 #�$F = ��
2
&� �
� �&����� �
� �	�	,��(�	�
 II ��
 ���
 xyz�

��#



����	 #�*F = ��
2
&� �
� �&����� �
� �	�	,��(�	�
 II ��
 ���
 xyt�

��7
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2���#�
��� III& � ���� �� ��� ����� ��
!���� ��� � 
�M = N = 4$K = L = 1 .���� a = 41
��� ����	��� �� ����� ������
�� ��� ��	��� 0&: ��� ���� ��	�
��!� sij = s′ij = s̄ij = s̄′ij = 0.25$
��� i = 1, 2, . . . , N $ j = 1, 2, . . . ,M & # 
������ ��� �������� "��	��� ��� ������� 0&? ��� 0&D&
��� ��	!��� �

 <��� �� ����� ������
�� .��	� �� ���� ��	 ��	�����!	� t1$ ���� "��	���
���	 ��	��� 0&E& # 	!�� 
������ "��	��� ��� ������� 0&B ��� 0&0&

∆ − z

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ /@? //? @A@ /@@
DE //? /@@ @A@ @0@ //?

y /;0 @0@ @A? /@? //? @0@
/A; //@ /;@ @0@ //@ //@
;?D /@@ /@? //? @A@ /@@

∆ − t

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ @A@ @A? /@? /@@
DE @A/ //? //@ @0? @A/

y /;0 //? @0? //? @A? //?
/A; @0A //@ @A@ //? @0A
;?D /@@ @A@ @A? /@? /@@

!��	�	 #�$F '	 �����	 �	���2
&� �
� ����
� �&����� �
� �	�	,��(�	�
 III�

∆ − z

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ /@? //? @A@ /@@
DE //? /@@ @A@ @0@ //?

y /;0 @0@ @A? /@? //? @0@
/A; //@ /;@ @0@ //@ //@
;?D /@@ /@? //? @A@ /@@

∆ − t

x
@ DE /;0 /A; ;?D

@ /@@ @0@ //? @A@ /@@
DE /;@ @A? /;@ @B@ /;@

y /;0 /@@ /;@ @A@ //? /@@
/A; @B@ @A@ //? @0? @B@
;?D /@@ @0@ //? @A@ /@@

!��	�	 #�*F '	 �����	 �	���2
&� �
� ,�-���
� �&����� �
� �	�	,��(�	�
 III�

���
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2
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2
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����	 #�#F = ��
2
&� �
� ,�-���
� �&����� �
� �	�	,��(�	�
 III ��
 ���
 xyt�

��*



�������� �

�
�#��� 	������ �� &����
Fractal 	#������%� �����"����

Programming is understanding.

Kristen Nygaard

6�� &���"�"%

8 �
������� �	 ���,� ��� ��	�
����� ��	 8
����	���	 =��
������	 ��� �������� ��	
������	 ������	 .���	�$ ��
�� ��� �
�1$ �� �
����� ���	��$ �� �� ����!
��� ��	 ��,���
��� ����� ��� ��������� ��� ��	 ��������� ���������������� �
���� .���	�$ ���	�� �
�1& '��
��� �����$ ��� !������ ���	� � �	 
��� /@;E×BD0 .��� ��
��� �	�� � �	 
��� ���� ���	�� ���+
	��1 ��� <��� ������ ;&;? Mbytes& ���’ ��� �� ������ ���������� �	 byte �	�� �������� ���
�� / ������������� 	�� ���$ !	� �����	����  
����� "������"��	 �� �����< ����!� ��+
��	� �� .� ��� ��
� ��1 ���& ������$ � �� ���� "������"��	 �!�� 	�� ������� �� ����<���	
����� ��� �!��� 	� �
��
�����& '�� ������ ���� 
�����$ ��� ��
� 	���� ������ ���������� 	�
�	��������	 �!����� ��� ��	 “�������” ��	 ����!	�	 ����	&

=� ����	 �� "��� �!����� �������� ���	��  

� 
������ ���  

� ��������� �	���!�&
8 ��� �	���� ����<��� ���	 ��������� ��	 ��	�
���	 Fourier ����
�� ���	������ .JPEG1$
��	��	��� ���� ��	�
��!� ���
�� ���	������& %��  

� �!����� ��� �� �
����� ���	�� !��
��	��� �� 	���"!��	 �����	 ��	���	 �	�� ���	�� �	���� �� Fractal ������� ����	��& %
��	 ��� ���� �	 �	�"������ � ��� ��������!	� �!����$ �

 � ��� �����!	�� �����	 ���
����<�	��� � ����� ����& =� ����	 ����� ����!� �����
���� ������!	� � wavelets&

#� ������ ��� ��!"����	 	� ��������������	 ��� ��� 	� ��	�
��������	 ���	� ���	 ��
M. F. Barnsley ��� A. D. Sloan �� /A0B .�
!� [Bar86]1$ �"�� ����������	 ��� � ��	 �����
��� ��������	 	� ������������	 ���� ��
��
��� �������& #� ����� ����� ��� ��� 	�
���������	 ���������!� ���	� � �� �!���� ��� Barnsley ���������	 ��	 �������� 	�� �	������
���$ �����������	��� ���������$ �� ��� "�	 	� ��� !	� ��� � 
����� ���� “��	� ” ���	
������ ���	�& ��������	��� ��	� ���� ��	�
��!� ��� ��� .��� ��� �
� �� pixels ��� ���	��1
������� 	� ������� �� 
�� ��	�
���� ��������& ����� $ � ���������� ���� ����<���	
��	���� ����!� �!�� �!��� 	� �
��
����� �������& H�� ���	�� ������� .�� /A0A1$ � Arnaud

��.
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Jacquin .[Jac92], [Jac93]1$ ������������ "������� ��� Barnsley$ ��������� ��	 ����� �
�������
��� ����� �������� .����� ���
 ���� �	������1 ���� ��	�
��!� 	�� ����$ ��� ������ �

������ ��� <� � ��	 ������ ���	�& 8 ������� ��� Jacquin$ ���� ��� ��	 ���������� ���
�
��������$ ���	 � ����� ���� ��� ��� ��� ���� ����� ���	 �����	� �� Barnsley ��� Sloan&
(���� !
�� �� ����	������� ����
��� ��� ��������	�� ������& #� ���	� ��� ���������	 ��

����!� 	�� ��� ����
��	��� ��� ������� �� ����� ��� <��	 ��� ��	�
��� ���	�&

8 ������ ��!� ��� Jacquin �	�� ���� ��
�& ����� $ � ���	� ����������<��� � ��������
������� .����� ��!����1 �� ����� �	�� <�	��� ����� ��� � ������� .����� ��!���� �

 ���+

���� ��� �� ��������	�1 ��� �	�� <�	��� �����!� .�
!� ����� A&/1& -����������	��� affine
�����	���� ��� ���"��

w

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝a b 0
c d 0
0 0 s

⎞
⎠ ·
⎛
⎝xy
z

⎞
⎠+

⎛
⎝gh
k

⎞
⎠ =

(
χ(x, y)
T (x, y, z)

)
, .A&/1

� χ(x, y) =

(
ax+ by + g
cx+ dy + h

)
��� T (x, y, z) = sz + k,

� �
�������� ��� Jacquin !���	 	� ��� ��� � � ���!� ��� ������ ��� � ���	� ���$ �!�� ����
�!����� �����	����$ 	� “����� <�” � ��	 ���!� .�
!� ����� A&;1& #� ��� ����� a$ b$ c$ d$ s$ g$ h$
k ��
!��	��� !��� ��� � ���	� ��� ������� 	� ��� <� ��� �� ��	���	 ��������� � ��	 ���!�&
8 �	�<����� ��� “��
�����” ������� ���	 ,�	�
�����& # �
�������� .��� � � ���!�1 !
��
�
� ��� �����!�$ ���
���<�	��� ��� 

�
��� ��	�
��!� ��� ��	 w ��� ������� ��	 ������ ���
!����< ��������� ���	 ���!�& ����� �� ��	��� ��� ��	���� ������"� ��� �
�������� �����&

• ������� ��� .grayscale1 ���	�� ���� �������&

• H������ ��� ���	�� � �����!� .Domains1 ��� ����� .Regions1&

• '�� � � ���!� R � 	 �� ,��>

– '�� � � ������ D ��� ��	 �����	��� w ��� w(D) = R& #� ��	�
��!� � �
�����	���� w ���
���<�	��� �� ,��>

/& #� a$ b$ c$ d$ g$ h ��� ��	 ���M����� ��� χ(D) = R

;& #� s$ t �  

� ��	��!� .�&�& �
������	 ������	�	1

– �������� ��	 ������ ��� ������� ��� ���� �������� s$ t ��� ���� ������� � ��������
��� w(D) ��� �� R �	�� � �������� ��	���&

��	�� "�	�� ��� � �
�������� ����	� ��	 ����� ��� ���	� .��������	 ��� ����<��1 ��� ��	�
���	 !,��� ��� �����!����� 	�� ����& (���� ������ 	��� ���
�� ������ �������� �"��$ �	�� 	�
��������� �
��
��� � ���	�$ ��������	��� ��	� �� ��� ����� ��� ����& �	 �!
��� 	� ����
��	 ���	�$ ���� 	� "�������� ��	 �
������� ������������	 ��	�
���	 ��� 	� ���
�������
��	 
����� ��� ����& # 
������ ����� �	 �� �����<��� � ��	 ������ ���	�$ �

 ���"�	�
� �� ������ �����
���� .�
!� �
& E; ��� E01 �� �	�� ���� ��	� ���	 ���	� ����&

���’ ��� �� ������� �������� ��� ����� 	� ������� �	�� ��
� �� 
�$ �

 � ����� 	�
�
�������� !�� ��� ��
� ����� ���	�������& 2������	$ � ���	�� ��� ��������� ��� ��	 ,�	�+

����� �	�<����� �
�	 ��	 ������	 �	�� ��
� �� 
��& ����� ��� � !	�	 ������	� ���������
���
������ "������!	� � !	� �,������ Pentium IV ��� 2.8 MHz � ���	�� ��� ��������� ���
��� ���	� � �	 
��� 1024 × 768 ����� 	� ,�� �� �� :@ 
�� & ��� ’�
� ��� $ � ����������
.��
��� � �������� ��� 
����� ��� �� ���� ��� !�� ���������1 �	�� ���� ������� ���+
�������& ����
!�	$ � �������� ��� �	�����������!	�� ���	�� �	 ���	 ��
� ���
�& '� ���� ��

���$ ������ ��	��!� ����� ����	 	� �
������	 ��	 ��	��� ��� Jacquin ��� 	� �
������	

���
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����	 7��F = (����� ����	 lena ����A��	 �� �� ���
�� �

���� ��	 �������� ��� �	�����������!	�� ���	�� ��� ��� ��	 ���	� ��������& # Yuval Fisher
�� /AAE �	!���, ��� �!���� ��� �
���	 ����	��� ��	 �������� ��� ���	�� ��	�	��� �
� ��� ���+
����!� 
����!��� ��� ���
�� ��� [Fis95]& # �
�������� ��� Fisher ���
����� ��� �����!� ���!�
��� �
�������� ��� ������ � Jacquin$ �

 �	 ��� � ����	 ���!� �	 !����� ��� ������ ��� 	�
��� <� ���	�������� $ ���������� ��	 ���!� ���������	��� ��� 	!��� ����� ��� ��	�
 ���	 ��	
����������&

• ������� ��� .grayscale1 ���	�� ���� ������� ��� ��� ������� E&

• H������ ��� ���	�� � �����!� ��� �����&

• '�� � � ���!� R � 	 �� ,��>

– '�� � � ������ D ��� ��	 �����	��� w ��� w(D) = R& #� ��	�
��!� � �
�����	���� w ���
���<�	��� �� ,��>

/& #� a$ b$ c$ d$ g$ h ��� ��	 ���M����� ��� χ(D) = R

;& #� s$ t �  

� ��	��!� .�&�& �
������	 ������	�	1

– I�� ��	 ������ ��� ������� ��� ���� ��	�
��!� s$ t ��� ���� ������� � ��������
��� w(D) ��� �� R �	�� � �������� ��	���&

���
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����	 7��F %��
��
	 �
��"�	 ���� ����	 lena�

– �	 � �������� ���� �	�� ���
���� ��� E$ ��� ��� ��	 ���!� ��� ��� ��� ��	 
��
��	 ���������� ��� ���� ��� 	!��� �����&

8 ����� 	� ��	��� �	�� <��� HV partioning .����� A&:& %��  

� ��	��� ��� "�������+
� !��� ��	 ���!� � �!����� 	!��� ����� .quadtree partitioning$ ����� A&E1& 8 ��	��� ����$
��<� � ����!� �
������ ��� �� ����� ��� ���	�� ��������$ �
�������� ��� ��	 ������ Itera-
ted Systems Inc .��� ����� � Barnsley1 ��	�	��� ����
!����� ��
���� ��� �� �	���� ��	�!
�
�������� JPEG& 5����!��� ��� ��	 �
������� ���� ������	 ��� ���
�� ��� Ning Lu [Lu97]&
�����	��� ���$ ���� � Fisher ��� ��� � �
������� ��� Iterated Systems Inc �������������	 affine
�����	���� ��� ���"��

w

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝a b 0
c d 0
e f s

⎞
⎠ ·
⎛
⎝xy
z

⎞
⎠+

⎛
⎝gh
k

⎞
⎠ =

(
χ(x, y)
T (x, y, z)

)
, .A&;1

���� χ(x, y) =

(
ax+ by + g
cx+ dy + h

)
��� T (x, y, z) = ex+ fy + sz + k.

'�� ��	 ��,��� ��� ��������� ��� �
�������� �������� "���������	 �� "��� �!�����& 8 ���
�	���� ����<��� � ����������� ��	 ������	 � � �� ���	 ������������� .clustering1 .�
!�

��#
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[Jac92], [Fis95]& (���� � �
��������$ �	�� 	� "������ ,�	�
����� �	�<����� � �
� ��� �����!�$
� �	� ��	� ��	 �� �� ��� ������� <� ���	 ������������� � ��	 �	�������� ���!�& ��� ���+
�"��� �!����� ������������	 �	������ �
��������� .�
!� [MMK98]1 ��� 	� �	����������	 ��
����
���&

����� �� �� ������� ���� ��� 	!� ��	��� �������� ���	�� ��� �� ����<��� � Fractal
������
�& *� �������� ��	 .grayscale1 ���	� �� ��� ��" 	�� z = f(x, y) ��� �� �	����,���
!	�	 �
������� � ������ �� ���
���<� ����� ������
��$ ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� ���
��	��� ��	�!��	$ �!������ ��� �� Bivariate ���� ��� �� ��	�!��� � �� ����!	� ��� 	� !��

����� ��� �� �������<� ��	 ������ ���	�&

��7
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����	 7�$F HV partitioning ���� ����	 lena�

�#�
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����	 7�*F Quadtree partitioning ���� ����	 lena�

�#�
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6�� )������% ����""������ ������ &!�2�����

����'��%�

��� �" 
��� D ����� ��� �	�
���� �� �����
���� ��������� BF��$ � ����� ������
��
� ������	�� �
!���& �����$ ��� �� ��	���� ��� ��!�� 	� �
����	 �� ����� ������
�� .�
!�
�
��� A? +/@@ ��� �" 
��� D1 �	�� ���� ����������!�& ��� ��������!	� � �� ��!�� 	� �	��
��	����� ��� ��	��� ��	 ������	 Jkl$ ��� k = 1, 2, . . . ,K$ l = 1, 2, . . . , L � �� ��!�� 	�
���	������	 ��� ��!���

si,j ·RκJ(i,j)[ν] = si+1,j · LκJ(i+1,j)[ν], .A&:1

si,j · UκJ(i,j)[ν] = si,j+1 ·Dκ
J(i,j+1)[ν], .A&E1

��� i = 1, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,M − 1, ν = 1, . . . , aκ−1 − 1, κ ∈ N$ ��� � � � ���� �� �����!�
��� �����	�<�	��� � ����	����� ����� 	� “��

 	” ���,� ����&

������� � !
���� ��	 ��!��	 A&:+A&E ��� � � κ �	�� ���	����$ �	 ���� ����������� ���	
�������� ���� κ = 1$ �� 
����!� ��� �� ���������	 �	 �� �	�� ��	��� ��	������� �

 ��
�������<��	 ���� ��
 ��� ��	�� ��	 ����� .��� ���
���� ���!� ��� κ � ����!����� ��
�	�� ����� ��
����1& ���	 ��������������$ �� ��	�
� ��� �� ��������	 �� 
����!� .G1 �
������	 	� �������	 �� ���"����� ��	������	$ �"�� �� �� ����	  ���� ����� (x, y, z) ∈ G
� (x, y) ∈ ∂Iij ��� i = 1, . . . , N $ j = 1, . . . ,M & '� ���� ��� <��� ��� ����� ����������� ���	
�
������� ������������	 ��	�
���	& � � � ���� �� ���������	 ��� ���"����� ����� (x, y, z)
��� (x, y, z′) � (x, y) ∈ ∂Iij .�&�& !	� �!�� ��� "������� ��� wij ��� !	� �!�� ��� "�������
��� wi+1,j $ �	 x = xi1& # 	!�� �
�������� �� ���� � ��	� �� !	� ��� ��� �� ����� � �� ����	�

�� ����� (x, y, z+z
′

2
)�& 2���
����� 
����	 ��� ����!����� ��� �	 �� ����� ������
�� ��� ��

��	�
��!� ��������"�� �	�
����� ���	������	 ���

si,j ·RJ(i,j)[ν] = si+1,j · LJ(i+1,j)[ν], .A&?1

si,j · UJ(i,j)[ν] = si,j+1 ·DJ(i,j+1)[ν], .A&D1

��� i = 1, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,M − 1, ν = 1, . . . , aκ−1 − 1$ ��� � 
������ ��� ���� .���
�������� � � �� ��	 ����������!	� �
�������1 �� �������<� ��� ��	�� ��" 	��& ��� �����
A&? ��	��� �� �� "��� ��� 
����� ��� ���� ��� ����� "��� ���	 ��	��� A&/ ��� ���	����� ��	
����� 	� ��	����&

��� �����	��	 �6�7 �
� �	���
��	 �� ������ 
� ������ ��� ����#�
�� 	�� 
�� ��	����� 
�� wij �	�
������ �	 ��	����
�� ���� 
�����������

�#�
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∆
x

� �* ��# �7� �.�
� ��� ��� ��� 7� ���
�* 7� ��� 7� ��. ���

y ��# ��� ��� ��� 7� ���
�7� ��� ��. ��� 7. 7�
�.� ��� 7� ��� ��� ���

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

sij

j
� � $ *

� M���. ����. M���. ����.
i � ����. M���. M���. ����.

$ M���. M���. M���. M���.
* ����. ����. M���. ����.

!��	�	 7��F '	 �����	 �	���2
&� �	 
 �����&���� �	�	����<� 	�	&
(�	 ��� !�+��
0+�
��� ��&�9� N = M = 4 �	 K = L = 2�

�#$
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!��
��

GDomainE
Jk,l

(x̂k−1, ŷl−1, ẑk−1,l−1) (x̂k, ŷl−1, ẑk,l−1)

(x̂k, ŷl, ẑk,l)(x̂k−1, ŷl, ẑk−1,l)

'
��	 

GRegionE
Ii,j

(xi−1, yj−1, zi−1,j−1) (xi, yj−1, zi,j−1)

(xi, yj , zi,j)(xi−1, yj , zi−1,j)

�
w

����	 7��F %������� �� ���
�� D ��
� �
��	 R ���� �� w�

6�� ���!	�� &������ � ��%�� BF&�

(���� ��� ���	� ��������	 ��� ����<�� .grayscale1 ����� ��	 N0 × M0& (����$ �����$
z = f(x, y) ��� ��	��� ��	 ����� ��� �	������� ��	 ���	�$ !��� ��� � ���� ��� f(x, y) ���
x = 1, 2, . . . , N0 ��� y = 1, 2, . . . ,M0 	� �	�� !	�� ��!����� ������� ��� �� @ �� �� ;?D ��� 	�
�	������� ��	 �������� ��� ����<�� ��� (x, y) pixel ��� ���	��& ������ ��� �	�� 	� �����
��� �!���� ��� 	� ��
!,��� ��� 

�
� ����� ������
�� .��� �� pixels ��� ���	��1$ ��	�+

��!� ��������"�� �	�
����� ��� ��	��� ��	�!��	 ��� �� ���� ��� �� ��	�!��� � ��� ��
����!	� 	� !�� �� 
����� �� �� "��� ���� ��	 ������ .��� ����!����� ��	����1 ��� 	� �	��
“���� ��	� ” ��� ��	 ����� f & �� ����
��� ��� �	��	������ ��	 �����!���	 ����	 �� �� 
�+
���� � ������� �������� � ���!� ��� ������� �����	 ��� �" 
��� ?$ ���� ��	�
���������	
��	��� ����� ������ �����������	��� F��& �� ����$ ������ �$ ��� ����� 	� ��
�� � ��� 
+

�
�� ��	�
���� ��������"�� �	�
�����& (#��� ��� ���	 �������� ��� ��	��� ������ ��	�!
��
������� 	� ��������������� !	�	 ��� ���� ����� �� ��� �������&

5���� 2�(������"� .#	�	$���"� �(� ����������� 0����"���
1�� ����	$
��

�� ����!���� ��� !���� ������ ��	 ���	� � ��� ��	� �����!� Jkl$ k = 1, 2, . . . ,K$
l = 1, 2, . . . , L �
 ���� ψ ��� � ��� ��	��� ����� Iij $ i = 1, 2, . . . , N $ j = 1, 2, . . . ,M �
 ����
δ& �� ����!����$ �����$ ��� �!
��� 	� �����	����� ��	 ������	��� ������ D = Jkl .���
� ���� k, l1$ ��� ���!�� ψ2 pixels ��� !�� ������ ����� �� (x̂k−1, ŷl−1, ẑk−1,l−1)$ (x̂k, ŷl−1, ẑk,l−1)$
(x̂k, ŷl, ẑk,l)$ (x̂k−1, ŷl, ẑk−1,l) .���� x̂k − x̂k−1 = ŷl − ŷl−1 = ψ1$ ���	 ������	��� ���!� R = Iij

�#.
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����	 7��F ��������� ��
&
(��� �
� �����&���� s�

��� ���!�� δ2 pixels .δ < ψ1 ��� !�� ������ ����� �� (xi−1, yj−1, zi−1,j−1)$ (xi, yj−1, zi,j−1)$
(xi, yj , zi,j)$ (xi−1, yj , zi−1,j) .���� xi − xi−1 = yj − yj−1 = δ1$ �!�� ���� bivariate �����	���� w
.����� A&D1& (#��� !���� �	�
��� � ��������	� �" 
���$ ��!�� �� ������ ����� ��� �������
(x̂k−1, ŷl−1, ẑk−1,l−1)$ (x̂k, ŷl−1, ẑk,l−1)$ (x̂k, ŷl, ẑk,l)$ (x̂k−1, ŷl, ẑk−1,l) 	� �����	�����	 ��� ������
����� ��� ���!� (xi−1, yj−1$ zi−1,j−1)$ (xi, yj−1, zi,j−1)$ (xi, yj , zi,j)$ (xi−1, yj , zi−1,j) �	��������
��� �� �!��� ��� ��	 ������ ��� ���	�� ��� ���!���� ���	 ������ Jkl 	� �����
� ��� ��	
��� ��	�� ��������"�� �	�
����� s ��� �����	���� w&

���
!���� y = ŷl−1& (���� µy0 � �!�� ��������"� �������� ���,� ����������� ������ ���
���	�� .� y = ŷl−1 ��� x = x̂k−1, x̂k−1+1, . . . , x̂k−1+ψ1 ��� ��� ����� ���� �������� ��� 	�	�
�� ����� (x̂k−1, ŷl−1, ẑk−1,l−1) ��� (x̂k, ŷl−1, ẑk,l−1)& #� ����� ��� ���!� 
��� 	�	��� �� ����!� �	
�� ����� �������� � 	� ��� �� ��������� �����$ � ��	����!� � �	����� �������� .����� A&B1&
��� ��	!��� ��
!���� y = ŷl−1 + 1 ��� ���
���<��� �� �!�� �������� µy1 � �	 
��� �����&
'	�� $ �	 y = ŷl−1 + r .��� r = 0, 1, . . . , ψ1 � µyr �� �	�� � �!�� ��������"� �������� ���,�
����������� ������ ��� ���	�� .� y = ŷl−1 + r ��� x = x̂k−1, x̂k−1 + 1, . . . , x̂k−1 + ψ1 ��� ���
����� ���� �������� ��� 	�	� �� ����� (x̂k−1, ŷl−1+r, f(x̂k−1, ŷl−1+r)) ��� (x̂k, ŷl−1+r, ẑk,l−1)&
% �	 
��� ����� ��
!��	��� x = x̂k−1 + r ��� r = 01, 2, . . . , ψ ���
���<��� �� �!�� ��������"�
�������� µxr ���,� ����������� ������ ��� ���	�� .� x = x̂k−1 + r ��� y = ŷl−1, ŷl−1 +
1, . . . , ŷl−1 + ψ1 ��� ��� ����� ���� �������� ��� 	�	� �� ����� (x̂k−1 + r, ŷl−1, ẑk−1,l−1) ���
(x̂k−1 + r, ŷl−1, f(x̂k−1 + r, ŷl−1))& ��� ��	!��� ���
���<��� ��	 ���� µ ��� ��	 ����

µ = mean{µxr , µyr , r = 0, 1, . . . , ψ}.
% �������� ����� ���
���<��� ��	 ���� ν �����������	��� ��� ���!� ��� ���	�� ��� ������	���

�!�� ���	 ���!� Iij & (���� � ��	�
���� s �� �	��

s =
ν

µ
.

8 ���������� ��� ���
������� �	 �	�� ��������& I���<��� ���� �������� ��	 bivariate �����+
	���	 ��� ������� <�	��� ��� �
 A@ .��� ��������!	� ���	 /� ��������1&

�#�
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6�# ���������� 7!���"����� ��� ��������� )��

������2�� �����"	��

2�� � 
� ����!���� ��� �!
��� 	� �����	����� ��	 ������	��� ������ D = Jkl ���	
������	��� ���!� R = Iij �����������	��� ��� bivariate �����	��� w .����� A&D1 ��� ���"��

w0

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝ a0x+ b0

c0y + d0

e0x+ f0y + g0xy + s0z + k0

⎞
⎠ . .A&B1

(#��� ,������ ��� �" 
��� D .���� �� ������ ����� ��� ������� �����	�<�	��� ��� ������
����� ��� ���!�1 �� ��� ����� ��� �����	���� �� ��	�	��� ��� ���� ������

a0 =
xi − xi−1

x̂k − x̂k−1
.A&01

b0 =
x̂kxi−1 − x̂k−1xi

x̂k − x̂k−1
.A&A1

c0 =
yj − yj−1

ŷl − ŷl−1
.A&/@1

d0 =
ŷlyj−1 − ŷl−1yj

ŷl − ŷl−1
.A&//1

g0 =
zij + zi−1,j−1 − zi−1,j − zi,j−1 − sij (ẑkl + ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l − ẑk,l−1)

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)
.A&/;1

e0 =
zi−1,j−1 − zi,j−1 − sij (ẑk−1,l−1 − ẑk,l−1) − gij ŷl−1 (x̂k−1 − x̂k)

x̂k−1 − x̂k
.A&/:1

f0 =
zi−1,j−1 − zi,j−1 − sij (ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l) − gij x̂k−1 (ŷl−1 − ŷl)

ŷl−1 − ŷl
.A&/E1

k0 = zij − eij x̂k − fij ŷl − sij ẑkl − gij x̂kŷl. .A&/?1

*!��	���

G1 =
zij + zi−1,j−1 − zi−1,j − zi,j−1

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)
,

G2 =
ẑkl + ẑk−1,l−1 − ẑk−1,l − ẑk,l−1

(ŷl − ŷl−1) (x̂k − x̂k−1)
,

E1 =
zi−1,j−1 − zi,j−2 −G1ŷl−1(x̂k−1 − x̂k)

x̂k−1 − x̂k
,

E2 =
ẑk−1,l−1 − ẑk,l−2 −G2ŷl−1(x̂k−1 − x̂k)

x̂k−1 − x̂k
,

F1 =
zi−1,j−1 − zi,j−1 −G1x̂k−1(ŷl−1 − ŷl)

ŷl−1 − ŷl
,

F2 =
ẑk−1,l−1 − ẑk,l−1 −G2x̂k−1(ŷl−1 − ŷl)

ŷl−1 − ŷl
,

K1 = zij − E1x̂k − F1ŷl −G1x̂kŷl,

K2 = ẑkl − E2x̂k − F2ŷl −G2x̂kŷl,

�#�
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�� !����

g0 = G1 − s0G2,

e0 = E1 − s0E2,

f0 = F1 − s0F2,

��� k0 = K1 − s0K2.

������<��� �� 	���"!��	 ��� ���	 �������� ���� ψ = ακ+1$ δ = ακ$ α, κ ∈ N& � ���� ��	
�������� �� ����� ��� ���	�� � ��	�����!	� (m,n) ��� �������� ���	 ���!� R ����� 	�
������� �!�� ��� �����	���� w ��� �� ����� � ��	�����!	� (µ, ν) ��� ������� D$ ����

m = aµ+ b

n = cν + d.

�	 � wm,n �����
����� ���� ��	 �������	� ���� ���

wn,m = e0µ+ f0ν + g0µν + s0f(µ, ν) + k0.

# ��	�
���� s0 ��!�� 	� ��
�� !��� ��� 	� 
������������� � ��������

Ω =
∑

(m,n)∈R

(wm,n − f(m,n))2 .

�	���������	��� ��� ���!� g0$ e0$ f0$ k0 ��� ��� ����� 	� ,������ ��� ��
�	��� ��� �� ,�� ��
!����

Ω =
∑

(m,n)∈R

(e0µ+ f0ν + g0µν + s0f(µ, nu) + k0 − f(m,n))2

=
∑

(m,n)∈R

(
E1µ+ F1ν +G1µν +K1 − f(µ, ν) − s(E2µ+ F2ν +G2µν − f(µ, ν) +K2)

)2
.

#��� �!��	���

Aµ,ν = E1µ+ F1ν +G1µν +K1 − f(m,n)

��� Bµ,ν = E2µ+ F2ν +G2µν +K2 − f(µ, ν),

�� !����

Ω =
∑

(m,n)∈R

(
Aµ,ν − s0Bµ,ν

)2
=

∑
(m,n)∈R

(
A2
µ,ν − 2s0Aµ,ν +B2

µ,νs
2
)

)
.

'�� 	� 
������������ � �������� Ω ����

∂Ω

∂s0
= 0,

����

s0 =

∑
(m,n)∈R

Aµ,νBµ,ν

∑
(m,n)∈R

B2
µ,ν

,

� µ = m−b
a

��� ν = n−d
c

.a = c = 1
α
1&

�##
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����	 7�#F ��
 �	�	�"�� ����	 <	����	 �
 �&�(�	 ��� 	����� ������� �	���2
&� �
�
��
��� ��&�9� (	 �	 ����	 ,	��"���� 33 × 33 �� δ = 8: ψ = 16 Gα = 2: κ = 3E� )�
��
-�
 �	-�
 <	��
��	 �	 �����	 �
� Q�

6�, ��"���(��� &*���� �����+����

�"�� �	�
���� ������� ���
������� ��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
�����$ ������� 	�
����� ���� �	�
���� ��	 �
������� ���� �����!���	& �� ����!���� ��� !���� ��� ���	�
����� ��	 N0 ×M0 ���� � � pixel (n,m) !�� ��� ��!���� ���� ��� �� @ �!��� �� ;?? ��� ��	���
��� �� ��	 ����� f & =���!���� ����� ��� �� ����� ��� ��� ���	�� ���	������	 ��� ��!���
N0 = αr1 + 1$ M0 = αr2 + 1$ α, r1, r2 ∈ N& ���
!���� ���� �������� δ ��� ψ a priori !��� ���
δ = ακ ��� ψ = ακ+1 ��� κ ∈ N$ r1, r2 > κ ��� ������� <��� !	� ��	�
� �����	 ������
��
∆ = {(xi, yj , zij = f(xi, yj)) : i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M} ��
!��	��� ����� ��� ���	��$
�!���� ��� 0 = x0 < x1 < · · · < xN = N0 ��� 0 = y0 < y1 < · · · < yM = M0& ��� ��� ��
����� ��
!���� !	� �	���� �����	�
� ��� ∆ �� ����� �	�� <��� Q = {(x̂k, ŷl, ẑkl = f(x̂k, ŷl)) :
k = 0, 1, . . . ,K; l = 0, 1, . . . , L} � ����� ��� �� ����� ����� 0 = x̂0 < x̂1 < · · · < x̂K = N0 ���
0 = ŷ0 < ŷ1 < · · · < ŷL = M0 .�
!� ����� A&01&

�� ����� ������
�� ��� ��
!,�� ����<��	 ��	 ���	� � N ×M = αr1−κ×αr2−κ ������+
	����� ����� Iij �
�� � δ ��� � K × L = αr1−κ−1 × αr2−κ−1 ������	��!� �����!� Jkl �
�� �
ψ& �������� ��� �����!� Jkl �����������	��� ��	 �����	��� Φ̂(k, l) = (k − 1)K + l ��� ����
����� �����������	��� ��	 Φ(i, j) = (i − 1)N + j '�� � � !	�	 ���!� � �	��� ��	 “��
����
�����	�<��	�” ������ .�� ���� ��� ������1 �!�� ���� bivariate �����	����& �	 ���� ��� �!����
������$ ��� ���������� ��	 ��	�
��� ��������"�� �	�
����� ��� ���
������ .�� ���� ��	
������ ��� ��	 ���!�1 ����� ����� ��� �� 	����� ��� ������� .�� 	����� ���� �� �� ��
���

�#7
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�����	�� ��� ���!�1& �	 � �� �!���� �	 �	�� "����$ ��� “�� �” ��	 ���!� � α2 	!��� ��+
��� �
�� � δ/α$ ���������� �� 	!� ����� ������
�� .��
��� ��  ��� ��	 	!�	 ���!�	1 ���
��	�
��� 	��� ��	 ���� ���������� ��� � � � � !	�	 ��� ���� ���������� �����& # ����� ��
�
�������� ����� "� �� ���������� ���� � � � 
����!���&

���������� )�� %� ������ 
�"���&

�� 1��� ��	� � ��	&���� ��� ������  ��	�	��� N0 × M0 �� N0 = αr1 + 1� M0 = αr2 + 1�
α, r1, r2 ∈ N�

+� ����#&�"�� �"�������"� ������
� δ ��� ψ #�	� �	�� δ = ακ ��� ψ = ακ+1 &�� κ ∈ N� r1, r2 > κ�
����#&�"��� ���	��� �� �#&�	�� ������ 	3��� ε ��� �� �#&�	�� (��� ������	�� dmax�

,� ����	��"��"��  
� �"�#� �� ������� Rqueue ��� IPqueue� 1��� ����� ��������
�� ���"�
��"� ������
� ��� ���#�� ��� 	��  �
���� ��� �� 	����� �����(����� �����#���  ����"�&�
��
 
� ���#� �"�#� �� ������� Squeue ��� ADqueue 	��� ������ ��&����� �� �������
	�"�� ��"�
	"�����	�#� �������"3�� �����&��� ��� ���  ��"�
�	��� ��� ���#��� 9#��"�� �� (��� d = 1
��� ����	��"��"�� ���  ��� �"� Rqueue2�

/� *+�
 � Rqueue  �� �����  ��� ���
�� �� �%���

��'� �%&�"�� #�� ���#� R ��� ��� Rqueue�

�('� ��� ��� �����!� D ���
�� �� �%���

i� )����&���"�� ��� 	"�����	�� �������"3�� �����&��� s ��" ����	���!�� 	��� ����7
����	� ��� �����!�� D 	��� ���#� R� !��	����������� ��� &��������� � ��� ���7
�"���� ����� "����&�	��
�

ii� )� s > 1 ���� ��&���� 	�� (��� �v�� 1� �������� �������	� #��&%� ��� 	"������
B�<7B�@� )�  �� �	!
�� ���� ��&���� 	�� (��� �v��

iii� )����&���"�� ��� "�������� �����#���"� ��� bivariate ��������	�� w ��" ������7
����� ��� �����!� D 	��� ���#� R� 1�� 	"�#!��� "����&���"�� �� 	
���� w(D)
	
�3��� �� ��� ��&������ w map ��"  ������ ��������

iv� )����&���"�� �!��	����������� ��� �������� �������� ��� ���	��	� h ����%
 ��"
	"����" w(D) ��� ��" ���#� R�

v� >��!���� 	��� ������� �����!� D�

�&'� ;��	��"�� ��� �����!� &�� ��� ����� � ���	��	� h ����� ��!�	�� �hmin��

� '� )� hmin > ε ��� d < dmax� ���� 	��� ��� �����!� 	� �#		���� �#�"� ������� ��"�
�����"� ���	�#��"�� 	��� �"� Rqueue2� 1�� 	"�#!��� ���	�#��"�� �� ��� ��� ��7
�#�� �"��� 	��� �"� IPqueue ��� �����#�� 	����� �����(����� ��� ���	�#��"�� #�� 0
	��� �"� ADqueue� )���	� �������
�"�� ��� ������ ��� �����!�� �� ��� ��!�	��
���	��	� 	��� �"� ADqueue ��� ��� 	"�����	�� �������"3�� �����&��� s 	��� �"�
Squeue�

<� )� � �"� Rqueue2 �����  ���� ���� �#��"�� Rqueue=Rqueue2� d = d+ 1�

@� )� d ≤ dmax� ���� ��&����"�� 	�� (��� �/��

5� 0������
�"�� ��� �����#���"� dmax� δ� ψ ��� ��  � ��#�� ��� �"��� Squeue, IPqueue, AD-
queue�

A� 2#����

�7�
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���������� )�� %wmap 0 ���
����9� �� ��� ���
��� D ���� ���+� R&

�� 2�������
�� �� ������ 	����� ��� �����!�� D 	��� �#� 	
���� w(D)�

+� )����&���"�� ��� "�������� �����#���"� ��� ��������	��� 9"����"�� ��� α = δ/ψ� ���" δ ���
ψ �� ����� ��� ���"�� ��� �����!�� ��� ��" ���#� ����	���!��

,� 0���������"�� �� 	����� ��� ������ ��� ��� ����"����� &������ ��� �����!�� �� �%��� 2�
����� ��� �� ����"���� 	����� ��� &������ �"��� ����� 	����� �����(���� ��� #!�"� � �
��������	���� 0���������"�� �� (α + 1) 	����� ��� &������ ��� �����!�� 	�� +� 	����� ���
&������ ��" ���#� D� 1"��!���"�� �������������� �� 	����� (2α + 1)� (3α + 1) ������ ���
�����!�� 	�� ,�� /�� . . . 	����� ��" ���#��

/� *�� ��� &����#� (α + 1)� (2α + 2)� . . . � ψ + 1 � ��������	� ��� 	������ &������ �� �%���
0���������"�� 	����� �� (α + 1)� (2α + 2)� . . . ψ + 1 ��� �����!�� 	�� ��� +�� ,� . . . δ + 1
	����� ��" ���#� �	!��� B�B��

����	 7�7F ��
 �	�	�"�� ����	 <	����	 
 ����
 	������� ��� ������� �� ���
�� 
D ��
� �
��	 R: �-�<��	 �� �
� 	&(��/�
 7�� Gδ = 4: ψ = 8: α = 2E� 01�� <	����	
,�� 	���
��A
��	 �&	 �	 �����	 �� ���
�� : 	&&" ���
 ��	 ���	 ����	�����	 �� (���A

����	: ���,� 	��" ���
 	���
��A
��	 	��2� �� �����	 �
� �
��	�

�7�
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6�3 ��"���(��� �!����!	���

# �
�������� �������� �������� ��� ���!� δ$ ψ$ �� ����� ������
��$ ��� �����	��� � �
���!� ��� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
�����& ����� � ������� ��	 ���!�	 �����
� ���
���	� � ���	� �	 �	�� ��	���	 	� ���
������� ��	 ��	�
��� �������� ���	 ��	 "������
��� �
��������& '�� 	� �	�������� ���� ��	 ������ ���	� ������� 	� ��������������� ��	
�
������� ������������	 ��	�
���	 .���1& %������ 	� ��������������� ���������� ����+
�� ��	�
� .��� 	� ���!�� ����� � �
� ��� �����!�1& � �
� ��� �	���!� ������� Fractal
�������� �� ������ ��	�
� 
��� 	��� ��� ���	� � �
� ��� ���!� ��� pixel ��� ��� � @ ���
� ��������!� ��	�
���� ��� ��� 	� 
��� 	��� � 
������& �� ����
��� � ���� ��	 ���+
����� �	�� ��� �	 ����� ��	�� 	� ����
!�� ���� ��	�
���� �� ��������	 ��� 	� �������
!	�� “��
��” 
������& ��	���� �� ?+D ��	�
���� ��	��	 ���	�������� ����
!�����& (�	�
 

� ����
��� �	�� !	� ��������!	� pixel ���� ������� �	 �����	�<��� � !	� ��������!	�
pixel ��� �	��������� ���!�& '�� ��� �����$ �� pixel ./@@$/?@1 ����� 	� �����	���� ��� �����
.:E&::$/;&ED1$ �� ����� �	 �	���������� !	� ��������!	� pixel& ��	�� �!���� ��� ��

 pixels
�� �����	�����	 � ���� ��	 �����& (���� ��� 	� �	�������� ���� ��� ���!� ��	 ������	 pixels
��!�� 	� ��������������� �
� �� ����� .�� ����� ���������	 �!�� ��� ���1 ��� �	�� ����	�� 
� ��� & ��� ��������	� ��� �����$ �� ����� .:E&::$/;&ED1 �� ������������� .��<� � ���� 
 

�1 ��� ��	 �	��������� ��	 ����	 ��	 pixels .:E$/;1$ .:?$/;1$ .:E$/:1$ .:?$/:1& ����$ �!����$
�� ��,��� �� �
���� ��	 ���
������	$ 	� �	�� ����	� .�	 � ������� ��	 ��	�
���	 �	 �+
	�� ���� �� 
��1 	� ��	 ������������	 ����� ��	� � � ���� ��������!	� pixel ���� 	�
������� 	� ��,����	 �� ��	�
���� ��� ���&

'�� 	� �	����������� �
� �� ����� 	� ����
����� �� ������� ���� ��� ����

��� ��� ���
��� 

�
�� ��� ��	 �!���� ��� .���� δ = αr$ ψ = αr+11& # 	!�� �
�������� ��� <��� �������
r ��	�
���� ��� 	� �	�������� �� ��	 ������ ���	� ����� 	� ���
���<� ����� ����� .�
�
�������!� ��	�����!	�1& # �
�������� ����������� �� ������ ��	�
� �� ����� ������
��
��� !���	 ��� ��������� .�	�� ��� ��� ������ ���	�1$ ���� � �������� 	�� “��
��” 
�����
��� <��� 
������ ��	�
����& (���� � ��	�
���� ���	�� �	���������� �	�� ����	��� ������+
���& ����� �� ����� "��� � �
�������� ����� �	�
���� & ��� ����� A&/@ ��	��� !	� ��� �����

��������� ����� ��� �
��������&

���������� )�� %���������� � 
�"���&

�� 6����"�&�
�� ��� �"�#�AD[i]� CON [i]� IP [i]� &�� i = 0, 1, . . . , dmax−1� �� ������ ����#!�"� ���
 ��"�
�	���� ��"� 	"�����	�#� �������"3�� �����&��� ��� �� 	����� �����(���� ��� ���#��
���"�� δ/αi−1� �-��� �� ���#� �"�#� ��!�� �������"��� ���� ��  ������ ��" ��&������"
	"����	��� 	��� �"�#� ADqueue, Squeue ��� IPqueue ����	���!��

+� 2�������
�� �� 	����� �����(���� ��� �"�� IP �#	� 	��� �������

,� )����&���"�� �� (����� ��" �� !����	��
� &�� ��� ����� �������	��"� ��� ������� ��� ���
�
��

r = steps = round

(
log δ

logα

)
,

���" round(x) =

{
[x], �� |[x] − x| < 0.5

[x] + 1, �� |[x] − x| ≥ 0.5
.

/� ��� t = 1 �	� r ���"�� �� �%���

��'� ��� i = 1 �	� min{t, dmax} ���"�� �� �%���

�7�
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i� ��� ��� ���#� �� ����� ���"�� δ/αi−1 ��" #!��  ��
�"�	� �#	� 	��� AD[i]
���"�� �� �%���

0'� ;��	��"�� ��  ��
�"�	� �j� ��� �����!�� ��" ������������� 	� �"�� ��� ���#�
��� ��� �"� AD[i]�

;'� )� j �= 0 ����

*'� ;��	��"�� ��� ����	���!� 	"�����	�� �������"3�� �����&��� ���� ��� �"�
CON [i]� ��� "����&���"�� ��"� "�������"� 	"�����	�#� ��� ��������	�� w ��"
����������� ��� �����!� ��  ��
�"�	� j 	��� ���#��

6'� 1� �"�� �� 	����� �"����"�� ��� � �����!�� �3�
 ��!�� ����  ��� ��� �#7
��� ��� ��������� &������ ��� ��� ����		����� 	� ��� (���� 1� �"�� �� (���
#!�"�� ��������	�� pixels ��" ��#!�"� ����%
 ��"� δ/αt−1 ����" � ���	��	�
���(����� ���� �������"3� � ����������� ����������"�� �"� �� 	����� �� �%���
*�� ��� ����� &����� ��� �����!�� ���"�� �� �%��� 03���"�� �� ����� 	�����
��3�
 ����� 	����� �����(���� #!�� ��������	��� � � 	��� ���#�� ���!���� ��
��������� (��� δαi−1/αt−1 ��� ����������"�� �� ������� pixel� 1"��!���"��
�"�� ��  �� ���	�� �#!�� �� ��������	�"�� α − 1 pixels� 03���"�� �� �������
����� � #!�� � � ��������	��� 	��� ���#�� ��� 	"��!���"�� �� �������� �����
�#!�� �� 3�	�"�� 	�� �#��� ��� &������ � �� ����������"�� �� ����"���� 	�7
���� �3�
 #!�� � � ��������	�����
1�� 	"�#!���� ��������
��	�� ��� δαi−1/αt−1 &����#�� 0���������"�� ��
����� pixel ��� &������ �"���� ��������
��	�� ��� δαi−1/αt−1 pixels ����7
�������� ����������"�� �"�� �� pixel ������ 1������� ��  �� ���	�� ���� 3�7
	�"�� 	�� ����"���� 	����� �"��� ��� &������ ��3�
 �� ��������	�"��� ���
��������
��	�� ��� ��� δαi−1/αt−1 &����#�� 1"��!���"�� �"�� ��  �� ���7
	�� �#!�� �� 3�	�"�� 	�� ����"���� &����� ��� �����!��� 1��� ����"����
&����� �����"��
�� ��  �� ���	�� ��" �3����	��� ��� 	��� ������

# ����� 	� �
�������� ����� "� �� ���������� �	���������� ���� �	�
���� $ ����� ����
	� �	�"!���� � �����!	� 
����!��� ��� �� !��	�	 ��	 ������"� ,������ ���	����& '��
��� �����$ �	 ,������ � ������ � ��	 ����� ��������	��� �� ����� ������
��$ �������� ���	
�������� ��� ��� ���!����	 ��� �� ��� ����� 	�� ���!�& ��� ��� ����� I .���� �
��������
� �
�������� � C++1 ����� 	� �� ��	�� �
� ��� 
����!���&

�7$
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G	E G2E

G(E

����	 7���F 0+�	 �	�",�(�	 �<	��
(� �
� 	&(
��/�
� 7�$ �� �	 ����	 �� ,	��"�� 
9 × 9� 0+�
��� ��&�9� δ = 4 = 22: ψ = 8 = 23: 
���� ���"A
��	 2 ��	�	&�4� (	 ���
�&��� 	�	�	�	����� �� ����	 � 1 	�/�� �
� <	����	 ���	 �� �"/� pixel 	�	<����	 ����
��	�"&�4� ���� 
�
�	 ��
&
(��/��� � ��� �
� 	�����
�
� pixel� G	E %���" �
�
/��
-��
�	 �����	 �	���2
&� ���� ����	 G��	�"&�4� �E� G2E ���� ��	�"&�4� � 	���
��A
��� �	
�����	 �	���2
&� �"/� ���
�� ��
� 	�����
�
 �
��	� 0+�� �	�	����"A
��	 . ��	 �����	
���	 �� �"/� �
��	� G(E ���� ��	�"&�4� � 	���
��A
��� �&	 �	 ��"��
��	 �����	 �"/�
���
�� G,�&	,� �	 �����	 �	���2
&� �	 �	 �����	 �
� ��
���4	� 	�� ��� ��	�"&�4� �E
��
� 	�����
�
 �
��	�

�7*
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6�4 ���������� �!���+�����

%� ��	 "������ ��� �
�������� �������� � ��� ���	� �������� !	� ��	�
� ��� �����
������
�� .��� �� ����� ���������� ��	� ��� ���!� z$ ��
��� �� “�����” ��� pixel ��� �	��
��!���� ���!� ���,� ��� @ ��� ��� ;??1$ ��� �����	��� .����� ��!�����1 ��� ���� ��	�
��!� ��+
������"�� �	�
�����& #� �
������ �	�� 	 �!	� ����������� �������$ ���� ��� 	� ����������	
��� <��� ����� 	� ���	������	& ��� ����� �� ����
!����� �������������� � ��������"��
���	������ � D bits �	 ��	�
��� .� �����  

�	 ���	�����	 �	 �
���	� �� ����
!���+
��1& %������� ���!� bits �	 ��	�
��� ������	 	� "��������	 �

 ���� ���	� ����	��� 
��	 �������� ��� �	�����������!	�� ���	��& ����
!�	$ ������� 	� ��������������� � ����
�
������ �!���� �������� .����� �" 
����1 ��� ����� ������
�� ��� ���� �����	��� ��� 	�
��,����� �� ��	�
��� ������� �������� ��� ���	��& 8 ��� ��������� �!����� �	�� ���� ���
“entropy coding” ��������$ � ����� ��� "�������� ���	 �
�������& '�� ��	 ���
������ ���
���������$ ��� �	�"!���� ����� �
���������$ ���,� ��� ���!� ��� ��� �����	���!	�� �������$
�������������� ��	 ������

ρ(A,B) =
N∑
i=1

N∑
j=1

|Ai,j −Bi,j |

���� A = {Ai,j , i, j = 1, 2, . . . , N}$B = {Bi,j , i, j = 1, 2, . . . , N} ��	�
�N×N �������	& �!
�� ���
��	 ���
������ ��	 ��	�
���	 ��������"�� �	�
����� �������������� �� �������� �!����&

(#��� ��� �	�"!��� ����� 	�$ � �!����� ��� ������� ��� �����<� ��	 ���	� � ����+
��	��!� �����!� ��� ����� ����� ��	 ψ × ψ ��� δ × δ �	��������& (����$ ��	��� ���"�	!� ���
	� ��	�
��������� ��� ���	� � ��	 ����� 	� �!���� ��!�� �� ����� ��� ��� 	� �	�� �������
��

��
 ���� ��� ψ& �� ������� 	� � 	��� � �
� ��� ���
���� ���	�P 8 �� 	���� �	�� ��
�&
���� 	� �����!���� ���� “dummy” pixels .�&�& ����� � �� ���
�	 ����1 ���	 ���	� ���
�� ����� ��� ��� 	� ���	������	 �� ����� 	� ��������& I!����$ ���	 �	��������� ��� ���	�� ��
��!�� ��� �� pixels 	� �"�����	���&

8 �!����� �
�������� � �
���� ��������������� C++ ��� ������������ !	� ��
!����
.�!�� Windows1 ��������� ��� ����� 	� �����!�� ���������� ���	�& ��� ����� A&// ������	+
��� � �!����� �  

� �	���!� ������� �������� ���	��& % �� �	��� PSA2D �	�"������
��� affine ��	�!
� fractal �������� ��� ����� "��� ��� [BDT]$ � �� �	��� Bivariate �	�"+
������ ��� ��	�!
� ��� ����� ��� ��� � �� �	��� Barnsley �	�"������ ��� �!���� ���
�	�������� ��� ��	 ������ Iterated Systems Inc ��� ����� "��� ��� [Lu97]& '�� ��	 �!�����
��� ���	�� �������������� !	� ���
������� "������!	�� � �,������ Pentium 4 @2.66GHz
� 
��������� ������� Windows XP&

6�8 ���!�������

8 �!����� ��� fractal ������
�� ��� ����� ��� ����� 	� ������	� ������ ��������
���������� � ��� ��� fractal ������ ��� Iterated Systems Inc ��� ��� �	����� ��� ��!�� ����+
���!	�� JPEG& � �	��!� �����!� ��	� ��
���� ����
!����� ��� ��� ��� ��� �������& =����
�� ���� �� �!���� JPEG ��	� ���	 �������� ��
� ����
�	 �������	 ��������$ ���� � JPEG
������	� ��
� �� 
� �������� ��� �	�����������!	�� ���	��& ���’ �
� ��� � �!����� ���
fractal ������
�� �	 ��	� ����
!����� ���� ��
 ��� �� �!����� ��� ����<�	��� � wavelets$
���� �� ������� JPEG2000 ��� SPIHT& ��	��$ ����$ 	���"!��	 	� ������������ ��� � �!�����
�������� � fractal ������
� ��� ������� ��� ,��	 � � ������� .���� "��	��� ��� �����
A&//1 �
� ���  

� fractal ������� ��� !���	 �	������� �!��� ����&

#� ������� 
���� �	�� �� ,��> �� fractal �!����� ��� !���	 ����������� �!��� ���� �����+
�������	 affine �����	���� ��� ���
���<��	 ��� �����!����� ��	 �����	���	 ����	 � �� "���

�7.
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��	��!�$ !��� ��� � ������ 	� �����	�<��� ���	 �	�������� ���!�$ ��� �� ��	���	 ��
����&
�	�"!���$ �����$ ��� � �	�<����� �
�	 ��	 ������	 ��� 	� ���� ���� ��� �����	�<��� ���
�� ��	���	 ��
���� � !	�	 ��������!	� ���!� �	�� ��� ,������ ���	����� ���������� .���	
������� �	�"!�����	 ��� �!����� ��� ��	 
��� ����� ��� ����
������1& 8 fractal �!����� ����+
��
�� ��� ������� ��� ����������� bivariate �����	����& 5��� 	� ����� ������
�� ��� ��	
���	� ��� �������� 	� "�� ,� ��� fractal ��" 	�� ��� 	� �������<� ��� �� ��	���	 ��
����
���	 ���	�& #� ��	�
��!� ��	 bivariate �����	���	 ���
���<�	��� �������	 ��� ��� ,������
��� ��!���	 �� fractal ������
�& ����
!�	 � !
���� ��	 ��	����	 ��	!���� .,������ A&?+A&D1
��� <� ��
� ���� ��	 �������� ��� �
�������� ��������& #� ��������� “���!�” �����!�
���������	��� ,������ ���$ ����� 	� ������� 	� "�������� ��	 �����	��� ��� 	� ����� ��	
�������� ��� ���	�� ��� ������� ��� ��	 ���!� .� �� ��� ������ ����� ���
�������� ���	� ���
������	� ���� ���
���� �������1& (���� � ���	�� �������� �	�� ����������� .������ �����1 �
����	 ��� ������ 	��	 �� �
�����!� �!����� fractal �������� .�� ��	 "������ ��	 �����	 �+
�	���	 clustering �&
&�&1& �	 "��������	 �	 
��� ��	��!� �
������ ��� ��������� �	�� ����	
�!���� ��� �� �
����� ����� ��������� � ���	�� ��������&

�7�
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����	 7���F �-(���� �� ��/�,
� �	 �� "&&� (����� fractal �	 �� fractal ��/�,
� �
1 ������� �(�	� �� ����	 	�	<
�" ��� (����� Lena �� 	�"&��� 2049× 2049� 1 "9
�	 
y 	�	<����	 ���� �
����	 �� 	�	�	�	����	����� ����	 G�����
�
���	 � ����
 �

(����� PSNRE ��� 
 "9
�	 x ,����� �
 �	�" ���� <
�� ���������� � ����	 G,����� 
�������� E�

�7�
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����	 7���F = 	���� ����	 Lena �� 	�"&��� 2049 × 2049�

�7#



A&0& �=%��)4��%���

����	 7��$F = ����	 Lena ���������� �� �� ��/
,
 �	 �����
�
���	 δ = 64: ψ = 128:
ε = 4: dmax = 4� = 	�	�	�	����	����� ����	 ���� �
����	 PSNR=37.46dB: ��� 
 ,����� 
�������� ��	� 7.��#�

�77
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����	 7��*F = ����	 Lena ���������� �� �� ��/
,
 �	 �����
�
���	 δ = 64: ψ = 128:
ε = 2.4: dmax = 4� = 	�	�	�	����	����� ����	 ���� �
����	 PSNR=40.37dBB: ��� 

,����� �������� ��	� .�����

���
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����	 7��.F = ����	 Lena ���������� �� �� ��/
,
 �	 �����
�
���	 δ = 64: ψ = 128:
ε = 2.4: dmax = 3� = 	�	�	�	����	����� ����	 ���� �
����	 PSNR=35.74dB: ��� 

,����� �������� ��	� �*��

���
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!	�"����
 ����
 �������� PSNR (dB) ����� �������� 

δ = 32: ψ = 64: d = 3: ε = 0.7 ≈ � min *$��� �.F�
δ = 64: ψ = 128: d = 4: ε = 0.6 ≈ � min *��.� $���$F�
δ = 64: ψ = 128: d = 4: ε = 1.6 ≈ � min *���$ *#�#.F�
δ = 32: ψ = 64: d = 3: ε = 2.4 ≈ � min *��$� .���F�
δ = 64: ψ = 128: d = 4: ε = 2.2 ≈ �. secs *���� ��F�
δ = 64: ψ = 128: d = 4: ε = 2.6 ≈ �. secs $7�** �7���F�
δ = 32: ψ = 64: d = 3: ε = 3.2 ≈ �� secs $#�$# #��7�F�
δ = 64: ψ = 128: d = 4: ε = 4 ≈ �� secs $��*� 7.��#F�
δ = 64: ψ = 128: d = 3: ε = 2.6 ≈ �# secs $.��* �*���F�
δ = 64: ψ = 128: d = 3: ε = 2.6 ≈ �. secs $.��� ������F�
δ = 64: ψ = 128: d = 2: ε = 1.7 ≈ �# secs $$�$7 ����$�F�
δ = 64: ψ = 128: d = 2: ε = 3.4 ≈ �# secs $$��# �$#���F�
δ = 32: ψ = 64: d = 1: ε = 4 ≈ �. secs �#�.$ *��F�
δ = 64: ψ = 128: d = 1: ε = 4 ≈ �. secs �*�$� ����F�

!��	�	 7��F �-(���� �� �<	��
(� �� �
���&
� �	 ���� ����	 Lena G��*7×��*7E ����
��
�
���	 ,"<
�� �	�	����
� �

���



��������� ��

�����!����� �� Matlab

�9�� ��"���(��� ������������� &!����%:��

�� ��������� �	�� �
������!	� � ���"� �������� ������ + ��	 ������ ��� ����������� affine
�����	���� ���	 ���� R

2& 8 ��	 ����� �!���� �� ������� �� ������ ��	�
� A0 .!	�� ��	���� �
��� ��	�����!	� ��	M ������	 �����	1$ !	�	 ������N ��� �"� <� �� �
���� ��	 �����	���	
wi$ !	�	 ������ K ��� �"� <� �� �
���� ��	 ��������	 ��	�
���	 ��� !	�	 ��	��� W ���
���!�� ���� ��	�
��!� ��	 affine �����	���	& 7� !,���� �����!"��� !	� ��	�
� �����	 ���
�������<� ��	 
�����&

%A0 is the initial set representing a Mx2 matrix

%N is the number of the mappings

%K is the number of iterations

%W is the matrix Nx6 containing the parameters of the mappings

%Each row (i) contains the 6 coefficients of the map w_i. a,b,c,s,d,e

% / \ / \

% |a b| | d |

%w=| | + | |

% |c s| | e |

% \ / \ /

%The function returns the matrix FP N^K x 2!!!

function B=MYDIA_R2(A0,W,N,K)

A=A0;

[M,l]=size(A0);

points=M;

for (i=1:K)

for j=1:points %for every point

x=A(j,1);

y=A(j,2);

for r=1:N %map the point through each map

B(points*(r-1)+j,1)=W(r,1)*x+W(r,2)*y+W(r,5);

B(points*(r-1)+j,2)=W(r,3)*x+W(r,4)*y+W(r,6);

end;
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end;

points=M*N^i;

A=B;

end;

end;

�9�� ��"���(���  ���	�� &!����%:��

�� ��������� ���� �!���� ��� ���� ������� � �� ��������	� ���������$ � ��	 ��������
	�� ��	��� ����	�����	& H	 ��	� !,���$ ���� �� ��������	� ���������$ �

 ���� <� ��	

����� ���	 ���	�&

%A0 is the initial point represented by a 1x2 matrix

%P is the matrix Nx1 containing the probabilities

%N is the number of the mappings

%K is the number of iterations

%W is the matrix Nx6 containing the parameters of the mappings

%Each row (i) contains the 6 coefficients of the map w_i. a,b,c,s,d,e

% / \ / \

% |a b| | d |

%w=| | + | |

% |c s| | e |

% \ / \ /

%The function plots the attractor!!!

function MYRIA_R2(A0,W,P,N,K)

figure(1);

hold on;

SP(1)=P(1);

hist(1)=0;

for i=2:N

SP(i)=SP(i-1)+P(i);

hist(i)=0;

end;

X=A0(1,1);

Y=A0(1,2);

plot(X, Y , ’b.’ , ’MarkerSize’ , 2);

for (i=1:K)

what=rand(1);

for j=1:N

if what<SP(j)

r=j;

hist(r)=hist(r)+1;

break;

end;

end;

nX=W(r,1)*X+W(r,2)*Y+W(r,5);

nY=W(r,3)*X+W(r,4)*Y+W(r,6);
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X=nX;

Y=nY;

plot(X, Y , ’b.’ , ’MarkerSize’ , 2);

end;

end;

�9�� ��"���(���  ���	�� &!����%:�� "�� ��&�

%A0 is the initial point represented by a 1x2 matrix

%P is the matrix NxN containing the probabilities

%N is the number of the mappings

%K is the number of iterations

%W is the matrix Nx6 containing the parameters of the mappings

%first map is the number of the first map w_i, that it is applied to A0

%Each row (i) contains the 6 coefficients of the map w_i. a,b,c,s,d,e

% / \ / \

% |a b| | d |

%w=| | + | |

% |c s| | e |

% \ / \ /

%The function plots the attractor!!!

function B=MYRRIA_R2(A0,W,P,N,K,first_map)

figure(1);

hold on;

for i=1:N

SP(i,1)=P(i,1);

for j=2:N

SP(i,j)=SP(i,j-1)+P(i,j);

end;

end;

X=A0(1,1);

Y=A0(1,2);

plot(X, Y , ’b.’ , ’MarkerSize’ , 2);

r=first_map;

for (i=1:K)

nX=W(r,1)*X+W(r,2)*Y+W(r,5);

nY=W(r,3)*X+W(r,4)*Y+W(r,6);

X=nX;

Y=nY

plot(X, Y , ’b.’ , ’MarkerSize’ , 2);

what=rand(1);

for j=1:N

if what<SP(r,j)

r=j;
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break;

end;

end;

end;

hold off;

end;

�9�# 7!���"����� Box 0�������� .���-��������
�%�����

%A: an array containing the data. We assume that the points are equally

%spaced in the x axes.

%The distance between the values in x axes is 1

%N: The number of points contained in A

%e1,e2: 1<e1<e2 (integers) the range of the radius used to calculate

%the box dimension

%of A.

function dimension=fdim(A,N,e1,e2)

e=e1;

cover=1;

while (e<=e2)

start=1;

Balls(cover)=0;

Range(cover)=e;

while start<N

max=A(start);

min=A(start);

i=start;

while (i<=start+e)&(i<=N)

if A(i)>max

max=A(i);

else if A(i)<min

min=A(i);

end;

end;

i=i+1;

end;

start=start+e;

Balls(cover)=Balls(cover)+floor((max-min)/e)+1;

end;

Balls(cover)=log(Balls(cover));

Range(cover)=log(1/Range(cover));

cover=cover+1;

e=e+1;

end;

%plot(Range,Balls);

dimension=( (e2-e1+1)*sum(mul(Range,Balls))- sum(Range)*sum(Balls) )/
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( (e2-e1+1)*sqsum(Range)-sum(Range)^2);

end;

function S=sqsum(A)

B=A.^2;

S=sum(B);

�9�, 7!���"����� Box0�������� 0��-�������� �%�
����� � &������

%A: an array containing the image data. We assume that the points are equally

%spaced in the x and y axes (on a grid).

%e1,e2: 1<e1<e2 (integers) the range of the radius used to calculate

%the box dimension

%of image A.

function dimension=imagedim(A,e1,e2)

[N,M]=size(A);

e=e1;

cover=1;

while (e<=e2)

Balls(cover)=0;

Range(cover)=e;

ystart=1;

while ystart<N

xstart=1;

while xstart<M

max=A(ystart,xstart);

min=A(ystart,xstart);

i=ystart;

while (i<=ystart+e)&(i<=N)

j=xstart;

while(j<=xstart+e)&(j<=M)

if A(i,j)>max

max=A(i,j);

else if A(i,j)<min

min=A(i,j);

end;

end;

j=j+1;

end;

i=i+1;

end;

Balls(cover)=Balls(cover)+floor((max-min)/e)+1;
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xstart=xstart+e;

end;

ystart=ystart+e;

end;

Balls(cover)=log(Balls(cover));

Range(cover)=log(1/Range(cover));

cover=cover+1;

e=e+1;

end;

plot(Range,Balls);

dimension=( (e2-e1+1)*sum(mul(Range,Balls))- sum(Range)*sum(Balls) )

/ ( (e2-e1+1)*sqsum(Range)-sum(Range)^2);

end;

�9�3 )������% ������������+��� F��

# �
�������� ����� ����<��� ���	 �
������� ������������	 ��	�
���	 ��� ����� ���
�" 
��� ; ��� �!���� �� ������� �� ����� ������
��$ ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�+

�����$ ��	 ������ ��	 �����	 ������
�� ��� ��	 ������ ��	 ��	�
������	 ��� ��	& �� �����
������
�� ��	�	��� �!�� 	�� ��	��� (N + 1) × 2 � �� �	��� IP ��� �� ��	�
��!� ��������"��
�	�
����� �!�� 	�� ��	��� ������ ��	��� N �������	 � �� �	��� S&

%IP is a N+1x2 matrix representing the interpolation points

%N is the number of mappings and N+1 the number of points

%S is a Nx1 matrix representing the contraction factors

%steps: is the number of iterations

%The algorithm computes and returns N^(steps+1)+1 points

%representing the attractor of the FIF.

function P=myFIF(IP,S,N,steps)

%Here are the map parameters.

for i=1:N

a(i)=(IP(i+1,1)-IP(i,1))/(IP(N+1,1)-IP(1,1));

e(i)=(IP(N+1,1)*IP(i,1)-IP(1,1)*IP(i+1,1))/(IP(N+1,1)-IP(1,1));

c(i)=(IP(i+1,2)-IP(i,2))/(IP(N+1,1)-IP(1,1))-S(i)*(IP(N+1,2)-IP(1,2))

/(IP(N+1,1)-IP(1,1));

f(i)=(IP(N+1,1)*IP(i,2)-IP(1,1)*IP(i+1,2))/(IP(N+1,1)-IP(1,1))

-S(i)*(IP(N+1,1)*IP(1,2)-IP(1,1)*IP(N+1,2))/(IP(N+1,1)-IP(1,1));

end;

A_0=IP;

points=N+1;

for i=1:steps

%for each section

l=1;

for j=1:N

%map all the points to the section j
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for k=1:points-1

P(l,1)=a(j)*A_0(k,1)+e(j);

P(l,2)=c(j)*A_0(k,1)+S(j)*A_0(k,2)+f(j);

l=l+1;

end;

end;

P(l,1)=A_0(points,1);

P(l,2)=A_0(points,2)

points=l;

A_0=P;

end;

�9�4 )������% ���� ��%���� ��������+��� F��

�� ��������� ���� �	�� ��� ����

��� ��� �
�������� ������������	 ��	�
���	& H!���� ���
���� �����!����� � ��	 �
������� ��������� ������������!	�	 F�� � ��	 ,����� ��� ��	���
AD$ � ������ ����� "� ��� �����!� ��� �����	�<�	��� � � � ���!�& ��� ��������!	� �����
��� ���	 ���!� Ii = [xi−1, xi] �����	�<��� � ������ [AD[i,1], AD[i,2]]& �� ��������� �����!"�
!	� ��	�
� �����	 ��� �������<��	 �� �� "��� ��� ��� ������� ���������� F��&

%IP is a N+1x2 matrix representing the interpolation points

%N is the number of mappings and N+1 is the number of points

%S is a Nx1 matrix representing the contraction factors

%AD: is a Nx4 matrix representing the interval that is mapped to each section.

%i.e. if [...;x_0,x_1,y_0,y_1;...] then the [x_0,x_1] is the interval.

%steps: is the number of iterations

%The algorithm computes and returns N^(steps+1)+1 points

%representing the attractor of the FIF.

function P=myRFIF(IP,AD,S,N,steps)

%Here are the map parameters.

for i=1:N

a(i)=(IP(i+1,1)-IP(i,1))/(AD(i,2)-AD(i,1));

e(i)=(AD(i,2)*IP(i,1)-AD(i,1)*IP(i+1,1))/(AD(i,2)-AD(i,1));

c(i)=(IP(i+1,2)-IP(i,2))/(AD(i,2)-AD(i,1))-S(i)*(AD(i,4)-AD(i,3))/(AD(i,2)-AD(i,1));

f(i)=(AD(i,2)*IP(i,2)-AD(i,1)*IP(i+1,2))/(AD(i,2)-AD(i,1))-S(i)*(AD(i,2)*AD(i,3)-

AD(i,1)*AD(i,4))/(AD(i,2)-AD(i,1));

end;

A_0=IP;

points=N+1;

E=10^-14;

for i=1:steps

%for each section

l=1;

for j=1:N

%find the start of the respective interval

for start=1:points
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if abs(A_0(start,1)-AD(j,1))<E

break;

end;

end;

%find the end of the respective interval

for end_=start+1:points

if abs(A_0(end_,1)-AD(j,2))<E

break;

end;

end;

%map all the points to the section j

for k=start:end_-1

P(l,1)=a(j)*A_0(k,1)+e(j);

P(l,2)=c(j)*A_0(k,1)+S(j)*A_0(k,2)+f(j);

l=l+1;

end;

end;

P(l,1)=A_0(points,1);

P(l,2)=A_0(points,2);

points=l;

A_0=P;

end;

�9�8 )���  �%���� ��������+�� .���+�� Fractal
����'��%�

�� ��������� coPWSAFMGF ����	� �� ������� !	� ��	��� ����� ���� .���	�
1$ ��� ���
�����!����� δ ��� ψ ��� �����!"� ���� ��	�
��!� ��������"�� �	�
����� ��� ��� �����	���
��� ��� <��� 	� ����������	 ��� 	� �����!���� �� ����&

%Compress signal

%Piece-wise Self Affine Fractal Model

%and Geometric Fit for the determination of contraction factors

%signal: array (N+1)x2. The discrete data we try to compress.

%delta: The distance between two interpolation points.

%psi: The distance between two interval points.

%d: the contraction factors (array M).

%CA: array M. The map between interpolation intervals and intervals.

%M: The number of interpolation intervals. M+1 int points.

%M1: The number of intervals.

function [C,d,IP,VP]=coPWSAFMGF(signal,delta,psi)

N=length(signal(:,1));

N=N-1;

M=N/delta;

M1=N/psi;

%IP: the interpolation points.

IP(1,1)=signal(1,1);
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left=1;

IP(1,2)=signal(1,2);

for i=2:M+1

left=left+delta;

IP(i,1)=signal(left,1);

IP(i,2)=signal(left,2);

end;

%VP: the interval points.

VP(1,1)=signal(1,1);

left=1;

VP(1,2)=signal(1,2);

for i=2:M1+1

left=left+psi;

VP(i,1)=signal(left,1);

VP(i,2)=signal(left,2);

end;

for i=1:M

first_time=0;

%disp(’******checking section:*****’);

%disp(i);

for j=1:M1

%compute the contraction factor associated with the

%ith section and the jth interval

con_factor=GeoCF2(signal(VP(j,1)+1:VP(j+1,1)+1,:),IP(i:i+1,:),

signal(IP(i,1)+1:IP(i+1,1)+1,:));

%disp(’with interval:’);

%disp(j);

%disp(con_factor);

%if con_factor<1

diasthmax=VP(j+1,1)-VP(j,1);

diasthmay=VP(j+1,2)-VP(j,2);

a=(IP(i+1,1)-IP(i,1))/diasthmax;

e=(VP(j+1,1)*IP(i,1)-VP(j,1)*IP(i+1,1))/diasthmax;

c=(IP(i+1,2)-IP(i,2))/diasthmax-con_factor*diasthmay/diasthmax;

f=(VP(j+1,1)*IP(i,2)-VP(j,1)*IP(i+1,2))/diasthmax-

con_factor*(VP(j+1,1)*VP(j,2)-VP(j,1)*VP(j+1,2))/diasthmax;

wsignal=w_map(signal(VP(j,1)+1:VP(j+1,1)+1,:),a,c,con_factor,e,f);

%calculate distance between signal

%in interval and wsignal...

distance=eucl_dist(signal,wsignal,VP(j,1)+1,VP(j+1,1)+1);

%disp(’distance is:’);

%disp(distance);

if first_time==0

first_time=1;

minimum_d=distance;

minimum_thesh_for_i=j;

store_con_factor=con_factor;
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elseif distance<minimum_d

minimum_d=distance;

minimum_thesh_for_i=j;

store_con_factor=con_factor;

end;

%end;

end;

%disp(minimum_d);

if (first_time==0)

disp(’cannot compress. All Contraction factors is bigger than 1.’);

break;

elseif (minimum_d>10000000)

disp(’cannot compress. Could not find a suitable match for section:’);

disp(i);

disp(minimum_d);

break;

else

C(i)=minimum_thesh_for_i;

d(i)=store_con_factor;

end;

end;

function new_points=w_map(points,a,c,d,e,f)

N=length(points(:,1));

for i=1:N %For every one of the N points

x=a*points(i,1)+e;

y=c*points(i,1)+d*points(i,2)+f;

new_points(i,:)=[x,y];

end

%Calculation of the contraction factor for the IFS model

%of a discrete sequence using the geometric aproach.

%S: signal values

%IP: 2 interpolation points

%j1-j2 the discrete data between the 2 interpolation Points,

function d=GeoCF1(S,IP,section)

[N,k]=size(S);

N=N-1;

%N+1: # of the discrete sequence

klisi=(S(N+1,2)-S(1,2))/(S(N+1,1)-S(1,1));

midistance=zeros(N-1,1);

for j=2:N

midistance(j)=S(j,2)-klisi*(S(j,1)-S(1,1))-S(1,2);

end

m1=max(midistance);

m2=min(midistance);
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if (abs(m2)>abs(m1))

mi=abs(m2);

else mi=abs(m1);

end

nidistance=zeros(length(section),1);

iklisi=(IP(2,2)-IP(1,2))/(IP(2,1)-IP(1,1));

for j=1:length(section)

nidistance(j)=section(j,2)-iklisi*(section(j,1)-IP(1,1))-IP(1,2);

end;

ni1=max(nidistance);

ni2=min(nidistance);

if (abs(ni2)>abs(ni1))

ni=abs(ni2);

else ni=abs(ni1);

end

if mi~=0

d=ni/mi;

else

d=100;

end;

function D=eycl_dist(signal,mapped_signal,i,j)

N=length(mapped_signal(:,1));

D=0;

l=i;

m=i+1;

klisi=(signal(m,2)-signal(l,2))/(signal(m,1)-signal(l,1));

for k=1:N

if (mapped_signal(k,1)>signal(m,1))

l=m;

m=l+1;

klisi=(signal(m,2)-signal(l,2))/(signal(m,1)-signal(l,1));

end

evaluated_y=klisi*(mapped_signal(k,1)-signal(l,1))+signal(l,2);

D=D+abs(mapped_signal(k,2)-evaluated_y)^2;

end

D=D/N;

213



��)4�)�8%� �J& �)#')4�%%��� �� MATLAB

�9�6 Bivariate Fractal &!�2���� ����'��%� � $��
(�"���� ��+"��

�� ��������� RIFS.m ����	� ��� �����!����� 	�� ���� ���� ���� ������� ��� �" 
���
D ��� ���
���<� ��	 
����� ���& ����������� ������ �� ����	 ��� ����� examples of fractal
surfaces.m&

% This program takes a Bivariate RIFS on [0,1]x[0,p]xR and some points and produces the new

% after (steps) steps using DIA.

%a,b,c,d,e,f,g,s,k: the coeficients of w-map

%a: matrix 1xN0

%b: matrix 1xN0

%c: matrix 1xM0

%d: matrix 1xM0

%g,e,f,k: matrix N0xM0

%P: matrix (N0+1)x(M0+1) contains the interpolation points

%nP: matrix (N0+1)steps x (M0+1)steps contains the new points after applying the w-maps

%(steps) times

%C: matrix 1xN0M0 shows which interval is mapped onto which section. (C^v)

%N0: how many sections per line

%M0: how many sections per column

%K0: how many intervals per line

%L0 how many intervals per column

function nP=RIFS(a,b,c,d,e,f,g,s,k,C,P,N0,M0,K0,L0,steps,alpha,delta,R,U)

oP=P;

interval_distance=delta;

section_distance=interval_distance/alpha;

for r=1:steps

[N,M]=size(oP);

N=N-1;

M=M-1;

%for every section

deiktisx=1;

for i=1:N0

deiktisy=1;

for j=1:M0

section=(i-1)*M0+j;

interval=C(section);

intervalcol=floor((interval-1)/ L0)+1;

intervalline=mod(interval-1, L0) +1;

intervalx=0+(intervalcol-1)*R/L0;

intervaly=0+(intervalline-1)*U/L0;

for m=1:alpha^r+1

for n=1:alpha^r+1

nP(deiktisx+m-1,deiktisy+n-1)=
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e(i,j)*(intervalx+(m-1)*interval_distance)

+f(i,j)*(intervaly+(n-1)*interval_distance)

+g(i,j)*(intervalx+(m-1)*interval_distance)

*(intervaly+(n-1)*interval_distance)

+s(i,j)*oP((intervalcol-1)*alpha^r+m,

(intervalline-1)*alpha^r+n)+k(i,j);

end;

end;

deiktisy=deiktisy+alpha^r;

end;

deiktisx=deiktisx+alpha^r;

end;

interval_distance=interval_distance/alpha;

oP=nP;

end;

�9��; 0����������+� Bivariate Fractal &!�2���� ���
��'��%� � $�(�"���� ��+"��

�� ��������� VIFS.m ����	� ��� �����!����� 	�� ���� ���� ���� ������� ��� �" 
���
B ��� ���
���<� ��	 
����� ���& ����������� ������ �� ����	 ��� ����� examples of vector-
valued fractal surfaces.m&

% This program takes an RIFS on [0,1]x[0,p]xRxR and some points and produces the new points

% after (steps) steps using DIA.

%a,b,c,d,e,f,g,s,k: the coeficients of w-map

%a: matrix 1xN0

%b: matrix 1xN0

%c: matrix 1xM0

%d: matrix 1xM0

%gz,ez,fz,kz: matrix N0xM0

%gt,et,ft,kt: matrix N0xM0

%P: matrix (N0+1)x(M0+1) contains the interpolation points

%nP: matrix (N0+1)steps x (M0+1)steps contains the new points after applying the w-maps

%(steps) times

%C: matrix 1xN0M0 shows which interval is mapped onto which section.

%N0: how many sections per line

%M0: how many sections per column

%K0: how many intervals per line

%L0 how many intervals per column

function nP=VIFS(a,b,c,d,ez,fz,gz,et,ft,gt,s1,s2,s3,s4,kz,kt,C,Pz,Pt,

N0,M0,K0,L0,steps,alpha,delta,R,U)

oP(:,:,1)=Pz;

oP(:,:,2)=Pt;
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interval_distance=delta;

section_distance=interval_distance/alpha;

for r=1:steps

[N,M,temp]=size(oP);

N=N-1;

M=M-1;

%for every section

deiktisx=1;

for i=1:N0

deiktisy=1;

for j=1:M0

section=(i-1)*M0+j;

interval=C(section);

intervalcol=floor((interval-1)/ L0)+1;

intervalline=mod(interval-1, L0) +1;

intervalx=0+(intervalcol-1)*R/L0;

intervaly=0+(intervalline-1)*U/L0;

for m=1:alpha^r+1

for n=1:alpha^r+1

nP(deiktisx+m-1,deiktisy+n-1,1)=

ez(i,j)*(intervalx+(m-1)*interval_distance)

+fz(i,j)*(intervaly+(n-1)*interval_distance)

+gz(i,j)*(intervalx+(m-1)*interval_distance)

*(intervaly+(n-1)*interval_distance)

+s1(i,j)*oP((intervalcol-1)*alpha^r+m,

(intervalline-1)*alpha^r+n,1)

+s2(i,j)*oP((intervalcol-1)*alpha^r+m,

(intervalline-1)*alpha^r+n,2)

+kz(i,j);

nP(deiktisx+m-1,deiktisy+n-1,2)=

et(i,j)*(intervalx+(m-1)*interval_distance)

+ft(i,j)*(intervaly+(n-1)*interval_distance)

+gt(i,j)*(intervalx+(m-1)*interval_distance)

*(intervaly+(n-1)*interval_distance)

+s3(i,j)*oP((intervalcol-1)*alpha^r+m,

(intervalline-1)*alpha^r+n,1)

+s4(i,j)*oP((intervalcol-1)*alpha^r+m,

(intervalline-1)*alpha^r+n,2)

+kt(i,j);

end;

end;

deiktisy=deiktisy+alpha^r;

end;

deiktisx=deiktisx+alpha^r;

end;

interval_distance=interval_distance/alpha;

oP=nP;

end;
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�%$���� C++

� ���� �� ��� ����� ��	��� !	� ���� �� ��� ������ ��� �
�������� � C++ ��� 	� "�������
�� ��	�!
� �������� ���	�� ��� ����� "��� ��� �" 
��� A& #
��
���� � ������� �������� ���
" �
� Fractal Image Compression\Bmpedge �!�� ��� CD ��� �������� ��� ������"�

�&

/************************************************************************/

DynamicBouImageBivariateSquare::

DynamicBouImageBivariateSquare(unsigned int d, unsigned int p,

unsigned char depth_factor,

Image* picture,float MIN_DIST,

CONTRACTION_FACTORS_CALCULATION_TYPE c_calc_type

):DynamicBouImageSquare()

{

//Debug File

fprintf(debug_file,"Compresing...\n");

long number_of_interpolation_points,

number_of_sections,section,interval,number_of_intervals,

sections_per_line,intervals_per_line,

sections_per_column,intervals_per_column,

sections_per_line2,intervals_per_line2,

sections_per_column2,intervals_per_column2,

i,j,k,l,pixel,pixel2,best_interval,section1;

BOOLEAN above,left;

int n,m,lines,columns,kappa;

long Za,Zb,Zc,Zd,za,zb,zc,zd;

BYTE contraction_factor_needed;

float metric;

float idim;

Square *section_square,*interval_square;

NewBivariateSquare *mapped_interval;
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float best_contraction_factor,best_metric,

contraction_factor,contraction_factor2,contraction_factor1;

Points<float> *section_factors,*interval_factors,*interval_dimensions;

delta=d;

psi=p;

depth=depth_factor;

kappa=psi/delta;

lines=picture->total_lines();

columns=picture->total_columns();

number_of_interpolation_points=((lines-1)/d+1)*((columns-1)/d+1);

number_of_sections=((lines-1)/d)*((columns-1)/d);

number_of_lines=picture->total_lines();

number_of_columns=picture->total_columns();

original_number_of_lines=picture->original__lines();

original_number_of_columns=picture->original__columns();

sections_per_line=(columns-1)/delta;

sections_per_column=(lines-1)/delta;

intervals_per_line=(columns-1)/psi;

intervals_per_column=(lines-1)/psi;

number_of_intervals=intervals_per_line*intervals_per_column;

interpolation_points=new Points<int>(number_of_interpolation_points);

section_mapping=new Points<unsigned long>(number_of_sections);

contraction_factors=new Points<float>(number_of_sections);

/*This is for the progress report...*/

Initialize_OS_Dependent_Progress_Procedure();

float section_percent=1.0/number_of_sections*100.0;

float progress=0;

/**/

/*calculate factors for all sections*/

pixel=1;

n=delta+1;

m=psi+1;

if (c_calc_type==geometric){
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section_factors=new Points<float>(number_of_sections);

for (i=1;i<=sections_per_column;i++)

{

for (j=1;j<=sections_per_line;j++)

{

section_square=new Square(picture,pixel,n);

section_factors->put_point(section_square->biv_geometric_factor());

delete section_square;

pixel+=delta;

}

pixel+=picture->total_columns()*(delta-1)+1;

}

pixel=1;

interval_factors=new Points<float>(number_of_intervals);

for (i=1;i<=intervals_per_column;i++)

{

for (j=1;j<=intervals_per_line;j++)

{

interval_square=new Square(picture,pixel,m);

interval_factors->put_point(interval_square->biv_geometric_factor());

delete interval_square;

pixel+=psi;

}

pixel=1+picture->total_columns()*psi*i;

}

}

//debug file

fprintf(debug_file,"Initial Step: %d sections %dx%d.\n",number_of_sections,delta,

delta);

pixel=1;

section=1;

Continuous_E=CONTINUOUS_DISTANCE;

float MY_MIN_DISTANCE=MIN_DIST;

unsigned int steps=1;

/*fprintf(text_file,"BEGIN\n");

fprintf(text_file,"sections column= %d\n",sections_per_column);

fprintf(text_file,"sections line= %d\n",sections_per_line);

fclose(text_file);*/

/*This list contains the numbers of the sections

not adequatelly modeled.*/

LIST<long> *difficult_sections=new LIST<long>();

Continuous_E=MIN_DIST*3;

if (Continuous_E>CONTINUOUS_DISTANCE)

Continuous_E=CONTINUOUS_DISTANCE;

for (i=1;i<=sections_per_column;i++)

{
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for (j=1;j<=sections_per_line;j++)

{

section_square=new Square(picture,pixel,n);

za=picture->value(section_square->UpLeftCorner());

zb=picture->value(section_square->UpRightCorner());

zc=picture->value(section_square->DownRightCorner());

zd=picture->value(section_square->DownLeftCorner());

/*search all intervals*/

interval=1;

pixel2=1;

best_metric=100000000000000.0;

best_interval=interval;

best_contraction_factor=1;

for (k=1;k<=intervals_per_column;k++)

{

for (l=1;l<=intervals_per_line;l++){

interval_square=new Square(picture,pixel2,m);

Za=picture->value(interval_square->UpLeftCorner());

Zb=picture->value(interval_square->UpRightCorner());

Zc=picture->value(interval_square->DownRightCorner());

Zd=picture->value(interval_square->DownLeftCorner());

if (c_calc_type==geometric){

contraction_factor=interval_factors->point_value(interval);

if (contraction_factor==0)

{

contraction_factor=0.9;

}

else

contraction_factor=section_factors->point_value(section)

/contraction_factor;

}

else

contraction_factor=

section_square->biv_analytic_factor(*interval_square);

if ((fabs(contraction_factor)>=1)&&(steps<depth)){

delete interval_square;

interval++;

pixel2+=psi;continue;}

if (!continuous_condition(section_square,section,interval_square,

contraction_factor,

section_mapping,contraction_factors)&&(steps<depth)){

delete interval_square;

interval++;

pixel2+=psi;continue;}

if (!continuous_condition2(section_square,section,interval_square,

contraction_factor)&&(steps<depth)){
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delete interval_square;

interval++;

pixel2+=psi;continue;}

mapped_interval=new NewBivariateSquare(interval_square,

section_square,d,psi,contraction_factor);

metric=mapped_interval->L2_distance(section_square);

if (best_metric>metric)

{

best_metric=metric;

best_interval=interval;

best_contraction_factor=contraction_factor;

}

delete mapped_interval;

delete interval_square;

interval++;

pixel2+=psi;

if ((best_metric<MY_MIN_DISTANCE)&&(fabs(best_contraction_factor)<1))

break;

}

pixel2=1+picture->total_columns()*psi*k;

if ((best_metric<MY_MIN_DISTANCE)&&(fabs(best_contraction_factor)<1))

break;

}

delete section_square;

if ((best_metric<MY_MIN_DISTANCE)||(depth==1)){

/*Progress Report*/

progress+=section_percent;

OS_Depended_Progress(progress);

section_mapping->put_point(best_interval);

contraction_factors->put_point((float)best_contraction_factor);

}

else{

difficult_sections->put_item_to_end(section);

section_mapping->put_point(0);

}

interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

section++;

pixel+=delta;

}

interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

pixel+=picture->total_columns()*(delta-1)+1;

}

/*put the last interpolation points*/

for (j=0;j<=sections_per_line;j++)

{
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interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

pixel+=delta;

}

long final_interval=pow(2,interval_bits);

/*Now deal with the problematic sections*/

extra_interpolation_points=new Points<int>(number_of_interpolation_points/2);

extra_section_mapping=new Points<unsigned long>(number_of_sections/2);

extra_contraction_factors=new Points<float>(number_of_sections/2);

long X,Y;

long intervals_per_line0=intervals_per_line;

long intervals_per_column0=intervals_per_column;

/*this list contains all the initial problems*/

LIST<long> *difficult_sections0;

LIST<long> *difficult_sections2;

LIST<long> *temp;/*for swap...*/

difficult_sections0=difficult_sections;

//FILE* debug_file=fopen("debug.txt","w+");

int delta0=delta;

Continuous_E=MIN_DIST*3;

int max_depth=(float)log(delta)/log(kappa);

while ((d/kappa>1)&&(steps<depth)){

MY_MIN_DISTANCE*=INCREASE_COEFICIENT;

steps++;

difficult_sections2=new LIST<long>();

sections_per_line=(columns-1)/d;

sections_per_column=(lines-1)/d;

delta=d;

d=d/kappa;

n=d+1;

p=p/kappa;

m=psi+1;

sections_per_line2=(columns-1)/d;

sections_per_column2=(lines-1)/d;

section_percent=section_percent/(kappa*kappa);

difficult_sections->goto_first_item();

long a,plithos=difficult_sections->total_items();

//debug file

fprintf(debug_file,"\t\t %d problematic.\n\n\n",plithos);

//debug file

fprintf(debug_file,"%d Step: %d sections %dx%d.\n",steps,kappa*kappa*plithos,

d,d);

/*debug info
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fprintf(debug_file,"\n-------------delta=: %d -----------------",d);*/

/*While the list is not empty split every section.*/

for (a=1;a<=plithos;a++)

{

section1=difficult_sections->return_current_item2();

difficult_sections->goto_next_item();

/*debug info

fprintf(debug_file,"\nsection: %d",section1);*/

/*We devide the section into kappa^2 subsections*/

/*sections and intervals are now by a factor of kappa smaller.*/

Y= ((section1-1)/sections_per_line)*delta+1;

X= ((section1-1)%sections_per_line)*delta+1;

pixel=(Y-1)*columns+X;

if (X==1)

left=FALSE;

else if (difficult_sections->is_member(section1-1))

left=TRUE;

else

left=FALSE;

if (Y==1)

above=FALSE;

else if (difficult_sections->is_member(section1-sections_per_line))

above=TRUE;

else

above=FALSE;

/*calculate the section using the new numbering.

Don’t forget that now the sections are smaller.

each old section contains now kappa^2 new sections.*/

section=(Y-1)/d*sections_per_line2+(X-1)/d+1;

for (i=1;i<=kappa;i++){

for (j=1;j<=kappa;j++){

if (i>1){

if (j==1){

/*if the left square is a problematic one then

we must not store these interpolation points, since

they are stored already.*/

if (!left){

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

/*debug info

fprintf(debug_file,"\n\tIP: %d",picture->value(pixel));*/

}

}

else{

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

/*debug info

fprintf(debug_file,"\n\tIP: %d",picture->value(pixel));*/

}
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}

/*if the above square is a problematic one then

we must not store these interpolation points, since

they are stored already.*/

else if (j>1)

if (!above){

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

/*debug info

fprintf(debug_file,"\n\tIP: %d",picture->value(pixel));*/

}

section_square=new Square(picture,pixel,n);

za=picture->value(section_square->UpLeftCorner());

zb=picture->value(section_square->UpRightCorner());

zc=picture->value(section_square->DownRightCorner());

zd=picture->value(section_square->DownLeftCorner());

/*search all intervals*/

interval=1;

pixel2=1;

best_metric=100000000000000.0; /*Worst metric*/

best_interval=interval;

best_contraction_factor=1.5;

if (c_calc_type==geometric)

contraction_factor1=section_square->biv_geometric_factor();

for (k=1;k<=intervals_per_column0;k++)

{

for (l=1;l<=intervals_per_line0;l++){

interval_square=new Square(picture,pixel2,m);

Za=picture->value(interval_square->UpLeftCorner());

Zb=picture->value(interval_square->UpRightCorner());

Zc=picture->value(interval_square->DownRightCorner());

Zd=picture->value(interval_square->DownLeftCorner());

if (c_calc_type==geometric){

contraction_factor2=interval_factors->point_value(interval);

if (contraction_factor2==0)

{

contraction_factor2=0.9;

}

else

contraction_factor=contraction_factor1/contraction_facto

}

else

contraction_factor=

section_square->biv_analytic_factor(*interval_square);

if (depth<max_depth){

if (fabs(contraction_factor)>=1){

delete interval_square;

interval++;

pixel2+=psi;continue;}

}
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else if (contraction_factor>=1)

contraction_factor=0.95;

else if (contraction_factor<=-1)

contraction_factor=-0.95;

if (!continuous_condition2(section_square,section,

interval_square,contraction_factor)

&&(steps<depth)){

delete interval_square;

interval++;

pixel2+=psi;continue;}

mapped_interval=new NewBivariateSquare(interval_square,

section_square, d,psi, contraction_factor);

metric=mapped_interval->L2_distance(section_square);

if (best_metric>metric)

{

best_metric=metric;

best_interval=interval;

best_contraction_factor=contraction_factor;

}

delete mapped_interval;

delete interval_square;

if ((best_metric<MY_MIN_DISTANCE)

&&(fabs(best_contraction_factor)<1))

break;

interval++;

pixel2+=psi;

}

if ((best_metric<MY_MIN_DISTANCE)

&&(fabs(best_contraction_factor)<1))

break;

pixel2=1+picture->total_columns()*psi*k;

}

delete section_square;

if (steps==depth){

if ((fabs(best_contraction_factor)>=1.0)&&(depth<max_depth)){

difficult_sections2->put_item_to_end(section);

extra_section_mapping->put_point(0);

}

else if (best_metric>MY_MAX_DISTANCE_CONST){

difficult_sections2->put_item_to_end(section);

extra_section_mapping->put_point(0);

}

else{

progress+=section_percent;

OS_Depended_Progress(progress);

extra_section_mapping->put_point(best_interval);

/*save info for previous section*/
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extra_contraction_factors->put_point(

(float)best_contraction_factor);

}

}

else if (best_metric<MY_MIN_DISTANCE){

/*Progress Report*/

progress+=section_percent;

OS_Depended_Progress(progress);

extra_section_mapping->put_point(best_interval);

/*save info for previous section*/

extra_contraction_factors->put_point(

(float)best_contraction_factor);

}

else{

difficult_sections2->put_item_to_end(section);

extra_section_mapping->put_point(0);

}

pixel+=d;

section++;

}

if ((i>1)&&(j>kappa)){ /*Do not put the old interpolation points.

only the new interpolation points.*/

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

/*debug info

fprintf(debug_file,"\n\tIP: %d",picture->value(pixel));*/

}

Y=Y+d;

pixel=(Y-1)*columns+X;

section=section+sections_per_line2-kappa;

}

pixel+=d;

for (i=1;i<=kappa-1;i++){

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

/*debug info

fprintf(debug_file,"\n\tIP: %d",picture->value(pixel));*/

pixel+=d;

}

pixel+=d;/*giati to evala?*/

}

if (difficult_sections0!=difficult_sections)

delete difficult_sections;

difficult_sections=difficult_sections2;

if ((!difficult_sections->is_empty())&&(steps==depth))

depth++;

}

delete difficult_sections0;

/*The last sections need only interpolation points*/

long a,plithos;
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if (steps==depth)

plithos=0;

else

plithos=difficult_sections->total_items();

/*While the list is not empty split every section.*/

for (a=1;a<=plithos;a++)

{

section=difficult_sections->return_current_item2();

difficult_sections->goto_next_item();

/*We devide the section into kappa^2 subsections*/

/*sections and intervals are now by a factor of kappa smaller.*/

Y= ((section-1)/sections_per_line2)*d+1;

X= ((section-1)%sections_per_line2)*d+1;

pixel=(Y-1)*columns+X;

/*first line*/

for (i=2;i<=kappa;i++){

pixel++;

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

}

/*rest lines*/

for (i=2;i<=kappa;i++){

Y++;

pixel=(Y-1)*columns+X;

for (j=1;j<=kappa+1;j++){

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

pixel++;

}

}

/*last line*/

Y++;

pixel=(Y-1)*columns+X;

for (i=2;i<=kappa;i++){

pixel++;

extra_interpolation_points->put_point(picture->value(pixel));

}

}

delta=psi/kappa;

if (c_calc_type==geometric){

delete interval_factors;

delete section_factors;

}

if (steps>1)

delete difficult_sections2;

}
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/*********************************/

/*Decompression Bivariate Model */

/*********************************/

Points<int> *decompress_dynamic_method_v2D6_0(int number_of_lines,

int number_of_columns,

int delta,

int psi,

Points<int> *interpolation_points,

Points<unsigned long> *section_mapping,

Points<float> *contraction_factors,

Points<int> *extra_interpolation_points,

Points<unsigned long> *extra_section_mapping,

Points<float> *extra_contraction_factors,

unsigned int interval_bits)

{

/*Dynamic PSA 2D Model Squares and squares*/

long lines=number_of_lines;

long columns=number_of_columns;

Points<int> *gray=new Points<int>(lines*columns);

long number_of_pixels=lines*columns;

SpecialPoints<int> gray_values(number_of_pixels);

long number_of_interpolation_points,kappa,

number_of_sections,interval,number_of_intervals,

sections_per_line,intervals_per_line,

sections_per_line2,intervals_per_line2,

sections_per_line3,intervals_per_line3,

delta2,psi2,delta3,psi3,section2,

sections_per_column,intervals_per_column,

i,j,k,l,o,steps,r,s,sections,section1;

long interval_distance,interval_distance2,

section_distance,section_distance2,section_distance3,

pixel_thesis,mapped_thesis,

points,iterations,N,M,N0,u,v,section;

long Xa,Ya,Za,Xb,Yb,Zb,Xc,Yc,Zc,Xd,Yd,Zd;

long xa,ya,za,xb,yb,zb,xc,yc,zc,xd,yd,zd;

long X,Y,x,y;

float Z,z;
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float s_,a_,c_,b_,d_,g_,e_,f_,k_,contraction_factor;

Points<unsigned long> *subsections_addresses[10];

Points<float> *subsections_cfactors[10];

Points<unsigned long> *problematic_subsections[10];

LIST<unsigned long> really_problematic_subsections[10];

BOOLEAN left;

kappa=psi/delta;

number_of_interpolation_points=((lines-1)/delta+1)*((columns-1)/delta+1);

number_of_sections=((lines-1)/delta)*((columns-1)/delta);

sections_per_line=(columns-1)/delta;

sections_per_column=(lines-1)/delta;

intervals_per_line=(columns-1)/psi;

intervals_per_column=(lines-1)/psi;

number_of_intervals=intervals_per_line*intervals_per_column;

gray_values.fill_with_zeros();

/*First I Put The interpolation points*/

gray_values.goto_first_point();

interpolation_points->goto_first_point();

for (i=0;i<=sections_per_column;i++)

{

for (j=0;j<=sections_per_line;j++)

{

gray_values.special_set_point(interpolation_points->point_value());

gray_values.move_points(delta);

interpolation_points->goto_next_point();

}

gray_values.move_points((delta-1)*columns-delta+1);

}

/******************************/

/********Build the arrays******/

k=0;

extra_section_mapping->goto_first_point();

extra_interpolation_points->goto_first_point();

section_mapping->goto_first_point();

long a_value;

float c_value;

/*I map every section*/

gray_values.goto_first_point();

section_mapping->goto_first_point();

if (contraction_factors!=NULL)

contraction_factors->goto_first_point();

if (extra_contraction_factors!=NULL)
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extra_contraction_factors->goto_first_point();

subsections_addresses[0]=section_mapping;

subsections_cfactors[0]=contraction_factors;

/*find how many problematic sections there are.*/

N=section_mapping->total_points();

N0=0;

for (i=1;i<=N;i++){

a_value=section_mapping->point_value();

if (a_value==0){

N0++;

really_problematic_subsections[0].put_item_to_end(i);

}

section_mapping->goto_next_point();

}

M=extra_section_mapping->how_many_points();

j=1;

k=1;

psi2=delta;

delta2=psi2/kappa;

intervals_per_line2=(columns-1)/psi2;

while (j<=M){

//N is the number of address needed for k+1 step

//N0 the number of address needed for k+2 step

N=N0*kappa*kappa;

subsections_addresses[k]=new Points<unsigned long>(N);

subsections_cfactors[k]=new Points<float>(N);

N0=0;

for (i=1;i<=N;i++){

a_value=extra_section_mapping->point_value();

extra_section_mapping->goto_next_point();

subsections_addresses[k]->put_point(a_value);

interval=a_value;

j++;

if (a_value==0)

N0++;

else{

c_value=extra_contraction_factors->point_value();

extra_contraction_factors->goto_next_point();

subsections_cfactors[k]->put_point(c_value);

}

}

k++;

psi2=delta2;

delta2=psi2/kappa;

intervals_per_line2=(columns-1)/psi2;

}
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//Iteration Steps

steps=trunc(log((float)delta)/log((float)kappa));

if (steps==0)

steps=1;

for (i=k;i<=steps;i++){

subsections_addresses[i]=new Points<unsigned long>(0);

subsections_cfactors[i]=new Points<float>(0);

}

/*end build the arrays.*/

sections=1;

interval_distance=delta;

section_distance=interval_distance/kappa;

iterations=1;

for (k=1;k<=steps;k++){

problematic_subsections[k]=new Points<unsigned long>

(subsections_addresses[k]->total_points());

section_mapping->goto_first_point();

if (contraction_factors!=NULL)

contraction_factors->goto_first_point();

//for every section

ya=1;

for(i=1;i<=sections_per_column;i++){

xa=1-delta;

for (j=1;j<=sections_per_line;j++){

interval=section_mapping->point_value();

section_mapping->goto_next_point();

if (interval==0){

xa+=delta;

continue;

}

contraction_factor=contraction_factors->point_value();

contraction_factors->goto_next_point();

/*section_points*/

xa+=delta;

za=gray_values.point_value((ya-1)*columns+xa);

xb=xa+delta;

yb=ya;

zb=gray_values.point_value((ya-1)*columns+xb);

xc=xb;

yc=ya+delta;

zc=gray_values.point_value((yc-1)*columns+xb);

xd=xa;

yd=yc;
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zd=gray_values.point_value((yc-1)*columns+xa);

/*interval points*/

Ya= ((interval-1)/intervals_per_line)*psi+1;

Xa= ((interval-1)%intervals_per_line)*psi+1;

Za=gray_values.point_value((Ya-1)*columns+Xa);

Xb=Xa+psi;

Yb=Ya;

Zb=gray_values.point_value((Yb-1)*columns+Xb);

Xc=Xb;

Yc=Ya+psi;

Zc=gray_values.point_value((Yc-1)*columns+Xc);

Xd=Xa;

Yd=Yc;

Zd=gray_values.point_value((Yd-1)*columns+Xd);

/*map parameters*/

s_=contraction_factor;

if (s_>=1.0)

s_=0.9;

if (s_<=-1)

s_=-0.9;

if (s_==0)

s_=0.01;

a_=(float)delta/psi;

c_=(float)delta/psi;

b_=(float)(xa*Xb-xb*Xa)/psi;

d_=(float)(ya*Yd-yd*Ya)/psi;

g_=(float)(zc+za-zd-zb-s_*(Zc+Za-Zd-Zb))/(psi*psi);

e_=(float)(za-zb-s_*(Za-Zb)-g_*Ya*(Xa-Xb))/(-psi);

f_=(float)(za-zd-s_*(Za-Zd)-g_*Xa*(Ya-Yd))/(-psi);

k_=(float)zc-e_*Xb-f_*Yd-s_*Zc-g_*Xb*Yd;

//scan the interval with distance interval_distance

//and the section with distance section_distance

Y=Ya;

X=Xa;

y=ya;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

for(s=1;s<=iterations;s++){

//For the first line do this:

//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

for(r=1;r<=iterations;r++){

//skip the first pixel

mapped_thesis+=section_distance;
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X+=interval_distance;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

Z=gray_values.point_value((Y-1)*columns+X);

z=round(e_*X+f_*Y+g_*X*Y+s_*Z+k_);

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.set_point(z);

X+=interval_distance;

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

//Now map kappa-1 lines...

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

//for each line we map k^steps+1 pixels

Y=Y+interval_distance;

X=Xa;

y=y+section_distance;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

points=iterations*kappa+1;

for (r=1;r<=points;r++){

Z=gray_values.point_value((Y-1)*columns+X);

z=round(e_*X+f_*Y+g_*X*Y+s_*Z+k_);

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.set_point(z);

X+=interval_distance;

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

Y=Y+interval_distance;

X=Xa;

y=y+section_distance;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

}

//For the last line do this:

//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

for(r=1;r<=iterations;r++){

//skip the first pixel

mapped_thesis+=section_distance;

X+=interval_distance;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

Z=gray_values.point_value((Y-1)*columns+X);

z=round(e_*X+f_*Y+g_*X*Y+s_*Z+k_);

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.set_point(z);
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X+=interval_distance;

mapped_thesis+=section_distance;

}

}//end for

}//end column sections

ya+=delta;

}//end line sections

/*Handle the initial problem.

put the first interpolation points and

find the first problematic sections.*/

section_mapping->goto_first_point();

psi2=delta;/*new psi*/

delta2=delta/kappa;/*new delta*/

sections_per_line2=(columns-1)/delta2;

intervals_per_line2=(columns-1)/psi2;

if (k==1){

ya=1;

for(i=1;i<=sections_per_column;i++){

xa=1-delta;

for (j=1;j<=sections_per_line;j++){

interval=section_mapping->point_value();

section_mapping->goto_next_point();

xa+=delta;

if (interval==0){

/*Put kappa^2 problematic subsections.*/

x=xa;

y=ya;

for (u=1;u<=kappa;u++){

x=xa;

for(v=1;v<=kappa;v++){

section=(y-1)/delta2*sections_per_line2+(x-1)/delta2+1;

problematic_subsections[1]->put_point(section);

x+=delta2;

}

y+=delta2;

}

/*put the interpolation points*/

y=ya;

x=xa;

section=(y-1)/delta*sections_per_line+(x-1)/delta+1;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

for(s=1;s<=iterations;s++){

//For the first line do this:

//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

/*Map the first line pixels only if the above section
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is not a really problematic one!*/

if (!really_problematic_subsections[0].is_member(

section-sections_per_line))

for(r=1;r<=iterations;r++){

//skip the first pixel

mapped_thesis+=section_distance;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

z=extra_interpolation_points->point_value();

extra_interpolation_points->goto_next_point();

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.special_set_point(z);

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

if (xa==1)

left=FALSE;

else if (really_problematic_subsections[0].is_member(section-1))

left=TRUE;

else

left=FALSE;

//Now map kappa-1 lines...

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

//for each line we map k^steps+1 pixels

y=y+section_distance;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

points=iterations*kappa+1;

for (r=1;r<=points;r++){

/*map the right pixel only if the right section

is not areally problematic one!*/

if (r==1)

if (left){

mapped_thesis+=section_distance;

continue;

}

z=extra_interpolation_points->point_value();

extra_interpolation_points->goto_next_point();

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.special_set_point(z);

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

y=y+section_distance;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

}

//For the last line do this:
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//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

for(r=1;r<=iterations;r++){

//skip the first pixel

mapped_thesis+=section_distance;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

z=extra_interpolation_points->point_value();

extra_interpolation_points->goto_next_point();

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.special_set_point(z);

mapped_thesis+=section_distance;

}

}//end for

}//end if interval==0

}//end column sections

ya+=delta;

}//end line sections;

}

/*Now handle with the problematic sections...*/

/*map all the subsections. (d/kappa, d/kappa^2 etc...)*/

delta2=delta;

long iterations2=iterations;

interval_distance2=interval_distance;

for (o=2;o<=k;o++){

iterations2=iterations2/kappa;

interval_distance2*=kappa;

psi2=delta2;/*new psi*/

delta2=delta2/kappa;/*new delta*/

sections_per_line2=(columns-1)/delta2;

intervals_per_line2=(columns-1)/psi2;

/*mapa all the subsections.*/

subsections_addresses[o-1]->goto_first_point();

subsections_cfactors[o-1]->goto_first_point();

problematic_subsections[o-1]->goto_first_point();

for(i=1;i<=problematic_subsections[o-1]->total_points();i++){

section=problematic_subsections[o-1]->point_value();

problematic_subsections[o-1]->goto_next_point();

interval=subsections_addresses[o-1]->point_value();

subsections_addresses[o-1]->goto_next_point();

if (interval==0)

continue;

contraction_factor=subsections_cfactors[o-1]->point_value();

subsections_cfactors[o-1]->goto_next_point();

/*Do we need a contraction factor?*/

Ya= ((interval-1)/intervals_per_line)*psi+1;

Xa= ((interval-1)%intervals_per_line)*psi+1;

Za=gray_values.point_value((Ya-1)*columns+Xa);
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Xb=Xa+psi;

Yb=Ya;

Zb=gray_values.point_value((Yb-1)*columns+Xb);

Xc=Xb;

Yc=Ya+psi;

Zc=gray_values.point_value((Yc-1)*columns+Xc);

Xd=Xa;

Yd=Yc;

Zd=gray_values.point_value((Yd-1)*columns+Xd);

/*section_points*/

xa=((section-1)%sections_per_line2)*delta2+1;

ya=((section-1)/sections_per_line2)*delta2+1;

za=gray_values.point_value((ya-1)*columns+xa);

xb=xa+delta2;

yb=ya;

zb=gray_values.point_value((ya-1)*columns+xb);

xc=xb;

yc=ya+delta2;

zc=gray_values.point_value((yc-1)*columns+xb);

xd=xa;

yd=yc;

zd=gray_values.point_value((yc-1)*columns+xa);

/*map parameters*/

s_=contraction_factor;

a_=(float)delta/psi;

c_=(float)delta/psi;

b_=(float)(xa*Xb-xb*Xa)/psi;

d_=(float)(ya*Yd-yd*Ya)/psi;

g_=(float)(zc+za-zd-zb-s_*(Zc+Za-Zd-Zb))/(psi*psi);

e_=(float)(za-zb-s_*(Za-Zb)-g_*Ya*(Xa-Xb))/(-psi);

f_=(float)(za-zd-s_*(Za-Zd)-g_*Xa*(Ya-Yd))/(-psi);

k_=(float)zc-e_*Xb-f_*Yd-s_*Zc-g_*Xb*Yd;

//scan the interval with distance interval_distance

//and the section with distance section_distance

Y=Ya;

X=Xa;

y=ya;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

for(s=1;s<=iterations2;s++){

//For the first line do this:

//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

for(r=1;r<=iterations2;r++){

//skip the first pixel
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mapped_thesis+=section_distance;

X+=interval_distance2;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

Z=gray_values.point_value((Y-1)*columns+X);

z=round(e_*X+f_*Y+g_*X*Y+s_*Z+k_);

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.set_point(z);

X+=interval_distance2;

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

//Now map kappa-1 lines...

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

//for each line we map k^steps+1 pixels

Y=Y+interval_distance2;

X=Xa;

y=y+section_distance;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

points=iterations2*kappa+1;

for (r=1;r<=points;r++){

Z=gray_values.point_value((Y-1)*columns+X);

z=round(e_*X+f_*Y+g_*X*Y+s_*Z+k_);

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.set_point(z);

X+=interval_distance2;

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

Y=Y+interval_distance2;

X=Xa;

y=y+section_distance;

x=xa;

pixel_thesis=(Y-1)*columns+X;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

}

//For the last line do this:

//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

for(r=1;r<=iterations2;r++){

//skip the first pixel

mapped_thesis+=section_distance;

X+=interval_distance2;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

Z=gray_values.point_value((Y-1)*columns+X);

z=round(e_*X+f_*Y+g_*X*Y+s_*Z+k_);
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gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.set_point(z);

X+=interval_distance2;

mapped_thesis+=section_distance;

pixel_thesis+=interval_distance2;

}

}//end for

}//end for

}/*end for o*/

if (k==1){

iterations*=kappa;

interval_distance/=kappa;

section_distance=interval_distance/kappa;

/*normalize!*/

gray_values.normalise();

continue;

}

/*Lastly handle with those of the problematic subsections

that need to be devided again.*/

psi3=delta2;/*new psi*/

delta3=delta2/kappa;/*new delta*/

sections_per_line3=(columns-1)/delta3;

intervals_per_line3=(columns-1)/delta3+1-kappa;

problematic_subsections[k-1]->goto_first_point();

subsections_addresses[k-1]->goto_first_point();

iterations2=1;

for(i=1;i<=problematic_subsections[k-1]->total_points();i++){

interval=subsections_addresses[k-1]->point_value();

subsections_addresses[k-1]->goto_next_point();

section=problematic_subsections[k-1]->point_value();

problematic_subsections[k-1]->goto_next_point();

if (interval==0){

/*Put the interpolation points.

and devide the interval.

Create kappa^2 new subsections and

put them in subsection_address[k]*/

/*First put the new problematic sections.*/

/*Put kappa^2 problematic subsections.*/

xa=((section-1)%sections_per_line2)*delta2+1;

ya=((section-1)/sections_per_line2)*delta2+1;

section1=(ya-1)/delta2*sections_per_line2+(xa-1)/delta2+1;

really_problematic_subsections[k-1].put_item_to_end(section1);

if (k<steps){

x=xa;

y=ya;

for (u=1;u<=kappa;u++){

x=xa;

for(v=1;v<=kappa;v++){
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section2=(y-1)/delta3*sections_per_line3+(x-1)/delta3+1;

problematic_subsections[k]->put_point(section2);

x+=delta3;

}

y+=delta3;

}

}

/*put the interpolation points*/

y=ya;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

for(s=1;s<=iterations2;s++){

//For the first line do this:

//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

/*Map the first line pixels only if the above section

is not a really problematic one!*/

if (!really_problematic_subsections[k-1].is_member(section1-

sections_per_line2))

for(r=1;r<=iterations2;r++){

//skip the first pixel

mapped_thesis+=section_distance;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

z=extra_interpolation_points->point_value();

extra_interpolation_points->goto_next_point();

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.special_set_point(z);

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

if (xa==1)

left=FALSE;

else if (really_problematic_subsections[k-1].is_member(section1-1))

left=TRUE;

else

left=FALSE;

//Now map kappa-1 lines...

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

//for each line we map k^steps+1 pixels

y=y+section_distance;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

points=iterations2*kappa+1;

for (r=1;r<=points;r++){

if (r==1)

if(left){

mapped_thesis+=section_distance;
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continue;

}

z=extra_interpolation_points->point_value();

extra_interpolation_points->goto_next_point();

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.special_set_point(z);

mapped_thesis+=section_distance;

}

}

y=y+section_distance;

x=xa;

mapped_thesis=(y-1)*columns+x;

}

//For the last line do this:

//skip the first map kappa-1,

//skip the next map k-1 etc.

//the procedure must do k^(steps-1) iterations

for(r=1;r<=iterations2;r++){

//skip the first pixel

mapped_thesis+=section_distance;

//map kappa-1 elements

for(l=1;l<=kappa-1;l++){

z=extra_interpolation_points->point_value();

extra_interpolation_points->goto_next_point();

gray_values.goto_index(mapped_thesis);

gray_values.special_set_point(z);

mapped_thesis+=section_distance;

}

}//end for

}

}

/*normalize!*/

gray_values.normalise();

iterations*=kappa;

interval_distance/=kappa;

section_distance=interval_distance/kappa;

}

/*delete all memory...*/

for (i=1;i<=steps;i++){

if (subsections_addresses[i]!=NULL)

delete subsections_addresses[i];

if (subsections_cfactors[i]!=NULL)

delete subsections_cfactors[i];

if (problematic_subsections[i]!=NULL)

delete problematic_subsections[i];

}
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end:

/*normalize!*/

gray->goto_first_point();

gray_values.goto_first_point();

for(i=1;i<=number_of_pixels;i++)

{

z=gray_values.point_value();

if (z<0)

gray->put_point(0);

else if (z>255)

gray->put_point(255);

else

gray->put_point(z);

gray_values.goto_next_point();

}

return gray;

}
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