
Ôï Èåþñçìá �ïõ Montel�áñïõóßáóç �çò ×ñéó�ßíáò ÓáââßäïõÌå�áð�õ÷éáêïý �ñïãñÜììá�ïò Èåùñç�éêþí Ìáèçìá�éêþíÔìÞìá Ìáèçìá�éêþí �áíåðéó�çìßïõ Áèçíþíãéá �ï ìÜèçìá �åùìå�ñßá �ùí Fratal (�Í20)2006- 2007Ó�ü÷ïò ìáò åßíáé íá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõMontel, �ï ïðïßï èá ìáò åßíáé áðáñáß�ç�ï ó�ç ìåëÝ�ç �ùí óõíüëùí Julia. Áñ-÷éêÜ èá èõìçèïýìå êÜðïéá âáóéêÜ ðñÜãìá�á áðü �çí ìéãáäéêÞ áíÜëõóç, ó�çóõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå �éò êáíïíéêÝò ïéêïãÝíåéåò óõíáñ�Þóåùí êáé èá ïëïêëç-ñþóïõìå ìå �ç äéá�ýðùóç êáé ìéá áðüäåéîç ãéá �ï Èåþñçìá �ïõ Montel ÞÈåìåëéþäåò êñé�Þñéï êáíïíéêü�ç�áò, üðùò áíáöÝñå�áé ó�ï [3℄.1 Õðåíèõìßóåéò áðü ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóçÏñéóìüò 1 ¸ó�ù V áíïéê�ü õðïóýíïëï �ïõ C. Áí f : V → C êáé a ∈ V ,�ü�å ç ìéãáäéêÞ ðáñÜãùãïò �çò f ó�ï a åßíáé, áí õðÜñ÷åé, �ï üñéï f ′(a) =

limz→a f(z)−f(a)z−a .Áí ç f Ý÷åé ðáñÜãùãï ãéá êÜèå a ∈ V , �ü�å ç f ëÝãå�áé ïëüìïñöç Þ áíáëõ�éêÞó�ï V .Áí õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï W ⊂ V �Ý�ïéï þó�å �ï W íá ìçí Ý÷åé êáíÝíá óçìåßïóõóóþñåõóçò, äçëáäÞ íá áðï�åëåß�áé áðü ìåìïíïìÝíá óçìåßá, ç f íá Ý÷åéðáñÜãùãï ãéá êÜèå a ∈ V −W êáé óå êÜèå óçìåßï �ïõ W , ç f íá Ý÷åé ðüëï,ç f ëÝãå�áé ìåñüìïñöç ó�ï V .ÅðåéäÞ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ïéêïãÝíåéåò áíáëõ�éêþí Þ ìåñüìïñöùí óõíáñ-�Þóåùí, ìéá ÷ñÞóéìç Ýííïéá åßíáé ç ïìïéüìïñöç óýãêëéóç áêïëïõèßáò óõíáñ-�Þóåùí.Ïñéóìüò 2 ¸ó�ù fn : V → C; n ∈ N áêïëïõèßá óõíáñ�Þóåùí, f : V → Cêáé U ⊂ V .Ç {fn}n∈N óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá ó�ï U ó�çí f , áí ãéá êÜèå � > 0, õðÜñ÷åén0 = n0(�; U) ∈ N, þó�å ãéá n ≥ n0, íá éó÷ýåé |fn(z) − f(z)| < �, ãéá êÜèåz ∈ U . Óõìâïëßæïõìå fn ⇉ f ó�ï UÇ {fn}n∈N óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá ó�ï U ó�ï ∞, áí ãéá êÜèå M > 0, õðÜñ÷åén0 = n0(M;U) ∈ N, þó�å ãéá n ≥ n0, íá éó÷ýåé |fn(z)| > M , ãéá êÜèåz ∈ U . 1



�éá íá êá�áöÝñïõìå íá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá áðüäåéîç ãéá �ï Èåþñçìá �ïõMontel, ðïõ åßíáé êáé ï ó�ü÷ïò ìáò, èá ÷ñåéáó�åß íá èåùñÞóïõìå ãíùó�ÜêÜðïéá èåùñÞìá�á áðü ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç. Åäþ �á áíáöÝñïõìå áðëÜ, ãéáëüãïõò ðëçñü�ç�áò.Èåþñçìá 1 (Èåþñçìá �ïõ Liouville) Áí ç f åßíáé áêÝñáéá óõíÜñ�çóç (äç-ëáäÞ åßíáé áíáëõ�éêÞ óå üëï �ï ìéãáäéêü åðßðåäï) êáé õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ M�Ý�ïéá þó�å |f(z)| ≤ M ; ∀z ∈ C, �ü�å ç f åßíáé �áõ�ï�éêÜ ó�áèåñÞ.Èåþñçìá 2 (Èåþñçìá Óýãêëéóçò �ïõ Weierstrass) ¸ó�ù fn : V → C,áêïëïõèßá áíáëõ�éêþí óõíáñ�Þóåùí êáé f : V → C. Áí fn ⇉ f óå êÜèåóõìðáãÝò õðïóýíïëï �ïõ V , �ü�å ç f åßíáé áíáëõ�éêÞ ó�ï V êáé f ′n ⇉ f ′ óåêÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï �ïõ V .Èåþñçìá 3 (Èåþñçìá �ïõ Hurwitz) ¸ó�ù G �üðïò (äçëáäÞ áíïéê�ü êáéóõíåê�éêü), êáé Ýó�ù fn ⇉ f ó�ï G, üðïõ {fn}n áêïëïõèßá áíáëõ�éêþíóõíáñ�Þóåùí ó�ï G êáé f ìç ó�áèåñÞ. Áí f(z0) = 0 ãéá êÜðïéï z0 ∈ G, �ü�åãéá r áñêå�Ü ìéêñü, õðÜñ÷åé N = N(r), �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜèå n > N , ç fnÝ÷åé �ï ßäéï ðëÞèïò ñéæþí ó�ï S̄(z0; r) ìå �çí f .Ôï èåþñçìá �ïõ Hurwitz áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ìå ÷ñÞóç �ïõ èåùñÞìá�ïò�ïõ Rouhe. Ïé åíäéáöåñüìåíïé, ìðïñïýí íá áíá�ñÝîïõí ó�ï [3℄. �éá �ï óêïðüðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, �ï èåþñçìá åßíáé ðéï ÷ñÞóéìï ó�çí ðáñáêÜ�ù ìïñöÞ.�üñéóìá 1 Áí {fn}n áêïëïõèßá áíáëõ�éêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ï G, ðïõ óõ-ãêëéíåé ïìïéüìïñöá ó�çí f , êáé êÜèå fn äåí Ý÷åé ñßæá ó�ï G, �ü�å Þ f ≡ 0ó�ï G Þ ç f äåí Ý÷åé ñßæá ó�ï G.2 ÊáíïíéêÝò ïéêïãÝíåéåò áíáëõ�éêþí óõíáñ�ÞóåùíÏñéóìüò 3 ¸ó�ù F ïéêïãÝíåéá áíáëõ�éêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ ïñßæïí�áé ó�ïíáíïéê�ü óýíïëï V ⊂ CH F êáëåß�áé êáíïíéêÞ ïéêïãÝíåéá ó�ï V , áí ãéá êÜèå áêïëïõèßá {fn}n ⊂ F,õðÜñ÷åé õðáêïëïõèßá {fnk}k, þó�å íá éó÷ýåé Ýíá áðü �á áêüëïõèá:1. ÕðÜñ÷åé f : V → C �Ý�ïéá þó�å fkn ⇉ f óå êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï�ïõ V .2. Óå êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï �ïõ V , fkn ⇉ ∞.2



Ç F ëÝãå�áé êáíïíéêÞ ïéêïãÝíåéá ó�ï w ∈ V , áí õðÜñ÷åé áíïéê�ü óýíïëïU ⊂ V ìå w ∈ U , þó�å ç A = {f |U : f ∈ F} íá åßíáé êáíïíéêÞ ïéêïãÝíåéáó�ï U .Èåþñçìá 4 ¸ó�ù F ïéêïãÝíåéá áíáëõ�éêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ïí �üðï Ù. Ôü�åç F åßíáé êáíïíéêÞ ó�ï Ù, áí êáé ìüíï áí åßíáé êáíïíéêÞ óå êÜèå óçìåßï �ïõÙ. Ìðïñåß�å íá âñåß�å �çí áðüäåéîç �ïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìá�ïò ó�ï [3℄êáé ó�ï [4℄. Ôï èåþñçìá áõ�ü èá ìáò öáíåß éäéáß�åñá ÷ñÞóéìï ó�á ðáñáäåßã-ìá�á ðïõ áêïëïõèïýí.�áñáäåßãìá�á1. ¸ó�ù F = {fn(z) = nz : n ∈ N}. Ôü�å fn(0) = 0 êáé fn(z) →
∞; ∀z 6= 0. ¢ñá ç F äåí åßíáé êáíïíéêÞ óå êáíÝíá �üðï ðïõ ðåñéÝ÷åé�ï 0.2. Ç F = {fn(z) = zn : n ∈ N} åßíáé êáíïíéêÞ ó�ïí áíïéê�ü ìïíáäéáßïäßóêï áöïý ãéá êÜèå z, ìå |z| < 1, õðÜñ÷åé áíïéê�ü óýíïëï S(0; r) ðïõ�ï ðåñéÝ÷åé ìå |z| < r < 1 �Ý�ïéï þó�å íá Ý÷ïõìå ü�é fn(z) ⇉ 0 ó�ïS(0; r). Åðßóçò, ç F åßíáé êáíïíéêÞ ó�ï C − S̄(0; 1), áöïý ãéá êÜèåz ∈ C − S̄(0; 1) Ý÷ïõìå Ýíá áíïéê�ü óýíïëï Lr = {z ∈ C; |z| > r} ìå
1 < r < |z| �Ý�ïéï þó�å fn(z) ⇉ ∞ ó�ï Lr. ¼ðùò öáßíå�áé áðü �áðñïçãïýìåíá, ç F äåí åßíáé êáíïíéêÞ ó�á óçìåßá �ïõ {z ∈ C : |z| = 1}.3 ÊáíïíéêÝò ïéêïãÝíåéåò ìåñüìïñöùí óõíáñ�Þóåùí�éá íá äþóïõìå Ýíá ðéï ãåíéêü ÷áñáê�çñéóìü ãéá �éò êáíïíéêÝò ïéêïãÝíåéåòáíáëõ�éêþí áëëÜ êáé ìåñüìïñöùí óõíáñ�Þóåùí, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ç÷ïñäéêÞ ìå�ñéêÞ.¸ó�ù S ç ìïíáäéáßá óöáßñá ó�ïí R3 êáé P : S − {(0; 0; 1)} → C çó�åñåïãñáöéêÞ ðñïâïëÞ �çò S ÷ùñßò �ï âüñåéï ðüëï ó�ï C. Ç P åßíáé 1-1,åðß, óõíå÷Þò, Üñá Ý÷åé êáé áí�ßó�ñïöç. Áí C̃ = C ∪ {∞}, åðåê�åßíïõìå �çíP; P̃ : S → C̃ ìå P̃ ((0; 0; 1)) = ∞.Ïñßæïõìå óáí ÷ïñäéêÞ áðüó�áóç � äýï óçìåßùí ó�ïí C̃ �çí áðüó�áóç �çòáí�ßó�ñïöÞò åéêüíáò �ïõò ìÝóù �çò P ó�ïí R3. ÄçëáäÞ, áí z1; z2 ∈ C̃,3



ïñßæïõìå óáí�(z1; z2) = ||P̃−1(z1) − P̃−1(z2)|| =















2|z1−z2|√
1+|z1|2√1+|z2|2 ; z1; z2 ∈ C

2√
1+|z1|2 ; z1 ∈ C; z2 = ∞

0 ; z1 = z2 = ∞ (1)Ïñéóìüò 4 Ìéá ïéêïãÝíåéá F ìåñüìïñöùí óõíáñ�Þóåùí óå Ýíá �üðï Ù, åßíáéêáíïíéêÞ ó�ï Ù, áí êÜèå áêïëïõèßá {fn} ⊂ F ðåñéÝ÷åé ìéá õðáêïëïõèßá ðïõóõãêëßíåé ïìïéüìïñöá ÷ïñäéêÜ (äçëáäÞ ùò ðñïò �ç ÷ïñäéêÞ ìå�ñéêÞ) ó�áóõìðáãÞ õðïóýíïëá �ïõ ÙÈåþñçìá 5 ¸ó�ù {fn} ìéá áêïëïõèßá ìåñüìïñöùí óõíáñ�Þóåùí ó�ïí �üðïÙ. Ôü�å, ç {fn} óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá ùò ðñïò �ç ÷ïñäéêÞ ìå�ñéêÞ ó�á óõ-ìðáãÞ õðïóýíïëá �ïõ Ù ó�çí f áí êáé ìüíï áí óå êÜèå óçìåßï z0 ∈ Ω õðÜñ÷åéêëåéó�üò äßóêïò S̄(z0; r) ó�ïí ïðïßï |fn− f | → 0 Þ | 1fn − 1f | → 0 ïìïéüìïñöáêáèþò n → ∞.Ç áðüäåéîç ðáñáëåßðå�áé. Ìðïñåß�å íá �çí âñåß�å ó�ï [3℄.4 Éóïóõíå÷åßò ïéêïãÝíåéåò óõíáñ�ÞóåùíÌéá Üëëç Ýííïéá ãéá ïéêïãÝíåéåò óõíáñ�Þóåùí åßíáé ç éóïóõíÝ÷åéá. ÅðåéäÞáõ�Þ ç Ýííïéá ãßíå�áé ðéï åýêïëá êá�áíïç�Þ áðü �çí êáíïíéêü�ç�á, èåùñïýìåðùò åßíáé óêüðéìï íá �çí áíáöÝñïõìå, ìéáò êáé óõíäÝå�áé Üìåóá ìå �çí Ýííïéá�çò êáíïíéêü�ç�áò, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜ�ù.Ïñéóìüò 5 ¸ó�ù F = {fi :< X; � >→< Y; � >; i ∈ I} ïéêïãÝíåéá óõíáñ�Þ-óåùí ìå�áîý �ùí ìå�ñéêþí ÷þñùí < X; � >;< Y; � >.Ç F ëÝãå�áé éóïóõíå÷Þò ó�ï x0 ∈ X, áí ãéá êÜèå � > 0, õðÜñ÷åé Æ = Æ(�; x0)þó�å ãéá êÜèå x ∈ X ìå �(x; x0) < Æ íá éó÷ýåé �(f(x); f(x0)) < � ãéá êÜèåf ∈ F.Ç F ëÝãå�áé éóïóõíå÷Þò ó�ï A ⊂ X, áí åßíáé éóïóõíå÷Þò óå êÜèå x0 ∈ X.Ç óýíäåóç ìå�áîý êáíïíéêü�ç�áò êáé éóïóõíÝ÷åéáò åîáóöáëßæå�áé áðü �ïáêüëïõèï èåþñçìá. 4



Èåþñçìá 6 ¸ó�ù F = {fi : V → C; i ∈ I} ïéêïãÝíåéá áíáëõ�éêþí óõíáñ-�Þóåùí ó�ïí �üðï V . Ôá åîÞò åßíáé éóïäýíáìá:1. Ç F åßíáé êáíïíéêÞ ïéêïãÝíåéá ó�ï V .2. Ç F = {fi :< V; � >→< C; � >; i ∈ I} åßíáé éóïóõíå÷Þò ïéêïãÝíåéáó�ï V .Ïé åíäéáöåñüìåíïé ìðïñïýí íá áíá�ñÝîïõí ó�ï [3℄ ãéá �çí áðüäåéîç. Ôþñáðéá åßìáó�å åöïäéáóìÝíïé þó�å íá ðñï÷ùñÞóïõìå ó�ïí ó�ü÷ï ìáò, �ï Èåþ-ñçìá �ïõ Montel, êáé ìéá áðüäåéîÞ �ïõ.5 Ôï Èåþñçìá �ïõ MontelÓ�ü÷ïò ìáò åßíáé íá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá áðüäåéîç ãéá �ï áêüëïõèï èåþñçìá,ðïõ ó�ç âéâëéïãñáößá áíáöÝñå�áé óáí Èåþñçìá �ïõ Montel áëëÜ êáé óáíÈåìåëéþäåò êñé�Þñéï êáíïíéêü�ç�áò.Èåþñçìá 7 (Ôï Èåþñçìá �ïõ Montel) ¸ó�ù F = {fn}n∈N ïéêïãÝíåéá áíá-ëõ�éêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ï V .Áí ⋃∞n=1 fn(V ) ⊂ C − {a; b} ìå a 6= b, �ü�å ç F åßíáé êáíïíéêÞ.¹, éóïäýíáìá, áí ç F äåí åßíáé êáíïíéêÞ, �ü�å ⋃∞n=1 fn(V ) = C Þ ⋃∞n=1 fn(V ) =
C − {a} ãéá êÜðïéï a ∈ CÅäþ äå èá ãßíåé ç áñ÷éêÞ áðüäåéîç ðïõ Ýãéíå áðü �ïí Montel �ï 1912, áëëÜìéá áñêå�Ü ðéï ó�ïé÷åéþäçò, ìå �çí Ýííïéá ü�é ÷ñåéÜæå�áé ëéãü�åñá ìáèçìá�éêÜåöüäéá, âáóéóìÝíç óå ìéá éäÝá �ïõ Antonio Ros, üðùò �ç âñÞêáìå ó�ï [5℄.Ç êëáóóéêÞ áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÷ñçóéìïðïéåß �çí Ýííïéá �çò �ïðéêÜöñáãìÝíçò ïéêïãÝíåéáò êáèþò êáé �ï áêüëïõèï èåþñçìá.Ïñéóìüò 6 Ç ïéêïãÝíåéá óõíáñ�Þóåùí F åßíáé �ïðéêÜ öñáãìÝíç ó�ï V áíãéá êÜèå z0 ∈ V õðÜñ÷åé M = M(z0) > 0 êáé ðåñéï÷Þ S(z0; r) ⊂ V �ïõ z0�Ý�ïéá þó�å |f(z)| ≤ M ãéá êÜèå z ∈ S(z0; r) êáé ãéá êÜèå f ∈ F.Èåþñçìá 8 (Montel) ¸ó�ù F = {f : Ω → C} ïéêïãÝíåéá áíáëõ�éêþí óõ-íáñ�Þóåùí ìå Ù áíïéê�ü. Áí ç F åßíáé �ïðéêÜ öñáãìÝíç ó�ï Ù, �ü�å ç Fåßíáé êáíïíéêÞ ó�ï Ù.Åìåßò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá äéáöïñå�éêü áðï�Ýëåóìá, �ï ïðïßï éó÷ýåéãéá ìåñüìïñöåò óõíáñ�Þóåéò. 5



Èåþñçìá 9 (Marty) Ìéá ïéêïãÝíåéá F ìåñïìïñöéêþí óõíáñ�Þóåùí óå Ýíá�üðï Ù åßíáé êáíïíéêÞ áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ⊂ Ω,õðÜñ÷åé ìéá ó�áèåñÜ C = C(K) �Ý�ïéá þó�å ãéá �ç óöáéñéêÞ ðáñÜãùãïf ℄(z) = f ′(z)
1+|f(z)|2 , íá éó÷ýåé |f ℄(z)| ≤ C; ∀z ∈ K; f ∈ F.Áðüäåéîç: (Ìðïñåß�å íá âñåß�å �çí áðüäåéîç áõ�Þ ó�ï [3℄.) ¸ó�ù ü�éãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ⊂ Ω, õðÜñ÷åé ìéá ó�áèåñÜ C = C(K)�Ý�ïéá þó�å íá éó÷ýåé |f ℄(z)| ≤ C; ∀z ∈ K; f ∈ F. ¸ó�ù z0 ∈ Ω êáéS̄(z0; r) ⊂ Ω. �éá êÜðïéï z ∈ S̄(z0; r), Ýó�ù  ç åõèåßá ãñáììç ðïõ åíþíåé �áz; z0 ó�ï S̄(z0; r). Ôü�å éó÷ýåé �(f(z); f(z0)) ≤

∫ |f ℄(�)||d�|. ¢ñá, Ý÷ïõìå�(f(z0); f(z)) ≤ C1|z0 − z| ãéá êÜðïéï C1 = C1(K) êáé êÜèå f ∈ F. ¼ìùò,ãýñù áðü �ï z0, ç åõêëåßäåéá ìå�ñéêÞ åßíáé éóïäýíáìç ìå �ç ÷ïñäéêÞ ìå�ñéêÞ,äçëáäÞ |z0 − z| < C2�(z0; z) ∀z ∈ S̄(z0; r). Óõíåðþò, ç F åßíáé éóïóõíå÷Þò ìå�ç ÷ïñäéêÞ ìå�ñéêÞ, êáé ç F åßíáé êáíïíéêÞ.Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é ç F åßíáé êáíïíéêÞ, áëëÜ Ýó�ù ü�é õðÜñ÷åé óõìðáãÝòK ⊂ Ω, ìéá áêïëïõèßá {zn}n ⊂ K êáé ìéá áêïëïõèßá {fn}n ⊂ F, �Ý�ïéá þó�åf ℄n(zn) → ∞. Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå, ëüãù óõìðÜãåéáò �ïõ Ê, ü�é zn → z0ìå z0 ∈ K. �áßñíïõìå ìéá õðáêïëïõèßá {fnk}k ðïõ óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá÷ïñäéêÜ ó�ï Ê óå êÜðïéá f . Ôü�å, áðü �ï Èåþñçìá 5, õðÜñ÷åé Ýíáò êëåéó�üòäßóêïò S̄(z0; r) ⊂ Ω ó�ïí ïðïßï fnk → f Þ 1fnk → 1f ïìïéüìïñöá. Ó�çí ðñþ�çðåñßð�ùóç, ç f åßíáé áíáëõ�éêÞ êáé öñáãìÝíç ó�ï S̄(z0; r). Áðü �ï èåþñçìá�ïõ Weierstrass, f ℄nk ⇉ f ℄ ó�ï S̄(z0; r). ¼ìùò, f ℄nk(znk) → ∞. ¢ñá êáéf ℄(z0) = ∞, ìå �ï ïðïßï êá�áëÞãïõìå óå Ü�ïðï. ¢ñá, ãéá êÜèå óõìðáãÝòK ⊂ Ω õðÜñ÷åé C = C(K) þó�å |f ℄(z)| ≤ C ∀z ∈ K; f ∈ F. �éá �çíäåý�åñç ðåñßð�ùóç, áêïëïõèïýìå �ï ßäéï óêåð�éêü, Ý÷ïí�áò õðüøç ü�é éó÷ýåég℄(z) =
(

1g(z))℄.ËÞììá 1 ¸ó�ù F ìéá ïéêïãÝíåéá ìåñüìïñöùí óõíáñ�Þóåùí ó�ï ìïíáäéáßïäßóêï, �Ý�ïéá þó�å üëåò ïé ñßæåò �ùí óõíáñ�Þóåùí íá Ý÷ïõí ðïëëáðëü�ç�áìåãáëý�åñç Þ ßóç ìå l êáé üëïé ïé ðüëïé �ùí óõíáñ�Þóåùí íá Ý÷ïõí ðïëëá-ðëü�ç�á ìåãáëý�åñç Þ ßóç ìå j. ¸ó�ù a ∈ R �Ý�ïéï þó�å −l < a < j. Ôü�åç F äåí åßíáé êáíïíéêÞ óå êÜèå ãåé�ïíéÜ �ïõ z0 ∈ S(0; 1) áí êáé ìüíï áíõðÜñ÷ïõí1. zk ∈ S(0; 1) ìå zk → z0,2. èå�éêïß áñéèìïß �k ìå �k → 0 êáé6



3. óõíáñ�Þóåéò fk ∈ F�Ý�ïéá þó�å �a+1k fk(zk + �k�) ⇉ g(�) ÷ïñäéêÜ ó�á óõìðáãÞ �ïõ C, üðïõ gåßíáé ìç ó�áèåñÞ, ìåñüìïñöç óõíÜñ�çóç. Ç g ìÜëéó�á ìðïñåß íá åðéëåãåßÝ�óé þó�å íá éó÷ýåé |g℄(z)| ≤ |g℄(0)| = 1.Èá êÜíïõìå ìéá óêéáãñÜöçóç �çò áðüäåéîçò �ïõ ëÞììá�ïò ãéá a = 0.¸ó�ù ü�é ç F åßíáé êáíïíéêÞ êáé õðÜñ÷ïõí �á 1-3 �Ý�ïéá þó�å íá Ý÷ïõìå�a+1k fk(zk + �k�) ⇉ g(�) ÷ïñäéêÜ ó�á óõìðáãÞ �ïõ C, ìå g ìéá ìç ó�á-èåñÞ, ìåñüìïñöç óõíÜñ�çóç. ÅðéëÝãù r �Ý�ïéï þó�å ãéá ìåãÜëá k íá Ý÷ïõìå
|zk| ≤ r < 1. Áðü �ï Èåþñçìá �ïõ Marty (èåþñçìá 9), õðÜñ÷åé M > 0�Ý�ïéï þó�å max|z|≤ 1+r

2

|f ℄(z)| ≤ M ãéá êÜèå f ∈ F. Ó�áèåñïðïéþ � ∈ C. �éáìåãÜëá k; |zk + �k�| ≤ 1+r
2
, êáé �k|f ℄k(zk + �k�)| ≤ �kM . Ôü�å, ãéá üëá �á� ∈ C; g℄(�) = lim�kf ℄k(zk + �k�) = 0. ¢ñá ç g åßíáé ó�áèåñÞ êáé Ý÷ïõìå �ïÜ�ïðï.Áí�ßó�ñïöá, áí ç F äåí åßíáé êáíïíéêÞ ó�ï S(0; 1), áðü �ï Èåþñçìá �ïõ Marty(èåþñçìá 9), õðÜñ÷ïõí r′, ìå 0 < r′ < 1, z′k ó�ï {|z| < r′} êáé fk ∈ F �Ý-�ïéá þó�å f ℄k(z′k) → ∞. Ó�áèåñïðïéïýìå r,ìå r′ < r < 1 êáé èÝ�ïõìå Mk =max|z|≤r (

1 − |z|2r2 )

|f ℄k(z)| =
(

1 − |zk|2r2 )

|f ℄k(zk)|. Ôï ìÝãéó�ï õðÜñ÷åé áöïýf ℄k óõíå÷Þò ãéá |z| < r. �ñïöáíþò éó÷ýåé Mk ≥
(

1 − |z′k|2r2 )

|f ℄k(z′k)| → ∞.ÈÝ�ïõìå �k = 1f℄k (zk) êáé Ý÷ïõìå áõ�Ü ðïõ èÝëïõìå.Êáé �þñá åßìáó�å Ý�ïéìïé íá áðïäåßîïõìå �ï Èåþñçìá �ïõ Montel Þ Èå-ìåëéþäåò êñé�Þñéï Êáíïíéêü�ç�áò, ó�çí êÜ�ùèé äéá�ýðùóç:Èåþñçìá 10 Ìéá ïéêïãÝíåéá F ìåñïìïñöéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ äåí ðáßñíåé�ñåéò �éìÝò a; b;  ∈ C̃, óå Ýíá �üðï D ⊂ C, åßíáé êáíïíéêÞ ïéêïãÝíåéá ó�ïD. Áðüäåéîç: Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå, ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò êáéìå áðëïýò ãñáììéêïýò ìå�áó÷çìá�éóìïýò, ü�é ðáñáëåßðïí�áé ïé �éìÝò 0; 1;∞.Åðßóçò ìðïñïýìå íá ðåñéïñéó�ïýìå ó�ï ìïíáäéáßï äßóêï, áöïý, üðùò åßäáìåó�ï Èåþñçìá 4, ç êáíïíéêü�ç�á åßíáé �ïðéêÞ Ýííïéá.ÈÝ�ïõìå Fn = {n√f : f ∈ F}. Ôü�å, ç Fn åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá óõíáñ�Þóåùíó�ï S(0; 1) ðïõ äåí ðáßñíïõí �éò �éìÝò 0;∞ êáé üëåò �éò n-ïó�Ýò ñßæåò �çòìïíÜäáò. 7



¸ó�ù �þñá ü�é ç F äåí åßíáé êáíïíéêÞ. Ôü�å, êáìéÜ áðü �éò Fn äåí åß-íáé êáíïíéêÞ. Áðü �ï ËÞììá 1, Ý÷ïõìå ãéá êÜèå n, ìéá ìç ó�áèåñÞ, áêÝ-ñáéá óõíÜñ�çóç gn ðïõ åßíáé �ï üñéï óõíáñ�Þóåùí ðïõ äåí ðáßñíïõí �éò �éìÝòSn = {0; 1; e 2�ikn ; k = 0; 1; :::; n− 1}. Áðü �ï ðüñéóìá 1, ïý�å ç gn ðáßñíåé �éò�éìÝò Sn. ÅðéðëÝïí, áðü �ï ËÞììá 1, éó÷ýåé |g℄n(z)| ≤ |g℄(0)| = 1.Óõìâïëßæïõìå ìå Tn = S2n ; Gn = g2n êáé åîå�áæïõìå �çí ïéêïãÝíåéá G =
{Gn : n ∈ N}, ðïõ ïñßæå�áé ó�ï C. Éó÷ýåé |G℄n(z)| ≤ 1; ∀z ∈ C, Üñááðü �ï èåþñçìá �ïõ Marty, (Èåþñçìá 9), ç G åßíáé êáíïíéêÞ ó�ï C. ¢ñáÝ÷ïõìå ÷ïñäéêÜ óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá óå ìéá ïñéáêÞ óõíÜñ�çóç G. Áöïý
|G℄n(0)| = 1; ∀n ∈ N éó÷ýåé |G℄(0)| = 1 êáé ç G äåí åßíáé ó�áèåñÞ. Ç áêï-ëïõèßá óõíüëùí Tn åßíáé áýîïõóá, Üñá ç Gm äåí ðáßñíåé �éìÝò áðü �ï Tn áím ≥ n. Áðü �ï �üñéóìá 1 êáé ðÜëé, Ý÷ïõìå ü�é ç G äåí ðñÝðåé íá ðáßñíåé�éìÝò áðü �ï Tn; ∀n ∈ N. Áöïý �ï óýíïëï ⋃∞n=1 Tn åßíáé ðõêíü ó�ï ìïíáäéáßïêýêëï, êáé �ï óýíïëï G(C) åßíáé áíïéê�ü êáé óõíåê�éêü, óõìðåñáßíïõìå ü�éG(C) ⊂ S(0; 1) Þ G(C) ⊂ C − S(0; 1). Êáé ó�éò äõï ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõìåÜ�ïðï, áðü �ï Èåþñçìá �ïõ Liouville (Èåþñçìá 1).6 Âéâëéïãñáößá1. Fisher, Stephen D., Complex Variables, Dover pupliations, New York(1986).2. ÅõáããåëÜ�ïõ - ÄÜëëá, Ëåþíç, Ó�ïé÷åßá Fratal �åùìå�ñßáò, ÔìÞìá Ìá-èçìá�éêþí, �áíåðéó�Þìéï Áèçíþí (2000).3. Shi�, Joel L., Normal Families, Springer - Verlag (1993).4. �êñáéêéþ�ç, Áíáó�áóßá, Ôï èåþñçìá �ïõ Ìontel, Åñãáóßá ãéá �ï ìÜèçìá�åùìå�ñßá �ùí Fratal (2004-2005).5. L. Zalman, Normal families: new perspetives, Bull. Amer. Math. So.,35 (1998), 215-230.
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