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ΕΘΝΙΚΟΕΘΝΙΚΟ & & ΚΑΠΟΔΙΣΤΡΙΑΚΟΚΑΠΟΔΙΣΤΡΙΑΚΟ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝΑΘΗΝΩΝ

ΤΜΗΜΑΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΠΠ..ΜΜ..ΣΣ. . ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΝΙΚΟΣΝΙΚΟΣ ΤΣΙΤΣΑΣΤΣΙΤΣΑΣ

ΑΘΗΝΑΑΘΗΝΑ 4/2/20034/2/2003

ΗΗ ΜΕΘΟΔΟΣΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑΝΕΥΤΩΝΑ ΣΤΗΝΣΤΗΝ
ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΩΝΤΩΝ ΣΥΝΟΛΩΝΣΥΝΟΛΩΝ JULIAJULIA
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ΒΑΣΙΚΟΙΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙΟΡΙΣΜΟΙ (1)(1)

ΠεριοδικόΠεριοδικό σημείοσημείο τηςτης ff

ΣταθερόΣταθερό σημείοσημείο τηςτης ff

ΠερίοδοςΠερίοδος τουτου ww

ΤροχίαΤροχία τουτου ww

ffpp(w(w)=w, p)=w, pєєN, pN, p≥≥11

p=1p=1

min pmin p:  :  ffpp(w(w)=w)=w

{{ww, , f(wf(w)), , ff22(w)(w), ..., , ..., 
ffpp(w(w))}}
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ΥπερελκυστικόΥπερελκυστικό
((superattractingsuperattracting) ) 
σημείοσημείο τηςτης ff ((ffpp))’’ (w)=0(w)=0
EEλκυστικόλκυστικό ((attractingattracting))
σημείοσημείο τηςτης f f 00≤≤(f(fpp))’’ (w)(w)≤≤11
ΑδιάφοροΑδιάφορο σημείοσημείο τηςτης ff ((ffpp))’’ (w)=(w)=11
ΑπωθητικόΑπωθητικό((repellingrepelling)            )            ((ffpp))’’ (w)>(w)>11
σημείοσημείο τηςτης ff

ΒΑΣΙΚΟΙΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙΟΡΙΣΜΟΙ ((22))
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ΜέθοδοςΜέθοδος Newton Newton γιαγια ΠραγματικέςΠραγματικές
ΣυναρτήσειςΣυναρτήσεις μιαςμιας ΜεταβλητήςΜεταβλητής

ΜέθοδοςΜέθοδος ΑνεύρεσηςΑνεύρεσης τωντων ριζώνριζών τηςτης μημη
γραμμικήςγραμμικής εξίσωσηςεξίσωσης

ΑκολουθούμεΑκολουθούμε τοντον εξήςεξής επαναληπτικόεπαναληπτικό
αλγόριθμοαλγόριθμο::
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ΞεκινάμεΞεκινάμε απόαπό μίαμία αρχικήαρχική εκτίμησηεκτίμηση xx00 μεμε
σκοπόσκοπό σεσε πεπερασμένοπεπερασμένο αριθμόαριθμό
επαναλήψεωνεπαναλήψεων nn,, ηη επανάληψηεπανάληψη xxnn νανα έχειέχει
προσεγγίσειπροσεγγίσει τητη ρίζαρίζα σταστα όριαόρια κάποιαςκάποιας
ακρίβειαςακρίβειας..

ΣεΣε κάθεκάθε βήμαβήμα θέτουμεθέτουμε τηντην τιμήτιμή τηςτης κκ+1 +1 
επανάληψηςεπανάληψης xxk+1k+1 ίσηίση μεμε τηντην τιμήτιμή τουτου xx γιαγια
τηντην οποίαοποία ηη εφαπτομένηεφαπτομένη τηςτης καμπύληςκαμπύλης
y=y=f(xf(x) ) στοστο σημείοσημείο ((xxkk,, ff((xxkk)))) τέμνειτέμνει τοντον
άξοναάξονα τωντων x.x.
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ΓεωμετρικάΓεωμετρικά ηη προσέγγισηπροσέγγιση τηςτης ρίζαςρίζας μιαςμιας
συνάρτησηςσυνάρτησης μεμε τητη μέθοδομέθοδο τουτου Newton Newton 
δίνεταιδίνεται στοστο παρακάτωπαρακάτω σχήμασχήμα..
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ΤοΤο κρίσιμοκρίσιμο σημείοσημείο τηςτης μεθόδουμεθόδου είναιείναι ηη
μεγάλημεγάλη ευαισθησίαευαισθησία τηςτης ωςως προςπρος τηντην
επιλογήεπιλογή τουτου αρχικούαρχικού σημείουσημείου xx00. . 
ΑνΑν ξεκινήσουμεξεκινήσουμε απόαπό έναένα xx00 αρκετάαρκετά κοντάκοντά
στηνστην ρίζαρίζα ((σεσε κάποιακάποια περιοχήπεριοχή τηςτης) ) τότετότε ηη
μέθοδοςμέθοδος εξασφαλίζειεξασφαλίζει σύγκλισησύγκλιση καικαι μάλισταμάλιστα
τετραγωνικήτετραγωνική..
ΑντίθεταΑντίθετα αναν ξεκινήσουμεξεκινήσουμε απόαπό έναένα πιοπιο
μακρινόμακρινό αρχικόαρχικό σημείοσημείο ηη μέθοδοςμέθοδος δενδεν
εξασφαλίζειεξασφαλίζει σύγκλισησύγκλιση. . 
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ΠαραδείγματαΠαραδείγματα συναρτήσεωνσυναρτήσεων όπουόπου ηη
μέθοδοςμέθοδος Newton Newton συγκλίνεισυγκλίνει καικαι αποκλίνειαποκλίνει
γιαγια κάποιεςκάποιες επιλογέςεπιλογές αρχικούαρχικού xx00..
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ΜεΜε βάσηβάση τοτο παρακάτωπαρακάτω γράφημαγράφημα αναν xx** τοτο κεντρικόκεντρικό σημείοσημείο όπουόπου
ηη παράγωγοςπαράγωγος τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης μηδενίζεταιμηδενίζεται, , τότετότε αναν ξεκινήσουμεξεκινήσουμε
απόαπό έναένα xx00 δεξιάδεξιά απόαπό τοτο xx** θαθα οδηγηθούμεοδηγηθούμε σεσε σύγκλισησύγκλιση προςπρος τητη
ρίζαρίζα σταστα δεξιάδεξιά τουτου γραφήματοςγραφήματος, , ενώενώ αναν ξεκινήσουμεξεκινήσουμε απόαπό έναένα xx00
αριστεράαριστερά απόαπό τοτο xx** θαθα οδηγηθούμεοδηγηθούμε σεσε σύγκλισησύγκλιση προςπρος τητη ρίζαρίζα
σταστα αριστεράαριστερά τουτου γραφήματοςγραφήματος. . ΕπίσηςΕπίσης αναν ηη αρχικήαρχική επιλογήεπιλογή
είναιείναι τοτο xx** τότετότε ηη μέθοδοςμέθοδος τουτου Newton Newton δενδεν συγκλίνεισυγκλίνει πουθενάπουθενά
διότιδιότι ff’’(x(x00= x= x**) =0.) =0.
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ΑκολουθούμεΑκολουθούμε τηντην εξήςεξής διαδικασίαδιαδικασία::

ΔοθείσηςΔοθείσης μιαςμιας εξίσωσηςεξίσωσης f(xf(x)=0 )=0 μπορούμεμπορούμε νανα
χρωματίσουμεχρωματίσουμε κάθεκάθε σημείοσημείο στονστον άξοναάξονα τωντων x x μεμε χρώμαχρώμα
πουπου νανα εξαρτάταιεξαρτάται απόαπό τητη ρίζαρίζα τηςτης f(xf(x)) στηνστην οποίαοποία
συγκλίνεισυγκλίνει ηη μέθοδοςμέθοδος Newton Newton αναν τοτο σημείοσημείο αυτόαυτό ληφθείληφθεί
σανσαν αρχικόαρχικό σημείοσημείο τηςτης μεθόδουμεθόδου. . 

ΑνΑν τηντην εφαρμόσουμεεφαρμόσουμε στοστο προηγούμενοπροηγούμενο γράφημαγράφημα όλαόλα τατα
σημείασημεία πουπου βρίσκονταιβρίσκονται δεξιάδεξιά τουτου xx** ανήκουνανήκουν σεσε μίαμία
χρωματικήχρωματική μονάδαμονάδα, , ενώενώ όλαόλα τατα σημείασημεία πουπου βρίσκονταιβρίσκονται
αριστεράαριστερά τουτου xx** ανήκουνανήκουν σεσε άλληάλλη..

ΜεΜε αυτόναυτόν τοντον τρόποτρόπο ουσιαστικάουσιαστικά έχουμεέχουμε μίαμία διαδικασίαδιαδικασία
μελέτηςμελέτης τουτου συνόλουσυνόλου Julia Julia τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης x x -- f(x)/ff(x)/f’’(x(x))..
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ΤοΤο 1879 1879 οο λόρδοςλόρδος CayleyCayley δημοσίευσεδημοσίευσε μίαμία μονοσέλιδημονοσέλιδη
εργασίαεργασία μεμε τίτλοτίτλο: : ““The NewtonThe Newton--Fourier Imaginary Fourier Imaginary 
ProblemProblem”” όπουόπου παρουσιάζειπαρουσιάζει τηντην επέκτασηεπέκταση τηςτης μεθόδουμεθόδου
NewtonNewton--Fourier Fourier ((γιαγια πραγματικέςπραγματικές συναρτήσειςσυναρτήσεις) ) στοστο
μιγαδικόμιγαδικό πεδίοπεδίο γιαγια τοντον υπολογισμόυπολογισμό τωντων ριζώνριζών
μιγαδικώνμιγαδικών πολυωνύμωνπολυωνύμων..
ΕπιπλέονΕπιπλέον θέτειθέτει τοτο ερώτημαερώτημα αναν μπορούμεμπορούμε νανα βρούμεβρούμε
περιοχέςπεριοχές τουτου μιγαδικούμιγαδικού επιπέδουεπιπέδου όπουόπου όλαόλα τατα σημείασημεία
τουςτους αναν ληφθούνληφθούν σανσαν αρχικάαρχικά σημείασημεία τηςτης μεθόδουμεθόδου
οδηγούνοδηγούν σεσε σύγκλισησύγκλιση σεσε κάποιακάποια ρίζαρίζα..
ΚατάφερεΚατάφερε νανα βρειβρει κάποιακάποια καλάκαλά αποτελέσματααποτελέσματα γιαγια
μιγαδικάμιγαδικά πολυώνυμαπολυώνυμα δευτέρουδευτέρου βαθμούβαθμού αλλάαλλά στηνστην
προσπάθειάπροσπάθειά τουτου νανα προχωρήσειπροχωρήσει σταστα πολυώνυμαπολυώνυμα
τρίτουτρίτου βαθμούβαθμού συνάντησεσυνάντησε δυσκολίεςδυσκολίες καικαι άφησεάφησε τηντην
εργασιάεργασιά τουτου ημιτελήημιτελή..
ΑυτήΑυτή ηη αρχικήαρχική ιδέαιδέα τουτου CayleyCayley ήτανήταν τοτο κίνητροκίνητρο τουτου
Julia Julia στηνστην μελέτημελέτη τωντων συνόλωνσυνόλων μεμε τητη μέθοδομέθοδο τουτου
Newton.Newton.
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ΜιγαδικήΜιγαδική ΜέθοδοςΜέθοδος NewtonNewton

ΜέθοδοςΜέθοδος ΑνεύρεσηςΑνεύρεσης τωντων ριζώνριζών τηςτης μημη γραμμικήςγραμμικής
εξίσωσηςεξίσωσης::

ΧρησιμοποιούμεΧρησιμοποιούμε τητη συνάρτησησυνάρτηση NewtonNewton::
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ΗΗ ιδέαιδέα τώρατώρα είναιείναι ηη εξήςεξής::
ΞεκινάμεΞεκινάμε απόαπό έναένα σημείοσημείο zz00==x+iyx+iy τουτου μιγαδικούμιγαδικού
επιπέδουεπιπέδου καικαι τοτο χρωματίζουμεχρωματίζουμε ανάλογαανάλογα μεμε τητη ρίζαρίζα
τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης ff πουπου προσεγγίζειπροσεγγίζει ηη ακολουθίαακολουθία
zzn+1n+1==NNff(z(znn).).

ΠρινΠριν μελετήσουμεμελετήσουμε αναλυτικάαναλυτικά τηντην κατασκευήκατασκευή τουτου
συνόλουσυνόλου Julia Julia μεμε βάσηβάση τητη μέθοδομέθοδο τουτου Newton, Newton, θαθα
αναφέρουμεαναφέρουμε κάποιεςκάποιες βασικέςβασικές ιδιότητεςιδιότητες τηςτης
μεθόδουμεθόδου ότανόταν αυτήαυτή εφαρμόζεταιεφαρμόζεται σεσε πολυωνυμικέςπολυωνυμικές
συναρτήσειςσυναρτήσεις, , οιοι οποίεςοποίες θαθα μαςμας βοηθήσουνβοηθήσουν νανα
ερμηνεύσουμεερμηνεύσουμε τηντην απεικόνισηαπεικόνιση τωντων συνόλωνσυνόλων στονστον
ΗΗ//ΥΥ..
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ΒασικέςΒασικές ΙδιότητεςΙδιότητες τηςτης ΜεθόδουΜεθόδου
Newton Newton γιαγια πολυωνυμικέςπολυωνυμικές συναρτήσειςσυναρτήσεις

1.1. ΟιΟι ρίζεςρίζες τουτου p(zp(z)) αντιστοιχούναντιστοιχούν σεσε
σταθεράσταθερά σημείασημεία τηςτης ΝΝ((zz))..

2.2. ΤοΤο ∞∞ είναιείναι σταθερόσταθερό σημείοσημείο τηςτης ΝΝ((zz) ) καικαι
αφούαφού ΝΝ’’((∞∞)=)=d/dd/d--1, 1, είναιείναι καικαι απωθητικόαπωθητικό. . 

ΑυτόΑυτό σημαίνεισημαίνει ότιότι αναν μίαμία επανάληψηεπανάληψη
βρεθείβρεθεί κοντάκοντά στοστο ∞∞, , οιοι επόμενεςεπόμενες
διαδοχικέςδιαδοχικές επαναλήψειςεπαναλήψεις θαθα
απομακρύνονταιαπομακρύνονται απόαπό τοτο ∞∞..
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3.3. ΗΗ παράγωγοςπαράγωγος τηςτης N(zN(z) ) είναιείναι::

ΟπότεΟπότε οιοι απλέςαπλές ρίζεςρίζες τηςτης p(zp(z) ) είναιείναι υπερελκυστικάυπερελκυστικά
σταθεράσταθερά σημείασημεία τηςτης ΝΝ((zz))..

ΕίναιΕίναι μίαμία πολύπολύ επιθυμητήεπιθυμητή ιδιότηταιδιότητα γιαγια ένανέναν αλγόριθμοαλγόριθμο
ανεύρεσηςανεύρεσης τωντων ριζώνριζών, , διότιδιότι σεσε μίαμία περιοχήπεριοχή ενόςενός
υπερελκυστικούυπερελκυστικού σταθερούσταθερού σημείουσημείου, , οο αλγόριθμοςαλγόριθμος
συγκλίνεισυγκλίνει τοπικάτοπικά zz→→zzkk, k>1., k>1. ΗΗ σύγκλισησύγκλιση μάλισταμάλιστα είναιείναι
πολύπολύ γρήγορηγρήγορη ((σεσε κάθεκάθε επανάληψηεπανάληψη διπλασιάζεταιδιπλασιάζεται οο
αριθμόςαριθμός τωντων δεκαδικώνδεκαδικών ψηφίωνψηφίων ακρίβειαςακρίβειας).).

2'
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4. 4. ΟιΟι πολλαπλέςπολλαπλές ρίζεςρίζες είναιείναι ελκυστικάελκυστικά
σταθεράσταθερά σημείασημεία, , αλλάαλλά όχιόχι υπερελκυστικάυπερελκυστικά..

ΓιαΓια μίαμία ρίζαρίζα πολλαπλότηταςπολλαπλότητας m m ηη
παράγωγοςπαράγωγος τηςτης N(zN(z) ) στηστη ρίζαρίζα είναιείναι mm--1/m. 1/m. 
ΔηλαδήΔηλαδή ηη ταχύτηταταχύτητα σύγκλισηςσύγκλισης είναιείναι
γραμμικήγραμμική καικαι οο αλγόριθμοςαλγόριθμος δενδεν είναιείναι τόσοτόσο
αποτελέσματικόςαποτελέσματικός. . 

5. 5. ΤαΤα κρίσιμακρίσιμα σημείασημεία τηςτης N(zN(z) ) είναιείναι οιοι απλέςαπλές
ρίζεςρίζες τηςτης f(zf(z)) καικαι οιοι ρίζεςρίζες τηςτης ff’’’’(z)(z)..
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6.6. ΟιΟι πόλοιπόλοι τηςτης N(zN(z) ) είναιείναι τατα κρίσιμακρίσιμα σημείασημεία τηςτης
f(zf(z)). . 

ΟπότεΟπότε τροχιέςτροχιές πουπου αποφεύγουναποφεύγουν τατα κρίσιμακρίσιμα
σημείασημεία τηςτης f(zf(z)), , έχουνέχουν πολύπολύ μεγάλημεγάλη πιθανότηταπιθανότητα
νανα συγκλίνουνσυγκλίνουν γρήγοραγρήγορα σεσε μίαμία ρίζαρίζα..

7.7. ΣταΣτα επόμεναεπόμενα πρέπειπρέπει νανα εξετάζουμεεξετάζουμε δύοδύο σετσετ
κρίσιμωνκρίσιμων σημείωνσημείων. . ΑυτάΑυτά τηςτης ΝΝ((zz)) καικαι αυτάαυτά τηςτης
f(zf(z)). . 

ΠάντωςΠάντως τατα κρίσιμακρίσιμα σημείασημεία τηςτης ΝΝ((zz)) είναιείναι αυτάαυτά
πουπου τελικάτελικά καθορίζουνκαθορίζουν τητη δυναμικήδυναμική τηςτης μεθόδουμεθόδου
τουτου Newton.Newton.
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ΘεώρημαΘεώρημα Lucas (1874)Lucas (1874)

ΤαΤα κρίσιμακρίσιμα σημείασημεία τουτου p(zp(z) () (οιοι πόλοιπόλοι τηςτης
ΝΝ((zz))) ) βρίσκονταιβρίσκονται μέσαμέσα στηστη γραμμικήγραμμική θήκηθήκη
τωντων ριζώνριζών τουτου p(zp(z))

Critical point

Root
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ΣημαντικήΣημαντική ΠαρατήρησηΠαρατήρηση

ΑνΑν θεωρήσουμεθεωρήσουμε τοτο μετασχηματισμόμετασχηματισμό
T(zT(z)=)=az+baz+b, a, a≠≠0 0 καικαι τοτο πολυώνυμοπολυώνυμο
q(zq(z)=)=p(T(zp(T(z)), )), τότετότε::

ΤΤ◦◦NNqq◦◦TT--11==NNpp

ΔηλαδήΔηλαδή μπορούμεμπορούμε νανα μετασχηματίσουμεμετασχηματίσουμε τιςτις
ρίζεςρίζες μεμε μίαμία αφινικήαφινική ((affineaffine)) συνάρτησησυνάρτηση χωρίςχωρίς νανα
αλλάξουμεαλλάξουμε ποιοτικάποιοτικά τητη δυναμικήδυναμική τηςτης
συνάρτησηςσυνάρτησης NewtonNewton
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ΑρχικάΑρχικά θαθα σκεφτότανσκεφτόταν κάποιοςκάποιος ότιότι αναν ηη
μέθοδοςμέθοδος ξεκινήσειξεκινήσει απόαπό μίαμία περιοχήπεριοχή ενόςενός
σημείουσημείου zz00 τότετότε θαθα συγκλίνεισυγκλίνει στηστη ρίζαρίζα τηςτης
συνάρτησηςσυνάρτησης πουπου έχειέχει τητη μικρότερημικρότερη
απόστασηαπόσταση απόαπό τοτο zz00. . 

ΑυτήΑυτή ηη υπόθεσηυπόθεση όμωςόμως είναιείναι λανθασμένηλανθασμένη
καικαι αυτόαυτό τοτο οποίοοποίο ισχύειισχύει στηνστην
πραγματικότηταπραγματικότητα αποδείχτηκεαποδείχτηκε απόαπό τοντον Julia Julia 
τοτο 1920 1920 καικαι αναδεικνύειαναδεικνύει τητη χαοτικήχαοτική
συμπεριφοράσυμπεριφορά τωντων συνόλωνσυνόλων JuliaJulia..
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ΘεώρημαΘεώρημα Julia (1920)Julia (1920)

ΈστωΈστω f(zf(z) ) πολυώνυμοπολυώνυμο μεμε ρίζεςρίζες rr11, , rr22,..., ,..., rrnn..
ΓιαΓια κάθεκάθε ρίζαρίζα rrii έστωέστω ΑΑii τοτο σύνολοσύνολο τωντων
αρχικώναρχικών σημείωνσημείων zzii γιαγια τατα οποίαοποία ηη μέθοδοςμέθοδος
τουτου ΝεύτωναΝεύτωνα συγκλίνεισυγκλίνει στηστη ρίζαρίζα rrii καικαι
έστωέστω ΒΒii τοτο σύνοροσύνορο τουτου ΑΑii..

ΤότεΤότε
ΌλαΌλα τατα σύνολασύνολα ΒΒii είναιείναι ίδιαίδια..
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ΔηλαδήΔηλαδή αναν zz11 έναένα αρχικόαρχικό σημείοσημείο τηςτης μεθόδουμεθόδου
Newton Newton τέτοιοτέτοιο ώστεώστε κάθεκάθε μικρόςμικρός δίσκοςδίσκος γύρωγύρω
απόαπό αυτόαυτό νανα περιέχειπεριέχει ορισμέναορισμένα σημείασημεία απόαπό τατα
οποίαοποία αναν ξεκινήσειξεκινήσει ηη μέθοδοςμέθοδος συγκλίνεισυγκλίνει στηνστην
rr1 1 ((πρώτηπρώτη ρίζαρίζα τηςτης ff)) καικαι ορισμέναορισμένα σημείασημεία γιαγια
τατα οποίαοποία αυτόαυτό δενδεν συμβαίνεισυμβαίνει..
ΤότεΤότε κάθεκάθε τέτοιοςτέτοιος μικρόςμικρός δίσκοςδίσκος περιέχειπεριέχει
σημείασημεία απόαπό τατα οποίαοποία ξεκινώνταςξεκινώντας ηη μέθοδοςμέθοδος
συγκλίνεισυγκλίνει σεσε κάθεμιακάθεμια απόαπό τιςτις ρίζεςρίζες τηςτης ff..
ΜεΜε άλλαάλλα λόγιαλόγια τατα σύνολασύνολα διαφορετικούδιαφορετικού
χρώματοςχρώματος πουπου αντιστοιχούναντιστοιχούν σεσε διαφορετικέςδιαφορετικές
ρίζεςρίζες έχουνέχουν όλαόλα τοτο ίδιοίδιο σύνοροσύνορο..
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f(zf(z)=z)=z44--11
ΤοΤο σύνολοσύνολο Julia Julia γιαγια τηντην συνάρτησησυνάρτηση f(zf(z))= = zz44--11
είναιείναι τοτο σύνολοσύνολο τωντων σημείωνσημείων τωντων οποίωνοποίων οιοι
τροχιέςτροχιές δενδεν συγκλίνουνσυγκλίνουν σεσε καμίακαμία απόαπό τιςτις ρίζεςρίζες rr11, , 
rr22, , rr33, , rr44 τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης f(zf(z))..
ΤοΤο σύνολοσύνολο Julia Julia παριστάνεταιπαριστάνεται απόαπό φωτεινέςφωτεινές
περιοχέςπεριοχές καικαι είναιείναι τοτο σύνοροσύνορο τωντων λεκανώνλεκανών έλξηςέλξης
τωντων ριζώνριζών..
ΑντίστοιχαΑντίστοιχα τοτο συμπλήρωμασυμπλήρωμα τουτου συνόλουσυνόλου Julia Julia , , 
δηλαδήδηλαδή τοτο σύνολοσύνολο FatouFatou,, σχηματίζεταισχηματίζεται απόαπό
τέσσερατέσσερα ανοιχτάανοιχτά σύνολασύνολα πουπου είναιείναι οιοι λεκάνεςλεκάνες
έλξηςέλξης τωντων τεσσάρωντεσσάρων ελκυστικώνελκυστικών σταθερώνσταθερών
σημείωνσημείων τηςτης μεθόδουμεθόδου επανάληψηςεπανάληψης Newton, Newton, 
δηλαδήδηλαδή τωντων τεσσάρωντεσσάρων ριζώνριζών τηςτης f(zf(z))..
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ΤοΤο σύνολοσύνολο Julia Julia είναιείναι τοτο σύνολοσύνολο τουτου
μιγαδικούμιγαδικού επιπέδουεπιπέδου όπουόπου επικρατείεπικρατεί χαοτικήχαοτική
δυναμικήδυναμική..
ΜπορείΜπορεί νανα χαρακτηριστείχαρακτηριστεί σανσαν ηη θήκηθήκη τουτου
συνόλουσυνόλου τωντων σημείωνσημείων τωντων οποίωνοποίων οιοι τροχιέςτροχιές
««περιπλανώνταιπεριπλανώνται ανέλπισταανέλπιστα καικαι παντοτινάπαντοτινά»»..
ΤοΤο αξιοσημείωτοαξιοσημείωτο είναιείναι ((καικαι οο λόγοςλόγος πουπου αυτάαυτά
τατα σύνολασύνολα έχουνέχουν τραβήξειτραβήξει τοτο ενδιαφέρονενδιαφέρον τουτου
επιστημονικούεπιστημονικού κόσμουκόσμου) ) ότιότι ενώενώ μίαμία μονότονημονότονη
κίνησηκίνηση λαμβάνειλαμβάνει χώραχώρα στοστο σύνολοσύνολο CC\\JJ, , στοστο
σύνολοσύνολο JJ επικρατείεπικρατεί χαοτικήχαοτική πολυπλοκότηταπολυπλοκότητα..
ΤαΤα παραπάνωπαραπάνω καταδεικνύονταικαταδεικνύονται απόαπό τοτο
θεώρημαθεώρημα τουτου Sullivan.Sullivan.
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ΘεώρημαΘεώρημα SullivanSullivan
Non Wandering Domain TheoremNon Wandering Domain Theorem
ΤοΤο συμπλήρωμασυμπλήρωμα τουτου συνόλουσυνόλου Julia Julia είναιείναι ηη ένωσηένωση μιαςμιας
αριθμήσιμηςαριθμήσιμης συλλογήςσυλλογής συνεκτικώνσυνεκτικών ανοικτώνανοικτών συνόλωνσυνόλων, , 
τατα οποίαοποία ονομάζουμεονομάζουμε πέταλαπέταλα ((petalspetals))..
ΚανέναΚανένα συνεκτικόσυνεκτικό σύνολοσύνολο τουτου συμπληρώματοςσυμπληρώματος τουτου
συνόλουσυνόλου Julia Julia δενδεν περιπλανιέταιπεριπλανιέται ανέλπισταανέλπιστα παντοτινάπαντοτινά, , 
αλλάαλλά πάνταπάντα συγκλίνεισυγκλίνει σεσε μίαμία περιοδικήπεριοδική τροχιάτροχιά απόαπό
πέταλαπέταλα..
ΑνΑν P P είναιείναι έναένα πέταλοπέταλο τότετότε αποδεικνύεταιαποδεικνύεται ότιότι υπάρχειυπάρχει
θετικόςθετικός ακέραιοςακέραιος S S τέτοιοςτέτοιος ώστεώστε::

...)()()()( 321 ==== +++ PfPfPfPf SSSS
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ΤοΤο τελικότελικό πέταλοπέταλο ffSS((PP)) είναιείναι έναένα απόαπό τατα
συνεκτικάσυνεκτικά τμήματατμήματα τουτου συμπληρώματοςσυμπληρώματος
τουτου συνόλουσυνόλου Julia,Julia, τοτο οποίοοποίο περιέχειπεριέχει μίαμία
απόαπό τιςτις ρίζεςρίζες rr11, , rr22, , rr33, , rr44 τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης
f(zf(z))..

ΣτηΣτη συνέχειασυνέχεια θαθα δώσουμεδώσουμε έναένα ΘεώρημαΘεώρημα
μεμε τητη βοήθειαβοήθεια τουτου οποίουοποίου ορίζεταιορίζεται τοτο
συνόλοσυνόλο Julia Julia μιαςμιας μετασχηματισμένηςμετασχηματισμένης κατάκατά
Newton Newton συνάρτησηςσυνάρτησης f(zf(z)) κάνονταςκάνοντας χρήσηχρήση
τουτου αντίστροφουαντίστροφου μετασχηματισμούμετασχηματισμού..
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ΘεώρημαΘεώρημα ((ΟρισμόςΟρισμός συνόλουσυνόλου JuliaJulia τουτου
μετασχηματισμένουμετασχηματισμένου κατάκατά Newton Newton 

πολυωνύμουπολυωνύμου zznn--1)1)
ΈστωΈστω NN((f(zf(z))):):CC→→C C οο μετασχηματισμόςμετασχηματισμός Newton Newton τηςτης
πολυωνυμικήςπολυωνυμικής συνάρτησηςσυνάρτησης f(zf(z)= )= zznn--11. . ΈστωΈστω εε>0 >0 
αρκετάαρκετά μικρόςμικρός αριθμόςαριθμός καικαι έστωέστω::

όπουόπου rrii οιοι ρίζεςρίζες τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης f(zf(z).).
ΟρίζουμεΟρίζουμε WW: : HH((XX) ) →→ HH((XX) ) μεμε

γιαγια όλαόλα τατα ΒΒєє HH((XX).).

),(\ 1 εi
n
i rBCX

°

== ∪

)()()( 1
1 BNBwBW i

n
i

−
= == ∪
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ΤότεΤότε τοτο W W είναιείναι συνεχέςσυνεχές, , έχειέχει έναένα μοναδικόμοναδικό σταθερόσταθερό
σημείοσημείο JJ, , τοτο σύνολοσύνολο Julia Julia τηςτης N(f(zN(f(z)) )) καικαι ισχύειισχύει ότιότι::

ΓιαΓια παράδειγμαπαράδειγμα αναν f(wf(w)=w)=w44--11, , τότετότε ΝΝ((f(wf(w))))==33ww44++11//4w4w3 3 

καικαι οο αντίστροφοςαντίστροφος μετασχηματισμόςμετασχηματισμός δίνεταιδίνεται απόαπό τητη λύσηλύση
τηςτης εξίσωσηςεξίσωσης z=z=33ww44++11//4w4w3 3 ωςως προςπρος w. w. ΗΗ εξίσωσηεξίσωση αυτήαυτή
έχειέχει τέσσεριςτέσσερις ρίζεςρίζες {{ww11(z), w(z), w22(z), w(z), w33(z), w(z), w44(z)(z)}} καικαι
επομένωςεπομένως ηη αντίστροφηαντίστροφη απεικόνισηαπεικόνιση είναιείναι τοτο σύνολοσύνολο τωντων
τεσσάρωντεσσάρων συναρτήσεωνσυναρτήσεων ff--11 (z)=(z)={{ww11(z), w(z), w22(z), w(z), w33(z), (z), 
ww44(z)(z)}}. . ΤότεΤότε τοτο σύνολοσύνολο JuliaJulia είναιείναι τατα αρχικάαρχικά σημείασημεία σταστα
οποίαοποία έχουμεέχουμε τελικάτελικά σύγκλισησύγκλιση στοστο σύνολοσύνολο {{wwii,i,i=1,2,3,4=1,2,3,4}}

)(,)(lim XHBJBW n
n ∈∀=∞→



4/2/20034/2/2003 2929

ΓΕΝΙΚΟΣΓΕΝΙΚΟΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ
ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΣΥΝΟΛΩΝΣΥΝΟΛΩΝ JULIAJULIA

LSM  (LEVEL SET METHOD)LSM  (LEVEL SET METHOD)

ΜΕΘΟΔΟΣΜΕΘΟΔΟΣ ΣΥΝΟΛΟΥΣΥΝΟΛΟΥ
ΣΤΑΘΜΗΣΣΤΑΘΜΗΣ
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ΠρώταΠρώτα δίνουμεδίνουμε τοντον αλγόριθμοαλγόριθμο γιαγια τηντην
κατασκευήκατασκευή τουτου Julia Julia συνόλουσυνόλου τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης: : 

p(zp(z)=z)=z22+c+c,,ccєєCC

ΣτηΣτη συνέχειασυνέχεια μεμε βάσηβάση τηντην ίδιαίδια λογικήλογική
χρησιμοποιούμεχρησιμοποιούμε τητη μέθοδομέθοδο τουτου ΝεύτωναΝεύτωνα γιαγια τηντην
κατασκευήκατασκευή τουτου Julia Julia συνόλουσυνόλου τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης::

p(zp(z)=z)=znn--11,,nnєєNN
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p(zp(z)=z)=z22+c+c

ΒήμαΒήμα 11
11--1 1 ΑντιστοίχισηΑντιστοίχιση τωντων pixels pixels τηςτης οθόνηςοθόνης μεμε τουςτους
μιγαδικούςμιγαδικούς αριθμούςαριθμούς ενόςενός μιγαδικούμιγαδικού επιπέδουεπιπέδου καικαι
αποθήκευσηαποθήκευση τουτου κάθεκάθε z z σεσε έναένα διδιάστατοδιδιάστατο πίνακαπίνακα ΖΖ..
ΒήμαΒήμα 22
ΞεκινάμεΞεκινάμε απόαπό έναένα zz τουτου πίνακαπίνακα καικαι υπολογίζουμευπολογίζουμε τιςτις
επαναλήψειςεπαναλήψεις::

{p(z),p{p(z),p22(z),p(z),p33 (z),(z),……, , ppmm(z(z)),...,..., , ppMmaxMmax (z)}(z)}

καικαι κάθεκάθε φοράφορά πρινπριν προχωρήσουμεπροχωρήσουμε στονστον υπολογισμόυπολογισμό τηςτης
επόμενηςεπόμενης επανάληψηςεπανάληψης, , ελέγχουμεελέγχουμε τητη σύγκλισησύγκλιση τηςτης
επανάληψηςεπανάληψης στηνστην οποίαοποία βρισκόμαστεβρισκόμαστε μεμε τατα εξήςεξής κριτήριακριτήρια::
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ΚΡΙΤΗΡΙΚΡΙΤΗΡΙAA ΣΥΓΚΛΙΣΗΣΣΥΓΚΛΙΣΗΣ--ΔΙΑΚΟΠΗΣΔΙΑΚΟΠΗΣ

m>m>MmaxMmax

||ppmm((zz)|)|>2>2, , 

| | ppmm((zz))––ppmm--11((zz))| | ≤≤epseps
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ΒήμαΒήμα 3  3  
ΌτανΌταν έχουμεέχουμε σύγκλισησύγκλιση ήή ότανόταν φτάνουμεφτάνουμε τοτο
μέγιστομέγιστο αριθμόαριθμό επαναλήψεωνεπαναλήψεων, , αποθηκεύουμεαποθηκεύουμε
τοντον αριθμόαριθμό τηςτης επανάληψηςεπανάληψης στηνστην οποίαοποία
καταλήξαμεκαταλήξαμε σεσε ένανέναν διδιάστατοδιδιάστατο πίνακαπίνακα ακριβώςακριβώς
στηνστην ίδιαίδια θέσηθέση μεμε αυτήαυτή πουπου βρίσκεταιβρίσκεται οο
μιγαδικόςμιγαδικός αριθμόςαριθμός γιαγια τοντον οποίοοποίο εκτελέσαμεεκτελέσαμε τητη
διαδικασίαδιαδικασία..

ΜεΜε αυτόναυτόν τοντον τρόποτρόπο αρχίζειαρχίζει νανα δημιουργείταιδημιουργείται
έναςένας νέοςνέος διδιάστατοςδιδιάστατος πίνακαςπίνακας ΜΜ ίδιαςίδιας διάστασηςδιάστασης
μεμε τοντον αρχικόαρχικό, , οο οποίοςοποίος περιέχειπεριέχει τουςτους δείκτεςδείκτες
τωντων επαναλήψεωνεπαναλήψεων σύγκλισηςσύγκλισης ήή διακοπήςδιακοπής γιαγια
κάθεκάθε σημείοσημείο. . 
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ΒήμαΒήμα 44
ΕπιστροφήΕπιστροφή στοστο βήμαβήμα 2 2 θεωρώνταςθεωρώντας έναένα
νέονέο zz..
ΗΗ ίδιαίδια διαδικασίαδιαδικασία συνεχίζεταισυνεχίζεται μέχριμέχρι νανα
εξαντληθούνεξαντληθούν όλαόλα τατα στοιχείαστοιχεία τουτου πίνακαπίνακα ΖΖ
καικαι νανα δημιουργηθείδημιουργηθεί οο πίνακαςπίνακας ΜΜ..
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ΗΗ παράστασηπαράσταση τουτου πίνακαπίνακα ΜΜ σεσε έναένα διάγραμμαδιάγραμμα μεμε
τέτοιοτέτοιο τρόποτρόπο ώστεώστε σεσε κάθεκάθε τιμήτιμή τουτου νανα
αντιστοιχείαντιστοιχεί καικαι έναένα διαφορετικόδιαφορετικό χρώμαχρώμα δίνειδίνει τηντην
απεικόνισηαπεικόνιση τουτου συνόλουσυνόλου Julia.Julia.
ΗΗ αντιστοίχισηαντιστοίχιση τωντων χρωμάτωνχρωμάτων γίνεταιγίνεται σεσε
συγκεκριμένησυγκεκριμένη κλίμακακλίμακα, , γιαγια παράδειγμαπαράδειγμα αναν ηη
κλίμακακλίμακα πουπου διαλέγουμεδιαλέγουμε είναιείναι τοτο grayscalegrayscale, , οιοι
μικρέςμικρές τιμέςτιμές τουτου πίνακαπίνακα είναιείναι κοντάκοντά στοστο μαύρομαύρο, , 
οιοι μεγάλεςμεγάλες κοντάκοντά στοστο άσπροάσπρο καικαι οιοι ενδιάμεσεςενδιάμεσες
αναπαρίστανταιαναπαρίστανται μεμε διαβαθμίσειςδιαβαθμίσεις τουτου γκριγκρι..

ΠαράστασηΠαράσταση τουτου πίνακαπίνακα ΜΜ, , 
ΔημιουργίαΔημιουργία τουτου συνόλουσυνόλου JuliaJulia
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ΚώδικαςΚώδικας υλοποίησηςυλοποίησης τηςτης μεθόδουμεθόδου συνόλουσυνόλου
στάθμηςστάθμης

function [N]=juliac(nmax,c)function [N]=juliac(nmax,c)

[x,y]=meshgrid(linspace([x,y]=meshgrid(linspace(--2,2,800),linspace(2,2,800),linspace(--2,2,600));2,2,600));
pix=x+i*y;pix=x+i*y;

for k=1:size(pix,1)for k=1:size(pix,1)
for l=1:size(pix,2)for l=1:size(pix,2)

yold=pix(k,l);yold=pix(k,l);
n=0;n=0;
ynew = fc(yold,c);ynew = fc(yold,c);

while (n<=nmax) & (abs(yold)<=2) & (abs(yold while (n<=nmax) & (abs(yold)<=2) & (abs(yold -- ynew) >= 0.001)ynew) >= 0.001)
yold=ynew;yold=ynew;
n=n+1;    n=n+1;    
ynew=fc(yold,c);ynew=fc(yold,c);

endend
N(k,l)=n;  N(k,l)=n;  

endend
endend
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ΑπεικόνισηΑπεικόνιση τωντων συνόλωνσυνόλων Julia Julia τωντων
πολυωνυμικώνπολυωνυμικών συναρτήσεωνσυναρτήσεων f(zf(z)=z)=z22+c,c+c,cєєCC

ΣταΣτα επόμεναεπόμενα δίνονταιδίνονται οιοι απεικονίσειςαπεικονίσεις τωντων
συνόλωνσυνόλων Julia Julia τηςτης συνάρτησηςσυνάρτησης f(zf(z)=z)=z22+c+c
ότανόταν ηη παράμετροςπαράμετρος cc λαμβάνειλαμβάνει τιμέςτιμές σεσε
κάποιοκάποιο πεδίοπεδίο τουτου μιγαδικούμιγαδικού επιπέδουεπιπέδου
((ακριβέστεραακριβέστερα όπωςόπως θαθα εξηγηθείεξηγηθεί στηστη
συνέχειασυνέχεια γιαγια τατα c c πουπου ανήκουνανήκουν στοστο
σύνολοσύνολο τουτου MandelbrotMandelbrot))..
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c=c=--0.5+0.5i0.5+0.5i
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c=c=--0.75+0.655i0.75+0.655i
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ΣύνολοΣύνολο MandelbrotMandelbrot
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ΣυμπεράσματαΣυμπεράσματα γιαγια τατα σύνολασύνολα Julia Julia τηςτης
συνάρτησηςσυνάρτησης f(zf(z)=z)=z22+c+c

ΠολύΠολύ σημαντικόσημαντικό ρόλορόλο στηστη μορφήμορφή τουτου συνόλουσυνόλου Julia Julia έχειέχει
ηη θέσηθέση τηςτης σταθεράςσταθεράς c c στοστο σύνολοσύνολο τουτου MandelbrotMandelbrot..
ΑνΑν τοτο cc ανήκειανήκει στοστο εσωτερικόεσωτερικό τουτου κεντρικούκεντρικού τμήματοςτμήματος
τουτου συνόλουσυνόλου τουτου MandelbrotMandelbrot τότετότε τοτο σύνολοσύνολο JuliaJulia είναιείναι
έναςένας ««παραμορφωμένοςπαραμορφωμένος»» κύκλοςκύκλος οο οποίοςοποίος περιέχειπεριέχει έναένα
ελκυστικόελκυστικό σταθερόσταθερό σημείοσημείο..
ΑνΑν τοτο cc ανήκειανήκει στοστο εξωτερικόεξωτερικό τουτου συνόλουσυνόλου τουτου
MandelbrotMandelbrot τότετότε τοτο σύνολοσύνολο JuliaJulia αποτελείταιαποτελείται απόαπό άπειραάπειρα
μικράμικρά τμήματατμήματα..
ΑνΑν τοτο cc ανήκειανήκει εσωτερικόεσωτερικό τωντων υπολοίπωνυπολοίπων τμημάτωντμημάτων τουτου
συνόλουσυνόλου τουτου MandelbrotMandelbrot τότετότε τοτο σύνολοσύνολο JuliaJulia
αποτελείταιαποτελείται απόαπό πολλούςπολλούς ««παραμορφωμένουςπαραμορφωμένους»» κύκλουςκύκλους. . 
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p(zp(z)=z)=znn--11
ΒήμαΒήμα 1  1  

11--1 1 ΑντιστοίχισηΑντιστοίχιση τωντων pixels pixels τηςτης οθόνηςοθόνης μεμε τουςτους
μιγαδικούςμιγαδικούς αριθμούςαριθμούς ενόςενός μιγαδικούμιγαδικού επιπέδουεπιπέδου καικαι
αποθήκευσηαποθήκευση τουτου κάθεκάθε z z σεσε έναένα διδιάστατοδιδιάστατο πίνακαπίνακα ΖΖ..
ΒήμαΒήμα 22
ΞεκινάμεΞεκινάμε απόαπό έναένα zz τουτου πίνακαπίνακα καικαι υπολογίζουμευπολογίζουμε

τιςτις επαναλήψειςεπαναλήψεις::
{N(z),N{N(z),N22(z),N(z),N33 (z),(z),……, , NNmm(z(z)),...,..., , NNMmaxMmax (z)}(z)}

καικαι κάθεκάθε φοράφορά πρινπριν προχωρήσουμεπροχωρήσουμε στονστον
υπολογισμόυπολογισμό τηςτης επόμενηςεπόμενης επανάληψηςεπανάληψης, , ελέγχουμεελέγχουμε
τητη σύγκλισησύγκλιση τηςτης επανάληψηςεπανάληψης στηνστην οποίαοποία
βρισκόμαστεβρισκόμαστε μεμε τοτο εξήςεξής κριτήριοκριτήριο::
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ΚριτήριαΚριτήρια ΣύγκλισηςΣύγκλισης--ΔιακοπήςΔιακοπής

m>m>MmaxMmax

||ΝΝmm((zz))––zz11||≤≤epseps or or ||ΝΝmm((zz))––zz22||≤≤epseps oror……
oror ||ΝΝmm((zz))––zznn||≤≤epseps

| | ΝΝmm((zz))––ΝΝmm--11((zz))| | ≤≤epseps
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ΒήμαΒήμα 33
ΌτανΌταν έχουμεέχουμε σύγκλισησύγκλιση ήή ότανόταν φτάνουμεφτάνουμε τοτο
μέγιστομέγιστο αριθμόαριθμό επαναλήψεωνεπαναλήψεων, , αποθηκεύουμεαποθηκεύουμε
τοντον αριθμόαριθμό τηςτης επανάληψηςεπανάληψης στηνστην οποίαοποία
καταλήξαμεκαταλήξαμε σεσε ένανέναν διδιάστατοδιδιάστατο πίνακαπίνακα ακριβώςακριβώς
στηνστην ίδιαίδια θέσηθέση μεμε αυτήαυτή πουπου βρίσκεταιβρίσκεται οο
μιγαδικόςμιγαδικός αριθμόςαριθμός γιαγια τοντον οποίοοποίο εκτελέσαμεεκτελέσαμε τητη
διαδικασίαδιαδικασία..

ΜεΜε αυτόναυτόν τοντον τρόποτρόπο αρχίζειαρχίζει νανα δημιουργείταιδημιουργείται
έναςένας νέοςνέος διδιάστατοςδιδιάστατος πίνακαςπίνακας ΜΜ ίδιαςίδιας διάστασηςδιάστασης
μεμε τοντον αρχικόαρχικό, , οο οποίοςοποίος περιέχειπεριέχει τουςτους δείκτεςδείκτες
τωντων επαναλήψεωνεπαναλήψεων σύγκλισηςσύγκλισης ήή διακοπήςδιακοπής γιαγια
κάθεκάθε σημείοσημείο. . 
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ΒήμαΒήμα 4  4  
ΕπιστροφήΕπιστροφή στοστο βήμαβήμα 2 2 θεωρώνταςθεωρώντας έναένα
νέονέο zz..
ΗΗ ίδιαίδια διαδικασίαδιαδικασία συνεχίζεταισυνεχίζεται μέχριμέχρι νανα
εξαντληθούνεξαντληθούν όλαόλα τατα στοιχείαστοιχεία τουτου πίνακαπίνακα ΖΖ
καικαι νανα δημιουργηθείδημιουργηθεί οο πίνακαςπίνακας ΜΜ..
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ΠαράστασηΠαράσταση τουτου πίνακαπίνακα ΜΜ, , 
ΔημιουργίαΔημιουργία τουτου συνόλουσυνόλου JuliaJulia

ΗΗ παράστασηπαράσταση τουτου πίνακαπίνακα ΜΜ σεσε έναένα διάγραμμαδιάγραμμα μεμε
τέτοιοτέτοιο τρόποτρόπο ώστεώστε σεσε κάθεκάθε τιμήτιμή τουτου νανα
αντιστοιχείαντιστοιχεί καικαι έναένα διαφορετικόδιαφορετικό χρώμαχρώμα δίνειδίνει τηντην
απεικόνισηαπεικόνιση τουτου συνόλουσυνόλου Julia.Julia.
ΗΗ αντιστοίχισηαντιστοίχιση τωντων χρωμάτωνχρωμάτων γίνεταιγίνεται σεσε
συγκεκριμένησυγκεκριμένη κλίμακακλίμακα, , γιαγια παράδειγμαπαράδειγμα αναν ηη
κλίμακακλίμακα πουπου διαλέγουμεδιαλέγουμε είναιείναι τοτο greyscale, greyscale, οιοι
μικρέςμικρές τιμέςτιμές τουτου πίνακαπίνακα είναιείναι κοντάκοντά στοστο μαύρομαύρο, , 
οιοι μεγάλεςμεγάλες κοντάκοντά στοστο άσπροάσπρο καικαι οιοι ενδιάμεσεςενδιάμεσες
αναπαρίστανταιαναπαρίστανται μεμε διαβαθμίσειςδιαβαθμίσεις τουτου γκριγκρι..
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ΚώδικαςΚώδικας υλοποίησηςυλοποίησης τηςτης μεθόδουμεθόδου συνόλουσυνόλου
στάθμηςστάθμης

function [M]=julian(mmax,n)function [M]=julian(mmax,n)

[x,y]=meshgrid(linspace([x,y]=meshgrid(linspace(--2,2,2000),linspace(2,2,2000),linspace(--2,2,1800));2,2,1800));
pix=x+i*y;pix=x+i*y;

p=nroots(n);p=nroots(n);

for k=1:size(pix,1)for k=1:size(pix,1)
for l=1:size(pix,2)for l=1:size(pix,2)

yold=pix(k,l);yold=pix(k,l);
m=0;m=0;
ynew = fn(yold,n);ynew = fn(yold,n);

while (m<=mmax) & (abs(ynewwhile (m<=mmax) & (abs(ynew--p(1))>=10^p(1))>=10^--12)&  (abs(ynew12)&  (abs(ynew--p(2))>=10^p(2))>=10^--12) & ...12) & ...
(abs(ynew(abs(ynew--p(3))>=10^p(3))>=10^--12) & (abs(yold 12) & (abs(yold -- ynew)>= 0.001)ynew)>= 0.001)
yold=ynew;yold=ynew;
m=m+1;    m=m+1;    
ynew=fn(yold,n);ynew=fn(yold,n);

endend
M(k,l)=m;  M(k,l)=m;  

endend
endend
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ΑπεικόνισηΑπεικόνιση τωντων συνόλωνσυνόλων Julia Julia τωντων πολυωνυμικώνπολυωνυμικών

συναρτήσεωνσυναρτήσεων f(zf(z)=z)=z33--11, , f(zf(z)=z)=z44--1 1 καικαι f(zf(z)=z)=z88--11

ΣταΣτα επόμεναεπόμενα δίνονταιδίνονται οιοι απεικονίσειςαπεικονίσεις τωντων
συνόλωνσυνόλων Julia Julia γιαγια τατα πολυώνυμαπολυώνυμα zz33--11, , zz44--11 καικαι
zz88--1 1 ..
ΣταΣτα γραφήματαγραφήματα φαίνονταιφαίνονται οιοι θέσειςθέσεις τωντων ριζώνριζών
στοστο μιγαδικόμιγαδικό επίπεδοεπίπεδο ώστεώστε νανα είναιείναι πιοπιο εύκολοεύκολο
νανα δειδει κανείςκανείς τηςτης λεκάνεςλεκάνες έλξηςέλξης τουςτους καικαι τοτο
σύνοροσύνορο αυτώναυτών, , δηλαδήδηλαδή τοτο σύνολοσύνολο JuliaJulia..
ΕπίσηςΕπίσης δίνεταιδίνεται καικαι οο χρωματικόςχρωματικός χάρτηςχάρτης πουπου
χρησιμοποιήθηκεχρησιμοποιήθηκε όπουόπου φαίνεταιφαίνεται μεμε βάσηβάση τοτο
χρωματισμόχρωματισμό οο αριθμόςαριθμός τωντων επαναλήψεωνεπαναλήψεων πουπου
απαιτήθηκαναπαιτήθηκαν γιαγια τητη σύγκλισησύγκλιση ήή μημη τουτου κάθεκάθε
σημείουσημείου τουτου μιγαδικούμιγαδικού επιπέδουεπιπέδου..
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f(zf(z)=z)=z44--1 1 μεμε διαφορετικόδιαφορετικό χρώμαχρώμα σεσε κάθεκάθε
λεκάνηλεκάνη έλξηςέλξης τηςτης κάθεκάθε ρίζαςρίζας
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ΛεπτομέρειεςΛεπτομέρειες ((ΜεγεθύνσειςΜεγεθύνσεις συγκεκριμένωνσυγκεκριμένων
περιοχώνπεριοχών) ) τουτου συνόλουσυνόλου Julia Julia τηςτης f(zf(z)=z)=z44--11

x(0.336,0.410)

y(0.653,0.727)
x(0.361,0.369)

y(0.705,0.714)

x(0.364,0.367)

y(0.706,0.708)

x(0.365,0.366)

y(0.706,0.707)
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ΑπεικόνισηΑπεικόνιση τωντων συνόλωνσυνόλων Julia Julia τηςτης
πολυωνυμικήςπολυωνυμικής συνάρτησηςσυνάρτησης f(zf(z)=z)=z88+3+3zz44--44

ΗΗ πολυωνυμικήπολυωνυμική συνάρτησησυνάρτηση f(zf(z)=z)=z88+3+3zz44--44
έχειέχει τιςτις εξήςεξής ρίζεςρίζες::
rr11= = --1+i, r1+i, r22= = --11--i, ri, r33= 1+i, r= 1+i, r44= 1= 1--i, ri, r55= = --1, 1, 
rr66= i, r= i, r77= = --i, ri, r88= 1= 1
ΣτηΣτη συνέχειασυνέχεια δίνεταιδίνεται ηη απεικόνισηαπεικόνιση τουτου
συνόλουσυνόλου Julia Julia γιαγια τητη συνάρτησησυνάρτηση
f(zf(z)=z)=z88+3+3zz44--44..
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ΠολυώνυμοΠολυώνυμο πουπου ηη μέθοδοςμέθοδος Newton Newton 
αποτυγχάνειαποτυγχάνει σεσε μικρέςμικρές περιοχέςπεριοχές

ΑνΑν θεωρήσουμεθεωρήσουμε τοτο πολυώνυμοπολυώνυμο τρίτουτρίτου βαθμούβαθμού
τουτου οποίουοποίου οιοι ρίζεςρίζες είναιείναι οιοι::
rr11=1=1
rr22==--1.38461.3846--0.9231i0.9231i
rr33= 0.384609+0.9= 0.384609+0.9223311ii

ΤότεΤότε ηη εφαρμογήεφαρμογή τηςτης μεθόδουμεθόδου Newton Newton δίνειδίνει τοτο
σύνολοσύνολο Julia Julia πουπου φαίνεταιφαίνεται στηστη συνέχειασυνέχεια, , όπουόπου οιοι
μαύρεςμαύρες περιοχέςπεριοχές περιέχουνπεριέχουν τατα σημείασημεία εκκίνησηςεκκίνησης
γιαγια τατα οποίαοποία ηη μέθοδοςμέθοδος δενδεν συγκλίνεισυγκλίνει σεσε καμίακαμία
ρίζαρίζα τουτου πολυωνύμουπολυωνύμου..



4/2/20034/2/2003 5858



4/2/20034/2/2003 5959

ΠολυώνυμοΠολυώνυμο πουπου ηη μέθοδοςμέθοδος
Newton Newton αποτυγχάνειαποτυγχάνει

ΑνΑν θεωρήσουμεθεωρήσουμε τοτο πολυώνυμοπολυώνυμο τρίτουτρίτου βαθμούβαθμού τουτου
οποίουοποίου οιοι ρίζεςρίζες είναιείναι ((μίαμία ελαφριάελαφριά διαταράξηδιαταράξη τωντων
προηγουμένωνπροηγουμένων ριζώνριζών) ) οιοι::

rr11=1=1
rr22==--1.38461.3846--0.9i0.9i
rr33= 0.384609+0.9= 0.384609+0.933ii

ΤότεΤότε ηη εφαρμογήεφαρμογή τηςτης μεθόδουμεθόδου Newton Newton δίνειδίνει τοτο σύνολοσύνολο
Julia Julia πουπου φαίνεταιφαίνεται στηστη συνέχειασυνέχεια, , όπουόπου όλαόλα τατα σημείασημεία
στηνστην μαύρημαύρη περιοχήπεριοχή δενδεν συγκλίνουνσυγκλίνουν κατάκατά τιςτις
επαναλήψειςεπαναλήψεις τηςτης μεθόδουμεθόδου σεσε καμίακαμία ρίζαρίζα τουτου
πολυωνύμουπολυωνύμου..
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