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Τα fractals πρίν τον Mandelbrot
Μιά Συνοπτική Ιστορική Αναδρομή

Περίληψη

Η λέξη «fractal» πρωτοχρησιμοποιήθηκε από τον Benoit Mandelbrot προς το τέλος της δεκαετίας του '70, αλλά τα αντικείμενα που θεωρούνται τώρα οτι έχουν μορφή fractal υπήρξαν ή εφευρέθηκαν πριν από αυτή την ημερομηνία. Σε αυτό το έγγραφο θα ασχοληθούμε με μερικά από εκείνα τα αντικείμενα και περιγράψουμε τις ιδιότητές τους, συμπεριλαμβανομένης της έννοιας της «fractal διάστασης» .       Σκοπός αυτού του εγγράφου, είναι να χρησιμεύσει ως μια εισαγωγή στον αμύητο μέσω της εξέτασης ποικίλων τύπων fractal αντικειμένων. ‘Οσοι έχουν ήδη κάποιες γνώσεις πάνω στα fractals μπορούν να δούν μερικές μορφές που προηγουμένως τους ήταν άγνωστες.

Εισαγωγή

Η λέξη fractal, χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Benoit Mandelbrot στη δεκαετία του '70. Εκείνος, χρονολόγησε την προέλευση της «Fractal γεωμετρίας» από το 1975 [Mand88] αλλά έδειξε ότι τα αντικείμενα που θεωρούνται τώρα  fractal υπήρξαν πολύ πριν από εκείνη την δεκαετία. Πολλά φυσικά αντικείμενα, όπως τα δέντρα, οι ακτές ή τα σύννεφα, θεωρούνται τώρα οτι έχουν fractal ιδιότητες  και ένα μεγάλο μέρος του τρέχοντος ενδιαφέροντος οφείλεται στις προσπάθειες να μιμηθούμε τέτοια φυσικά φαινόμενα με τη χρήση γραφικών με υπολογιστές. Άλλες περισσότερο αφηρημένες μορφές αντικειμένων fractal επινοήθηκαν από τους καλλιτέχνες και τους μαθηματικούς, και πάλι η διαθεσιμότητα των τρεχουσών τεχνικών στα γραφικά με υπολογιστές, έχει δώσει μία νέα οπτική στη δομή τέτοιων αντικειμένων.

Ο ορισμός του Mandelbrot για ένα σύνολο fractal Χ, είναι το σύνολο αυτό, στο οποίο «η διάσταση του Hausdorff h(Χ) δεν είναι ένας ακέραιος αριθμός» [Peit86]. Θα εξετάσουμε στενότερα αυτόν τον επίσημο ορισμό αργότερα αλλά θα ικανοποιηθούμε τώρα με μια πιό διαισθητική ιδέα για αυτό που περιλαμβάνει ένα αντικείμενο fractal. Η ουσιαστική ιδιότητα είναι αυτή της «αυτο-ομοιότητας» - «self similarity»και της απείρου υποδιαιρεσιμότητας-«infinitesimal subdivisibility»
 Τα υποσύνολα ενός αντικειμένου fractal έχουν ουσιαστικά την ίδια μορφή με το σύνολο. Τα θεωρητικά fractal αντικείμενα είναι απείρως υποδιαιρέσιμα κατά αυτόν τον τρόπο, με το κάθε υποσύνολο, οσοδήποτε «μικρό», να περιέχει όχι λιγότερη λεπτομέρεια από το πλήρες σύνολο. Οι παρατηρήσεις των fractal αντικειμένων είναι στην πραγματικότητα προσεγγίσεις σε αυτήν την ιδανική κατάσταση, καθώς σε κάποια φάση της υποδιαίρεσης η λεπτομέρεια χάνεται αναπόφευκτα. Αυτές οι έννοιες της αυτο-ομοιότητας και της απείρου υποδιαιρεσιμότητας είναι ασαφείς, αλλά θα προχωρήσουμε στο πνεύμα του Karl Popper, ο οποίος είπε «μην αφεθείτε ποτέ στον πειρασμό να αντιμετωπίσετε σοβαρά τα προβλήματα για τις λέξεις και τις έννοιές τους… οποιαδήποτε κίνηση για την αύξηση της σαφήνειας ή της ακρίβειας πρέπει να είναι ειδική ή αποσπασματική» [Popp76]. Θα εξετάσουμε με έναν ειδικό τρόπο διάφορα παραδείγματα αντικειμένων fractal, που επινοήθηκαν κυρίως στην προ-Mandelbot εποχή για να αποκτηθεί κάποια γνώση ως προς τις αληθινές δομές τους.


Escher
Το άρθρο του Mandelbrot [Mand88] αναφέρει διάφορα ιστορικά παραδείγματα αντικειμένων fractal που αναπτύχθηκαν από τους μαθηματικούς τα πρώτα έτη αυτού του αιώνα. Ένας καλλιτέχνης που αξίζει πρόσθετη προσοχή είναι Ολλανδός Maurits Escher (1902-1972), του οποίου τα σχήματα που απεικονίζονται στα έργα του φαίνονται διαισθητικά οτι έχουν κάποια fractal μορφή. Είναι ενδιαφέρον να διαβάσετε για την έμπνευση που είχε μέσω της αλληλογραφίας του με τον Henri Poincare, ο οποίος δημόσιευσε ευρέως μελέτες σε ποικίλα μαθηματικά θέματα κατά τις αρχές του αιώνα. Ο Douglas Hofstadter εκφράζει τη fractal φύση ορισμένων από τις εργασίες του Escher σε ένα τμήμα του βιβλίου του [Hofs80] με τίτλο «Αντίγραφα και ομοιότητα»: “ο Escher πήρε την ιδέα των μερών ενός αντικειμένου που είναι αντίγραφα του ιδίου του εαυτού του και τα έκανε ξυλογραφίες με θέμα: τα ψάρια και οι κλίμακες ". Το βιβλίο του Hofstadter, που συνδέει τις εργασίες του Escher με τις μαθηματικές θεωρίες του Kurt Godel και τη μουσική του Johann Sebastian Bach, περιλαμβάνει επίσης μερικές fractal γραφικές παραστάσεις που ονομάζει  INT και Gplot. Σχολιάζοντας την εργασία του Godel, ο Hofstadter αναφέρεται σε μια νωρίτερη δημοσίευση του Mandelbrot, που κάνει τη δήλωση: «το όριο μεταξύ του συνόλου αληθειών και του συνόλου ψευδών, προορίζεται στο να αποτελεί μια διαχωριστική γραμμή τυχαίου ελιγμού που, ανεξάρτητα από το πόσο πολύ την εξετάζετε, έχει πάντα λεπτότερα επίπεδα δομής και είναι συνεπώς είναι αδύνατο να περιγραφθεί επακριβώς με οποιοδήποτε πεπερασμένο τρόπο» Κατά συνέπεια, επανερχόμαστε στον Mandelbrot και σε μια πειστική περιγραφή μιας δομής fractal.

Dürer
Ο πρώτος καλλιτέχνης που παρήγαγε ένα fractal αντικείμενο βασισμένο στα κανονικά Πεντάγωνα ήταν ο Albrecht Dürer (1471-1528). Εάν πάρουμε ένα κανονικό Πεντάγωνο μήκους πλευράς s και το πλαισιώνουμε με πέντε ίδια Πεντάγωνα, η μορφή που δημιουργείται σχεδόν ταυτίζεται με ένα μεγαλύτερο Πεντάγωνο με μήκος πλευρών S [Dixo87]. Το σχήμα τώρα, μοιάζει με ένα μεγάλο Πεντάγωνο με πέντε τομές με μορφή των ισοσκελών τριγώνων στο κέντρο κάθε πλευράς (δείτε το σχήμα 1). Οι ίσες γωνίες αυτών των τριγώνων είναι 72° (η εξωτερική γωνία του κανονικού πενταγώνου είναι 360°/5), η Τρίτη γωνία είναι μισή αυτής δηλαδή 36° (όπως στο τρίγωνο ΑBC του σχήματος 2) [Cund61]. Το ποσοστό των πλευρών του τριγώνου αυτού είναι στην 'χρυσή περιοχή', γνωστή από την εποχή του Πυθαγόρα (δες [Cund61] και [Boye68]) Το μόνο που χρειάζεται να γνωρίζουμε είναι οτι η μικρότερη πλευρά του τριγώνου υπολογίζεται ώς 2s cos 72ο . Αυτό σημαίνει οτι το ποσοστό των μηκών των πλευρών των δύο πενταγώνων μας είναι:

s/S = 1  /  (2 + 2cos72°)

Τώρα φανταστείτε οτι ξεκινάτε τη διαδικασία για το μεγάλο Πεντάγωνο. Ξέροντας τον τρόπο να υπολογίσουμε το s από το S, θα μπορούσαμε να σχεδιάσουμε τα έξι μικρότερα Πεντάγωνα που βρίσκονται μέσα στο μεγάλο. Γιατί να μας ικανοποιεί αυτό; Η υποδιαίρεση μπορεί να συνεχιστεί, με πάντα μειωμένα Πεντάγωνα που παράγονται (σχήμα 3). Κάθε υποπεντάγωνο είναι ένα αντίγραφο του συνόλου. Εάν η υποδιαίρεση συνεχίζεται επ' άπειρον, τα Πεντάγωνα του Durer διαμορφώνουν  ένα αληθινά fractal αντικείμενο.
Cantor
Κατά τη διάρκεια του ύστερου δέκατου έννατου αιώνα αναπτυσσόταν η θεωρία των συνόλων. Οι μαθηματικοί, ευχαριστιόνταν με την  παραγωγή συνόλων με όλο και περισσότερες παράξενες ιδιότητες, πολλά από αυτά αναγνωρίστηκαν τώρα οτι είναι fractal. Ένα από αυτά, είναι το σύνολο που επινοήθηκε από το Georg Cantor (1845-1918) [Lauw87]. Η κατασκευή του είναι σχετικά απλή και μπορεί να παρασταθεί με την κτένα του Cantor (σχήμα 4). 
Γίνεται  ώς  εξής 
:

• Αρχίστε με όλους τους πραγματικούς αριθμούς στο διάστημα [0, 1] του άξονα των πραγματικών.

• Εξάγετε το διάστημα (1/3, 2/3) που αποτελεί το κεντρικό τρίτο του αρχικού διαστήματος, αφήνοντας τα δύο κλειστά διαστήματα [0, 1/3] και [2/3, 1]

• Συνεχίστε αυτήν την διαδικασία, σε κάθε στάδιο που εξάγει το κεντρικό τρίτο οποιουδήποτε διαστήματος που παραμένει. Εάν αυτό συνεχίζεται επ' άπειρον, τα υπόλοιπα σημεία στηρίζονται στις άκρες των δοντιών της «χτένας» που απεικονίζεται και του [2/3, 1]

• Συνεχίστε αυτήν την διαδικασία, για κάθε στάδιο που εξάγει το κεντρικό τρίτο οποιουδήποτε διαστήματος που παραμένει. Εάν αυτό συνεχίζεται επ' άπειρον, τα υπόλοιπα σημεία στηρίζονται στις άκρες των δοντιών της «χτένας» που απεικονίζεται. Αυτό μπορεί να μην φανεί ιδιαίτερα αξιοπρόσεκτο καταρχάς, αλλά το σύνολο έχει μερικές ασυνήθιστες ιδιότητες. Η άπειρη σειρά που αντιστοιχεί στα μήκη των αποσπασματικών τμημάτων διαμορφώνει μια απλή γεωμετρική πρόοδο 

[1 + (2/3) + (2/3)2 + (2/3)3 +

... ]/3 όπως στο στάδιο ένα, αποκόπτεται ένα ενδιάμεσο διάστημα μήκους l/3.  Στα υπόλοιπα στάδια εξάγονται διπλάσιου πλήθους διαστήματα, με καθένα μήκους 1/3 των μηκών των προηγούμενων διαστημάτων. Χρησιμοποιώντας τώρα απλή αριθμητική βρίσκουμε οτι το άθροισμά τους είναι ίσο με μονάδα, που σημαίνει ότι τα σημεία που παραμένουν στο σύνολο Cantor, αν και άπειρα σε αριθμό, αθροίζονται σε ένα συνολικό μήκος μέτρου μηδέν. Τέτοια σημεία πρέπει να αποσυνδεθούν.  Υπάρχει κάποιο ασυμπλήρωτο διάστημα μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους σημείων στο σύνολο, ανεξάρτητα από το πόσο κοντά αυτά τα σημεία μπορεί να είναι. Το σύνολο λέγεται οτι διαμορφώνει μια «σκόνη»

Οι αριθμοί μπορούν γενικά να αντιπροσωπευθούν όσον αφορά οποιαδήποτε βάση αριθμού. Δεδομένου ότι η κατασκευή του συνόλου Cantor περιλαμβάνει το επαναλαμβανόμενη διαίρεση τμήματος με το 3, είναι διαφωτιστικό να αντιπροσωπεύσει αυτούς τους αριθμούς στη βάση του 3. Μια χαρακτηριστική τιμή στο διάστημα [0, 1] θα μπορούσε να αντιπροσωπευθεί με αυτήν την μορφή ως ακολουθία των ψηφίων 0, 1 και 2, για παράδειγμα

0.201120210 (με βάση το 3)

 Η τιμή που διευκρινίστηκε εδώ δεν θα μπορούσε να ανήκει στο σύνολο του Cantor. Δεδομένου ότι το κεντρικό τρίτο κάθε υπάρχοντος διαστήματος απορρίπτεται, το ψηφίο 1 δεν μπορεί να εμφανιστεί στην παράσταση μιας τιμής με βάση το 3 στο σύνολο Cantor . Μόνο τα ψηφία  0 και 2 μπορούν να εμφανιστουν για παράδειγμα

0.202220220 (βάση 3)

Τα ψηφία 0 και 2 μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να ανιχνευθεί μια διαδρομή στη κτένα του Cantor στην απαιτούμενη τιμή , με το 2 να δείχνει οτι έχει ακολουθηθεί το δεξί  «δόντι» ενώ το 0  οτι έχει ακολουθηθεί το αριστερό «δόντι» .
Δεδομένου ότι οι τιμές στο σύνολο Cantor μπορούν να αναπαρασταθούν με αυτήν την μορφή, υπάρχει αντιστοιχία ένα προς ένα μεταξύ των αριθμών στο σύνολο Cantor και των δυαδικών αριθμών στο χώρο  [0, 1].  Για παράδειγμα η αλλαγή όλων των 2 με 1 στο παραπάνω παράδειγμά μας μας δίνει 

το δυαδικό αριθμό

0.101110110 (βάση ώς προς 2)
Τέτοιοι δυαδικοί αριθμοί, είναι κατάλληλοι αφού η μέθοδος χρησιμοποιείται για να αποθηκεύσει τους αριθμούς σε έναν ψηφιακό υπολογιστή και αντιπροσωπεύουν όλες τις πραγματικές τιμές στο διάστημα [0, l]. Κατά συνέπεια «γεμίζουν» αυτό το χώρο. Οπότε, το σύνολο Cantor περιέχει ένα άπειρο σύνολο τιμών που βρίσκονται σε ένα χώρο μηδενικού μήκους , όμως έχουν μια αντιστοιχία ένα προς ένα με το σύνολο των πραγματικών αριθμών που γεμίζουν το χώρο [0, 1].
Σε ένα μεγάλο μέρος της εργασίας του, ο Cantor ασχολήθηκε με τη εξερεύνηση των παραδόξων της έννοιας του απείρου. Ένας από τους συγχρόνους του, ο J.W.R. Dedekind (1831-1916), όρισε μια καθολική  ιδιότητα των άπειρων συνόλων που ηχεί παρόμοια με την έννοια των αντικειμένων fractal σήμερα:

«Το σύστημα λέγεται ότι είναι άπειρο όταν είναι παρόμοιο με ένα κατάλληλο μέρος του» [Boye68]. 

Peano, Hilbert και von Koch 

Το 1890 ο Giuseppe Peano (1858-1932) «επέδειξε πόσο λεπτομερώς τα μαθηματικά θα μπορούσαν να ξεγελάσουν την κοινή λογική όταν κατασκεύασε συνεχή καμπύλη γεμίζουσα το χώρο [Boye68]. Ο David Hilbert (1862-1943) αργότερα ανέπτυξε μια παρόμοια κατασκευή, μια καμπύλη που επισκέπτεται κάθε σημείο σε ένα τετράγωνο και που δεν είναι πουθενά διαφορίσιμη, οδηγώντας τον κορυφαίο Carl Boyer να σχολιάσει, «Τον εικοστό αιώνα οι ανωμαλίες και τα παράδοξα δεν ελέγχονται πλέον» [Boye68] (δείτε επίσης τον Dietmar Saupe [Saup88] για μια απεικόνιση αυτής της καμπύλης). Η καμπύλη που παράγεται από τον Helge von Koch (1870-1924) το 1904 είναι χαρακτηριστική του τύπου καμπύλης που παράγονταν εκείνη την εποχή και είναι ένα από τα κλασσικά fractal αντικείμενα (σχήμα5). Η καμπύλη κατασκευάζεται από ένα ευθύγραμμο τμήμα, για το οποίο μπορούμε να θεωρήσουμε, χωρίς απώλεια της γενικότητας, οτι έχει μοναδιαίο μήκος. Κατόπιν το κεντρικό τρίτο αυτής της γραμμής εξάγεται και αντικαθίσταται από δύο γραμμές μήκους 1/3, όπως στο σχήμα 5. Αυτή η διαδικασία συνεχίζεται, το κεντρικό τρίτο οποιουδήποτε τμήματος γραμμών να αντικαθίσταται σε κάθε στάδιο από δύο γραμμές μήκους ενός τρίτου αυτού του τμήματος. Η προεξοχή της αντικατάστασης είναι πάντα στην ίδια πλευρά της καμπύλης. Σημειώστε ότι τα σημεία στα οποία η τελική καμπύλη αγγίζει την αρχική γραμμή είναι τα σημεία του συνόλου Cantor. Θεωρήστε την επίδραση αυτής της διαδικασίας καθώς ο αριθμός των σταδίων αυξάνει.   

Σε κάθε στάδιο, το συνολικό μήκος της καμπύλης πολλαπλασιάζεται με το 4/3. Μια μικρή εξάσκηση με έναν κομπιουτεράκι, είναι αρκετή ώστε να πείσει οποιονδήποτε σκεπτικιστή ότι ο επαναλαμβανόμενος πολλαπλασιασμός της μονάδας με το 4/3 δημιουργεί έναν αριθμό πάρα πολύ μεγάλο για να αποθηκευθεί σε αυτό, ενώ στην πραγματικότητα το μήκος της ολοκληρωμένης καμπύλης του Koch είναι άπειρο. Τώρα εξετάστε την περιοχή μεταξύ της καμπύλης Koch και της αρχικής γραμμής. Στο πρώτο στάδιο ένα τρίγωνο προστίθεται, με το εμβαδό του να είναι ίσο με :
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χρησιμοποιώντας το γνωστό τύπο «μισό επί  βάση επί το ύψος» για το εμβαδό του  τριγώνου. 

Η ακριβής  τιμή του Α, δεν έχει  σημασία και δίνεται εδώ μόνο για να καταδείξει πόσο εύκολα μπορεί να υπολογιστεί. Στο επόμενο στάδιο προστίθενται τα τέσσερα νέα τρίγωνα, με τα μεγέθη τους να μειώνονται γραμμικά κατά ένα παράγοντα l/3. Κατά συνέπεια το εμβαδόν τους είναι  (1/3)2 Α = (1/9) Α. Σε κάθε στάδιο, τετραπλάσιος αριθμός από νέα τρίγωνα προστίθενται στο συνολικό εμβαδό, με το εμβαδό του κάθε τριγώνου που προστίθεται να είναι ένα-ένατο εκείνων που προστίθενται στα προηγούμενα στάδια. 

Κατά συνέπεια, η αύξηση του εμβαδού σε οποιοδήποτε στάδιο είναι τα τέσσερα ένατα του εμβαδού που προστίθεται στο προηγούμενο στάδιο. Αυτό οδηγεί σε μια γεωμετρική πρόοδο για το συνολικό εμβαδό 
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Το οποίο έχει το πεπερασμένο άθροισμα :
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έτσι, έχουμε μια καμπύλη  άπειρου μήκους που εσωκλείει ένα πεπερασμέντο εμβαδό. Αυτή η καμπύλη, όπως των Peano και Hilbert, δεν είναι πουθενά διαφορίσιμη, δηλαδή δεν έχει κλίση σε οποιοδήποτε σημείο. Επίσης, περιέχει έναν άπειρο αριθμό τέλειων μικροσκοπικών εικόνων του εαυτού της. Δεδομένου ότι η καμπύλη είναι άπειρη στο μήκος, οποιοδήποτε μειωμένη υποεικόνα της, είναι επίσης άπειρου μήκους. Αυτό οδηγεί στο συμπέρασμα ότι για οποιαδήποτε δύο σημεία στην καμπύλη, ανεξάρτητα από το πόσο κοντά είναι, η καμπύλη μεταξύ τους είναι άπειρου μήκους.

 Μια άλλη καμπύλη με ενδιαφέρουσες ιδιότητες μπορεί να κατασκευαστεί ως ακολουθία πτυχών χαρτιού. Πάρτε ένα μακρύ κομμάτι χαρτιού και διπλώστε στη μέση. Συνεχίστε με τα υπόλοιπα τμήματα διπλώνοντας στη μέση, πάντα στην ίδια κατεύθυνση. Όταν δεν μπορείτε να διπλώσετε περαιτέρω, ξεδιπλώστε το χαρτί, σχηματίζοντας με κάθε γωνία μια ορθή γωνία κατά τη φυσική κατεύθυνση των πτυχών. 

Η προκύπτουσα μορφή είναι η καμπύλη των δράκων (σχήμα 6). Η καμπύλη έχει  σφιχτή χωρική μορφή αλλά δεν τέμνει ποτέ τον εαυτό της. Το όνομά της οφείλεται πιθανώς στην ομοιότητα του εξωτερικού της σχήματός με το παραδοσιακό κινεζικό δράκο. Εάν οι γωνίες είναι αριθμημένες 1, 2, 3,… από το ένα άκρο της καμπύλης, ο κανόνας για την κατεύθυνση της κάμψης για τη γωνία i, μπορεί να δοθεί ως εξής: 


Εάν το i είναι άρτιος, γυρίστε στην ίδια κατεύθυνση όπως για τη γωνία i/2 


Aλλιώς, εάν το υπόλοιπο της διαίρεσης του i με 4 είναι 1, στρίφτε δεξιά


Αλλιώς εάν το υπόλοιπο της διαίρεσης του i με 4 είναι 3, στρίφτε αριστερά.

Υπάρχουν πολλές άλλες καμπύλες fractal που έχουν παρόμοιες ιδιότητες, παραδείγματος χάριν, η καμπύλη του Levy, η  τετραπλή καμπύλη του Koch, η καμπύλη δέντρου πιθήκου, κ.λπ. Για τις περιγραφές αυτών και άλλων, δείτε τους Lauwerier και Kaandorp [Lauw87] και Saupe [Saup88].

Sierpinski 

Ο Waclaw Sierpinski (γεννηθείς το 1882) έδωσε το όνομά του σε διάφορα αντικείμενα fractal, όπως την κεφαλή βέλους Sierpinski (ή το τρίγωνο ή στολίδι) και το χαλί Sierpinski, τα οποία είναι απεικονισμένα στο δισδιάστατο χώρο, αλλά και το τετράεδρο Sierpinski και το ομόνυμο σφουγγάρι, που απεικονίζονται στο τρισδιάστατο χώρο.

Για να κατασκευασθεί ένα τρίγωνο Sierpinski  εξάγεται από ένα αρχικό τρίγωνο το αντεστραμμένο μισού μεγέθους αντίγραφό του που σχηματίζεται ενώνοντας τα μέσα των τριών πλευρών. ‘Ετσι, προκύπτουν τρία τρίγωνα μισού μεγέθους  ώστε το ένα τέταρτο του εμβαδού του αρχικού τριγώνου να απομακρύνεται. Η διαδικασία  επαναλαμβάνεται για κάθε τρίγωνο που παραμένει στο αντικείμενο.

Στη δεύτερη φάση,  το ένα τέταρτο του εμβαδού των τριών τριγώνων αφαιρείται, με κάθε ένα από αυτά, να αποτελεί το ένα τέταρτο του εμβαδού του αρχικού. Στο τρίτο στάδιο απομακρύνονται εννέα τρίγωνα καθένα από τα οποία έχει εμβαδό το (1/4)3 του αρχικού τριγώνου. Εάν εκείνο το αρχικό εμβαδό είναι Α το εμβαδό που αφαιρείται με αυτήν την διαδικασία δίνει μια άλλη γεωμετρική πρόοδο που αθροίζεται και πολλαπλασιάζεται με το Α.
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 Όπως στο σύνολο Cantor, έχουμε εξαγάγει μια περιοχή του ίδιου είδους με τον όλο αρχικό χώρο, αλλά ακόμα αφήνουμε τα σημεία στο τρίγωνο Sierpinski. Αυτά τα σημεία που υπάρχουν σε μια περιοχή μεγέθους μηδέν είναι χωριστά, διαμορφώνοντας μια σκόνη. Στην πράξη, το σύνολο μπορεί μόνο να σχεδιασθεί με έναν δεδομένο αριθμό υποδιαιρέσεων, όπως στο σχήμα 7.

Μια παρόμοια διαδικασία μπορεί να εκτελεσθεί χρησιμοποιώντας ένα τετράγωνο ως αρχική περιοχή, αφαιρώντας ένα τετράγωνο στην κλίμακα ενός τρίτου από το κέντρο και αφήνοντας οκτώ υποτετράγωνα πίσω. Το κεντρικό τετράγωνο κλίμακας ενός τρίτου καθενός από αυτά μπορεί έπειτα να αφαιρεθεί σε μια διαδικασία που, ήδη, θα είναι γνωστή. Αυτό δίνει ένα «χαλί Sierpinski», όπως στο σχήμα 8.

 Το Tετράεδρο Sierpinski δημιουργείται από μια παρόμοια επαναλαμβανόμενη στρατηγική συστολής και αντικατάστασης. Το αρχικό σχήμα, είναι τετράεδρο (ή τριγωνικής βάσης πυραμίδα), το οποίο αντικαθίσταται από τέσσερα τετράεδρα στην κλίμακα μισού, στον ίδιο προσανατολισμό με το αρχικό τετράεδρο και κάθε ένα να έχει μια κορυφή που συμπίπτει με αυτή του αρχικού. Τα τέσσερα νέα τετράεδρα βρίσκονται εντελώς μέσα στο χώρο που καταλαμβάνεται προηγουμένως από το αρχικό τετράεδρο, το τμήμα που αποβάλλεται οδηγεί στη διαμόρφωση της μορφής οκταέδρου (πολυέδρου με οκτώ τριγωνικές άκρες). Εάν το αρχικό τετράεδρο είναι κανονικό, τότε το οκτάεδρο που αφαιρείται θα είναι κανονικό. Αυτή η διαδικασία, όταν επαναλαμβάνεται, μειώνει το τετράεδρο σε μια σκόνη αποσυνδεμένων σημείων με την απόρριψη του μισού υπάρχοντος όγκου σε κάθε στάδιο (δείτε το σχήμα 9).

 Το σφουγγάρι Sierpinski, επίσης γνωστό και ως σφουγγάρι Menger, είναι στενός συγγενής αυτής της μορφής. Ο σχηματισμός του είναι πολύ παρόμοιος με αυτόν του χαλιού Sierpinski, εκτός από το ότι η αρχική μορφή είναι ένας κύβος σε τρεις διαστάσεις παρά ένα τετράγωνο σε δύο διαστάσεις. Κάθε τετραγωνική όψη του κύβου αντιμετωπίζεται με ακριβώς τον ίδιο τρόπο με το αρχικό τετράγωνο του χαλιού Sierpinski. Αυτή τη φορά, η εξαγωγή ενός τετραγωνικού σχήματος, περιλαμβάνει δημιουργία μιας τρύπας άμεσα μέσα στον κύβο στις ορθές γωνίες του. Κατά συνέπεια, στο πρώτο στάδιο δημιουργούνται τρείς τρύπες.(φανταστείτε αφαίρεση του κεντρικού υποκύβου ενός κύβου Rubik μαζί με τον υποκύβο κάθε όψης). Αυτό αφήνει 20 υποκύβους στην κλίμακα ενός τρίτου, κάθε ένας από τους οποίους υποδιαιρείται επανειλημμένα για να δημιουργήσει το τελικό fractal αντικείμενο.

To παίγνιο χάους του Barnsley
Ο Michael Barnsley έχει επιδείξει τρόπους δημιουργίας τριγώνου Sierpinski χρησιμοποιώντας το «παιχνίδι του χάους του» [Barn88a, Barn88b]. Οι κορυφές του τριγώνου είναι σημεία αναφοράς. Παίρνοντας οποιαδήποτε αφετηρία, μια από τις κορυφές επιλέγεται τυχαία και ένα σημείο σχεδιάζεται στο μέσο μεταξύ της αφετηρίας και του επιλεγμένου σημείου. Αυτό το σημείο έπειτα λαμβάνεται ως αφετηρία, ένα νέο σημείο σχεδιάζεται στο μέσον μεταξύ αυτού και μιας τυχαία επιλεγόμενης κορυφής.

Όταν αρκετές χιλιάδες σημεία θα έχουν σχεδιασθεί- αυτό γίνεται πιό εύκολα σε έναν υπολογιστή παρά χρησιμοποιώντας το μολύβι και χαρτί- βρίσκεται η γνωστή μορφή του χαλιού Sierpinski. Το σχήμα 10 παρουσιάζει το αποτέλεσμα του να σχεδιάσει κανείς 20.000 σημεία κατά αυτόν τον τρόπο, με τη χρησιμοποίηση μιας από τις κορυφές του τριγώνου ως αφετηρία. Με την έναρξη από μία κορυφή εντός του σχήματος, είμαστε εγγυημένοι ότι όλα τα υπόλοιπα σημεία που σχεδιάζονται βρίσκονται μέσα στο σχήμα. 

Με την αλλαγή του κανόνα έλξης και αρχίζοντας από διαφορετικά σημεία, μπορούν να παραχθούν πολλοί διαφορετικοί τύποι σχεδίων. Υποθέστε ότι αρχίζουμε με κορυφές στις γωνίες οποιουδήποτε κανονικού πολυγώνου με n πλευρές. Φανταστείτε ότι το πολύγωνο έχει πολύ μικρά αντίγραφα του τοποθετημένα μέσα του σε κάθε μια από τις κορυφές του. Τώρα κάνετε τα μικρά αντίγραφα να αυξηθούν, και ενώ ακόμα είναι τοποθετημένα στις κορυφές και ακόμα παραμένουν ίσα το ένα με το άλλο, συνεχίζουμε έως ότου αγγίζουν.  Εάν θεωρήσουμε οτι αυτό γίνεται με ένα Πεντάγωνο, η παραχθείσα μορφή θα είναι αυτή που παράγει τα Πεντάγωνα Durer (σχήμα 1). Για να παραχθεί ένα fractal, το περιεχόμενο του αρχικού πολυγώνου πρέπει να συρρικνωθεί για να εγκατασταθεί μέσα στα υποπολύγωνα, κατά συνέπεια το μέγεθος αυτών των αντιγράφων σε σύγκριση με το μέγεθος του αρχικού πολυγώνου είναι σημαντικό στον καθορισμό του «κανόνα έλξης». Στην αξιολόγηση αυτού του μεγέθους, η εξωτερική γωνία του πολυγώνου, 360°/n, απαιτείται για να αποφασισθεί το μήκος του τμήματος της πλευράς του αρχικού πολυγώνου που θα αποκοπεί. Εάν το 360°/n είναι περισσότερο από 90°, δηλαδή το n είναι 4 ή λιγότερο, οι άκρες των μικρότερων πολυγώνων συναντιούνται ακριβώς στην άκρη του αρχικού πολυγώνου (τρίγωνο ή τετράγωνο στις περιπτώσεις αυτές) όπως φαίνεται στα σχήματα 11 και 12.
‘Οταν το n είναι 5 ή περισσότερο τα μικρότερα αντίγραφα ακουμπούν σε ένα σημείο εντός του αρχικού πολυγώνου (όπως στο σχήμα 1). Όταν το n είναι 5 , 6, 7 ή 8 το σχήμα που αποκόπτεται σε μια άκρη είναι ένα τρίγωνο ενώ για τις μεγαλύτερες τιμές του n, αποκόπτονται πιό περίπλοκες μορφές.

 Η καθοριστική τιμή είναι 

όπου trunc(x) είναι το αποκομμένο μέρος ακέραιων αριθμών της πραγματικής τιμής x
Tο μήκος που αποκόπτεται δίνεται από τη σχέση

Η τιμή του k, καθορίζει πόσες πλευρές του υποπολυγώνου προβάλλονται επάνω στο αποκόμμένο μέρος της αρχικής πλευράς (το σχήμα 13 δείχνει την κατάσταση για μια τομή ).

Κατά συνέπεια, εάν S είναι το μήκος πλευράς του αρχικού πολυγώνου έχουμε

S = 2s + 2sc = 2s (1 + c)

O Απαιτούμενος συντελεστής συρρίκνωσης είναι:

f = s / S  = 1/[2(1+ c)]
Το σχήμα μπορεί τότε να κατασκευαστεί από ένα αρχικό σημείο P με το να επιλεγεί μία από τις κορυφές V του αρχικού πολυγώνου τυχαία και έπειτα να σχεδιασθεί ένα νέο σημείο Ρ’ σε ένα τμήμα της απόστασης από το V στο P  Εάν το Ρ είναι οποιοδήποτε σημείο στο αρχικό πολύγωνο, αυτό τοποθετεί το P’ στο σμικρυμμένο αντίγραφο που βρίσκεται δίπλα στην κορυφή V. Για το τριγωνικό σχήμα, το f θα είναι l/2 όπως ορίζεται στη μέθοδο του Μπάρνσλεϋ. Ο υπολογισμός της θέσης του P’ είναι απλός. 

Aπλά εφαρμόστε τον τύπο :

P΄ = (1 – f ) / V + f P
στις συντεταγμένες x ,y και z του V και του P στη συνέχεια. Μερικά αποτελέσματα αυτής της διαδικασίας παρουσιάζονται στα σχήματα 14-16 . Σημειώστε ότι η διαδικασία που είναι βασισμένη στο πεντάγωνο (σχήμα 14), δίνει ένα αποτέλεσμα παρόμοιο με τα Πεντάγωνα Dürer, με το κεντρικό Πεντάγωνο να αφήνεται κενό σε κάθε στάδιο (σχήμα 17). Η εξαγωνική μορφή (σχήμα 15) έχει διάφορες εσωτερικές και εξωτερικές γραμμές οριοθέτησης που παίρνουν μια γνωστη μορφή-την καμπύλη Koch. Άλλα σχήματα ορίζονται από  παρόμοιες fractal καμπύλες. Για μεγάλους αριθμούς πλευρών στο αρχικό πολύγωνο, το παραχθέν σχέδιο, γίνεται στενότερο, μοιάζοντας με ένα στεφάνι δάφνης (σχήμα 16). Εάν αυτή η διαδικασία πραγματοποιείται με ένα τετράγωνο, το προκύπτον σχήμα έχει ένα σύνολο τυχαίων σημείων ομοιόμορφα κατανεμημένων μέσα στο τετράγωνο αυτό, δεδομένου ότι τα τέσσερα μισά υποτετράγωνα γεμίζουν εντελώς το αρχικό τετράγωνο. Θέτοντας στο f, μια τιμή μικρότερη από ½ , παραδείγματος χάριν f=  1/3, έχουμε μια μορφή που δέν μοιάζει με  ένα «γεμάτο» χαλί Sierpinski (σχήμα18)
Το Δέντρο του Πυθαγόρα 

Τα περισσότερα σχολικά βιβλία κειμένων στα μαθηματικά περιέχουν μια απεικόνιση που μάλλον θυμίζει έναν τετραγωνικό κορμό δέντρων με δύο κλάδους για να επεξηγήσουν την απόδειξη του Πυθαγόρειου θεωρήματος. Αν και το θεώρημα αποδίδεται στον Πυθαγόρα και ήταν ενδεχομένως αποδεδειγμένο από αυτόν, η απόδειξη είναι βασισμένη σε αυτό το σχήμα που εμφανίζεται στο βιβλίο 1 των στοιχείων του Ευκλείδη από την Αλεξάνδρεια. Το σχήμα αυτό, χρησιμοποιείται για να δημιουργήσει μια δομή fractal που τώρα αποκαλούμε ώς δέντρο του Πυθαγόρα [Lauw37]. Τα αντίγραφα της δομής σμικρύνονται, περιστρέφονται και μεταφέρονται για να δημιουργήσουν τους κλάδους του αρχικού κορμού, δημιουργώντας μετά από διάφορες επαναλήψεις δεντροειδείς δομές παρόμοιες με διακλαδιζόμενα fractals του Jaap Kaandorp [Kaan90] (σχήμα 19). Ενώ το κοινό όνομα αυτής της fractal δομής προϋποθέτει μια μακρά προϊστορία, η υποψία είναι ότι η μορφή είναι σχετικά πρόσφατη, το όνομα που προκύπτει μόνο από την ομοιότητα με το διάγραμμα των σχολικών βιβλίων που χρησιμοποιήθηκε στην απόδειξη του Πυθαγόρειου θεωρήματος .
Julia και Fatou
Tα Fractals που παράγονται από τις θεωρίες των Gaston Julia (1893-1978) και του Pierre Fatou (1878-1929), που χρονολογούνται από περίπου το 1918, είναι ορισμένα στο μιγαδικό επίπεδο. Για τους αμύητους, οι Courant και Robbins [Cour69] δίνουν μια πιό αναγνώσιμη εισαγωγή στην άλγεβρα των μιγαδικών αριθμών, όπως πράγματι, κάνουν στις περισσότερες από τις θεμελιώδεις αρχές των μαθηματικών. Το βιβλίο τους, Τι Είναι Μαθηματικά; αναθεωρεί  ένα μεγάλο μέρος του μαθηματικού υποβάθρου που απαιτείται για τα γραφικά με ηλεκτρονικούς υπολογιστές, αν και η πρώτη δημοσίευση προηγείται χρονικώς της ανάπτυξης εκείνου του θέματος και είκοσι έτη. Περιέχει επίσης πολλά παραδείγματα αντικειμένων fractals, συμπεριλαμβανομένης μιας απεικόνισης των αντανακλάσεων σε τρεις κυλινδρικούς καθρέφτες, αν και φυσικά η λέξη fractal δεν χρησιμοποιήθηκε τότε για  το περιγράψει.
Μιά παρόμοια εργασία με αυτήν των Julia και Fatou, είχε επιχειρηθεί νωρίτερα αλλά με λίγη επιτυχία. Παραδείγματος χάριν, ο Αρθούρος Cayley (1821-1895)  κουράστηκε από την πολυπλοκότητα της προσπάθειας να καθοριστεί ποιά ρίζα μιας σύνθετης εξίσωσης θα προσεγγιζόταν από διάφορα σημεία αφετηρίας, χρησιμοποιώντας την επαναληπτική μέθοδο Newton. Χρησιμοποιώντας τις σύγχρονες τεχνικές υπολογιστών, είναι σχετικά εύκολο να καταδειχθεί ότι τα όρια μεταξύ των περιοχών που καθορίζονται σε αυτό το πρόβλημα έχουν fractal φύση. Αλλά χωρίς την έννοια fractals και χωρίς υπολογιστική ισχύ αυτό το πρόβλημα αποδείχθηκε πάρα πολύ περίπλοκο για τον Cayley το 1879 [Peit86]. Λύθηκε τελικά από τον John Hubbard 100 έτη μετά από την προσπάθεια του Cayley [Glei88].      Οι μιγαδικοί αριθμοί εχουν τη μορφή z = x + i y, όπου ο φανταστικός αριθμός i καθορίζεται έτσι ώστε i2 = -1
 Οι τιμές z μπορούν να αναπαρασταθούν ως σημεία (x, y) σε ένα επίπεδο, όπου η πραγματική τιμή x αντιπροσωπεύει την οριζόντια μετατόπιση από κάποιο σταθερό σημείο που καλείται αρχή και η πραγματική τιμή y που αντιπροσωπεύει την κατακόρυφη μετατόπιση από εκείνο το σημείο. Υπάρχει  άλγεβρα των μιγαδικών αριθμών, με τους νόμους για την πρόσθεση, τον πολλαπλασιασμό, κ.λ.π.

Παραδείγματος χάριν, χρησιμοποιώντας i2 = - 1, μπορούμε να ορίσουμε :

z2 = (x + i y) (x + i y) = (x2 - y2) + i  (2xy)

Υποθέστε οτι το  c = a + i b 
είναι μια  σταθερά. Έχουμε έπειτα 

z2 + c = (x2 - y2 + a) + i (2xy + b)

Εάν ξεκινήσουμε με ένα ζεύγος τιμών (x0, y0) που ορίζουν ένα σημείο στο επίπεδο που αντιστοιχεί στο
z0 = x0 + i y0 , μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την σχέση
z1 = f(x0) = z02 + c
για να δημιουργήσουμε ένα «σημείο εικόνας» (xo, yo) το :

(x1 , y1) = ({x02 - y02 + a}, {2 x0 y0 + b})

Ήδη έχουμε δει ότι η δημιουργία ενός αντικειμένου fractal περιλαμβάνει συχνά επανάληψη  ενός ιδιαίτερου κανόνα, τροποποιώντας την αφετηρία σε κάθε στάδιο. Αυτή η περίπτωση δεν είναι εξαίρεση. Εμείς τώρα ξαναεφαρμόζουμε τον κανόνα δημιουργίας για το (x1 , y1) για να βρεθεί ένα δεύτερο σημείο εικόνας (x2 , y2). Αυτή η διαδικασία επαναλαμβάνεται. Υπάρχουν δύο συχνά εμφανιζόμενες εκβάσεις αυτής της διαδικασίας. Είτε η ακολουθία σημείων εικόνας αποκλίνει από την αρχή, δηλαδή οι αποστάσεις των σημείων εικόνας από το σημείο (0, 0) γίνονται όλο και περισσότερο μεγάλες, τελικά προσεγγίζοντας το  άπειρο ή η ακολουθία των σημείων συγκλίνει σε ένα σταθερό σημείο. Υπάρχουν άλλες περιπτώσεις, όπως ένας πεπερασμένος κύκλος σημείων που επαναλαμβάνονται, αλλά οι αποκλίνουσες και συγκλίνουσες ακολουθίες είναι αυτές που παρατη-ρούνται συχνότερα. Εάν το c είναι καθορισμένο, τα σημεία (x0, y0) που λειτουργούν ως αφετηρίες για μια τέτοια συνάρτηση μπορούν να διαιρεθούν σε δύο σύνολα, το σύνολο των σημείων για τα οποία η ακολουθία αποκλίνει, και το σύνολο για το οποίο η ακολουθία δεν αποκλίνει. Εκείνα τα σημεία που οδηγούν στις όχι αποκλίνουσες ακολουθίες αλλά που βρίσκονται δίπλα στα σημεία που δημιουργούν τις αποκλίνουσες ακολουθίες αποτελούν το σύνολο Julia για μια συγκεκριμμένη τιμή του c. Το σύνολο Julia είναι το όριο μεταξύ των  τιμών (x0, y0) και των αποκλινουσών τιμών του (x0, y0), οι οποίες βρίσκονται ακριβώς μέσα στο σύνολο των όχι αποκλινουσών τιμών. Μπορεί να θεωρηθεί ως η «λεπτή κόκκινη γραμμή» που υπερασπίζεται το όχι αποκλίνον σύνολο από το αποκλίνον σύνολο. Το πλήρες σύνολο όχι αποκλινουσών αρχικών τιμών  (x0, y0) καλείται «γεμάτο» σύνολο Julia [Doua86]

 Αυτό το σύνολο είναι fractal από τη φύση του, πράγμα που επεξηγεί τη δυσκολία που οι πρώτοι εξερευνητές του αντιμετώπισαν στον καθορισμό του. Το καταπληκτικό της ανάπτυξης των Julia και Fatou είναι ότι αυτοί δεν είχαν κανένα από τα σύγχρονα εργαλεία των γραφικών με Η/Υ για να επεξηγήσουν την εργασία τους. Αυτοί ανέπτυξαν αφηρημένα κατασκευάσματα που δεν είδαν ποτέ σχηματισμένα. Χρειάστηκε η διορατικότητα του Mandelbrot για να δούμε τον τρόπο με τον οποίο η εργασία τους θα μπορούσε να δημιουργήσει συναρπαστικές εικόνες. 

Η άμεση μέθοδος για τη παραγωγή γραφικών σε υπολογιστές του συνόλου Julia σε μια συσκευή ράστερ περιλαμβάνει τον επαναλαμβανόμενο υπολογισμό της συνάρτησης


 f (z) =  z2 + c  .
Η περιοχή του μιγαδικου επιπέδου για το οποίο απαιτείται η απεικόνιση αποφασίζεται επιτρέποντας στις συντεταγμένες  (x0, y0) που αντιστοιχούν στο κέντρο κάθε εικονοκυττάρου της συσκευής να υπολογισθεί. Για κάθε εικονοκύτταρο, που χρησιμοποιεί «τη διεύθυνσή του» (x0, y0) για να παραχθεί το  z0 = x0 + i y0
υπολογίζεται σαν αρχική τιμή το  z1 = f(z0)

Εάν η απόσταση του z1 από την πηγή είναι μεγαλύτερη από κάποια αυθαίρετα «μεγάλη» τιμή (το 10 προτείνεται από τους Peitgen και Richter [Peit86]), η απόφαση είναι για το άν το σημείο (x0, y0) βρίσκεται εξωτερικά από το σύνολο  Julia (είναι λογικότερο να χρησιμοποιηθεί το τετράγωνο αυτής της απόστασης, x12 + y12, για αυτήν την σύγκριση με το τετράγωνο της «μεγάλης» τιμής δοκιμής, κατά συνέπεια γλυτώνουμε χρόνο υπολογισμού αφού δέν χρειάζεται να υπολογίσουμε την τετραγωνική ρίζα). Διαφορετικά, ο υπολογισμός zn = f (zn-1) εκτελείται κατά τρόπο επαναλαμβανόμενο, χρησιμοποιώντας κάθε φορά το αποτέλεσμα του υπολογισμού του προηγούμενου σταδίου ως εισαγωγή στη συνάρτηση f (z).

Μετά από έναν καθορισμένο αριθμό επαναλήψεων αυτής της διαδικασίας (200 προτείνονται από Peitgen και Richter [Peit86]), εάν η απόσταση του f (zn)  από την αρχή δεν είναι ακόμα μεγάλη, το συμπέρασμα είναι ότι το σημείο (xo. yo) που αντιστοιχεί στο εικονοκύτταρο βρίσκεται μέσα στο «γεμάτο» σύνολο Julia, και στο εικονοκύτταρό του διατίθεται αναλόγως ένα χρώμα. Σημεία για τα οποία η τιμή f(zn) τελικά γίνεται «μεγάλη» σύμφωνα με το κριτήριό μας είναι εξωτερικά του συνόλου Julia.

Στα αντίστοιχα εικονοκύτταρά τους μπορεί είτε να δοθεί ένας σταθερός κώδικας χρώματος είτε μπορούν να χρωματιστούν σύμφωνα με τον αριθμό σταδίων n που χρειάστηκκαν για να φθάσουν στη «τιμή διαφυγής»,  παράγοντας  μερικά συναρπαστικά σχέδια. 

Αυτή η μέθοδος είναι υπολογιστικά εντατική και εμφανώς αργή για τις εικόνες υψηλής ακρίβειας που απαιτούν ένα εκατομμύριο τέτοιων επαναλαμβανόμενων υπολογισμών. Μια λεπτομερέστερη προσέγγιση εξαρτάται από την εκτίμηση αυτού που συμβαίνει στις αφετηρίες που βρίσκονται κοντά στο απαραίτητο σύνολο Julia. Εάν αρχίζουμε με ένα σημείο (xo, yo) που βρίσκεται ακριβώς στην εξωτερική όψη του σύνολου Julia, η ακολουθία των σημείων που παράγεται αποκλίνει από το σύνολο. Εάν αρχίζουμε με ένα σημείο ακριβώς μέσα στο σύνολο Julia. η ακολουθία σημείων παραμένει πάντα μέσα στο σύνολο, συνήθως συγκλίνοντας προς ένα σταθερό σημείο κάπου μέσα στο «γεμάτο» σύνολο Julia. Εάν θα μπορούσαμε να αντιστρέψουμε αυτήν την διαδικασία θα δημιουργούσαμε μια ακολουθία σημείων που θα πλησίαζε το όριο του συνόλου Julia, ανεξάρτητα από την αφετηρία μας. Εάν η αφετηρία (xn, yn) που αντιπροσωπεύει το zn  ήταν εξωτερικά, η ακολουθία zn-1, zn-2, … θα πλησίαζε το εξωτερικό όριο, διαφορετικά η ακολουθία θα πλησίαζε το εσωτερικό όριο.

 Το πρόβλημα είναι να βρεθεί ένας τρόπος αντιστροφής της  ακολουθίας των  σημείων. 

Η αρχική ακολουθία μας εξαρτήθηκε από τον υπολογισμό του zn  από το zn-1  χρησιμοποιώντας τον τύπο 

zn  =  zn-12  +  c
Για να  αντιστρέψουμε τη διαδικασία πρέπει να βρούμε την τιμή του  zn-1   για μια δεδομένη τιμή του  zn
Οι  δύο τιμές του zn-1 είναι:



        __________

        __________ 
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 =
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ή
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Η  μέθοδος που ακολουθήσαμε  για την εύρεση του συνόλου Julia συνεχίζει ως ακολούθως:

 Δοθούσης μιας αυθαίρετης αφετηρίας zn  υπολογίστε μια τιμή του zn-1 , με επιλογή του προσήμου συν ή μείον  τυχαία. Επαναλάβετε αυτήν την διαδικασία για ένα καθορισμένο αριθμό φορών, χρησιμοποιώντας την υπολογισμένη τιμή από το προηγούμενο στάδιο ως αφετηρία για τον υπολογισμό σε κάθε στάδιο.

Η τελική τιμή του zο που υπολογίζεται πρέπει να αντιπροσωπεύσει ένα σημείο κοντά στο όριο του συνόλου Julia. Ένα εικονοκύτταρο που αντιστοιχεί σε εκείνη την τιμή του z0  μπορεί να χρωματισθεί αναλόγως. Η όλη διαδικασία, επαναλαμβάνεται για ένα μεγάλο αριθμό φορών, (αρκετές χιλιάδες),ενώ η διαδικασία τυχαίας επιλογής του συν ή πλήν σε κάθε φάση οδηγεί  σε σχεδιασμό πολλών διαφορετικών σημείων

Εάν αρκετά σημεία χρωματισθούν με αυτόν τον τρόπο, το σύνολο Julia αρχίζει να σχηματίζεται. Συνήθως το περίγραμμα λαμβάνει τη μορφή της  ακτογραμής ενός νησιού (σχήμα 20).

‘Αλλες  μορφές μοιάζουν με φανταστικές επιδείξεις πυροτεχνημάτων στον ουρανό (βλ. σχήμα 21) καθώς και   [Peit86] και [Reev91].

Οι διαφορετικές τιμές της σταθεράς c δίνουν πολλά διαφορετικά σχήματα του συνόλου Julia ,που είναι συνεκτικά ή ολικά μη συνεκτικά σύνολα κα. Εάν ένα σύνολο Julia είναι συνεκτικό, κάθε σημείο εντός του συνόλου μπορεί να συνδέεται  με οποιοδήποτε άλλο σημείο μέσα στο σύνολο με μια καμπύλη η οποία βρίσκεται εντελώς μέσα στο σύνολο. Αυτό είναι ο τύπος ακτογραμμής που περιγράφεται ανωτέρω, με το όριο να εσωκλείει ένα σχήμα που θυμίζει νησί. Άλλες τιμές του c δίνουν τα αποσυνδεμένα σύνολα, που σχηματίζουν μια «σκόνη» χωριστών σημείων στο  δισδιάστατο χώρο, θυμίζοντας το τρίγωνο Sierpinski και το σύνολο του Cantor [Peit86 Doua36 Reev91].

Οι Julia και Fatou ανέπτυξαν τη θεωρία τέτοιων συνόλων το 1918 [Doua86], πολύ πριν να είναι διαθέσιμες οι τεχνικές των γραφικών με υπολογιστές για να επιδείξουν τις εικόνες που μας συναρπάζουν σήμερα. Ανέπτυξαν τις αφηρημένες θεωρίες αυτών των κατασκευών που δεν είδαν ποτέ σχηματισμένες.

Η έμπνευση του Mandelbrot ήταν στη  χρησιμοποίηση των γραφικών με Η/Υ για να επεξηγήσει τέτοια σύνολα, που οδηγούν στην παραγωγή με τη χρήση υπολογιστών του διάσημου συνόλου το όποιο φέρει την επωνυμία του. Η βάση αυτής της εργασίας είναι η μιγαδική συνάρτηση 

f (z) =  z2 + c

Δεν υπάρχει κανένας λόγος για τον οποίο τέτοιες τεχνικές δεν θα έπρεπε να δώσουν εξίσου ενδιαφέροντα αποτελέσματα με άλλες συναρτήσεις. Ο Dominic Reeve χρησιμοποιεί [Reev91] και τις δύο μεθόδους που προτάθηκαν ανωτέρω και επιδεικνύουν πώς η αλλαγή της δύναμης του z δίνει διαφορετικά αποτελέσματα. Εάν χρησιμοποιήσουμε  άλλες δυνάμεις του z,  υπάρχει μια μεγαλύτερη επιλογή τιμών για τη συνέχιση της ακολουθίας. Παραδείγματος χάριν, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση

f (z) =  zk + c

έχουμε k πιθανές τιμές του zn-1 για κάθε zn έτσι ώστε η τυχαία επιλογή σε κάθε στάδιο να είναι από ένα μεγαλύτερο σύνολο δυνατοτήτων. Ο Clirtbrd Pickover έχει πειραματιστεί με ένα ευρύ φάσμα συναρτήσεων, παράγοντας πολλές συναρπαστικές εικόνες που μοιάζουν με πρωτόγονες βιολογικές μορφές ζωής που καλεί biomorphs [Pick86]. 
O Mandelbrot 

Παρόλο που δώσαμε στην εργασία μας έμφαση στην «προϊστορία» των fractals, είναι αδύνατο αυτή να ολοκληρωθεί χωρίς μια συνοπτική περιγραφή του συνόλου που φέρει την επωνυμία του Benoit Mandelbrot.

Αυτό κάλλιστα έχει τεκμηριωθεί και διευκρινιστεί αλλού (παραδείγματος χάριν, στους Peitgen και Richter [Peit86]), έτσι η συζήτηση εδώ θα είναι συνοπτική. 

Το σύνολο Mandelbrot μπορεί να καθοριστεί από τη σχέση του με τα σύνολα Julia. Το προηγούμενο τμήμα περιγράφει δύο μορφές συνόλου αυτού, ανάλογα με την τιμή του σταθερού c που επιλέγεται: συνεκτικά, και μη συνεκτικά. Το σύνολο Mandelbrot είναι το σύνολο τιμών του c για τις οποίες τα σύνολα Julia συνεκτικά. Εάν επιλέξουμε ένα σημεíο στο σύνολο Mandelbrot . τότε το σύνολο Julia θα είναι συνεκτικό[Peit86],[ Reev91].

Υπάρχει ένας εναλλακτικός και ισοδύναμος ορισμός που συνήθως  χρησιμοποιείται για να δημιουργηθούν εικόνες του συνόλου Mandelbrot. Ο Adrien Douady εξηγεί οτι αυτή η ομοιότητα είναι το αποτέλεσμα ενός θεωρήματος που αποδεικνύεται  ανεξάρτητα από τους Fatou και Julia το 1919 [Doua86]. Η προκύπτουσα μέθοδος είναι παρόμοια με εκείνη που χρησιμοποιείται για την εμφάνιση των συνόλων Julia  σε μια συσκευή ράστερ, όταν η συνάρτηση 




f (z) =  z2 + c

χρησιμοποιείται για να δημιουργήσει ακολουθίες από τις μιγαδικες τιμές  z0, z1, z2,… που αντιστοιχούν σε σημεία στο επίπεδο(x, y) για μια δεδομένη τιμή του c, με το εικονοκύτταρο που αντιστοιχεί στο αρχικό σημείο  zo να χρωματίζεται σύμφωνα με τις ιδιότητες της ιδιαίτερης ακολουθίας. Για τη δημιουργία μιας εικόνας του συνόλου Mandelbrot, η αφετηρία z0 τίθεται στο 0 αντιστοιχιζόμενη έτσι στην αρχή του μιγαδικου επιπέδου (0, 0). Οι ακολουθίες zo, z1, z2,… υπολογίζονται με τον ίδιο τρόπο όπως με το σύνολο Julia, εκτός από το ότι η θέση του pixel φτιάχνεται έτσι ώστε να αντιστοιχεί στη σταθερa c.

Μια περιοχή του μιγαδικου επιπέδου επιλέγεται για να αντιστοιχεί στο τμήμα που χρησιμοποιείται για την επίδειξη ράστερ, και μια σταθερά c υπολογίζεται που είναι αντίστοιχη στο κέντρο κάθε εικονοκυττάρου. Κατόπιν, εάν η ακολουθία που καθορίζεται ανωτέρω συγκλίνει, το σημείο που αντιστοιχεί στο c, βρίσκεται μέσα στο σύνολο Mandellrot. Εάν αποκλίνει, το σημείο που αντιστοιχεί στο c, είναι εξωτερικό  του συνόλου Mandelbrot, και το εικονοκύτταρό του να είναι χρώμα που κωδικοποιείται σύμφωνα με τον αριθμό σταδίων που η ακολουθία χρειάσθηκε για να φθάσει στη «απόσταση διαφυγής» από την αρχή.

Οι εικόνες των διάφορων περιοχών του μιγαδικόυ επιπέδου είναι τώρα γνωστές [Peit86], αν και μόλις το Μάρτιο του 1980 ο Benoit Mandelbrot έλαβε τις πρώτες μουντές εικόνες του συνόλου Mandelbrot  σε μια αρκετά πρωτόγονη συσκευή εξόδου [Mand86]. Μερικές περιοχές έχουν γίνει δημοφιλείς , παραδείγματος χάριν «η κοιλάδα του ιπποκάμπου». Η γνωστή fractal ιδιότητα της απειροελάχιστης υποδιαιρεσιμότητας, είναι ένα χαρακτηριστικό γνώρισμα αυτών των εικόνων. Εάν οι περιοχές υποδιαιρούνται σε μικρότερα και μικρότερα μέρη, δεν υπάρχει καμία απώλεια λεπτομέρειας με όλο και περισσότερο περίπλοκα σχέδια να αποκαλύπτονται.
Καταρχάς  το σύνολο εμφανίζεται να έχει διάφορα απομακρυσμένα νησιά των οποίων η δομή είναι παρόμοια με της κύριας περιοχής. Εντούτοις, έχει αναφερθεί ότι το σύνολο Mandelbrot είναι συνεκτικό, γιαυτό αυτές οι απομακρυσμένες περιοχές ενώνονται με το κύριο μέρος με λεπτά ινίδια που αποκαλύπτονται στην υψηλότερη ανάλυση απεικόνισης. Αυτό έρχεται σε σύγκριση με τον τρόπο με τον οποίο ένας ιστορικός τέχνης μπορεί να μελετήσει τα κτυπήματα του πινέλου ενός σημαντικού ζωγράφου. Χρησιμοποιώντας ένα μεγεθυντικό φακό σε ένα τέτοιο σχήμα αποκαλύπτεται η τεχνική λεπτομερώς. Αλλά εάν η ισχύς που χρησιμοποιούμε για την μεγέθυνση αυξάνει, επιτυγχάνεται τελικά ένα στάδιο όπου δεν υπάρχει άλλη λεπτομέρεια για να αποκαλυφθεί το μικροσκόπιο εστιάζει σε μια περιοχή ενός ενιαίου χρώματος. Αυτό δεν μπορεί να συμβεί σε εικόνες του συνόλου Mandelbrot και άλλων fractal κατασκευασμάτων, καθώς η λεπτομέρεια συνεχίζεται σε μια απειροελάχιστη κλίμακα.

Η διάσταση fractal 

Επιστρέφουμε τώρα στον ορισμό του Mandelbrot για τα fractals όπως αναφέρεται στο πρώτο τμήμα αυτού του εγγράφου, με την ελπίδα οτι η έκθεση στα αντικείμενα αυτά θα οδηγήσει σε καλύτερη κατανόηση της έννοιας της διάστασης  fractal. Στο σύμπαν του Ευκλείδη ή του Νεύτωνα, ορίζεται καθαρά η dimensionality διαστασιμότητα. ‘Ενα σημείο, έχει διάσταση μηδέν. Μία γραμμή ευθεία ή καμπύλη έχει διάσταση ένα.

Οποιοδήποτε σημείο στη γραμμή μπορεί να αντιπροσωπευθεί από μια ενιαία παράμετρο, παραδείγματος χάριν η απόστασή του σύμφωνα με τη γραμμή από ένα σταθερό σημείο. Ομοίως, τα σημεία σε ένα επίπεδο ή οποιαδήποτε κανονική κυρτή επιφάνεια μπορούν να αντιπροσωπευθούν από δύο τιμές, παραδείγματος χάριν (Χ, Υ) συντεταγμένες σε ένα καρτεσιανό επίπεδο, ή το γεωγραφικό πλάτος και το γεωγραφικό μήκος στην επιφάνεια μιας σφαίρας, που καθιστά τέτοιες επιφάνειες δισδιάστατες. Η νευτώνεια περιγραφή του διαστήματος που ζούμε είναι τρισδιάστατη. Οποιοδήποτε σημείο στον κόσμο μας μπορεί να βρεθεί από τρεις τιμές, παραδείγματος χάριν τις καρτεσιανές συντεταγμένες (Χ, Υ, Ζ). Οι μαθηματικοί έχουν κατασκευάσει άλλους χώρους με ανάλογη επέκταση των νόμων που κυβερνούν τα διαστήματα χαμηλότερης διάστασης σε αυτά μεγαλύτερης διάστασης (το βιβλίο Abbott [Abbo84] περιέχει μια διασκεδαστική συζήτηση τέτοιων ιδεών). Οι χώροι μεγαλύτερης  διάστασης δεν μπορούν να απεικονιστούν, αλλά έχουν αποδειχθεί χρήσιμοι σε διάφορα πλαίσια, παραδείγματος χάριν στην ανάπτυξη των λογικών splines [Pieg87]. Οι διαστάσεις όλων αυτών των χώρων είναι μη αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί, 0, 1, 2. 3,… 

Μερικά από τα πιό περίπλοκα σύνολα που έχουμε συζητήσει ανωτέρω δεν στέκουν λογικά σε τέτοιους χώρους πεπερασμένης διάστασης . Εξετάστε το σύνολο Cantor. Επειδή αποτελείται από ένα σύνολο από χωριστές μεμονωμένες τιμές θα μπορούσε να θεωρηθεί οτι έχει διάσταση μηδέν. Ακόμα έχει μια ένα προς ένα αντιστοιχία με το σύνολο όλων των τιμών στην ευθεία των πραγματικών στο διάστημα [0, 1], το οποίο είναι προφανώς ένα μονοδιάστατο σύνολο. Η καμπύλη του Koch μπορεί να φαίνεται οτι είναι μονοδιάστατη σύμφωνα με το ανωτέρω επιχείρημα. Ωστόσο, τα σημεία κατά μήκος της καμπύλης, δεν μπορούν να αντιστοιχιστούν με ένα αριθμό που εκφράζει τις αποστάσεις τους από ένα σταθερό σημείο, δεδομένου ότι η απόσταση μεταξύ  δύο τυχαίων σημείων στην καμπύλη του Koch είναι άπειρη. Η καμπύλη του Koch δεν γεμίζει το δισδιάστατο χώρο στο οποίο υπάρχει, έτσι δεν μπορεί να είναι δισδιάστατη. Ακόμα, φαίνεται να είναι περισσότερο από μονοδιάστατη. Παρόμοια προβλήματα εμφανίζονται κατά το εξέταση των αντικειμένων  Sierpinski και τα αντικείμενα fractal που υπάρχουν στο τρισδιάστατο χώρο, όπως το σφουγγάρι Sierpinski και το τετράεδρο. Οι Courant και Robbins [Cour69] ασχολούνται με τα προβλήματα που αντιμετώπισε ο Poincare με αυτήν την έννοια, αλλά δεν προτείνουν τίποτα άλλο από την ύπαρξη μιας ολόκληρης αριθμημένης διάστασης. 

Φαίνεται να υπάρχει η ανάγκη ύπαρξης μιας κλασματικής διάστασης που να περιγραφεί τη δομή τέτοιων κατασκευών.

Αυτό παρέχεται από τη «διάσταση fractal», ή τη «διάσταση Hausdorff» [Voss88]. Προκειμένου να προσεγγιστεί αυτό, θεωρήστε τον τρόπο με τον οποίο η διάσταση μπορεί να περιγραφεί για λίγα περισσότερα κανονικά σχήματα, παραδείγματος χάριν ένα τετράγωνο ή ένα τρίγωνο. 

Αυτά υπάρχουν στο δισδιάστατο χώρο και είναι κατάλληλα δισδιάστατα. Θα συζητάμε αυτό στο πλαίσιο των αντικειμένων fractal, τα οποία έχουν την ιδιότητα της αυτο-ομοιότητας το οποίο σημαίνει οτι μικρά τμήματα των αντικειμένων περιέχουν, υπό κάποια έννοια, τις μειωμένες εκδόσεις ολόκληρου του αντικειμένου (εξετάστε τον ανάλογο τρόπο με τον οποίο ολόκληρα φυτά μπορούν να κλωνοποιηθούν από τα μικρά απορρίματα του υλικού φύλλων). Τα τετράγωνα και τα τρίγωνα μπορούν να υποδιαιρεθούν κατά αυτόν τον τρόπο για να περιέχουν τα μειωμένα αντίγραφα τους (σχήματα 11 και 12). Και τα τετράγωνα και τα τρίγωνα μπορούν να υποδιαιρεθούν σε τέσσερα αντίγραφα στη κλίμακα ½, εννέα αντίγραφα στην κλίμακα l/3, 16 αντίγραφα στη κλίμακα ¼. Σε κάθε περίπτωση, εάν ο αριθμός των αντιγράφων είναι Ν και ο παράγοντας κλίμακας είναι f, έχουμε τη σχέση :
N= (1/f )2
Ένας κύβος μπορεί να υποδιαιρεθεί σε οκτώ αντίγραφα στην κλίμακα ½ , 27 αντίγραφα στην κλίμακα 1/3 (θεωρήστε τον κύβο Rubik),… Τώρα η σχέση μεταξύ και Ν και f, γίνεται:

N= (1/f )3
Η δύναμη του 1/f δείχνει τη διάσταση του αντικειμένου. Μπορούμε να γενικεύσουμε. Εάν το αντικείμενο μπορεί να υποδιαιρεθεί σε Ν αντίγραφά του στην κλίμακα f, η διάστασή του είναι η τιμή D που ικανοποιεί τη σχέση

N= (1/f )D
Το D μπορεί να ληφθεί άμεσα με τη λήψη των λογαρίθμων όπως  
[image: image6.png]_ log(N)
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Εξετάστε αυτό όταν εφαρμόζεται σε μερικά από τα αντικείμενα fractal που παράγονται νωρίτερα. Το σύνολο Cantor περιέχει δύο του αντίγραφα στην κλίμακα l/3, κατά συνέπεια η διάστασή του είναι 

D = log(2) / log(3) = 0,6309…
σε τέσσερις δεκαδικές θέσεις, μια όχι ακέραια διάσταση μεταξύ 0 και 1, η οποία είναι αυτή που ο ανωτέρω συλλογισμός μας θα μας οδηγούσε να αναμένουμε. Για την καμπύλη του Koch έχουμε τέσσερα αντίγραφα στην κλίμακα 1/3. Κατά συνέπεια

D = log(4) / log(3) = 1,2619…
σε τέσσερις δεκαδικές θέσεις, μια όχι ακέραια διάσταση μεταξύ 1 και 2. Το τρίγωνο Sierpinski περιέχει τρία αντίγραφα σε κλίμακα ½  έχει έτσι έχει διάσταση :

D = log(3) / log(2) = 1,5850…
σε τέσσερις δεκαδικές θέσεις. Εκτεινόμενο πέρα από τις δύο διαστάσεις, το σφουγγάρι Sierpinski έχει 20 πανομοιότυπα αντίγραφα στην κλίμακα l/3, που δίνει τη διάσταση 

D = log(20) / log(3) = 2,7268…
σε τέσσερις δεκαδικές θέσεις. Αυτή η μέθοδος λειτουργεί πολύ καλά για τα αντικείμενα που περιέχουν τα ακριβή τους υποαντίγραφα αλλά λίγα αντικείμενα συμπεριφέρονται,τόσο καλά ακόμα κι αν έχουν τις ακριβείς διαστάσεις ακέραιων αριθμών. Ο ορισμός του Hausdorff υπερνικά αυτό το πρόβλημα. Χρησιμοποιεί την έννοια μιας «γειτονιάς», η οποία για τους σκοπούς μας μπορεί να θεωρηθεί ως μικρή περιοχή  κανονικής μορφής που κεντράρεται σε ένα ιδιαίτερο σημείο. Στο κανονικό μονοδιάστατο χώρο μια γειτονιά είναι ένα μικρό τμήμα γραμμής, στις δύο διαστάσεις είναι ένας μικρός κύκλος, στις τρεις μια μικρή σφαίρα, με κάθε μια να έχει ώς σημείο αναφοράς το κέντρο του. Φανταστείτε το αντικείμενό σας να βρίσκεται σε ένα ιδιαίτερο χώρο για παράδειγμα η καμπύλη του Koch θα καθόταν μέσα σε ένα δισδιάστατο χώρο. Τώρα καλύψτε το αντικείμενο με γειτονιές ενός ιδιαίτερου μεγέθους. Υποθέστε ότι παίρνει τη Ν1 τέτοιες γειτονιές για να το καλύψουν εντελώς, δηλαδή όλα τα σημεία του αντικειμένου βρίσκονται μέσα μια από τις γειτονιές Ν1 όταν τακτοποιούνται κατάλληλα. Εκτελέστε ίδια άσκηση πάλι, αυτή τη φορά με τις γειτονιές να αυξομειώνονται κατά έναν παράγοντα f. Υποθέστε ο αριθμός γειτονιών που απαιτούνται αυτή τη φορά είναι Ν2. Σαφώς, οι τιμές των Ν1 και Ν2 εξαρτώνται κατά κάποιο τρόπο από τα μεγέθη των γειτονιών και τον τρόπο με τον οποίο ταιριάζουν στη γενικά μορφή και το μέγεθος του αντικειμένου. Δεν υπάρχει κανένας ακριβής τύπος για τη σχέση μεταξύ αυτών των τιμών, αλλά εάν οι γειτονιές είναι πολύ μικρές μια περιοριστική αναλογία για το Ν2 και το Ν1 εξαρτώνται από τον παράγοντα f, κατά τον οποίο οι γειτονιές αυξομειώνονται .Ο Felix Hausdorff (1868-1942) καθόρισε τη διάσταση του αντικειμένου ως D όπου, στο όριο για άπειρα μικρές γειτονιές, 
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δίνοντας κατά συνέπεια το D ως περιοριστική τιμή 

[image: image8.png]log (V2/ Ny )
= Thos(l/f)




 Αυτό αφορά την ανωτέρω συζήτηση για ακριβώς αυτοαναδιπλώμενα αντικείμενα. Θεωρείστε ένα αντικείμενο που έχει Ν αντίγραφά του, κάθε ένας με παράγοντα κλίμακας αυξομείωσης f. Εάν χρειάζονται Ν1 γειτονιές ενός ιδιαίτερου μεγέθους για να καλύψουν το αντικείμενο, τότε χρειάζονται επίσης Ν1 γειτονιές στην κλίμακα f των αρχικών γειτονιών για να καλυφθεί ένα αντίγραφο του αντικειμένου. Κατά συνέπεια, ολόκληρο το αντικείμενο μπορεί να καλυφθεί από Ν2 = ΝΝ1 γειτονιές που είναι f φορές το μέγεθος του αρχικού. Κατά συνέπεια :

[image: image9.png]log (Na/ V) _ log(NV)
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όπως πριν. 

Για να προσεγγίσουν τη διάσταση Hausdorff ή τη διάσταση fractal ενός φυσικού ή συνθετικού αντικειμένου fractal, οι γειτονιές μπορούν, στην πράξη, να αντικατασταθούν από άλλα μικρά κανονικά σχήματα όπως τα τετράγωνα και οι κύβοι. Παραδείγματος χάριν, για να υπολογίσετε τη fractal διάσταση μιας ακτογραμμής σχεδιάστε έναν χάρτη της ακτής, σε δύο διαφορετικές κλίμακες, επάνω σε ένα τετράγωνο χαρτί. Για την κλίμακα 1, μετρήστε τον αριθμό τετραγώνων που κόβει η ακτογραμμή, στο Ν1. Για την κλίμακα 2 μετρήστε τον αριθμό των τετραγώνων που καταλαμβάνονται από την ακτογραμμή να είναι Ν2. Εάν η κλίμακα 2 είναι f φορές μεγαλύτερη από την κλίμακα 1, τότε το μέγεθος των τετραγώνων για το χάρτη 2 έχει μειωθεί αποτελεσματικά κατά έναν παράγοντα f. Κατόπιν η fractal διάσταση της ακτής μπορεί να υπολογιστεί ως :
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όπως ανωτέρω. Εάν ένας αριθμός από διαφορετικές κλίμακες χρησιμοποιούνται, δεδομένου οτι οι χάρτες είναι κάποιας λογικής ακρίβειας, οι τιμές του D που λαμβάνονται για ένα καθορισμένο κομμάτι της ακτογραμμής fractal είναι εντυπωσιακά παρόμοιες.

Αυτό δεν είναι μια αυστηρή μαθηματική ανάπτυξη της έννοιας της διάστασης του fractal. Ωστόσο, αναμένεται ότι η έννοια έχει διευκρινιστεί αρκετά καλά ώστε να δώσει στον αναγνώστη αρκετή κατανόηση για αυτή .

Φυσικά και συνθετικά Fractals 

Σε αυτό το έγγραφο έχουν δοθεί παραδείγματα αντικειμένων fractal που παράγονταν από μαθηματικούς και καλλιτέχνες πολύ πριν να πρωτοχρησιμοποιηθεί η λέξη «fractal». Τα αντικείμενα Fractal εντούτοις, προηγούνται χρονικώς από όλα αυτά τα χειροποίητα κατασκευάσματα μέσω των εμφανίσεών τους στη φύση. Το σχήμα με τις διακλαδώσεις των φλεβών στο ανθρώπινο σώμα είναι μορφής fractal, το σχήμα σε πολλά φυσικά αναπτυσσόμενα φυτά είχε πάντα fractal ιδιότητες, οι ακτογραμμές και τα σύννεφα μπορούν ανάλογα να θεωρηθούν ως παραδείγματα fractal γεωμετρίας [Voss88]. Τα αντικείμενα fractal που παρουσιάζονται μέχρι τώρα σε αυτό το έγγραφο είναι ντετερμινιστικά. Αν και η τυχαία επιλογή έχει χρησιμοποιηθεί ως μια μέθοδος δημιουργίας μερικών παραδειγμάτων, τα fractals που δημιουργούνται δεν ποικίλλουν. ‘Εχουμε επιλέξει μόνο κάποια σημεία μέσα στα σύνολα fractal για να τα επιδείξουμε κατά τυχαίο τρόπο. 

Η προσομοίωση των φυσικών fractal αντικειμένων περιλαμβάνει την τυχαία παραλλαγή οικοδόμησης του ιδίου στο fractal αντικείμενο. Παραδείγματος χάριν, στο δέντρο του Πυθαγόρα του σχήματος 19 θα ήταν σχετικά απλό να ενσωματωθεί μια τυχαία διαταραχή της γωνίας του τριγώνου σε κάθε επανάληψη, δημιουργώντας κατά συνέπεια ένα ανώμαλο fractal με διακλαδώσεις [Lauw87, Saup88, Saup91]. Με τέτοιες μεθόδους πειστικά ρεαλιστικά αντικείμενα μπορούν να δημιουργηθούν. Το απατηλά απλό δισδιάστατο δέντρο του σχήματος 22    (που δημιουργήθηκε από τον Aurelio Campa στο πολυτεχνείο του Middlesex) μπορεί να συντεθεί σε όμορφες εικόνες όπως το σχήμα 23  και έχει χρησιμοποιηθεί για να ενισχύσει τις ειδάλλως κρύες αρχιτεκτονικές απεικονίσεις. 

Συμπεράσματα

Παρακολουθήσατε μια περιήγηση στην ιστορία των fractal με ανάπτυξη μερικών βασικών ιδεών της θεωρίας αυτής.

Η ανάπτυξη δεν ήταν αυστηρή -υπάρχουν πολλά καλά κείμενα που εκπληρώνουν την ανάγκη για μιά αυστηρότερη επιστημονικά ανάπτυξη (παραδείγματος χάριν, το βιβλίο των Peitgen και Richter [Peit86] έχει διάφορα καλά τεκμηριωμένα μαθηματικά τμήματα, καθώς επίσης και πολλά άλλα τμήματα που είναι εκλαϊκευμένα). Ο σκοπός του παρόντος ήταν να εισαγάγει έναν αριθμό αντικειμένων fractal και να ενεργήσει ως μια προετοιμασία για μια ενδελεχέστερη μελέτη σε αυτά.

Εκείνοι που δεν έχουν ακόμα εμβαθύνει στην παραγωγή των αντικειμένων fractal πρέπει να προσπαθήσουν τις δικές τους παραλλαγές στις μεθόδους που περιγράφηκαν έτσι ώστε να διαπιστώσουν οτι αυτά παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιάφερον και ομορφιά.
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Σχήμα 1: Η βάση των Πενταγώνων Dürer.
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Σχήμα 2. Το χρυσό τρίγωνο ABC που προκύπτει από τα Πεντάγώνα Dürer.
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Σχήμα 3. Ένα Πεντάγωνο Dürer μετά από τέσσερεις υποδιαιρέσεις.
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Σχήμα 4. Μια χτένα του Cantor μετά από πέντε υποδιαιρέσεις
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Σχήμα 6 :
Μία καμπύλη δράκου μετά από 15 περιέλξεις
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Σχήμα 7. Ένα τρίγωνο Sierpinski μετά από πέντε υποδιαιρέσεις
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Σχήμα 8. Ένα χαλί Sierpinski μετά από πέντε υποδιαιρέσεις.
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Σχήμα 9.Τα  Δύο στάδια της δημιουργίας του τετραέδρου Sierpinski.
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Σχήμα 10. Ένα τρίγωνο Sierpinski που δημιουργήθηκε με τη χρησιμοποίηση του «παιχνιδιού του χάους» του Μπάρνσλεϋ.
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Σχήμα 13 : Μία περιοχή μεταξύ πενταγώνων
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Σχήμα 14: ‘Ενα πεντάγωνο fractal
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Σχήμα 15: ‘Ενα εξάγωνο fractal
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Σχήμα 19: ‘Ενα δένδρο του Πυθαγόρα βασισμένο σε ένα τρίγωνο 3,4,5
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Σχήμα 23: 

Το δάσος με ομίχλη του Aurelio Campa
Σχήμα 5. 





Τα Τέσσερα στάδια της παραγωγής μιας καμπύλης Koch.





Σχήμα 11. Υποδιαίρεση ενός τριγώνου σε υποτρίγωνα μισού μεγέθους





Σχήμα 12. 


Υποδιαίρεση ενός τετραγώνου σε υποτετράγωνα μισού μεγέθους





Σχήμα 16:





‘Ενα δωδεκάγωνο fractal





Σχήμα 17: 


Tα πεντάγωνα του Dürer με κενό κεντρικό τομέα





Σχήμα 18:


Χαοτικό Παίγνιο βασισμέρνο σε τετράγωνο με συντελεστή συρρίκνωσης 1/3





Σχήμα 20: 


‘Ενα συνδεδεμένο σύνολο Julia για c = 0.1 – 0.6 * i  χρησιμοποιώντας 20.000 τυχαία επιλεγμένα σημεία





Σχήμα 21: 


‘Ενα αποσυνδεδεμένο σύνολο Julia για 


c = 0,1 – 0,8 * i  χρησιμοποιώντας 20.000 τυχαία επιλεγμένα σημεία





Σχήμα 22: 





‘Ενα δισδιάστατο δένδρο fractal


που δημιουργήθηκε από τον 


 Aurelio Campa 
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