
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΩΝ FRACTALS 

Ασκήσεις ΙI 

1. Έστω {IRd; ω1−Ν} Σύστηµα Επαναλαµβανόµενων Συναρτήσεων (ΣΕΣ). Αποδείξτε ότι 

υπάρχει r>0 τέτοιο ώστε να έχουµε . )r,0(S)r,0(SW
∧∧

⊆⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Λύση

Έστω ότι υπάρχει r>0 τέτοιο ώστε να έχουµε . Οι ω)r,0(S)r,0(SW
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i, i=1, 2, …, N 

είναι συστολές µε συντελεστές έστω si, i=1, 2, …, N, οπότε αν  τότε: )r,0(Sx
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2. α. Να ευρεθεί ΣΕΣ {IRd; ω1−2} του οποίου το σταθερό σηµείο είναι το διάστηµα [0,1] 

β. Ποιο είναι το σταθερό σηµείο του ΣΕΣ {IRd; ω1−9} µε 
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= , i=0, …, 9, x∈IR. 

Λύση

α. Θεωρούµε το ΣΕΣ {IRd; ω1−2} µε x
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η W έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο αυτό θα είναι το [0,1]. 
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β. Έστω το ΣΕΣ {IRd; ω1−9} µε 
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U  και επειδή η W έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο αυτό θα 

είναι το [0,1]. 

3. Έστω το κλασσικό ΣΕΣ το οποίο παράγει την καµπύλη Γ του von Koch. Εάν 

θεωρήσουµε ως αρχικό σύνολο Ι το (α) [(0,0),(1,0)] και (β) το (0,0), σε ποιο βήµα η 

απόσταση Hausdorff της Γ από το Wn(I) γίνεται µικρότερη του 0.001; 

Λύση

Το κλασσικό ΣΕΣ {IR2; ω1−4} το οποίο παράγει την καµπύλη Γ του von Koch, ορίζει µια 

συνάρτηση συστολής W µε συντελεστή s=1/3. 

Γνωρίζουµε επίσης ότι ισχύει: ( ) ( I),I(Wh
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α. Στην περίπτωση που Ι=[(0,0),(1,0)], το W(I) φαίνεται από το 

διπλανό σχήµα ενώ εύκολα µπορούµε να υπολογίσουµε ότι 
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Άρα n=6. 

β. Στην περίπτωση που Ι={(0,0)}, το W(I) φαίνεται από 

το διπλανό σχήµα ενώ εύκολα µπορούµε να 

υπολογίσουµε ότι ( )
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Άρα n=7. 
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4. Έστω το κλασσικό ΣΕΣ το οποίο παράγει την καµπύλη του von Koch. 

α. Να ευρεθεί r>0 της άσκησης 1. 

β. Να ευρεθεί Α⊆IR2 ώστε να έχουµε W(A)⊆A και ωi(A)∩ωj(A)=∅, αν i≠j. 

γ. Υπάρχει ΣΕΣ {IR2; }, ώστε οι  να είναι οµοιότητες µε W*
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*
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*(I)=W(I) και 

W*
°W*(I)≠W°W(I), όπου Ι=[(0,0),(1,0)];  

Λύση
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x1=(0,0), x2=(1/3,0), x3=(1/2,1/(2 3 )), x4=(2/3,0) και τα α1=0, α2=1/3, α3=1/ 3 , α4=2/3. 
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β. Επειδή θέλουµε να βρούµε Α⊆IR2 ώστε W(A)⊆A και ωi(A)∩ωj(A)=∅, αν i≠j, 

µπορούµε να θεωρήσουµε ως Α το ανοικτό ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 1, ενώ το W(A) 

φαίνεται στο σχήµα 4β. 
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γ. Αν θεωρήσουµε το ΣΕΣ {IR2; }, ώστε οι  να είναι οµοιότητες µε , 
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4 ωω = 2, ω3 και ω4 να είναι οι οµοιότητες του κλασσικού ΣΕΣ που 

παράγει την καµπύλη του von Koch και  
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τότε όπως εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε από τα παρακάτω σχήµατα για το 

Ι=[(0,0),(1,0)] είναι W*(I)=W(I) και W*
°W*(I)≠W°W(I). 

  

 

5. 
 

Να ορίσετε ΣΕΣ που να αποτελείται από οµοιότητες µε τρόπο κατάλληλο, ώστε το 

W°W(I) W*
°W*(Ι)

Ι=[(0,0),(1,0)] να απεικονίζεται µέσω της W στην πολυγωνική γραµµή που διέρχεται από 

τα σηµεία (0,0), (1/4,1/3), (1/2,0), (3/4,−1/5), (1,0) και να σχεδιάσετε το σύνολο W°W(I). 

Λύση

Για να προσδιορίσουµε τις οµοιότητες του ζητούµενου ΣΕΣ αρκεί να σκεφτούµε ότι κάθε 

µία από αυτές θα απεικονίζει το Ι µε τη σειρά στα ευθύγραµµα τµήµατα που αποτελούν 

τη δοσµένη πολυγωνική γραµµή έτσι ώστε η ένωσή τους να δίνει ολόκληρη την 

πολυγωνική γραµµή (η οποία χρωµατίζεται µε µπλε στο παρακάτω σχήµα). Έτσι λοιπόν 

χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις γνώσεις από την γραµµική άλγεβρα, έχουµε ότι: 
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και εποµένως το ζητούµενο ΣΕΣ είναι το {IR2; ω1−4}. Το σύνολο W°W(I) φαίνεται επίσης 

στο παρακάτω σχήµα (η πολυγωνική γραµµή που χρωµατίζεται µε κόκκινο). 
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