
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΩΝ FRACTALS 

Ασκήσεις Ι 

1. Αν Α=[−1,2]×[2,3], Β=[1,2]×[−1,1] και , υπολογίστε τις αποστάσεις Hausdorff 

των συνόλων αυτών ανά δύο. 
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Λύση 

Από το διπλανό σχήµα µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε ότι: 

22)B,A(d~ =  και 3)A,B(d~ = , εποµένως  
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2. Να βρείτε σύνολα Α, Β, Γ∈ H (IR2) ώστε Α⊂Β⊂Γ και να ισχύει h(A,B)=h(A,Γ)=h(B,Γ). 

Λύση 

Αν θεωρήσουµε τα σύνολα  

Α=[0,1]×[−1,1], Β=[−1,1]×[−1,1] και Γ=[−1,2]×[−1,1]∈ H (IR2) 

είναι Α⊂Β⊂Γ, όπως φαίνεται και από το διπλανό σχήµα,  

και ισχύει: 

h(A,B)=h(A,Γ)=h(B,Γ)=1. 
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3. Έστω Α, Β, Γ, ∆∈ H (IR2) µε Α⊆Γ, Β⊆∆. Υπάρχει σχέση µεταξύ των h(A,B)=h(Γ,∆); 

Λύση 

∆εν υπάρχει σχέση µεταξύ των h(A,B)=h(Γ,∆), αφού όπως φαίνεται και από τα 

παρακάτω σχήµατα, είναι δυνατόν να ισχύει h(A,B)>h(Γ,∆) (σχήµα α), αλλά και 

h(A,B)<h(Γ,∆) (σχήµα β). 
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4. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση της διαµέτρου δ: H (IR2)→IR είναι συνεχής. 

Λύση 

Είναι γνωστό ότι η διάµετρος ενός συνόλου Α ορίζεται ως ακολούθως: 

δ(Α)=max{||x−y||, x,y∈Α} 

Έστω Α, Β∈ H (IR2) και h(Α,Β)=γ. Σύµφωνα µε τον ορισµό της h(Α,Β), θα έχουµε: 
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 και όµοια  

από τις οποίες προκύπτει ότι: 
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|δ(Α)−δ(Β)|≤2γ=2h(Α,Β) 

άρα η δ είναι Lipschitz και εποµένως συνεχής. 

5. Έστω Αν, Βν, Α0, Β0∈ H(IRd) και αν, βν, α0, β0∈IR, ν∈IΝ, ώστε , 0νν
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Λύση 

Για την απόδειξη της ζητούµενης σχέσης αρκεί να αποδείξουµε πρώτα τους κάτωθι 

ισχυρισµούς: 

Ισχυρισµός 1 

Αν Α, Β∈ H (IRd) και λ∈IR, τότε h(λΑ,λΒ)=|λ|h(Α,Β). 

Απόδειξη 

Επειδή Α, Β∈ H (IRd), για κάθε α∈Α και β∈Β είναι d(λα,λβ)=|λ|d(α,β) και εποµένως, 
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Ισχυρισµός 2 

Αν Α∈ H (IRd) και λν, λ∈IR, ν∈IΝ, ώστε λν→λ, τότε λνΑ→λΑ. 

Απόδειξη 

Αφού Α∈ H (IRd), το Α είναι συµπαγές και εποµένως ) . Εφόσον τώρα είναι 

λ

r,0(SA
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ν→λ,  

αν ε>0 υπάρχει ν0∈IΝ, ώστε | λν−λ|r<ε , για κάθε ν≥ν0. 
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Άρα , για κάθε ν≥ν)1,0(SεΑλΑλν
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+⊆ 0. 

Όµοια αποδεικνύεται ότι , για κάθε ν≥ν)1,0(SεΑλΑλ ν

∧

+⊆ 0, εποµένως  

h(λΑ,λνΑ)≤ε, για κάθε ν≥ν0, δηλαδή λνΑ→λΑ. 

Ισχυρισµός 3 

Αν Αν, Α∈ H (IRd) και λν, λ∈IR, ν∈IΝ, ώστε Αν→Α και λν→λ, τότε λνΑ→λΑ. 

Απόδειξη 

Από την τριγωνική ιδιότητα της µετρικής h, έχουµε: 

h(λνΑ,λΑ)≤h(λνΑν,λνΑ)+h(λνΑ,λΑ)=|λν|h(Αν,Α)+h(λνΑ,λΑ) 

Όµως η ακολουθία λν είναι συγκλίνουσα εποµένως φραγµένη, η h(Αν,Α)→0 αφού 

Αν→Α, ενώ η h(λνΑ,λΑ)→0 από τον ισχυρισµό 2, εποµένως  

h(λνΑ,λΑ)→0, δηλαδή λνΑ→λΑ. 

Ισχυρισµός 3 

Αν Αν, Βν, Α, Β∈ H (IRd), ώστε Αν→Α και Βν→Β, τότε Αν+Βν→Α+Β. 

Απόδειξη 

Εφόσον Αν→Α και Βν→Β,  

αν ε>0 υπάρχει ν0∈IΝ, ώστε 
2
ε)Α,A(h ν ≤  και 

2
ε)Β,Β(h ν ≤ , για κάθε ν≥ν0. 

Αυτό σηµαίνει ότι 

2
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2
εΑA ν +⊆ , για κάθε ν≥ν0,  

2
εBBν +⊆  και 

2
εBB ν +⊆ , για κάθε ν≥ν0, 

από τις οποίες προκύπτει ότι: 

εΒΑBA νν ++⊆+  και εΒΑΒA νν ++⊆+ , για κάθε ν≥ν0, 

δηλαδή ότι h(Αν+Βν,Α+Β)≤ε, για κάθε ν≥ν0. 

Με συνδυασµό των παραπάνω ισχυρισµών το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα. 

6. α. Αν Α, Β∈ H (IRd), αποδείξτε ότι h(conA,conΒ)≤h(Α,Β), όπου con(.) είναι η κυρτή 

θήκη του συνόλου. 

β. Αν Αν∈ H (IRd) είναι συγκλίνουσα ακολουθία κυρτών συνόλων, αποδείξτε ότι το όριο 



είναι κυρτό σύνολο. 

Λύση 

α. Είναι γνωστό ότι η κυρτή θήκη του συνόλου Α, conA, είναι το ελάχιστο κυρτό σύνολο 

που περιέχει το Α. Ακόµα είναι γνωστό από το Θεώρηµα Καραθεοδωρή ότι αν το Α είναι 

συµπαγές στον IRd, τότε και το conA είναι συµπαγές. 

Έστω τώρα, ότι h(Α,Β)=γ, οπότε:  

)1,0(SγconB)1,0(SγBA
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Επειδή είναι και ) , όµοια προκύπτει ότι , η οποία 

σε συνδυασµό µε την προηγούµενη σχέση δίνει ότι: 
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h(conA,conΒ)≤γ=h(Α,Β). 

β. Έστω ότι Αν∈ H (IRd) είναι συγκλίνουσα ακολουθία κυρτών συνόλων µε Αν→Α. 

Αφού τα Αν∈ H (IRd) είναι κυρτά σύνολα, είναι Αν=conAν, ενώ 

h(Aν,conΑ)=h(conAν,conΑ)≤h(Αν,Α)→0 (από το (α.) και επειδή Αν→Α). 

Άρα έχουµε ότι Αν→conΑ και ότι Αν→Α, και λόγω της µοναδικότητας του ορίου έπεται 

ότι conA=A, δηλαδή ότι το Α είναι κυρτό. 

7. Για κυρτά σύνολα Α, Β∈ H (IRd), αποδείξτε ότι h(Α,Β)=h(Α+ε,Β+ε), ε≥0. Ισχύει η σχέση 

αν το Α δεν είναι κυρτό; 

Λύση 

Έστω τα κυρτά σύνολα Α, Β∈ H (IRd) και ότι h(Α,Β)=γ. Αν ε≥0 και h(Α+ε,Β+ε)=δ, τότε: 

)1,0(SγBA
∧

+⊆  και , οπότε: )

)

)

)

1,0(SγAB
∧

+⊆

)1,0(Sγ)1,0(SεB)1,0(SεA
∧∧∧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⊆⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +  και  1,0(Sγ)1,0(SεΑ)1,0(SεΒ

∧∧∧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⊆⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

και εποµένως δ≤γ. 

Εφόσον h(Α+ε,Β+ε)=δ, είναι: 
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και επειδή τα Α και Β είναι κυρτά, έχουµε: 
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και εποµένως γ≤δ. Άρα γ=δ. 



Προφανώς τα παραπάνω δεν ισχύουν αν το Α δεν είναι κυρτό αφού σε αυτή την 

περίπτωση δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε το νόµο της διαγραφής στη σχέση (*). Αυτό 

γίνεται επίσης φανερό αν θεωρήσουµε Α={0}, Β={1} και 
2
1ε = , οπότε τότε είναι: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=≠=

2
1B,

2
1Ah01)B,A(h . 

8. α. Αποδείξτε ότι , όπου x, y∈IR|rR|||yx||)r,y(S),R,x(Sh −+−=⎟
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d και R, r≥0. 

β. Εάν µια ακολουθία σφαιρών είναι συγκλίνουσα, αποδείξτε ότι το όριο είναι σφαίρα. 

Λύση 

α. Έστω ότι R≥r, τότε: 
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β. Έστω ότι η ακολουθία σφαιρών A∈ H (IR)R,x(S h
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∧
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είναι σφαίρα. Η ακολουθία )  είναι συγκλίνουσα και εποµένως φραγµένη, άρα: R,x(S nn
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, για κάποιο Μ. Από το (α) ερώτηµα της ίδιας άσκησης είναι: 

||xn||+|Rn|≤M, και εποµένως οι ακολουθίες (xn) και (Rn) είναι φραγµένες που σηµαίνει ότι 

υπάρχουν υπακολουθίες  και , ώστε  και , ενώ 
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9. Αποδείξτε ότι κάθε συµπαγές, µη κενού εσωτερικού, σύνολο του IRd περιέχει µια 

τουλάχιστον σφαίρα µεγίστης διαµέτρου (εγγεγραµµένη σφαίρα) και περιέχεται σε µια 

ακριβώς σφαίρα ελαχίστης διαµέτρου (περιγεγραµµένη σφαίρα). 

Λύση 

Έστω Κ≠∅ συµπαγές υποσύνολο του IRd και Κ°≠∅. Έστω επίσης το  
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K)r,x(S  µε IRx:0rI d  

Προφανώς Ι≠∅, Ι⊆IR και το Ι είναι άνω φραγµένο από την διάµετρο δ(Κ) του Κ, 

εποµένως το Ι έχει supremum, έστω supI=r0>0. 

Άρα υπάρχει ακολουθία (rn), ώστε rn→r0 και xn∈IRd :  και εποµένως θα 

υπάρχει υπακολουθία 

K)r,x(S nn ⊆
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Άρα . Εύκολα προκύπτει ότι , εφόσον το Κ είναι 

κλειστό. Εποµένως το Κ περιέχει µια τουλάχιστον σφαίρα µεγίστης διαµέτρου 

(εγγεγραµµένη σφαίρα). 
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Όµοια αποδεικνύεται ότι υπάρχει S
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Έστω ότι είναι  και , οπότε αν α∈Κ, 

του παραλληλ µου έχουµε: 

0 ελάχιστο. Θα 

αποδείξουµε, τώρα, ό ι υπάρχ ι µοναδικό x0∈IRd: )R,x(SK
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⊆ . 
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2
1SK , εποµένως θα πρέπει x0=y0, δηλαδή το Κ 

εται σε µια ακριβώς σφαίρα ελαχίστης δ

Βασιλική Μπακέττα (ΠΜΣ ∆ιδακτικής και Μεθοδολογίας των Μαθηµατικών) 

ικών) 

περιέχ ιαµέτρου (περιγεγραµµένη σφαίρα). 

Γεώργιος Κυριακόπουλος (ΠΜΣ ∆ιδακτικής και Μεθοδολογίας των Μαθηµατ


