ΤΟ ΧΡΥΣΟ FRACTAL ΤΟΥ ... ANA
Η «ΑΝΑ» ΑΚΟΛΟΥΘΙΑ

Θεωρούμε μία ευρεία κλάση από προφορικές ακολουθίες, αλλά για ευκολία, θα επικεντρωθούμε στην πιο τυπική ακολουθία στην οποία θα αναφερόμαστε ως η «Αηα» ακολουθία.

Αυτή η ακολουθία από λέξεις (ή συμβολοσειρές) ορίζεται σε στάδια με επαγωγή. Στο στάδιο 1, ξεκινάμε με την λέξη a. Για να πάρουμε την λέξη στο κ+1 στάδιο, αντικαθιστούμε κάθε εμφάνιση του a στο στάδιο κ με το ana, και κάθε εμφάνιση του n στο στάδιο κ με ann.

Οι  πρώτοι τέσσερις όροι από την ακολουθία Ana , είναι :

a

ana

anaannana

anaannanaanaannannanaannana

Για να δούμε πώς βγαίνει η ακολουθία Ana από ένα προφορικό λόγο, ας παρατηρήσουμε ότι κάθε γράμμα αντικαθίσταται στο επόμενο στάδιο από την περιγραφή του, χρησιμοποιώντας τα αόριστα (αγγλικά) άρθρα, a και an, ανάλογα. Έτσι το a περιγράφεται από το « an a », οπότε και αντικαθίσταται από το  ana  , και το  n περιγράφεται από το « an n » , οπότε και αντικαθίσταται από το ann. (Βοηθάει να λέμε την ακολουθία δυνατά). Για παράδειγμα: το γράμμα a στο πρώτο στάδιο, περιγράφεται ως «an a», οπότε η λέξη στο δεύτερο στάδιο, είναι ana.
 Στο στάδιο 2 , τα γράμματα περιγράφονται ως «an a, an n και an a», οπότε και η λέξη μας θα είναι anaannana  στο τρίτο στάδιο.

Το πλήθος των γραμμάτων στα στάδια 1, 2, 3, 4, είναι : 1, 3, 9, 27, αντιστοίχως. Ας σημειώσουμε ότι, εφόσον κάθε γράμμα αντικαθίσταται από άλλα 3 γράμματα, το πλήθος των γραμμάτων πολλαπλασιάζεται με το 3 στο επόμενο στάδιο. Έτσι, υπάρχουν, 3
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 γράμματα σε κάθε στάδιο.k = 1,2,3,...

Εμφανίζονται λοιπόν διάφορα ερωτήματα όσoν αφορά την Ana ακολουθία. Πώς μεγαλώνει το πλήθος των a και των n ; Ποιος είναι ο λόγος των a  προς τα n σε κάθε στάδιο της κατασκευής ; Τι γίνεται με τις ομοίως οριζόμενες ακολουθίες ; αυτό το paper  απαντά στις περισσότερες από αυτές τις ερωτήσεις.

Ο νόμος κατασκευής της Ana ακολουθίας, συνθέτει ιδέες από την ακολουθία Morse – Thue και τη Look and Say ακολουθία (Λέω ό,τι Βλέπω). Στην ακολουθία Morse – Thue,  ξεκινάμε με  0.  Γενικά, παίρνουμε την συμβολοσειρά του επόμενου σταδίου, αντικαθιστώντας, το 0 και το 1 της τρέχουσας συμβολοσειράς με 01 και 10 αντιστοίχως. Για παράδειγμα, η συμβολοσειρά του δευτέρου σταδίου είναι 01, οπότε στο τρίτο στάδιο θα έχουμε 0110. Εφόσον η συμβολοσειρά του επόμενου σταδίου προεκτείνει την τρέχουσα συμβολοσειρά, ( για παράδειγμα, το 0110 στο τρίτο στάδιο είναι μία προέκταση του 01 του δευτέρου σταδίου ), οπότε οι συμβολοσειρές, μπορούν να θεωρούνται ως συνεχώς επεκτεινόμενα αρχικά από μία άπειρη ακολουθία, την ακολουθία Morse – Thue, η οποία ξεκινά ως εξής : 0, 1, 1, 0, 0, 1...  Αυτή η ακολουθία έχει την έννοια της αυτοομοιότητας, με την έννοια ότι διαλέγοντας κάθε άλλο όρο της ακολουθίας, ξεκινώντας με τον πρώτο όρο, μπορούμε να αναπαράγουμε την αρχική ακολουθία.

Για την ακολουθία  Look and Say, μπορούμε να ξεκινήσουμε μόνον με το 1 (ένα...). Γενικώς, για να πάρουμε τον επόμενο όρο, περιγράφουμε τα ψηφία του τρέχοντα όρου. Για παράδειγμα, ο πρώτος όρος περιγράφεται ως  « ένα 1 », οπότε και    ο δεύτερος όρος, είναι ο 11., οπότε ο τρίτος όρος είναι ο 21 , επειδή ο 11  περιγράφεται ως « δύο 1» . Εν συνεχεία, ο τέταρτος όρος είναι ο 1211 επειδή η περιγραφή μας ήταν, « ένα 2 και ένα 1», οπότε και πέμπτος όρος είναι 111221, κοκ.

2. Το Fractal “Ana”


Θα χρησιμοποιήσουμε την ακολουθία των Ana για να κατασκευάσουμε σύνολο τύπου cantor (ένα “Fractal με μπάρες - παύλες»). Τα “a” αντιπροσωπεύονται από τις μαύρες μπάρες – παύλες και τα “n”με τα λευκά κενά. Ξεκινάμε από το κλειστό διάστημα I σταθερού μήκους L. Για ευκολία, έστω L=1. Σε κάθε k στάδιο, χωρίζω το διάστημα σε 3
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 ίσα υποδιαστήματα, τα οποία αντιπροσωπεύουν τα 3
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 γράμματα στο στάδιο k της ακολουθίας και τα σκιαγραφημένα κομμάτια κάθε Ia υποδιαστήματος, αντιπροσωπεύουν το a. Για π.χ., τα πρώτα 6 στάδια της ακολουθίας, στην κατασκευή, δείχνουν όπως ακόλουθα:






        ...  .. ... ... .... ........ ... ...... .. .... .... ... ... .... ...... . .. ..... . . ...... . . . .... ... ... . . .... . .
( Για την ορθότητα των σχημάτων, παρακαλώ κοιτάξτε το πρωτότυπο paper)
Ο Pickover αναφέρεται σ’ ένα Ana Fractal, και αναρωτιέται για την Fractal διάστασή του, αλλά δεν συγκεκριμενοποιεί το σύνολο το οποίο θεωρεί. Παρακάτω θα δούμε δύο «ερμηνείες» (πιθανά σύνολα) του συνόλου.

1. Έστω A
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 ισούται με την ένωση των σκιαγραφημένων κλειστών υποσυνόλων (που αναφέρονται στα “a”) στο στάδιο k. Η πρωτεύουσα εμφανής ερμηνεία είναι να θεωρήσουμε το σύνολο του Ana Fractal, A, να είναι το σύνολο των σημείων που είναι σε κάθε A
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 σύνολο. Αυτός είναι και ο τρόπος που το σύνολο του Cantor C, ορίζεται. Παρόλα αυτά, είναι εύκολο να δούμε ότι τότε το σύνολο A (του Ana Fractal) θα είναι πανομοιότυπο του συνόλου C, Cantor, του οποίου η διάσταση είναι 
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. (Ένα “a” σε κάποιο επίπεδο, παράγει ένα “ana” στο επόμενο που ισούται με το να «σβήσεις» το μεσαίο 
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 ενός σκιαγραφημένου Ia διαστήματος, ο ίδιος κανόνας που εφαρμόζεται στο σύνολο Cantor. Παρόλο που ένα “n” παράγει ένα “ann”, το νέο “a” δεν βρίσκεται σε όλα τα A
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 (προφανώς, όχι στο προηγούμενο σίγουρα). Έτσι, θα χρησιμοποιήσουμε το ακόλουθο σύνολο ως το «σωστό» σύνολο σ’ αυτό το paper.

2. Εδώ θα θεωρήσω ως σύνολο A, το σύνολο των σημείων που περιέχονται ισομερώς σε όλα τα A
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. Αυτό σημαίνει, ότι ένα σημείο x του I, ανήκει στο A, αν 
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 στάδιο k
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 για το οποίο το x ανήκει σε κάθε A
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 για k 
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]I
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Αυτός ο ορισμός μας επιτρέπει να έχουμε ένα νέο και πιο περίπλοκο σύνολο Α. Για π.χ., στην κατασκευή του C, κανένα σημείο του διαστήματος (
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,
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) του 2ου σταδίου δεν ανήκει στο σύνολο Cantor, C. Για το Α όμως, το n που αντιπροσωπεύει το κενό μεσαίο 
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 του διαστήματός μας στο 2ο στάδιο, παράγει ένα “a”στο υποδιάστημα του Ia (n
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ann), του οποίου Ia, κάποια σημεία του μπορεί να ανήκουν στο σύνολο A. (Θα δείξουμε αργότερα ότι όταν κάποια σημεία του μεσαίου κενού διαστήματος στο 2ο στάδιο, ανήκουν στο A
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k
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3  τότε ανήκουν και στο Α!).


Παρακάτω, θα αναλύσουμε την κατασκευή του Α και θα προσδιορίσουμε την Fractal διάσταση. Για την ακρίβεια, η Fractal διάσταση ορίζεται για τα συμπαγή σύνολα, οπότε θα την ορίσω για την θήκη, κλειστότητα του συνόλου Α, ένα κλειστό και  φραγμένο σύνολο. Συμπεριλαμβάνοντας τα οριακά σημεία του Α στον ορισμό του, το Α γίνεται συμπαγές, τεχνικά. Έτσι κι αλλιώς, ο όρος Fractal σ’ αυτό το paper, αναφέρεται σ’ ένα σύνολο με το χαρακτηριστικό της αυτοομοιότητος.

3. Μερικές απαντήσεις για τον Dr Googol.


Στο βιβλίο του Pickover, “Wonders of Numbers” μπορούμε να βρούμε μια σειρά από φανταστικές ιστορίες. Εκεί μπορούμε να βρούμε τον φανταστικό μαθηματικό, Dr Googol. Θα δώσουμε κάποιες απαντήσεις στα ερωτήματά του.

1. Έστω το a(k) και το n(k) να δηλώνει το πλήθος των “a” και των “n”αντιστοίχως στο k-στάδιο, k=1,2,3...

Οπότε,

Έχω:

a(k)= 
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      και προφανώς lim
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2. Αν χρησιμοποιήσουμε τον αληθοφανή αναγραμματισμό “a   n”στην θέση του “an   n” για να περιγράψουμε το γράμμα n, το I δίνει μία Ana ακολουθία που διαφέρει στα a(k) και n(k) για κάθε k-στάδιο k>1, τα οποία δίνονται από τους διαδοχικούς αριθμούς Fibonacci. Για την ακρίβεια:


a(k) = F(2k-1)


n(k) = F(2k-2)

όπου F(n), δηλώνεται ο η-οστός αριθμός Fibonacci.

Έτσι, το όριο lim
[image: image32.wmf])

(

)

(

k

n

k

a

 = φ = 
[image: image33.wmf]2

5

1

+

,  η χρυσή τομή.

Καλούμε αυτήν την ακολουθία η χρυσή ακολουθία του Ana και το “bar code” fractal (που ορίσαμε προηγούμενα ως σύνολο Α), το ορίζουμε ως το χρυσό Ana Fractal.

Έστω (an)n
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/Ν η ακολουθία Fibonacci που ορίζεται από τις σχέσεις : 

a
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 = 1, a
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 = 1, a
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Θέτω  b
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 την ακολουθία:

b
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 = 
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 , n = 1,2,...

τα πηλίκα των διαδοχικών όρων της an.  Θέλω να δείξω ότι  bn
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]F


Ισχυρισμός 1

(bn)n: φραγμένη

-πράγματι αφού (an): ακολουθία θετικών (αριθμών) όρων, έχω ότι bn>0, n=1,2...

-(an): Αύξουσα και b
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και για n=2,3 έχω: a
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Άρα 
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n=1,2...έχω 0< bn 
[image: image67.wmf]£

2

Ισχυρισμός 2

 Η  (b
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) είναι φθίνουσα και  η (b
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Όμως πρώτα θα πρέπει νδο:

Βασική σχέση
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n=2,3... Ισχύει a
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Με επαγωγή

Παρατηρώ ότι   a
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Υποθ. ότι a
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Οπότε από την βασική σχέση που αποδείξαμε. βγαίνει η μονοτονία των (b
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και αναλόγως για την b
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Από τους Ισχ. 1 (bn:φραγμ) και Ισχ. 2 (
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υπακολ
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μονότονη) και από το γεγονός ότι  κάθε υπακολουθία .είναι φραγμένη προκύπτει ότι οι (b
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Θέτω lim b
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Επίσης από την σχέση a
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n=1,2... έχω ότι
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από την οποία προκύπτουν οι σχέσεις: 

b
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Από σύγκλιση ακολουθιών + Ιδιοτήτων ορίων έχω:


k=1+
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που προκύπτει ότι 
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όπου δεχόμαστε την θετική ρίζα (αφού (bn): ακολ. θετ. αριθμών). 

Οπότε και έχω l = 
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3. Η Fractal διάσταση και των δύο φράκταλς (Ana + χρυσό Ana) ισούται με 1.

4.Η κατασκευή του Χρυσού Ana.

Η κατασκευή του χρυσού Ana βασίζεται πάνω στο γραμματικό λάθος του να αντικαταστήσουμε το n  με το  a n αντί του an n

a

an a

an a a n an a






        ...  .. ... ... .... ........ ... ...... .. .... .... ... ... .... ...... . .. ..... . . ...... . . . .... ... ... . . .... . .

( Για την ορθότητα των σχημάτων, παρακαλώ κοιτάξτε το πρωτότυπο paper)

Έτσι, με αυτό το γραμματικό λάθος (an “en” και όχι a “en”) βγάλαμε  μια πολύ πιο ενδιαφέρουσα ακολουθία που συγκλίνει στο 
[image: image133.wmf]F

.


Ας αποδείξουμε τώρα τις ιδιότητες 1-3.


Θεωρώντας την ακολουθία του χρυσού Ana, παρατηρούνε ότι στο k-στάδιο, για k>1, 
[image: image134.wmf]"

a του προηγούμενου k-1 σταδίου γίνεται ana στο k- -στάδιο-, παράγοντας 2a και 1 n. Επίσημα, 
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 n στο στάδιο k-1 γίνεται an στο k, παράγοντας 1 a και 1 n. Οπότε,


a(k) = 2a(k-1)+n(k-1)


n(k) = a(k-1)+n(k-1)

και αρχικούς όρους
a(1) = 1





n(1) = 0

Για να αποδείξουμε ότι


a(k) = F(2k-1) 


n(k) = F(2k-2) για k>1, χρησιμοποιούμε επαγωγή στο k.

Για k=2,
a(2 )= 2 = F(3)



n(2) = 1 = F(2) ισχύει

Έστω ότι ισχύει για
a(k) = F(2k-1)





n(k) = F(2k-2)


[image: image136.wmf]Jdo


a(k+1) = F(2k+1)



n(k+1) = F(2k)

οπότε:
a(k+1) = 2a(k) + n(k)



    = F(2k-1) + F(2k-2)



    = F(2k-1) + F(2k-1) +F (2k-2)



    = F(2k-1) + F(2k)



    = F(2k+1)


n(k+1) = a(k) + n(k)



    = F(2k-1) + F(2k-2)



    = F(2k)

Επίσημα a(k) > n(k) είναι δύο συνεχόμενοι αριθμοί Fibonacci για k>1.

Εφόσον 
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Φ

Μια παρόμοια απόδειξη για το 1.

Τώρα έχω: a(k) = 2a(k-1) + n(k-1)


n(k) = a(k-1) + 2n(k-1)


[image: image141.wmf]Jdo


a(k) = 
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, με επαγωγή στο k.

Για k-1 έχω a(1) = 1


  n(1)=  0 ισχύει

Υποθέτω ότι ισχύει


a(k) = 
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n(k) =  
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 ισχύει για a(k+1) = 
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n(k+1) = 
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Με επαγωγή


a(k+1) = 2a(k) + n(k) = 2[(3
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-

k

+1)/2] + (3
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n(k+1) = a(k) + 2n(k) = 
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και προφανώς lim
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5. Κατασκευή και Διάσταση των Ana Fractals.

Έστω C(I) να δηλώνει το Cantor σύνολο με αρχικό κλειστό Διάστημα Ι. (Συνήθως το Cantor ορίζεται ως C = C[0,1])


Για να χαρακτηρίσουμε το Ana Fractal ως Α, έστω το x
[image: image156.wmf]Î

A. Τότε 
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 ένα k
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-στάδιο στο οποίο το x
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Ak, 
[image: image160.wmf]"

k
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k
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. Αυτό σημαίνει ότι το x
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Ιa , που αναφέρεται στο α, με Ιa κλειστό, στο k
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-στάδιο, και δεν θα «οριστεί» ποτέ, αφαιρώντας τα «μεσαία 
[image: image165.wmf]3

1

» που προκύπτουν από το n (αφού n
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ann) σε κάθε επόμενο στάδιο. Έτσι το x
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: x
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C(Ia) για a 
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. Αλλιώς, Α=
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(Ιa):
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, 
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a: a
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Δηλ x
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A
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 σε κάποιο στάδιο kx,x
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C(Ia) για α
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k
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. Με άλλα λόγια, Α είναι η ένωση όλων των συνόλων Cantor C(Ia), όπου το a εμφανίζεται σε κάποιο στάδιο στην κατασκευή του Α.


Οι ίδιες ιδιότητες και  χαρακτηριστικά ισχύουν και για το χρυσό Ana fractal G.


Δεν είναι δύσκολο 
[image: image185.wmf]ndo

 και η κλειστότητα του Α και του G έχουν Fractal διάσταση =  1, που και τα δύο ισούνται με το αρχικό Διάστημα Ι, το οποίο έχει Fractal διάσταση =  1.Αλλά ένας άμεσος υπολογισμός από τον ορισμό θα δοθεί.


Για να υπολογίσουμε την Fractal διάσταση των (κλειστοτήτων) των Α και G, θα αναφέρουμε τον ορισμό από την fractal dimension D από ένα συμπαγές σύνολο S (
[image: image186.wmf]Í

IR). 

Έστω 
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>0 και Ν(
[image: image188.wmf]Î

) να δηλώνει τον μικρότερο αριθμό των κλειστών διαστημάτων μήκους 2
[image: image189.wmf]Î

 τα οποία χρειάζονται για να καλύψουν το S. (
[image: image190.wmf]Î

: ακτίνα). Τότε,


D=lim
[image: image191.wmf])
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Αυτός ο γενικός ορισμός της διάστασης, εφαρμόζεται σε σύνολα τα οποία δεν έχουν κάποια εμφανή αυτοομοιότητα.


Έστω r(k) να δηλώνει τον αριθμό των υποδιαστημάτων στην διαμέριση του κλειστού διαστήματος Ι στο στάδιο k.

Για Α, r(k)=3
[image: image192.wmf]1
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k



C-1, r(k) = a(k) + n(k) = F(2k-1) + F(2k-2) = F(2k)
[image: image193.wmf]5
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 καθώς το k αυξάνει. Η τελευταία παρατήρηση παράγεται από τον κλειστό τύπο για να δηλώσουμε τον n-οστό Fibonacci αριθμό, F(n)


F(n)= 
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Και η παρατήρηση ότι στο  n δεύτερο παράγοντα, είναι ότι ο δεύτερος προσθετέος θα τείνει στο μηδέν (
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Μας βολεύει να θεωρήσω 
[image: image202.wmf])
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 για k=1,2,3 στον υπολογισμό του D
Για την ακρίβεια, αν 
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(

2

1

k

r

k

=

Î

 τότε

D=lim
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Ας σημειώσουμε ότι αφού Ι έχει σταθερό μήκος <L=1, η ακτίνα 
[image: image205.wmf]k

Î

 ισούται με το μισό μήκος του υποδιαστήματος στο k-στάδιο, έτσι το Ν(
[image: image206.wmf]k

Î

) ισούται με τον μικρότερο αριθμό των υποδιαστημάτων στο k-στάδιο, που χρειάζονται για να καλύψουν το σύνολο S,  S=A ή S=G.

Καθαρά, a(k) τέτοια υποδιαστήματα χρειάζονται για να καλύψουν ακριβώς τα Cantor σύνολα C(Ia), όπου Ia είναι το κλειστό υποσύνολο που αναφέρεται σε ένα “a” στο στάδιο k. Επίσης, δεν είναι δύσκολο να δούμε n(k) τέτοια υποδιαστήματα, ένα για κάθε λευκό διάστημα (τα μη σκιαγραφημένα ανοιχτά διαστήματα) Wn, που αναφέρονται σε ένα “n”, που χρειάζονται για να καλύψουν τα Cantor σύνολα C(Ia) των a που παράγονται από τα n. (Αυτά τα C(Ia) πάνε αυθαιρέτως κοντά στα endpoints (σύνορο) του Wn). Έτσι, N(ε
[image: image207.wmf]k

) = a(k) + n(k) = r(k)

Επίσης 
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 = 2 r(k)

Αντικαθιστώντας στον προηγούμενο ορισμό του D,


D = lim
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Και για τα δύο σύνολα Α και G.

Παρόλο που είναι κάτι άτυπο, τα Fractals τύπου Cantor έχουν φράκταλ διάσταση ίση με 1.

6. Fractals σε συγγενείς / σχετικές ακολουθίες.

Οι Morse και Look&Say ακολουθίες, εισήχθησαν ως οι πρόδρομοι της Ana ακολουθίας.

Η ανάλυση του Ana Fractal σ’ αυτό το paper μπορεί εύκολα να τροποποιηθεί στην μελέτη ενός παρόμοιου φράκταλ στην Morse ακολουθία. Στην πράξη, επαναληπτικές υποδιαιρέσεις του διαστήματος Ι, όπως και στην κατασκευή του Ana Fractal, και σε κάθε στάδιο, θα αντιπροσωπεύουμε ένα “0” με μία μαύρη μπάρα και ένα “i” με μία άσπρη. (Ξεκινάμε με “0”. Μετά, θεωρώ το σύνολο όλων των x
[image: image211.wmf]Î

I: περιέχονται για k=1) στις μαύρες μπάρες για όλα, αλλά τελικά πολλά στάδια.


Η Look & Say ακολουθία παρουσιάζει μεγαλύτερη πρόσκληση από αυτήν εφόσον δεν παράγεται από απλή αντικατάσταση όπως η Ana και η Morse. Είναι εύκολο να δούμε ότι ΜΟΝΟΝ τα ΨΗΦΙΑ 1,2,3 μπορούν να παραχθούν στους όρους της ακολουθίας «Look & Say». Τώρα μπορώ να χωρίσω το διάστημα Ι σε στάδια όπως προηγούμενα, χρησιμοποιώντας τώρα 3 χρώματα: (μαύρο
[image: image212.wmf]®

1, γκρι
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2, άσπρο
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3). Έχουν τώρα τουλάχιστον 3 πιθανότητες για το fractal σύνολοQ
i Το σύνολο όλων των x
[image: image215.wmf]Î

I: x
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 μαύρη μπάρα σε τελικώς όλα τα στάδια 

for all but finitely many stages


ii. Το σύνολο όλων των x
[image: image217.wmf]Î

I: x
[image: image218.wmf]Î

 γκρι μπάρα κτλ. (ή μαύρη ή γκρι μπάρα) τελικώς


iii. Το σύνολο όλων των x
[image: image219.wmf]Î

I: x
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 μαύρη 
[image: image221.wmf]È

 γκρι μπάρα


Μπορούμε να το γενικεύσουμε ξεκινώντας με οποιοδήποτε αριθμό μεταξύ 0 και 9.
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