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Εισαγωγή

Στις αρχές του 1960 οι D. Mumford και B. Mazur παρατήρησαν κάποιες εκ-
πληκτικές αναλογίες µεταξύ των ιδιοτήτων των 3-πολλαπλοτήτων και των σωµάτων
αριθµών. Αργότερα περισσότερες αναλογίες αναπτύχθηκαν στις εργασίες των Mor-
ishita, Ramachandran, Reznikov και Waldspurger και η ϑεωρία που περιέγραφε
αυτές τις αναλογίες ονοµάστηκε «Αριθµητική Τοπολογία». Στην καρδιά αυτής
της ϑεωρίας �ρίσκεται ένα «λεξικό», το οποίο ονοµάζουµε MKR λεξικό από τους
Mazur, Kapranov και Reznikov, το οποίο αντιστοιχεί τις έννοιες τις τοπολογί-
ας τριών διαστάσεων µε αυτές της αλγεβρικής ϑεωρίας αριθµών. Παρόλους τους
περιορισµούς και τις αντιφάσεις του, το λεξικό µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να
µεταφράσει όρους και αποτελέσµατα της µιας ϑεωρίας στην άλλη και αντιστρόφως,
συχνά µε εντυπωσιακή ακρίβεια. Το γιατί είναι δυνατή µια τέτοια µετάφραση
δεν είναι ακόµη γνωστό. Σε αυτή την πτυχιακή ϑα προσπαθήσουµε, αρχικά, να
παρουσιάσουµε µια �ασική εκδοχή του MKR λεξικού.
Για να γίνει όµως αυτό πολλά και διάφορα εργαλεία των µαθηµατικών είναι α-
παραίτητα. ∆ιαφορική τοπολογία, Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών, Θεωρία Σχηµάτων
και Αλγεβρική Γεωµετρία είναι µερικά από αυτά. Για το λόγο αυτό η εργασία
αυτή είναι χωρισµένη σε τρία µέρη. Το πρώτο µέρος είναι αφιερωµένο στη ∆ι-
αφορική Τοπολογία και στην αναλογία που υπάρχει µεταξύ της ϑεωρίας Galois
και σ’ αυτή των καλυπτικών απεικονίσεων. Γίνεται αναφορά επίσης στις έννοιες
της εφαπτόµενης δέσµης και του vector bundle. Στο δεύτερο µέρος µιλάµε για
�ασικά αποτελέσµατα της αλγεβρικής ϑεωρίας αριθµών καθώς επίσης γίνεται και
µια εκτενής παρουσίαση της ϑεωρίας των σχηµάτων και αυτής των sheaves. Η ερ-
γασία κλείνει µε το τρίτο µέρος στο οποίο ϕαινοµενικά ασύνδετες (στο µυαλό µου !)
ϑεωρίες δένουν µεταξύ τους µε αποτέλεσµα να καταλήγουµε στο προαναφερθέν
λεξικό καθώς και σε κάποιες αναλογίες των πολλαπλοτήτων και των αλγεβρικών
σωµάτων αριθµών.
Εδώ κρίνω σκόπιµο να εκφράσω τις �αθύτατες ευχαριστίες µου στο δάσκαλο µου
τον Αριστείδη για τη �οήθεια, το µεράκι και το χρόνο που διέθεσε προσπαθόντας
να µε µάθει.

∆. Γκουνταρούλης, Σάµος 2006.





Μέροσ I

Στοιχεία Τοπολογίας.
Η Αναλογία µε τη Θεωρία

Galois.





Κεφάλαιο 1

Στοιχεία ∆ιαφορικής
Τοπολογίας

Σ’ αυτό το κεφάλαιο ϑα εισάγουµε τις �ασικές ιδέες της διαφορικής τοπολογίας :
∆ιαφορίσιµες πολλαπλότητες, υποπολλαπλότητες και απεικονίσεις καθώς και ο
εφαπτόµενος συναρτητής. Ο τελευταίος είναι σηµαντικός σε πολλά προβλήµα-
τα της διαφορικής τοπολογίας καθώς δίνει πληροφορίες για την �αθύτερη δοµή
των πολλαπλοτήτων. Στη συνέχεια ϑα δώσουµε κάποια ϑεωρήµατα για τις υποπολ-
λαπλότητες, τις απεικονίσεις, τα embeddings καθώς και τι είναι µια πολλαπλότητα
µε σύνορο. Τέλος ϑα αναφερθούµε στην έννοια του vector bundle και ϑα δούµε
κάποια �ασικά ϑεωρήµατα σχετικά µ’ αυτό.

1.1 ∆ιαφορίσιµες Πολλαπλότητες.

Σε πολλούς κλάδους των µαθηµατικών µπορεί κάποιος να �ρει χώρους οι οποίοι
µπορούν να περιγραφούν τοπικά µε n-άδες πραγµατικών αριθµών. Τέτοια αν-
τικείµενα καλούνται πολλαπλότητες (manifolds) : Μια πολλαπλότητα είναι ένας
τοπολογικός χώρος ο οποίος είναι τοπικά οµοιοµορφικός µε τον Ευκλείδειο χώρο Rn.
Μπορούµε να ϕανταστούµε ότι µια πολλαπλότητα αποτελείται από κοµµάτια του
Rn «κολληµένα» µεταξύ τους µε οµοιοµορφισµούς. Αν αυτοί οι οµοιοµορφισµοί
επιλεχθούν να είναι διαφορίσιµοι, τότε αυτό που προκύπτει είναι µια διαφορίσιµη
πολλαπλότητα. Σ’ αυτήν την εργασία ϑα ασχοληθούµε κυρίως µε διαφορίσιµες
πολλαπλότητες.

Ορισµός 1.1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος Μ ϑα λέγεται ότι είναι µια πολλαπλότητα
αν είναι παρασυµπαγής, έχει την ιδιότητα Hausdorff και είναι τοπικά οµοιοµορφικό
µε τον Rn .

Η έννοια της τοπικής οµοιοµορφίας σηµαίνει ότι υπάρχει ανοιχτό κάλυµµα
U = {Ui}i∈Λ του Μ τέτοιο ώστε, ∀i ∈ Λ να υπάρχει απεικόνιση φi : Ui → Rn που
απεικονίζει τα Ui οµοιοµορφικά πάνω σ’ενα ανοιχτό υποσύνολο του Rn.

Ορισµός 1.1.2. ΄Ενας τοπολογικός χώρος ϑα λέγεται παρασυµπαγής αν κάθε
ανοιχτό του κάλυµµα έχει τοπικά πεπερασµένο υποκάλυµµα.
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Τα (φi , Ui) τα ονοµάζουµε χάρτες µε πεδίο ορισµού τα Ui . Το σύνολο όλων των
χαρτών Φ = {φi , Ui}i∈Λ ονοµάζεται άτλας.

Ορισµός 1.1.3. ∆ύο χάρτες (φi , Ui), (φj, Uj) λέγεται ότι έχουν Cr -overlap αν η
αλλαγή συντεταγµένων

φjφ
−1
i : φ(Ui ∩ Uj) → φj(Ui ∩ Uj)

είναι Cr και η φiφ
−1
j είναι επίσης Cr (Βλέπε σχ.1.1).

φα
φβ

τ αβ

Uα
Uβ

Σχήµα 1.1: Cr-overlap χαρτών.

΄Ενας άτλας Φ πάνω στην πολλαπλότητα Μ είναι Cr αν κάθε εύγος χαρτών έχει
Cr-overlap. Σ’ αυτήν την περίπτωση υπάρχει ένας µοναδικός µέγιστος Cr άτλας Ψ
ο οποίος περιέχει τον Φ. Συγκεκριµένα ο Ψ είναι το σύνολο όλων των χαρτών που
έχουν Cr-overlap µε κάθε χάρτη στον Φ.

Ορισµός 1.1.4. ΄Ενας µέγιστος Cr χάρτης α πάνω σε µια πολλαπλότητα Μ είναι
µια Cr διαφορίσιµη δοµή· το εύγος (M, α) καλείται πολλαπλότητα κλάσης Cr . Μια
πολλαπλότητα κλάσης ≥ 1 καλείται λεία.

Για να προσδιορίσουµε µια Cr διαφορίσιµη δοµή αρκεί να �ρούµε έναν Cr

άτλαντα που να περιέχεται µέσα σ’ αυτή. ΄Ετσι ο Rn έχει µια µοναδική Cr δι-
αφορίσιµη δοµή που περιέχει την ταυτοτική απεικόνιση του Rn. Πιο γενικά, κάθε
ανοιχτό σύνολο U ⊂ Rn έχει µια µοναδική Cr διαφορίσιµη δοµή που περιέχει την
απεικόνιση εγκλεισµού U ⊂ Rn.

Υποθέτουµε, τώρα, ότι α είναι µια Cs διαφορισιµή δοµή πάνω στην πολ-
λαπλότητα Μ και r είναι ένας ακέραιος τέτοιος ώστε 1 ≤ r < s. Εφόσον α είναι
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επίσης και ένας Cr άτλας, ανήκει σε µια µοναδική Cr διαφορίσιµη δοµή πάνω
στην Μ, η οποία προκύπτει αν προσθέσουµε στην α όλους τους χάρτες που έχουν
Cr-overlap µε κάθε χάρτη στην α. Μ’ αυτόν τον τρόπο κάθε Cs πολλαπλότητα µ-
πορεί να ϑεωρήθει και Cr πολλαπλότητα. (Για το αντίστροφο �λέπε [6], κεφάλαιο
2.)

΄Εστω (M,Φ) και (N,Ψ) δύο πολλαπλότητες. Μπορούµε να ορίσουµε το καρτε-
σιανό γινόµενο τους (M × N,Θ), όπου Θ είναι η διαφορίσιµη δοµή που περιέχει
όλους τους χάρτες της µορφής

(φ × ψ,U × V ) : (φ, U) ∈ Φ , (ψ, V ) ∈ Ψ.

Η φ × ψ απεικονίζει το U × V στο Rm × Rn, το οποίο ταυτίζουµε µε το Rm+n.

Αν (M,Φ) είναι µια πολλαπλότητα και W ⊂ M είναι ένα ανοιχτό σύνολο, η
επαγόµενη διαφορίσιµη δοµή στο W είναι

Φ|W = {(φ, U) ∈ Φ : U ⊂ W}
και η Φ είναι η µοναδική διαφορίσιµη δοµή πάνω στην Μ που περιέχει κάθε Φi

σαν υποσύνολο της.
Μια διαφορίσιµη δοµή Φ στην πολλαπλότητα Μ συχνά µπορεί να προκύψει

σαν την ένωση των διαφορικών µορφών Φi πάνω στα ανοιχτά Ui που καλύπτουν
την Μ. Αυτό σηµαίνει ότι

Φ|Ui∩Uj = Φj|Ui∩Uj ∀i, j.
Ορισµός 1.1.5. ΄Εστω Μ ένας τοπολογικός χώρος, (Ν,Φ) µια πολλαπλότητα και
h : M → N ένας οµοιοµορφισµός από τον χώρο Μ σ’ ένα ανοιχτό υποσύνολο της Ν.
Η επαγώµενη διαφορίσιµη δοµή στο χώρο Μ είναι

h∗Φ = {(φh, h−1U) : (φ, U) ∈ Φ και U ⊂ h(M)}.

Παράδειγµα 1.1.6. Η n -σφαίρα έχει την Cω διαφορίσιµη δοµή που ορίζεται από
τον άτλαντα που περιγράφουµε στη συνέχεια.

΄Εστω λοιπόν η n -σφαίρα

Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1},

όπου |x| =
(∑n+1

i=1 x
2
i

)1/2
. Για i = 1, . . . , n + 1 ορίζουµε τα ανοιχτά ηµισφαίρια

U2j−1 = {x ∈ Sn : xj > 0},
U2j = {x ∈ Sn : xj < 0}.

Για j = 1, . . . , 2n + 2 ορίζουµε τις απεικονίσεις

φi : Ui → Rn ,

φi(x) = (x1, . . . , x̂j, . . . , xn+1) αν i = 2j − 1 ή 2j.



6 · Στοιχεια ∆ιαφορικης Τοπολογιας

Αυτό σηµαίνει πως η n-άδα προκύπτει από το x διαγράφοντας την j-οστή συντεταγ-
µέµη.
Εύκολα µπορούµε να δούµε πως οι φi απεκονίζουν οµοιοµορφικά κάθε Ui στον
ανοιχτό n-δίσκο B = {y ∈ Rn : |y| < 1}, καθώς επίσης και πως η φ−1

i : B → Rn+1

είναι αναλυτική.
Κάθε (φi , Ui) είναι ένας χάρτης για την Sn και το σύνολο όλων αυτών αποτελούν
έναν άτλα για την Sn . Με �άση ότι έχουµε πει µέχρι στιγµής προκύπτει πως η Sn

είναι µια Cω διαφορίσιµη πολλαπλότητα.

Ορισµένες πολλαπλότητες περιέχονται µέσα σε κάποιες άλλες µε ϕυσιολογικό
τρόπο· έτσι Sn ⊂ Rn+1.

Ορισµός 1.1.7. ΄Ενα υποσύνολο Α µιας Cr πολλαπλότητας (Μ,Φ) είναι µια Cr

υποπολλαπλότητα του (Μ,Φ) αν για κάποιον ακέραιο κ ≥ 0, κάθε σηµείο της Α
ανήκει στο πεδίο ορισµού ενός χάρτη (φ, U) ∈ Φ τέτοιο ώστε

U ∩ A = φ−1(Rk)

όπου Rk ⊂ Rn είναι ένα σύνολο διανυσµάτων των οποίων οι τελευταίες n − k
συντεταγµένες είναι µηδέν. Μία τέτοια απεικόνιση (φ, U) την ονοµάζουµε χάρτη
υποπολλαπλότητας για την (Μ,Α).

Ειναι προφανές ότι αν η Α είναι µια υποπολλαπλότητα της Μ τότε οι απεικονί-
σεις

φ|U∩A : U ∩ A→ Rk

αποτελούν έναν Cr άτλα για την Α. ΄Ετσι η Α είναι µια Cr πολλαπλότητα από µόνη
της διάστασης k.

1.2 ∆ιαφορίσιµες Απεικονίσεις και η Εφαπτόµενη ∆έσµη.

Θεωρούµε Μ και Ν Cr-πολλαπλότητες. Θέλουµε να ορίσουµε την έννοια της
διαφορίσιµης απεικόνισης µεταξύ των παραπάνω πολλαπλοτήτων. ΄Εστω λοιπόν
f : M → N µια απεικόνιση και ένα ευγάρι από χάρτες (φ, U) για την Μ και (ψ, V )
για την Ν. Αν ισχύει f (U) ⊂ V τότε µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση

ψfφ−1 : φ(U) → ψ(V ).

Η παραπάνω ονοµάζεται τοπική αναπαράσταση της f στους δοσµένους χάρτες, στο
σηµείο x αν x ∈ U .
Η απεικόνιση f καλείται διαφορίσιµη στο x αν έχει τοπική αναπαράσταση στο x η
οποία είναι διαφορίσιµη. Ο ορισµός έχει νόηµα εφόσον µια τοπική αναπαράσταση
είναι µια απεικόνιση µεταξύ ανοιχτών συνόλων σε Καρτεσιανούς χώρους. Με όµοιο
τρόπο, η f είναι είναι Cr-διαφορίσιµη αν έχει Cr-τοπική αναπαράσταση σε κάθε
σηµείο.

Θεώρηµα 1.2.1. Αν η f είναι Cr -διαφορίσιµη τότε κάθε τοπική αναπαράσταση είναι
Cr .

Απόδειξη. Για να το δούµε αυτό έστω (φ, U) και (ψ, V ) ένα εύγος χαρτών προσαρ-
µοσµένων στην f και έστω η f είναι Cr . Για να αποδείξουµε ότι η ψfφ−1 είναι Cr ,
έστω y ∈ φ(V ) και x = φ−1(y). ΄Εστω (φ0, U0) και (ψ0, V0) ένα προσαρµοσµένο
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εύγος χαρτών που δίνουν στην f την τοπική αναπαράσταση ψ0fφ
−1
0 στο x. Αν-

τικαθιστόντας τα U0, V0 µε µικρότερα ανοιχτά σύνολα, αν χρειαστεί, µπορούµε να
έχουµε U0 ⊂ U και V0 ⊂ V . Τότε

ψfφ−1 = (ψψ−1
0 )(ψ0fφ

−1
0 )(φ0φ

−1)

στο φ(U0). Η πρώτη και η τρίτη απεικόνιση είναι Cr καθώς είναι αλλαγές συντε-
ταγµένων. Εφόσον η ψfφ−1|φ(U0) είναι σύνθεση Cr συναρτήσεων είναι επίσης Cr .
Αυτό αποδεικνύει ότι η ψfφ−1 είναι Cr σε κάποια περιοχή για κάθε σηµείο και
άρα είναι Cr .

΄Εστω f : M → N και g : N → P Cr απεικονίσεις µεταξύ δύο Cr πολλαπλοτήτων.
Είναι εύκολο να δούµε, χρησιµοποιόντας τοπικές απεικονίσεις, ότι η σύνθεση
gf : M → N είναι επίσης Cr . Η ταυτοτική απεικόνιση και όλες οι σταθερές
απεικονίσεις είναι Cr .
΄Ενας ισοµορφισµός στην Cr κατηγορία ονοµάζεται Cr διαφοροµορφισµός. (Αν
r = 0 αυτό σηµαίνει πως έχουµε έναν οµοιοµορφισµό).

Ορισµός 1.2.2. ΄Ενας Cr διαφοροµορφισµός είναι µια Cr απεικόνιση µεταξύ των
Cr πολλαπλοτήτων Μ και Ν ο οποίος είναι ένας οµοιοµορφισµός, και η αντίστροφη
απεικόνισή της f −1 : N → M είναι επίσης Cr . Αν υπάρχει µια τέτοια απεικόνιση
ονοµάζουµε τα Μ και Ν Cr διαφοροµορφικές πολλαπλότητες και γράφουµε M ≈ N .

Αυτή είναι και η �ασική σχέση ισοδυναµίας της διαφορικής τοπολογίας.

1.2α’ Η Εφαπτόµενη ∆έσµη (Tangent Bundle.)

Για τη συνέχεια ϑα αναφερθούµε στην εφαπτόµενη δέσµη µιας διαφορίσιµης πολ-
λαπλότητας. Αποτελεί µια από τις σηµαντικότερες διαφορικές αναλλοίωτες, είναι
µια Cr πολλαπλότητα, ενώ όπως ϑα δούµε και στην επόµενη ενότητα είναι και ένα
παράδειγµα µιας διανυσµατικής δέσµης (Vector Bundle).
΄Εστω (Μ,Φ) να είναι µια Cr+1 πολλαπλότητα, 0 ≤ r ≤ ω, όπου ∞ + 1 = ∞ και
ω + 1 = ω. ∆ιαισθητικά, ένα «εφαπτόµενο διάνυσµα» στην Μ στο x ∈ M είναι
απλά ένα διάνυσµα του Rn µαζί µε ένα χάρτη ο οποίος ταυτίζει κάθε σηµείο κοντα
στο x µε ένα σηµείο του Rn. Επιπλέον ένα εφαπτόµενο διάνυσµα ϑα πρέπει να
είναι ανεξάρτητο από την επιλογή του χάρτη.

Ορισµός 1.2.3. ΄Ενα εφατπόµενο διάνυσµα στην πολλαπλότητα Μ είναι µια κλάση
ισοδυναµίας [x, i, α] µέσω της σχέσης ισοδυναµίας :

[x, i, α] = [y, j, �]

αν και µόνο εάν x = y και

D(φjφi)(φi(x))α = �.

Με άλλα λόγια η αλλαγή συντεταγµένων στο φi(x) στέλνει το α στο �.

Παρατήρηση 1.2.4. Το ότι η παραπάνω σχέση είναι µια σχέση ισοδυναµίας προκύπτει
από τις ιδιότητες των παραγώγων για σύνθετες και αντίστροφες συναρτήσεις.

Το σύνολο όλων των εφαπτόµενων διανυσµάτων είναι η ΤΜ, η εφαπτόµενη
δέσµη της Μ . Η απεικόνιση

p = pM : TM → M,
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[x, i, α] 7→ x

είναι καλά ορισµένη. Για κάθε υποσύνολο A ⊂ M ϑέτουµε p−1(A) = TAM , ενώ
p−1(x) = Mx για x ∈ M . Αν το U ⊂ M είναι ανοιχτό το (U,Φ|U ) είναι επίσης µια
Cr+1 πολλαπλότητα και µπορούµε, χωρίς �λάβη της γενικότητας, να κάνουµε την
ταύτιση TUM = TU .

Για κάθε χάρτη (φi , Ui) υπάρχει µια καλά ορισµένη 1-1 και επί απεικόνιση

Tφi : TUi → φi(Ui)× Rn ⊂ Rn × Rn ,
[x, i, α] 7→ (φi(x), α).

Η απεικόνιση

(Tφj)(Tφi)−1 : φi(Ui ∩ Uj)× Rn → φj(Ui ∩ Uj)× RN

είναι ο οµοιοµορφισµός

(y, α) 7→ (φjφ−1
i (y), D(φjφi)(y)α).

΄Ετσι προκύπτει πως η ΤΜ έχει µια τοπολογία που κάνει κάθε Tφi οµοιοµορ-
ϕισµό και αυτή η τοπολογία είναι µοναδική. Επιπλέον εφόσον ο (Tφj)(Tφi)−1

είναι ένας Cr διαφοροµορφισµός, το σύνολο των χαρτών {Tφi , TUi}i∈Λ είναι ένας
Cr άτλας για την ΤΜ. Με αυτόν τον τρόπο η ΤΜ γίνεται µια Cr πολλαπλότητα. Η
προβολή p : TM → M είναι Cr . Οι χάρτες (Tφi , TUi) ονοµάζονται ϕυσιολογικοί
χάρτες για την ΤΜ.

Ορισµός 1.2.5. ΄Εστω x ∈ Ui . Η απεικόνιση Tφix : Mx → Rn , που ορίζεται σαν τη
σύνθεση

Mx ⊂ TUi
Tφ−→ φi(Ui)× Rn → Rn ,

είναι 1-1 και επι και έτσι επάγει µια δοµή n−διάστατου διανυσµατικού χώρου πάνω
στον Mx , ο οποίος ονοµάζεται ο εφαπτόµενος χώρος της Μ στο x.

Να σηµειώσουµε εδώ πως η παραπάνω δοµή είναι ανεξάρτητη του δείκτη i,
αφού αν x ∈ Uj,

(Tφjx)(Tφix)−1 = D(φjφ−1
i )(φix)

που είναι ένας γραµµικός αυτοµορφισµός του Rn. Εποµένως η ΤΜ είναι η ξένη
ένωση των διανυσµατικών χώρων Mx . Είναι µια δέσµη διανυσµατικών χώρων ή
αλλιώς vector bundle για τους οποίους ϑα µιλήσουµε παρακάτω.

Παράδειγµα 1.2.6. Το πιο απλό παράδειγµα µιας εφαπτόµενης δέσµης είναι αυτό
ενός ανοιχτού συνόλου W ⊆ Rq. Σ’ αυτήν την περίπτωση ταυτίζουµε το TW µε
το W × Rq µέσω της απεικόνισης εγκλεισµού φ : W → Rq και τον αντίστοιχο
ϕυσικό χάρτη πάνω στην TW . Η προβολή TW → W είναι απλά η ϕυσική προβολή
W × Rq → W. Αν Μ είναι µια υποπολλαπλότητα του R3 µπορούµε να ϕανταστούµε
τα εφαπτόµενα διανύσµατα στην Μ σαν �έλη και τον Mx σαν ένα επίπεδο, όπως
ϕαίνεται και στο σχήµα (1.2).

΄Εστω f : M → N µια Cr+1 απεικόνιση, 0 ≤ r ≤ ω. Μια Cr απεικόνιση µεταξύ
των αντίστοιχων εφαπτόµενων δεσµών Tf : TM → TN ορίζεται ως εξής : µια τοπική
αναπαράσταση της Tf µέσω των ϕυσιολογικών χαρτών της ΤΜ και της ΤΝ είναι η
παράγωγος της αντίστοιχης τοπικής αναπαράστσης της f . Πιο αυστηρά:



1.2 ∆ιαφορισιµες Απεικονισεις και η Εφαπτοµενη ∆εσµη. · 9

X

M
X

Σχήµα 1.2: Εφαπτόµενα διανύσµατα στην M = S2 ⊂ R3.

Ορισµός 1.2.7. ΄Εστω φi : Ui → Rm , ψj : Vj → RN να είναι χάρτες για την Μ
και την Ν αντίστοιχα και έστω f (Ui) ⊂ Vi . Εφαρµόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας
παρατηρούµε πως η Cr απεικόνιση

(Tf )ij : TUi → TVj,

[x, i, α] 7→ [f (x), j, D(ψjfφ−1)(φi)α]

είναι ανεξάρτητη της επιλογής µας για τα i και j. ΄Ετσι, υπάρχει µια καλά ορισµένη
απεικόνιση Tf : TM → TN η οποία συµφωνεί µε την (Tf )ij στο TUi .

Αν f (x) = y τότε η Tf απεικονίζει το Mx στο Ny και ο περιορισµός της Tf είναι
η γραµµική απεικόνιση : Tx f : Mx → Ny. Ως προς τις ϕυσιολογικές απεικονίσε-
ις αυτό είναι απλά η παράγωγος στο x της αντίστοιχης τοπικής αναπαράστασης
της f . ΄Ετσι η απεικόνιση Tx f µπορεί να ϑεωρηθεί σαν την παράγωγο της f στο
x. Σηµειώνουµε, πάντως, πως το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών εξαρτώνται
πλήρως από το x.
Χρησιµοποιόντας τις ϕυσιολογικές απεικονίσεις µπορούµε να δούµε πως το διά-
γραµµα

TM

pM

²²

Tf // TN

pN

²²
M

f
// N

είναι µεταθετικό, δηλαδή f ◦ pM = pN ◦ Tf . Οµοίως αν f : M → N και g : N → Q
είναι Cr+1 απεικονίσεις τότε το διάγραµµα

TM

Tf

²²

T(g◦f )

!!DD
DD

DD
DD

TN pM
// TQ

είναι επίσης µεταθετικό και ισχύει

T(g ◦ f ) = (Tg) ◦ (Tf ).
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Προφανώς
T1M = 1TM .

Οι δύο τελευταίες ιδιότητες µπορούν να συµπτυχθούν στην ακόλουθη, λέγοντας
ότι οι αντιστοιχίες M 7→ TM, f 7→ Tf ορίζουν ένα συναρτητή από την κατηγορία
των Cr+1 πολλαπλοτήτων σε αυτή των Cr .
Αν M ⊂ N είναι µια Cr+1 υποπολλαπλότητα, r ≥ 0, έστω j : M → N να είναι
η απεικόνιση εγκλεισµού. Τότε Tj : TM → TN είναι µια Cr εµφύτευση και η
εικόνα της TM είναι µια Cr υποπολλαπλότητα της ΤΝ. Αυτό µπορούµε να το δούµε
χρησιµοποιόντας τις ϕυσιολογικές απεικονίσεις και έτσι µπορούµε να ταυτίζοµε
την ΤΜ µε µια Cr υποπολλαπλότητα της ΤΝ.

1.2β’ Η ειδική περίπτωση M ⊂ Rq.
Θεωρούµε M ⊂ Rq. Η εφαπτόµενη δέσµη ΤΜ είναι µια υποπολλαπλότητα της
TRq = Rq × Rq.
΄Ενα εφαπτόµενο διάνυσµα στην Μ ορίζεται πολλές ϕορές σαν την κλάση ισο-
δυναµίας των C1 απεικονίσεων f : [0, α) → M , όπου η f είναι ισοδύναµη µε την
g : [0, b) → M αν f (0) = g(0) και για κάποιο (και εποµένως για κάθε) χάρτη
(φi , Ui) στο f (0),

D(φi f )(0) = D(φig)(0).

Σε µια τέτοια κλάση ισοδυναµίας αντιστοιχούµε το εφαπτόµενο διάνυσµα ( όπως
ορίσαµε προηγουµένως)

[f (0), i, D(φi f )(0)].

Αντίστροφα, σε ένα εφαπτόµενο διάνυσµα [x, i, α] αντιστοιχούµε την κλάση ισο-
δυναµίας της C1 απεικόνισης

f : [0, α) → M,

f (t) = φ−1
i (φi(x) + tα),

η οποία ορίζεται για αρκετά µικρό α > 0.
Οι δύο διαδικασιές είναι ισοδύναµες όπως και οι δύο ορισµοί για το εφαπ-

τόµενο διάνυσµα. Απλά ο πρώτος δουλεύει καλύτερα σε πολλαπλότητες µε σύνορο.

1.3 Embeddings, Immersions.

΄Εστω f : M → N µια C1 απεκόνιση και Μ, Ν να είναι Cr πολλαπλότητες, r ≥ 1.
Καλούµε την f immersive στο x ∈ M αν η γραµµική απεικόνιση Tx f : Mx → Nf (x)
είναι 1-1 και submersive αν η Tx f είναι επί. Αν η f είναι immersive σε κάθε
σηµείο της Μ είναι ένα immersion; αν είναι submersive, η f είναι ένα submer-
sion.

Ορισµός 1.3.1. Μια απεικόνιση f : M → N είναι µια εµφύτευση αν η f είναι
ένα immersion και απεικονίζει την Μ οµοιοµορφικά στην εικόνα της· συµβολίζουµε
f : M ↪→ N .
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Θεώρηµα 1.3.2. ΄Εστω L µια Cr πολλαπλότητα, r ≥ 1. ΄Ενα υποσύνολο A ⊂ N εί-
ναι µια Cr υποπολλαπλότητα αν και µόνο αν το Α είναι η εικόνα µιας Cr εµφύτευσης.

Απόδειξη. ΄Εστω Α είναι µια Cr υποπολλαπλότητα. Τότε η Α έχει µια ϕυσιολογική
Cr διαφορίσιµη δοµή που προκύπτει από ένα κάλυµµα χαρτών για την υποπολ-
λαπλότητα. Για αυτή τη διαφορίσιµη δοµή η απεικόνιση εγκλεισµού του Α στην
Ν είναι µια Cr εµφύτευση.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η f : M ↪→ N είναι µια Cr εµφύτευση και f (M) = A.
Η έννοια της υποπολλαπλότητας έχει τοπικό χαρακτήρα, δηλαδή το A ⊂ N αλη-
ϑεύει αν και µόνο αν ισχύει ότι Ai ⊂ Ni , όπου {Ai} είναι ένα ανοιχτό κάλυµµα της
Α και κάθε Ni είναι είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Ν. Είναι επίσης αναλλοίωτη
ως προς τους Cr διαφοροµορφισµούς, δηλαδή, η A ⊂ N είναι µια Cr υποπολ-
λαπλότητα αν και µόνο αν το g(A) ⊂ N ′ είναι µια Cr υποπολλαπλότητα όπου
g : N → N ′ είναι ένας Cr διαφοροµορφισµός ( ή ακόµη και µια Cr εµφύτευση).

Εκµεταλλευόµενοι τον τοπικό χαρακτήρα και την αναλλοίωτη ιδιότητα, έστω
Ψ = {ψi : Ni → Rn}i∈Λ να είναι µια οικογένεια χαρτών της Ν που να καλύπτουν
την Α. Τότε µπορούµε να �ρούµε έναν άτλαντα Φ = {φi : Mi → Rm}i∈Λ για την Μ
τέτοια ώστε f (Mi) ⊂ Ni (αλλάζοντας τους δείκτες αν χρειαστεί). Εφόσον η f είναι
µια εµφύτευση, οι Φ και Ψ µπορούν αν επιλεχθούν έτσι ώστε f (Mi) = A ∩ Ni .
Από την αναλλοίωτη ιδιότητα αρκεί να δείξουµε ότι ψi f (Mi) ⊂ Rn είναι µια Cr

υποπολλαπλότητα. Θέτουµε

Ui = φi(Mi) ⊂ Rm ,
fi = ψi fφ

−1
i : Ui → Rn .

Τότε η fi είναι µια Cr εµφύτευση και fi(Ui) = ψi f (Mi). ΄Ετσι έχουµε ανάγει το
πρόβληµα στην ειδική περίπτωση όπου N = Rn, Μ είναι ένα ανοιχτό σύνολο
U ⊂ Rm και f : U ↪→ Rn είναι µια Cr εµφύτευση. Χρηµοποιόντας το ϑεώρηµα της
αντίστροφης απεικόνισης του απειροστικού λογισµού �λέπουµε πως υπάρχει ένας
Cr χάρτης υποπολλαπλότητας για το (Rn , f (U)) για κάθε σηµείο του f (U).

Το ϑεώρηµα που µόλις αποδείξαµε δείχνει την εναλλαγή µεταξύ της έννοιας
του τοπικού και του καθολικού. Προτού συνεχίσουµε στο επόµενο ϑεώρηµα ϑα
δώσουµε κάποιους πολύ σηµαντικούς ορισµούς.

Ορισµός 1.3.3. ΄Εστω f : M → N να είναι µια C1 απεικόνιση. ΄Ενα σηµείο x
είναι κανονικό αν η f είναι submersive στο x, διαφορετικά καλείται κρίσιµο και
η εικόνα του µέσω της f κρίσιµη τιµή. Αν το y ∈ N δεν είναι µια κρίσιµη τιµή
ονοµάζεται κανονική τιµη, ακόµη κι αν δεν ανήκει στο f (M). Αν το y ∈ f (M) είναι
µια κανονική τιµη, το f −1(y) ονοµάζεται regular level surface .

Θεώρηµα 1.3.4. ΄Εστω f : M → N µια Cr απεικόνιση, r ≥ 1. Αν η y ∈ f (M) είναι
µια κανονική τιµή τότε το f −1(y) είναι µια Cr υποπολλαπλότητα της Μ.

Απόδειξη. Χρησιµοποιόντας τον τοπικό χαρακτήρα και την αναλλοίωτη ιδιότητα,
όπως και στην προηγούµενη απόδειξη, ανάγουµε το πρόβληµα στην περίπτωση
όπου η Μ είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm και N = Rn. Για άλλη µια
ϕορά καταλήγουµε στο αποτέλεσµα µε τη χρήση του ϑεωρήµατος της αντίστροφης
απεικόνισης.
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Ορισµός 1.3.5. Μια απεικόνιση f : M → N είναι εγκάρσια σε µια υποπολλαπλότη-
τα A ⊂ N αν όποτε f (x) = y ∈ A ισχύει

Ay + Tx f (Mx) = Ny,

δηλαδή, ο εφαπτόµενος χώρος στην Ν στο σηµείο y παράγεται από τον εφατπόµενο
χώρο στην Α στο σηµείο y και από τον εφαπτόµενο χώρο της Μ στο x.

Θεώρηµα 1.3.6. ΄Εστω f : M → N µια Cr απεικόνιση, r ≥ 1 και A ⊂ N µια
Cr υποπολλαπλότητα. Αν η f είναι εγκάρσια στην Α τότε η f −1(A) είναι µια Cr

υποπολλαπλότητα της Μ.

Απόδειξη. Αρκεί να το αποδείξουµε τοπικά. ΄Ετσι αντικαθιστώ το εύγος (Ν,Α) µε
το (U × V, U × 0), όπου U × V ⊂ Rp × Rq είναι µια ανοιχτή περιοχή του (0,0).
Εύκολα µπορούµε να δούµε πως η απεικόνιση f : M → U ×V είναι εγκάρσια στο
U × 0 αν και µόνο αν η σύνθετη συνάρτηση

g : M f→ U × V π→ V

έχει το 0 για κανονική τιµή (σχήµα 1.3). Εφόσον f −1(U × 0) = g−1(0) το αποτέ-
λεσµα προκύπτει µε άµεση εφαρµογή του προηγούµενου ϑεωρήµατος.

f(M)

A

U x V

M

V

0
f

π

Σχήµα 1.3: πf = g.

Θεώρηµα 1.3.7. ΄Εστω Μ µία συµπαγής Hausdorff πολλαπλότητα κλάσης Cr , 1 ≤
r ≤ ∞. Τότε υπάρχει µια Cr εµφύτευση της Μ µέσα στο Rq για κάποιο q.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα µας δείχνει πιο ακριβώς είναι το q για το οποίο υπάρχει
η ητούµενη εµφύτευση της πολλαπλότητας µας µέσα στο Rq.

Θεώρηµα 1.3.8. ΄Εστω Μ µια συµπαγής Hausdorff Cr πολλαπλότητα, 2 ≤ r ≤ ∞.
Τότε υπάρχει µια Cr εµφύτευση της Μ µέσα στο R2n+1.

Ο Whitney �ελτίωσε το παραπάνω ϑεώρηµα και έδειξε για n > 0, κάθε παρα-
συµπαγής Hausdorff n-πολλαπλότητα µπορεί να εµφυτευθεί µέσα στον R2n. Επι-
πλέον υπάρχει µια immersion απεικόνιση µέσα στον R2n−1, αν n > 1. Κλείνουµε
αυτήν την ενότητα µε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 1.3.9. ΄Εστω g : P → Q µια C1 απεικόνιση. Αν dimQ > dimP τότε το
συµπλήρωµα της εικόνας της g είναι πυκνό υποσύνολο του Q.
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1.4 Vector Bundles.

΄Ενα vector bundle µπορεί να ϑεωρηθεί σαν την οικογένεια {Ex}x∈B ξένων µεταξύ
τους διανυσµατικών χώρων πάνω από ένα χώρο Β. Η ένωση αυτών των διανυσ-
µατικών χώρων είναι ένας χώρος Ε και η απεικόνιση p : E → B, p(Ex) = x είναι
συνεχής. Επιπλέον η p είναι τοπικά τετριµµένη µε την έννοια ότι αν περιορισ-
τούµε σε µια µικρή γειτονιά του Β τότε µπορούµε να έναν �ρούµε οµοιοµορφισµό
έτσι ώστε η αντίστροφη εικόνα p−1(U) ≈ U × Rn.
΄Ενα vector bundle είναι παρόµοιο µε µια πολλαπλότητα µε την έννοια ότι και τα
δύο προκύπτουν από «κολλήµατα» µικρότερων αντικειµένων µέσω συγκεκριµέν-
ων απεικονίσεων. Στην περίπτωση των πολλαπλοτήτων αυτά είναι ανοιχτά υπ-
οσύνολα του Rn, ενώ οι απεικονίσεις είναι διαφοροµορφισµοί. Για τα vector bun-
dles είναι οι τετριµµένες δέσµες U × Rn, ενώ οι απεικονίσεις είναι µορφισµοί της
µορφής U × Rn → U × Rn της µορφής (x, y) 7→ (x, g(x)y), όπου g : U → GL(n).

Ορισµός 1.4.1. ΄Εστω p : E → B µια συνεχής απεικόνιση. ΄Ενας vector bundle
χάρτης πάνω στο (p, E, B) µε πεδίο ορισµού U και διάσταση n είναι ένας οµοιοµορ-
ϕισµός φ : p−1(U) ≈ U × Rn όπου U ⊂ B είναι ανοιχτό, έτσι ώστε το παρακάτω
διάγραµµα

p−1(U)

p

²²

φ // U × Rn

π1
yysssssssssss

U

να είναι µεταθετικό. Εδώ π(x, y) = x.

Για κάθε x ∈ U ορίζουµε έναν οµοιοµορφισµό φx να είναι η σύνθεση

φx : p−1(x)
φ→ x × Rn → Rn .

Ορισµός 1.4.2. ΄Ενας vector bundle άτλας Φ πάνω από το (p, E, B) είναι µια
οικογένεια χαρτών πάνω από το (p, E, B) µε τιµές στο ίδιο Rn , τα πεδία ορισµού των
οποίων καλύπτουν το Β και όποτε (φ, U) και (ψ, V ) ανήκουν στον Φ και x ∈ U ∩ V ,
ο οµοιοµορφισµός

ψxφ
−1
x : Rn → Rn

να είναι γραµµικός.

Η απεικόνιση

U ∩ V → GL(n),
x → ψxφ

−1
x

πρέπει να είναι συνεχής και ονοµάζεται συνάρτηση µετάβασης για το εύγος
χαρτών (φ, U), (ψ, V ). Αν Φ = {φi , Ui}i∈Λ τότε προκύπτει µια οικογένεια {gij}
από συναρτήσεις µετάβασης,

gij : Ui ∩ Uj → GL(n).

Αυτές οι συναρτήσεις ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες

gij(x)gjk(x) = gik(x) (x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk),
gii(x) = 1 ∈ GL(n).
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Με πιο απλά λόγια, για κάθε στοιχείο στην τοµή των U και V µπορούµε να
�ρούµε µια γραµµική απεικόνιση που αντιστοιχεί σε ένα στοιχείο της GL(n).

Ορισµός 1.4.3. ΄Ενας µέγιστος vector bundle άτλας Φ είναι µια δοµή vector bundle
πάνω στο (p, E, B). Ονοµάζουµε το ξ = (p, E, B,Φ) vector bundle µε διάσταση n,
προβολή p, ολικό χώρο Ε και χώρο �άσης Β. Συχνά ο Φ δεν προσδιορίζεται αυστηρά,
ενώ µπορεί να συµβολίζεται µε ξ ο Ε και αντίστροφα.

Ορισµός 1.4.4. Η ίνα (fibre) πάνω από το x ∈ B είναι ο χώρος p−1(x) = ξx = Ex .
∆ίνουµε στον ξx δόµη διανυσµατικού χώρου κάνοντας κάθε φx : ξx → Rn έναν
ισοµορφισµό. Αυτή η δοµή είναι ανεξάρτητη από την επιλογή χάρτη (φ, U) ∈ Φ.
΄Ετσι ο Ε είναι µια «δέσµη» διανυσµατικών χώρων.

΄Εστω A ⊂ B ένα υποσύνολο του Β και συµβολίζουµε το p−1(A) µε ξA, ξ |A, EA
ή E|A. Ο περιορισµός του ξ στο Α είναι το vector bundle

ξ |A = (p|EA , EA, A,ΦA)

όπου ΦA περιέχει όλους τους χάρτες της µορφής

φ|p−1(A∩U) : E|A∩U → (A ∩ U)× Rn ,
όπου (φ, U) ∈ Φ.

΄Εστω τώρα ξi = (pi , Ei , Bi ,Φi) να είναι ένα vector bundle, i = 0, 1. Μια
απεικόνιση στις ίνες F : ξ0 → ξ1 είναι µια απεικόνιση F : E0 → E1 η οποία
καλύπτει µια απεικόνιση f : B0 → B1, δηλαδή , υπάρχει ένα αντιµεταθετικό
διάγραµµα

E0

p0

²²

F // E1

p1

²²
B0

f
// B1

΄Ετσι αν x ∈ B0 και f (x) = y, τότε η F απεικονίζει την ίνα πάνω από το x στην
ίνα πάνω από το y µέσω µια απεικόνισης Fx : ξ0x → ξ1y.

Αν κάθε απεικόνιση Fx είναι γραµµική ονοµάζουµε την F έναν µορφισµό vec-
tor bundles. Αν η F είναι ένας µορφισµός και κάθε Fx είναι 1-1, τότε η F είναι
µονοµορφισµός, ενώ αν είναι µορφισµός και επί τότε η F είναι επιµορφισµός.Αν
κάθε Fx είναι 1-1 και επί τότε η F ονοµάζεται απεικόνιση µεταξύ vector bundles .
Αν η F είναι απεικόνιση µεταξύ vector bundles και καλύπτει έναν οµοιοµορφισµό
f : B0 → B1 τότε η f είναι µια ισοδυναµία. Αν B0 = B1 = B και f = 1B τότε η F
είναι ένας ισοµορφισµός και γράφουµε ξ0 ∼= ξ1.

Ορισµός 1.4.5. Το τετριµµένο n−διάστατο vector bundle πάνω από το Β είναι

εnB = (p, B × Rn , B,Φ)

όπου p : B × Rn → B είναι η ϕυσική προβολή και Φ είναι ο µοναδικός µέγιστος
vector bundle άτλας που περιέχει την ταυτοτική απεικόνιση του B×Rn . Γενικότερα
ένα vector bundle είναι τετριµµένο αν είναι ισόµορφο µε το εnB.
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p

p (U) = U x R
-1 2

U

S
1

Σχήµα 1.4: Η ταινία του Moebius δεν είναι globally trivial.

Παράδειγµα 1.4.6. ΄Ενα παράδειγµα vector bundle το οποίο δεν είναι τετριµµένο
είναι η ταινία του Moebius πάνω από τον κύκλο S1. Τοπικά, αν ϑεωρήσουµε µια
περιοχή U του κύκλου τότε η αντίστροφή εικόνα µέσω της p του U είναι ισόµορφη µε
το U × R2. Αυτό δεν συµβαίνει globally καθώς η ταινία δεν είναι προσανατολίσιµη.

Ο κύλινδρος S1 × R είναι αντίθετα το τετριµµένο vector bundle.

΄Ο,τι έχουµε ορίσει µέχρι στιγµής ισχύουν και για Cr πολλαπλότητες και
απεικονίσεις. Μ’ αυτόν τον τρόπο προκύπτουν τα Cr vector bundles. Στη συνέχεια
ϑα εισάγουµε την έννοια ενός subbundle.

Ορισµός 1.4.7. ΄Ενα subbundle ενός bundle ξ = (p, E, B) είναι ένα bundle
ξ0(p0, E0, B) πάνω από τον ίδιο χώρο �άσης Β, έτσι ώστε E0 ⊂ E, p0 = p|E0 και
υπάρχει ένας vector bundle άτλας Φ για το ξ µε την ακόλουθη ιδιότητα. Υπάρχει
ένας γραµµικός υπόχωρος του Rn , τον οποίο µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι είναι ο
Rk , τέτοιον ώστε αν (φ, U) ∈ Φ τότε η φ απεικονίζει το p−1(U)∩ E0 στο U ×Rk και
το εύγος

(φ|p−1(U)∩E0 , U)

ανήκει στη vector bundle δοµή του ξ0.

Η έννοια του subbundle είναι απολύτως ανάλογη µ’ αυτή της υποπολλαπλότη-
τας και συγκεκριµένα αν A ⊂ M είναι µια Cr+1 υποπολλαπλότητα τότε το TA είναι
ένα Cr subbundle του TAM.

Θεώρηµα 1.4.8. Αν ξ0 είναι ένα subbundle του ξ τότε η απεικόνιση εγκλεισµού
E0 → E είναι ένας µονοµορφισµός ξ0 → ξ πάνω από το 1B. Αντίστροφα, αν η είναι
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ένα bundle πάνω από το Β και F : η → ξ είναι ένας µονοµορφισµός πάνω από το
1B τότε η εικόνα F(η) µαζί µε την επαγώµενη bundle δοµή από την F , είναι ένα
subbundle του ξ .

Απόδειξη. ΄Ολα αυτά �ρίσκονται σε πλήρη αναλογία µε το ϑεώρηµα 1.3.2. Αρκεί
να το αποδείξουµε τοπικά. Μπορούµε, λοιπόν, να ϑεωρήσουµε ότι τα ξ και η
είναι τα τετριµµένα bundles B × Rn και B × Rk, k ≤ n. Ο µονοµορφισµός
F : B × Rk → B × Rn έχει τη µορφή

F(x, y) = (x, Fx(y))

όπου F : B → L(Rk ,Rn) είναι κλάσης Cr και κάθε γραµµική απεικόνιση Fx :
Rk → Rn είναι 1-1. Σταθεροποιούµε ένα x ∈ B και ϑέτουµε Fx(Rk) = E ⊂ Rn.
Χωρίς �λάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι E = Rk ⊂ Rn και
ότι η Fx είναι η συνήθης απεικόνιση εγκλεισµού Rk → Rn. ΄Εστω π : Rn → Rk
η ορθογώνια προβολή. Υπάρχει µια ανοιχτή περιοχή U ⊂ B του x τέτοια ώστε
πFz : Rk → Rk να είναι ένας ισοµορφισµός για z ∈ U . ΄Εστω K ⊂ Rn να είναι ο
πυρήνας της π, έτσι ώστε Rn = Rk × K. Ορίζουµε

φ : U × (Rk × K) → U × (Rk × K)

µε
φ(z, (u,w)) = (z, πFz(u), w).

Τότε ο φ είναι ένας Cr vector bundle χάρτης για το ξ και ο φ στέλνει την εικόνα
της F στο U × Rk. ΄Ετσι λοιπόν η εικόνα της F είναι ένα subbundle .

΄Ενας άλλος τρόπος για να ορίσουµε subbundles είναι να πάρουµε τον πυρήνα
ενός επιµορφισµού F : ξ → ξ ′ που καλύπτει το 1B. Για κάθε x ∈ B, δηλαδή, αν
ηx να είναι ο πυρήνας του Fx : ξx → ξ ′x , τότε υπάρχει µοναδικό subbundle η του
ξ µε ίνες τα ηx .

Σ’ αυτό το σηµείο ϑα εισάγουµε την έννοια της exact ακολουθίας µορφισµών
vector bundles: αυτό σηµαίνει µια πεπερασµένη ή άπειρη ακολουθία

· · · // ξi−1

Fi−1 // ξ
Fi // ξi+1

// · · ·
µορφισµών, όπου όλοι καλύπτουν το 1B, έτσι ώστε για κάθε x ∈ B έχουµε

Im(Fi−1)x = Ker(Fi)x

για κάθε i. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχουν οι short exact ακολουθίες

0 // ξ
F // η G // ζ // 0

όπου 0 εννοούµε το 0-διάστατο bundle πάνω από το Β. Σε µια τέτοια ακολουθία
η απεικόνιση F είναι ένας µονοµορφισµός ενώ η G είναι ένας επιµορφισµός και
ισχύει F = Ker(G).
∆εδοµένης µιας exact ακολουθίας

η G // ζ // 0

υπάρχει µια exact ακολουθία



1.4 Vector Bundles. · 17

0 // ξ
F // η G // ζ // 0 (1.1)

η 1.1 είναι µοναδική µε την έννοια ότι αν για κάθε exact ακολουθία

0 // ξ ′ F ′ // η G // ζ // 0

υπάρχει ένας µοναδικός ισοµορφισµός ξ → ξ ′ τέτοιος ώστε το διάγραµα

0 // ξ

²²

F // η

=

²²

G // ζ

=

²²

// 0

0 // ξ ′ F ′ // η G // ζ // 0

να είναι αντιµεταθετικό.
Στην exact ακολουθία 1.1 καλούµε το ζ το bundle πηλίκο του µονοµορφισµού
F . Κάθε µονοµορφισµός έχει ένα bundle πηλίκο και το τελευταίο είναι µοναδικό
µέχρι ισοµορφισµού. Συγκεκριµένα, αν ξ ⊂ η είναι ένα subbundle , οι ίνες του
bundle πηλίκου παίρνονται να είναι οι διανυσµατικοί χώροι ηx/ξx και συµβολί-
ουµε το bundle πηλίκο µε η/ξ .

Η short exact ακολουθία 1.1 είναι split αν υπάρχει µονοµορφισµός H : ζ → η
τέτοιος ώστε GH = 1ζ ή K : η→ ξ τέτοιος ώστε KF = 1ξ .

Ορισµός 1.4.9. Το ευθύ άθροισµα των bundles ξ , ζ πάνω από το Β είναι το bundle
ξ

⊕
ζ του οποίου η ίνα πάνω από το x είναι ξx

⊕
ζx . Αν φ , ψ είναι χάρτες για τα ξ , ζ

αντίστοιχα πάνω από το U , ένας χάρτης θ για το ξ
⊕
ζ πάνω από το U προκύπτει

ϑέτοντας

θx = φx
⊕

ψx : ξx
⊕

ζx → Rm
⊕

Rn .

Οι ϕυσιολογικές exact ακολουθίες διανυσµατικών χώρων

0 // ξx
Fx // ξx

⊕
ζx

Gx // ζx // 0

δίνουν µια split exact ακολουθία

0 // ξ
F // ξ

⊕
ζ

G // ζ // 0 .

Ορισµός 1.4.10. Το zero section του ξ είναι η απεικόνιση Z : B → E η οποία
αντιστοιχεί σε κάθε x το µηδενικό στοιχείο του ξx . Συχνά ϑεωρούµε τον υπόχωρο
Z(B) ⊂ E να είναι το zero section. Επίσης συχνά ταυτίζουµε τον χώρο Β µε το Z(B)
µέσω της Ζ.

Θεώρηµα 1.4.11. ΄Εστω ξ = (p, E,M) ένα Cr+1 vector bundle, 0 ≤ r ≤ ω. Η
exact ακολουθία

0 // ξ // TME
Tp // TM // 0 (1.2)

από Cr vector bundles η οποία είναι ϕυσιολογικά split από την

TZ : TM → TME. (1.3)
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΄Ετσι υπάρχει ένας ϕυσιολογικός Cr ισοµορφισµός

hξ : TME ≈ ξ
⊕

TM.

Συγκεκριµένα ξ ⊂ TME είναι ένα ϕυσιολογικό subbbundle.

Απόδειξη. ΄Εστω ξ = (p, E,M) να είναι ένα Cr+1 vector bundle. Κάθε ίνα ξx είναι
ένας διανυσµατικός χώρος µε αρχή το x και έτσι µπορούµε να ταυτίσουµε το ξx µε
το Tx(ξx). ΄Ετσι ξ είναι ένα subbundle του TME µε ϕυσιολογικό τρόπο. Εφόσον,
λοιπόν, το M ⊂ E είναι µια υποπολλαπλότητα ( µέσω της zero section), η TM
είναι ένα Cr subbundle του TME. Προφανώς έχουµε µια short exact ακολουθία

0 // ξ // TME
Tp // TM // 0

η οποία είναι split από την εφαπτόµενη απεικόνιση του zero section:

TZ : TM → TME.

Εδώ ϕυσιολογικό σηµαίνει να σεβόµαστε τους Cr+1 µορφισµούς. Αν

ξ

²²

f // η

²²
M g

// N

είναι ένας τέτοιος µορφισµός, τότε το διάγραµµα

TMEξ

hζ

²²

Tf // TNEη

hη

²²
ξ

⊕
TM

f
⊕

Tg
// η

⊕
TN

είναι αντιµεταθετικό.
Το ακόλουθο είναι ένα από τα πιο χρήσιµα αποτελέσµατα για τη ϑεωρία των

vector bundles, το οποίο παραθέτουµε χωρίς απόδειξη.

Θεώρηµα 1.4.12. Κάθε short exact ακολουθία από Cr vector bundles είναι split,
0 ≤ r ≤ ω, αν ο χώρος �άσης είναι παρασυµπαγής.

Μια αρκετά διαφορετική κατασκευή είναι αυτή του επαγώµενου bundle. ΄Εστω
ξ = (p, E,M,Φ)ένα vector bundle και f : M0 → µια απεικόνιση.

Ορισµός 1.4.13. Το επαγώµενο bundle (ή pullback) f ∗ξ = (p0, E0, M0,Φ0) ορίζε-
ται ως εξής. ΄Εστω

E0 = {(x, y) ∈ M0 × E : f (x) = p(y)},
και ορίζουµε

p0 : E0 → M0,

p0(x, y) = x.
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Θεωρούµε Φ0 να είναι ο µέγιστος (Cr ) άτλας που περιέχει όλους τους χάρτες της
µορφής (ψ, f −1(U)) όπου (φ, U) ∈ Phi και αν z ∈ f −1(U) , f (z) = x ∈ U, τότε
ψz = φx . Η ϕυσιολογική vector bundle απεικόνιση Ψ : f ∗ξ → ξ πάνω από την f
δίνεται από την (x, y) 7→ y.

΄Εστω τώρα q : η → M0 να είναι ένα vector bundle και F : η → ξ ένας
µορφισµός πάνω από την f . Υπάρχει µια µοναδική απεικόνιση των καθολικών
χώρων H : η→ f ∗ξ η οποία κάνει το ακόλουθο διάγραµµα αντιµεταθετικό

η

q

¿¿

F

##

H
AA

A

ÃÃA
AA

f ∗ξ Ψ //

p0

²²

ξ

p

²²
M0

f
// M

και H είναι ένας µορφισµός από vector bundles. Αν ο F είναι επιµορφισµός,
µονοµορφισµός ή αµφιµορφισµός, το ίδιο είναι και ο H. Αυτό αποδεικνύει ότι αν
F : η→ ξ µια vector bundle απεικόνιση πάνω από την f τότε η η είναι κανονικά
ισοµορφική µε το pullback f ∗ξ .
Κλείνουµε αυτή την παράγραφο µε το ακόλουθο πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 1.4.14. Κάθε vector bundle πάνω από contractible παρασυµπαγή χώρο
είναι τετριµµένο.

Το παραπάνω ϑεώρηµα µας λέει ότι κάθε vector bundle όταν γίνει lift στον
καθολικό καλυπτικό χώρο είναι τετριµµένο. Αυτή είναι µια ιδιότητα που, όπως ϑα
δούµε στη συνέχεια, ϑα µας δώσει µια έννοια απλής συνεκτικότητας για σώµατα
αριθµών.





Κεφάλαιο 2

Θεωρία Galois και
Καλυπτικές Απεικονήσεις

Υπάρχει µια αξιοπρόσεχτη αντιστοιχία µεταξύ της ϑεωρίας των καλυπτικών απεικο-
νίσεων και της ϑεωριάς του Galois . Σκοπός µας σ’ αυτό το κεφάλαιο είναι περισ-
σότερο να παρουσιάσουµε αυτή τη συσχέτιση παρά να εµβαθύνουµε στις παρα-
πάνω δύο ϑεωρίες. Για περισσότερες λεπτοµέριες µπορεί κάποιος να αναφερθεί
στα [21], [26] και [27].

2.1 G-Coverings, Deck Transformations.

Ορισµός 2.1.1. Για κάθε p : Y → X καλυπτική απεικόνιση, υπάρχει οµάδα
Aut(Y/X) η οποία ονοµάζεται οµάδα (µε πράξη την σύνθεση συναρτήσεων.) των
Deck transformations, ή οµάδα των Covering transformations:

Aut(Y/X) = {ϕ : Y → Y : ϕ είναι οµοιοµορφισµός και p ◦ ϕ = p} .
Πολλοί σηµαντικοί καλυπτικοί χώροι προκύπτουν από την δράση µιας οµάδας G σε
έναν χώρο Y µε X να δηλώνει τον χώρο των τροχιών της δράσης αυτής.

Ορισµός 2.1.2. ∆ράση µιας οµάδας (G, ·) σε έναν χώρο Y (από αριστερά) είναι µία
απεικόνιση G × Y → Y : (g, y) 7→ g · y, που ικανοποιεί τα ακόλουθα:

(i) g · (h · y) = (g · h) · y, ∀ g, h ∈ G και y ∈ Y,
(ii) idG · y = y,∀ y ∈ Y,
(iii) Η απεικόνιση y 7→ g(y) = g · y είναι ένας οµοιοµορφισµός του Y, ∀ g ∈ G.

΄Ετσι η G ορίζει µία οµάδα από οµοιοµορφισµούς του χώρου Y . ∆ύο σηµεία
y, y′ ∈ Y λέµε ότι ανήκουν στην ίδια τροχιά αν υπάρχει g ∈ G : g(y) = y′. Καθώς
η G είναι οµάδα, αυτό είναι µία κλάση ισοδυναµίας. Αν συµβολίσουµε X = Y/G
να είναι το σύνολο των τροχιών, δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας, τότε
µπορούµε να ορίσουµε την ϕυσική προβολή p : Y → X που απεικονίζει κάθε
στοιχείο του Y στην κλάση, δηλαδή την τροχιά που το περιέχει. Ο χώρος X είναι
εφοδιασµένος µε την τοπολογία πηλίκο, δηλαδή κάθε U ⊂ X, είναι ανοικτό του X
ανν το p−1(U) είναι ανοικτό του Y . Ο συµβολισµός της ϕυσικής αυτής προβολής
µε το γράµµα p δεν είναι τυχαίος. Κάτω από κάποιες προϋποθέσεις για τον χώρο
Y και την δράση της οµάδας G, η p είναι µία καλυπτική απεικόνιση.
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Ορισµός 2.1.3. Μία οµάδα G δρα evenly1 στον χώρο Y , αν κάθε σηµείο του Y έχει
µια γειτονιά V τέτοια ώστε g · V και h · V είναι ξένα για κάθε διαφορετικά g, h ∈ G.

Λήµµα 2.1.4. Αν µία οµάδα δρα evenly στον χώρο Y , τότε η ϕυσική προβολή
p : Y → Y/G είναι µία καλυπτική απεικόνιση.

Απόδειξη. Η p είναι µία συνεχής και ανοικτή απεικόνιση καθώς για κάθε V ανοικ-
τό του Y έχουµε ότι το p−1(p(V )) = ∪g∈Gg · V είναι ανοικτό του Y σαν ένωση
ανοικτών και από τον ορισµό της απεικόνισης πηλίκο το p(V ) είναι ανοικτό του
Y/G. Τώρα αν πάρουµε το V , όπως στον ορισµό της even δράσης, τα g ·V ϑα είναι
ξένα µεταξύ τους. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε τέτοιο V το p(V ) είναι οµαλά
καλυµµένο από την p, δηλαδή ο περιορισµός της p σε κάθε ένα από τα g · V στο
p(V ) είναι ένας οµοιοµορφισµός.
Πράγµατι για y ∈ V , δηλαδή p(y) ∈ p(V ) υπάρχει g · y ∈ g · V έτσι ώστε
p(g · y) = p(y) και άρα είναι επί. Επίσης αν p(g · y1) = p(g · y2) υπάρχει
h ∈ G µε h · g · y1 = g · y2. Αφού η δράση είναι even, και συνεπώς ελεύθερη από
τον ορισµό µας, ϑα πρέπει h = idG και άρα η ητούµενη απεικόνιση είναι 1-1.

Ορισµός 2.1.5. Κάθε καλυπτική απεικόνιση p : Y → X , που προέρχεται από µία
even δράση µίας οµάδας G σε έναν χώρο Y ονοµάζεται G-καλυπτική απεικόνιση
και ο χώρος Y G-καλυπτικός χώρος.

Παρατήρηση 2.1.6. Αν ο χώρος Y είναι Hausdorff και αν η πεπερασµένης τάξης
οµάδα G δρα ελεύθερα σε αυτόν, δηλαδή ∀ g ∈ G \ {idG} : g(y) = y,∀ y ∈ Y , τότε
η G δρα evenly στον Y .

Πράγµατι : Για γνωστό y ∈ Y , επιλέγουµε ξένες γειτονιές Ug του g · y ∈ Y , µία
για κάθε ένα g ∈ G (η ύπαρξη αυτών εξασφαλίζεται από την Hausdorff συνθήκη.).
Θέτουµε

V =
⋂
g∈G

g−1 · Ug

µε V ανοικτό του Y (πεπερασµένη τοµή ανοικτών είναι ανοικτό σύνολο), να είναι
γειτονιά του y. Τότε για κάθε διαφορετικά g1, g2 ∈ G, ϑα έχουµε ότι το g1 ·V∩g2 ·V
ισούται µε :
( ⋂

g∈G\{g1}
g1 ·g−1 ·Ug

)∩(g1 ·g−1
1 ·Ug1)∩(g2 ·g−1

2 ·Ug2)∩
( ⋂

g∈G\{g2}
g2 ·g−1 ·Ug

)
= ∅.

Γιατί Ug1 ∩ Ug2 = ∅.♦
Πρόταση 2.1.7. ΄Εστω p : (Y, y) → (X, x) G-καλυπτική απεικόνιση και Y να είναι
συνεκτικός χώρος. Τότε η G ∼= Aut(Y/X).

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα y ∈ Y . Για γνωστό ϕ ∈ Aut(Y/X), το y και το
ϕ(y) ϑα πηγαίνουν µέσω της ϕυσικής προβολής στην ίδια τροχιά που τα περιέχει.
Συνεπώς ϑα υπάρχει ένα g ∈ G : g · y = g(y) = ϕ(y). Τώρα ισχύει p ◦ ϕ(y) =
p ◦ g(y) = p(y). Από λήµµα 1.4, οι ϕ και η g ϑα συµπίπτουν.

1µερικοί συγγραφείς αναφέρονται σε αυτήν την δράση µε τον όρο properly discontinuous (ή γνήσια
ασυνεχώς). Η λέξη discontinuous σηµαίνει ότι οι τροχιές είναι διακριτά (µε την τοπολογική έννοια,
δηλαδή δεν έχουν σηµεία συσσώρευσης στον Y ) υποσύνολα της Y . Η λέξη properly σηµαίνει ότι κάθε
συµπαγή σύνολο τέµνει µόνο πεπερασµένο αριθµό από τις µεταφορές του. Ο όρος όµως properly
discontinuous συχνά παραφράζεται και όταν χρησιµοποιείται σηµαίνει ότι κάθε σηµείο έχει γειτονιά
V που να τέµνει µόνο πεπερασµένες το πλήθος µεταφορές g · V , του V . Αν σε αυτήν την ερµηνεία
προσθέσουµε την λέξη ¨ελεύθερα¨, τότε η even δράση µας, ϑα σηµαίνει freely and properly discon-
tinuously.
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Ορισµός 2.1.8. ΄Εστω p1 : (Y1, y1) → (X, x) και p2 : (Y2, y2) → (X, x) καλυπ-
τικές απεικονίσεις του χώρου X . ΄Ενας οµοµορφισµός του χώρου (Y1, y1) στον
χώρο (Y2, y2) είναι µία συνεχής απεικόνιση ϕ : Y1 → Y2 τέτοια ώστε το παρακάτω
διάγραµµα να είναι µεταθετικό :

(Y1, y1)
ϕ−→ (Y2, y2)

p1 ↘↙ p2

(X, x)

Αν η ϕ είναι ένας οµοιοµορφισµός των τοπολογικών χώρων Y1 και Y2, τότε προκύπτει
ένας ισοµορφισµός καλυπτικών χώρων. Σε αυτήν την περίπτωση οι καλυπτικοί χώροι
ονοµάζονται ισόµορφοι (ή ισοδύναµοι).

Πόρισµα 2.1.9. ΄Εστω ϕ1, ϕ0 οµοµορφισµοί του χώρου (Y1, y1) στον χώρο (Y2, y2).
Αν υπάρχει y ∈ Y1 : ϕ1(y) = ϕ0(y), τότε ϕ1 = ϕ0.

Πράγµατι αν ϕ1(y) = ϕ0(y), ϑα είχαµε ότι p2 ◦ϕ1(y) = p2 ◦ϕ0(y) = p1(y) και
το αποτέλεσµα έπεται άµεσα από το [27, λήµµα 1.4].

Πόρισµα 2.1.10. Η οµάδα των Aut(Y/X) δρα ελεύθερα στον χώρο Y .

΄Εστω p : (Y, y) → (X, x) καλυπτική απεικόνιση ΄Εστω ϕ ∈ Aut(Y/X) και y ∈ Y
µε ϕ(y) = y. Τότε p2 ◦ ϕ(y) = p2(y) και άρα ϕ = id.

Λήµµα 2.1.11. ΄Εστω (Y1, p1), (Y2, p2) καλυπτικοί χώροι του X και yi ∈ Yi , µε
{i = 1, 2}, να είναι σηµεία έτσι ώστε : p1(y1) = p2(y2). Υπάρχει οµοµορφισµός
ϕ : (Y1, y1) → (Y2, y2) ανν p1∗(π1(Y1, y1)) ⊂ p2∗(π1(Y2, y2)).

Αν υπάρχει τέτοιο ϕ, ϑα έχω ότι p2 ◦ ϕ = p1, δηλαδή η ϕ είναι ανόρθωση της
p1. Από το [27, ϑεώρηµα 1.7] έπεται το ητούµενο αποτέλεσµα.

Πόρισµα 2.1.12. Με τις προϋποθέσεις του προηγούµενου λήµµατος, υπάρχει ο-
µοιοµορφισµός ϕ : (Y1, y1) → (Y2, y2), ανν p1∗(π1(Y1, y1)) = p2∗(π1(Y2, y2)).

Θα έχουµε ότι :

p2∗(π1(Y2, y2)) ∼= π1(Y2, y2) ∼= 2π1(Y1, y1) ∼= p1∗(π1(Y1, y1)).

Σαν µία ειδική περίπτωση αυτού, παίρνουµε το παρακάτω αποτέλεσµα:

Πόρισµα 2.1.13. Αν (Y, p) καλυπτικός χώρος του X , µε y1, y2 ∈ p−1(x) και x ∈ X ,
τότε υπάρχει ϕ ∈ Aut(Y/X) µε ϕ(y1) = y2, ανν p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)).

Θεώρηµα 2.1.14. ∆ύο καλυπτικοί χώροι (Y1, p1) και (Y2, p2) του χώρου X , είναι
ισόµορφοι ανν για κάθε δύο y1 ∈ Y1 και y2 ∈ Y2 µε p1(y1) = p2(y2) = x ∈ X οι
υποοµάδες p1∗(π1(Y1, y1)) και p2∗(π1(Y2, y2)) ανήκουν στην ίδια κλάση συζυγίας
στον π1(X, x).

Καθώς οι δύο καλυπτικοί χώροι είναι ισόµορφοι, από πόρισµα 2.1.12, ϑα
έχουµε ότι p1∗(π1(Y1, y1)) = p2∗(π1(Y2, y2)). Τώρα y1, y2 ∈ p−1(x) και από [27,
ϑεώρηµα 1.6], έπεται το ητούµενο.
Το ϑεώρηµα µας λέει ότι η κλάση συζυγίας των υποοµάδων που αναφέρεται στο
[27, ϑεώρηµα 1.6], καθορίζει απόλυτα τον καλυπτικό χώρο up to isomorphism.

2ένας οµοιοµορφισµός επάγει ισοµορφισµό των εµπλεκόµενων ϑεµελιωδών οµάδων.
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Λήµµα 2.1.15. ΄Εστω καλυπτικοί χώροι (Y1, p1) και (Y2, p2) του χώρου X και ϕ
ένας οµοµορφισµός ανάµεσά τους. Τότε ο (Y1, ϕ) είναι καλυπτικός χώρος του Y2.

Απόδειξη. Κάθε σηµείο x ∈ X έχει µία δροµοσυνεκτική γειτονιά U , έτσι ώστε να
είναι οµαλά καλυµµένη και από τις δύο καλυπτικές απεικονίσεις p1, p2 ταυτό-
χρονα: Αν U1 είναι οµαλά καλυµµένη από την p1 και U2 οµαλά καλυµµένη από
την p2 τότε ϑέτοντας U = U1 ∩ U2, ϑα προκύψει η ητούµενη γειτονιά.
Θα δείξουµε ότι η ϕ είναι επί : Αν y ∈ Y2 ϑα δείξουµε ότι υπάρχει x ∈ Y1 : ϕ(x) = y.
Επιλέγοουµε �άση y1 ∈ Y1 και y2 = ϕ(y1) µε p1(y1) = p2(y2) = x. Παίρνουµε
f : I → Y2 µε αρχή το y2 και τέλος το σηµείο y. ΄Εστω g = p2 ◦ f να είναι η εικόνα
του παραπάνω δρόµου µέσω της p2 στον χώρο X , µε αρχή το σηµείο x. Από το
λήµµα ανόρθωσης δρόµων, υπάρχει µοναδική ανόρθωση σε δρόµο h στον χώρο
Y1, µε αρχή το σηµείο y1, τέτοια ώστε p1 ◦ h = g. ΄Εστω να έχει τέλος το σηµείο
x. Θα δείξουµε ότι ϕ(x) = y. Οι δρόµοι ϕ ◦ h και f έχουν την ίδια αρχή, το y2

και ισχύει p2 ◦ ϕ ◦ h = p1 ◦ h = g = p2 ◦ f =⇒ ϕ ◦ h = f , από µοναδικότητα
ανόρθωσης δρόµων. ΄Ετσι ϕ(x) = y.
΄Ετσι διαλέγουµε οµαλά καλυµµένη περιοχή του τυχαίου z ∈ Y2 ως εξής : παίρνουµε
U ανοικτή περιοχή του x = p2(z), η οποία είναι οµαλά καλυµµένη και από τις
δύο καλυπτικές απεικονίσεις µε τον τρόπο που περιγράψαµε στην αρχή. Θέτω W ,
να είναι το ϕύλλο της p−1

2 (U) που περιέχει το z. Η W είναι οµαλά καλυµµένη
από την ϕ.

΄Εστω (Y, p) καλυπτικός χώρος του X , µε Y απλά συνεκτικό χώρο. Αν (Y ′, p′)
είναι ένα τυχαίο, διαφορετικό κάλυµµα του X , τότε από το λήµµα 2.1.11, υπάρ-
χει οµοµορφισµός ϕ του (Y, p) στον (Y ′, p′) και από το παραπάνω λήµµα ο (Y, ϕ)
είναι ένας καλυπτικός χώρος του Y ′. Αυτός είναι ο λόγος που ένας απλά συνεκ-
τικός καλυπτικός χώρος ονοµάζεται καθολικός καλυπτικός χώρος. Επίσης από το
ϑεώρηµα 2.1.14 κάθε δύο καθολικοί καλυπτικοί χώροι είναι ισόµορφοι.

2.2 Η δράση της Οµάδας π1(X, x) στο Σύνολο p−1(x).

΄Εστω p : (Y, y) → (X, x) καλυπτική απεικόνιση, ορίζω δράση της οµάδας π1(X, x)
στο σύνολο p−1(x) για κάθε x ∈ X έτσι ώστε η π1(X, x) να δρα από δεξιά στο
σύνολο p−1(x).

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω (Y, p) καλυπτικός χώρος του X , µε x ∈ X . Για κάθε y ∈
p−1(x) και για κάθε [α] ∈ π1(X, x), ορίζω y · [α] ∈ p−1(x) ως εξής : Από το λήµµα
ανόρθωσης δρόµων και το [27, ϑεώρηµα 1.5], υπάρχει µοναδική κλάση δρόµων του
Y , έστω [α̃], τέτοια ώστε p∗([α̃]) = [α] µε αρχή το σηµείο y. Ορίζω y · [α] να είναι το
τέλος της κλάσης δρόµων [α̃], δηλαδή y · [α] := [α̃](1).

Ισχύουν τα εξής :

(y · [α]) · [�] = y([α] · [�]) και y · [ex ]3 = y.

Συµπεραίνουµε ότι η π1(X, x) από δεξιά στο σύνολο p−1(x). Θα δείξουµε ότι η
δράση αυτή είναι µεταβατική, δηλαδή για κάθε y1, y0 ∈ p−1(x) υπάρχει [α] ∈
π1(X, x) : y0 · [α] = y1. Πράγµατι καθώς έχουµε υποθέσει ότι ο χώρος Y είναι

3µε [ex ] συµβολίζω την κλάση που αποτελείται από τα κλειστά µονοπάτια µε �άση το x, που είναι
οµοτοπική µε το τετριµµένο, δηλαδή το σηµείο x.
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δροµοσυνεκτικός, υπάρχει κλάση δρόµων [α̃] από το y0 στο y1. Θέτω [α] = p∗([α̃]).
Το [α] είναι κλάση κλειστών µονοπατιών και y0 · [α] = y1.

Στην συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε κάποια �ασικά αποτελέσµατα και ορισµούς
από την ϑεωρία οµάδων που ϑα µας �οηθήσουν να πλησιάσουµε τον σκοπό µας.
΄Οταν µία οµάδα G δρα σε ένα σύνολο E από αριστερά, τότε λέµε ότι ο E είναι ένας
αριστερός G-χώρος. Αν η G δρα µεταβατικά στον E, τότε ο E ονοµάζεται οµογενής
(homogeneous) G-χώρος. Από τον τρόπο που ορίσαµε την δράση οµάδας (συν-
ϑήκη 3) προκύπτει ότι η απεικόνιση E → E που απεικονίζει y 7→ g · y είναι ένας
οµοιοµορφισµός του E και συνεπώς µια µετάθεση του E. ΄Ετσι έχουµε:

Θεώρηµα 2.2.2. Αν E είναι ένας αριστερός G-χώρος, τότε για κάθε g ∈ G, η
απεικόνιση E → E που απεικονίζει y 7→ g · y είναι µια µετάθεση του E.

Ορισµός 2.2.3. ΄Εστω E1, E2, να είναι αριστεροί G-χώροι. Μία απεικόνιση f :
E1 → E2 ονοµάζεται απεικόνιση αριστερών G-χώρων (ή G-equivariant) αν

f (g · y) = g · (fy)
για κάθε g ∈ G και y ∈ E. Μία απεικόνιση f αριστερών G-χώρων καλείται ισοµορ-
ϕισµός αριστερών G-χώρων, αν η f είναι 1-1 και επι, µε την αντίστροφή της, να είναι
και αυτή µία απεικόνιση αριστερών G-χώρων.

΄Εστω E, ένας τυχαίος οµογενής αριστερός G-χώρος. ∆ιαλέγουµε y0 ∈ E και
ϑέτουµε:

H = {g ∈ G : g · y0 = y0}
ΗH είναι υποοµάδα τηςG και ονοµάζεται υποοµάδα ισοτροπίας ή σταθεροποιητής
του y0.

Παρατήρηση 2.2.4. Κάθε οµογενής G-χώρος E, είναι ισόµορφος µε κάποιο G/H.

Παίρνουµε την απεικόνιση G → E µε τύπο g 7→ g · y0. Η απεικόνιση είναι
επί καθώς ο E είναι οµογενής G-χώρος. Θέτω H = {g ∈ G : g · y0 = y0}.
Για να απεικονίζονται δύο στοιχεία g1, g2 ∈ G στο ίδιο στοιχείο του E ϑα πρέπει
g1 · y0 = g2 · y0 ⇔ g−1

2 · g1 = y0 ⇔ g−1
2 · g1 ∈ H. ∆ηλαδή ϑα πρέπει να ανήκ-

ουν στο ίδιο σύµπλοκο της H. ΄Ετσι, η απεικόνιση G → E επάγει µία 1-1 και
επί απεικόνιση f : G/H → E. Μάλιστα η f είναι ένας ισοµορφισµός αριστερών
G-χώρων και οι G/H, E είναι ισόµορφοι αριστεροί G-χώροι.

Τώρα έστω G δρα µεταβατικά σε ένα σύνολο E από δεξιά, τότε λέµε ότι ο E είναι
ένας οµογενής δεξιός G-χώρος. ΄Εστω ϕ : E → E ένας αυτοµορφισµός του E. Τότε
για κάθε y ∈ E τα σηµεία y, ϕ(y) έχουν τον ίδιο σταθεροποιητή. Αντίστροφα έστω
x, y ∈ E που έχουν τον ίδιο σταθεροποιητή. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ϕ ∈ Aut(E)
έτσι ώστε ϕ(x) = y. Ορίζουµε την ϕ ως εξής. ΄Εστω z ∈ E. Τότε από την µεταβατική
δράση της G υπάρχει g ∈ G τέτοιο ώστε z = x · g. ∆ηλαδή πρέπει να έχουµε

ϕ(z) = ϕ(x · g) = (ϕx) · g = y · g.
΄Ετσι ορίζουµε ϕ(z) = y · g. Πρέπει να εξασφαλίσουµε ότι ο ορισµός αυτός είναι
ανεξάρτητος από την επιλογή του g, δηλαδή αν x · g = x · g′, τότε y · g = y · g′,
κάτι που προκύπτει από την υπόθεση ότι τα x, y έχουν τον ίδιο σταθεροποιητή.

Λήµµα 2.2.5. Μία οµάδα A από αυτοµορφισµούς ενός οµογενούς G-χώρου E είναι
ολόκληρη η οµάδα Aut(E) αν και µόνο αν για κάθε δύο σηµεία x, y ∈ E που έχουν
τον ίδιο σταθεροποιητή, υπάρχει ένας αυτοµορφισµός ϕ ∈ A, έτσι ώστε ϕ(x) = y.
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΄Εστω H υποοµάδα της G τότε :

N(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}.

είναι υποοµάδα της G που περιέχει την H και ονοµάζεται ο κανονικοποιητής
(normalizer) της H. Είναι η µεγαλύτερη υποοµάδα του G που περιέχει την H σαν
κανονική υποοµάδα. Προφανώς αν H B G τότε N(H) = G.

Θεώρηµα 2.2.6. ΄Εστω E ένας οµογενής G-χώρος και έστω H, να είναι ο στα-
ϑεροποιητής ενός y ∈ E. Τότε η οµάδα αυτοµορφισµών του E είναι ισόµορφη µε την
οµάδα N(H)/H.

Από τα παραπάνω είναι τώρα ξεκάθαρο, ότι το σύνολο p−1(x) είναι ένας ο-
µογενής δεξιός π1(X, x)-χώρος. Για κάθε y ∈ p−1(x) ο σταθεροποιητής αυ-
τού του y, είναι η υποοµάδα p∗(π1(Y, y)) της π1(X, x). Συνεπώς ϑα έχουµε το
σύνολο p−1(x), σαν ένας οµογενής δεξιός π1(X, x)-χώρος, να είναι ισόµορφος µε
την συλλογή συµπλόκων π1(X, x)/p∗(π1(Y, y)) (παρατήρηση 2.2.4) και ο αριθµός
των ϕύλλων της καλυπτικής απεικόνισης ισούται µε τον δείκτη της υποοµάδας
p∗(π1(Y, y)).

Πρόταση 2.2.7. Για κάθε αυτοµορφισµό ϕ ∈ Aut(Y/X), κάθε σηµείο y ∈ p−1(x)
και [α] ∈ π1(X, x) έχουµε :

ϕ(y · [α]) = (ϕy) · [α],

δηλαδή κάθε ϕ ∈ Aut(Y/X) επάγει έναν αυτοµορφισµό του συνόλου p−1(x), παίρνον-
τας το p−1(x) σαν έναν δεξιό π1(X, x)-χώρο.

Απόδειξη. Ανορθώνουµε το [α] σε κλάση δρόµων [α̃] στον χώρο Y , µε αρχή το
σηµείο y έτσι ώστε p∗([α̃]) = [α]. Τότε y · [α] ϑα είναι το τέλος των δρόµων [α̃].
Τώρα παίρνοντας τους δρόµους ϕ∗([α̃]) στον Y , ϑα έχουν αρχή το ϕ(y) και τέλος
το σηµείο ϕ(y · [α]). Θα ισχύει ότι :

p∗(ϕ∗([α̃]) = (p ◦ ϕ)∗([α̃])4 = p∗([α̃]) = [α].

΄Ετσι η κλάση δρόµων ϕ∗([α̃]), αποτελούν ανόρθωση της κλάσης [α] και συνεπώς
από µοναδικότητα ανόρθωσης, ϑα πρέπει να ταυτίζονται µε το [α̃]. ΄Ετσι

y · [α] = (ϕy) · [α] = ϕ(y · [α]).

Θεώρηµα 2.2.8. ΄Εστω (Y, p) καλυπτικός χώρος του X µε x ∈ X , τότε η οµάδα
Aut(Y/X) είναι ισόµορφη µε την Aut(p−1(x)), παίρνοντας το p−1(x) σαν έναν δεξιό
π1(X, x)-χώρο.

Απόδειξη. Αν ϕ ∈ Aut(Y/X), τότε ο περιορισµός ϕ|p−1(x) είναι ένας αυτοµορφισ-
µός της p−1(x), σαν ένας δεξιός π1(X, x)-χώρος, από το προηγούµενο ϑεώρηµα.
Επίσης, κάθε αυτοµορφισµός ϕ, εξαρτάται µόνον από τον περιορισµό του ϕ|p−1(x),
δηλαδή η απεικόνιση

k : ϕ → ϕ|p−1(x)

4�λέπε functorial ιδιότητες των επαγόµενων οµοµορφισµών [26], σελ.16.
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είναι 1-1. Πράγµατι Kerk = {ϕ ∈ Aut(Y/X) : k(ϕ) = id}. Από το πόρισµα 2.1.10
η ϕ δρα ελεύθερα στον Y και συνεπώς ϕ = id και η k είναι 1-1. Αρκεί να δείξουµε
ότι η k είναι επί. Από το λήµµα 2.2.5, οι αυτοµορφισµοί που επάγουν οι Aut(Y/X)
είναι όλη η οµάδα Aut(p−1(x)), αν και µόνο αν για κάθε y1, y2 ∈ p−1(x) µε τους
σταθεροποιητές αυτών των yi να είναι ίσοι, δηλαδή p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)),
υπάρχει ϕ ∈ Aut(Y/X) : ϕ(y1) = y2. Κάτι που ισχύει από το πόρισµα 2.1.13.
΄Ετσι k(Aut(Y/X)) = Aut(p−1(x)) και k είναι επί.

Πόρισµα 2.2.9. Για κάθε x ∈ X και y ∈ p−1(x), ϑα έχουµε ότι :

Aut(Y/X) ∼= N [p∗(π1(Y, y))]/p∗(π1(Y, y)),

όπου ο N [p∗(π1(Y, y))] είναι ο κανονικοποιητής της υποοµάδας p∗(π1(Y, y)) του
π1(X, x).

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα, ϑα έχουµε ότι Aut(Y/X) ∼= Aut(p−1(x)). Ε-
ϕαρµόζοντας τώρα το ϑεώρηµα 2.2.6, προκύπτει το ητούµενο.

Θεώρηµα 2.2.10. Αν (Y, p) κανονικός καλυπτικός χώρος του X , τότε :

Aut(Y/X) ∼= π1(X, x)/p∗(π1(Y, y))

για κάθε x ∈ X και y ∈ p−1(x).

Προκύπτει άµεσα από το πόρισµα 2.2.9 γιατί αφού p∗(π1(Y, y))¢π1(X, x), ϑα
έχω ότι N [p∗(π1(Y, y))] = π1(X, x).

Πόρισµα 2.2.11. Αν ο (Y, p) είναι καθολικός καλυπτικός χώρος του X , ϑα έχω
Aut(Y/X) ∼= π1(X, x)

2.3 Κανονικοί Καλυπτικοί Χώροι και Χώροι Πηλίκα.

΄Εστω (Y, p) καλυπτικός χώρος του X . Επειδή η p είναι µία ανοικτή απεικόνιση, ο
X έχει την τοπολογία πηλίκο που επάγεται από την p. ΄Ετσι µπορούµε να πάρουµε
τον X από τον Y ταυτίζοντας συγκεκριµένα σηµεία : Για κάθε x ∈ X , όλα τα σηµεία
του συνόλου p−1(x), πρέπει να ταυτιστούν σε ένα σηµείο. Η οµάδα Aut(Y/X),
µεταθέτει όλα τα σηµεία του συνόλου p−1(x), µεταξύ τους. Γενικά δεν ισχύει ότι
Y/Aut(Y/X) ∼= X . Μπορεί να υπάρχουν y1, y2 ∈ p−1(x) και @ϕ ∈ Aut(Y/X) έτσι
ώστε ϕ(y1) = y2. ∆ηλαδή οι Aut(Y/X) να µην δρουν µεταβατικά στο p−1(x).

Λήµµα 2.3.1. Αν (Y, p) καλυπτικός χώρος τουX , η οµάδα αυτοµορφισµώνAut(Y/X)
δρα µεταβατικά στο p−1(x), µε x ∈ X ανν ο (Y, p) είναι κανονικός καλυπτικός
χώρος.

Απόδειξη. Η οµάδα Aut(Y/X) δρα µεταβατικά στον p−1(x) αν για κάθε y1, y2 ∈
p−1(x) υπάρχει ϕ έτσι ώστε ϕ(y1) = y2. Αυτό, από το πόρισµα 2.1.13, αυτό
ϑα συµβαίνει ανν p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)). Οι υποοµάδες p∗(π1(Y, y)) για
y ∈ p−1(x) αποτελούν µία κλάση συζυγίας από υποοµάδες του π1(X, x). ΄Ετσι
p∗(π1(Y, y1)) = [α] ∗ p∗(π1(Y, y2)) ∗ [ᾱ]. Από την κανονικότητα του καλυπτικού
χώρου έπεται ότι p∗(π1(Y, y1)) = p∗(π1(Y, y2)).

Είδαµε ότι αν το (Y, p) είναι κανονικός καλυπτικός χώρος του X , τότε :

Y/Aut(Y/X) ∼= X.

Ας δούµε τώρα το αντίστροφο της πρότασης 2.1.7:
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Πρόταση 2.3.2. ΄Εστω ότι ο (Y, p) είναι καλυπτικός χώρος του X . Τότε η οµάδα
Aut(Y/X), δρα evenly στον Y . Επίσης αν η Aut(Y/X) δρα µεταβατικά σε κάθε
ϕύλλο της p, τότε το κάλυµµα είναι ένα κανονικό G-κάλυµµα µε Aut(Y/X) = G.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η δράση είναι even. ΄Εστω y ∈ Y και N µια γειτονιά
του p(y), η ποία είναι οµαλά καλυµµένη από την p. Παίρνουµε ένα ϕύλλο της
p, V µε y ∈ V έτσι ώστε η p|VV → N να είναι ένας οµοιοµορφισµός. Αν ϕ 6=
ϕ′ ∈ Aut(Y/X), τότε ϕ(V ) και ϕ′(V ), ϑα πρέπει να είναι ξένα, διαφορετικά η
ϕ−1 ◦ ϕ′ ϑα έχει ένα σταθερό σηµείο στο V , πράγµα άτοπο από πόρισµα 1.18.
΄Ετσι ϕ(V ) ∩ ϕ′(V ) = ϕ · V ∩ ϕ′ · V = ∅. Τώρα από το προηγούµενο λήµµα αν
η οµάδα Aut(Y/X), δρα µεταβατικά στο p−1(x), ο Y είναι κανονικός καλυπτικός
χώρος. ΄Αρα Y/Aut(Y/X) ∼= X και προφανώς G = Aut(Y/X).

Παρατηρούµε ότι αν η δράση είναι µεταβατική, ϑα είναι και πιστή, δηλαδή το
ϕ ∈ Aut(Y/X), µε ϕ(y) = y′ είναι µοναδικό. Από το ϑεώρηµα 2.2.10 και την
πρόταση 2.3.2 παίρνουµε το παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 2.3.3. Αν (Y, p) είναι ένας κανονικός καλυπτικός χώρος του X , τότε ο Y
είναι ένα κανονικό G-κάλυµµα και

G = Aut(Y/X) ∼= π1(X, x)/p∗(π1(Y, y))

για κάθε x ∈ X και y ∈ p−1(x). Αν ο Y είναι απλά συνεκτικός χώρος τότε π1(X) ∼=
G = Aut(Y/X).

Είδαµε ότι ένας καλυπτικός χώρος (Y, p) του X καθορίζεται πλήρως από την
κλάση συζυγίας της υποοµάδας p∗(Y, y) του π1(X, x). Το ερώτηµα που προκύπτει
είναι ότι : αν X είναι ένας τοπολογικός χώρος και αν µας δίνεται µία κλάση συζυγί-
ας από υποοµάδες του π1(X, x), υπάρχει καλυπτικός χώρος (Y, p) του X έτσι ώστε
η p∗(Y, y) να ανήκει σε αυτήν την κλάση συζυγίας ;

Θεώρηµα 2.3.4. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, που έχει καθολικό καλυπτικό χώρο.
Τότε για κάθε κλάση συζυγίας από υποοµάδες της π1(X, x), υπάρχει καλυπτικός
χώρος (Y, p) του X , έτσι ώστε η p∗(π1(Y, y)) να ανήκει σε αυτήν την κλάση συζυγίας.

Απόδειξη. ΄Εστω (X̃ , q) ο καθολικός καλυπτικός χώρος του X . Η π1(X, x) δρα
µεταβατικά στο σύνολο q−1(x) από δεξιά, και καθώς ο Y είναι απλά συνεκτικός
δρα ελεύθερα. Επίσης και η οµάδα αυτοµορφισµών Aut(X̃/X) ∼= π1(X, x) δρα
µεταβατικά (κάθε καθολικό κάλυµµα είναι και κανονικό) από αριστερά, στο σύνο-
λο q−1(x). ∆ιαλέγουµε ένα σηµείο x̃ ∈ q−1(x) και υποοµάδα G που ανήκει στην
κλάση συζυγίας που µας δίνεται. ΄Εστω H να είναι υποοµάδα των αυτοµορφισµών
Aut(X̃/X) που ορίζεται ως εξής : ϕ ∈ H αν και µόνο αν υπάρχει στοιχείο [α] ∈ G
τέτοιο ώστε ϕ(x̃) = x̃ · [α] ∈ q−1(x). Στο δεξί µέλος της ισότητας έχουµε την δράση
του αυτοµορφισµού ϕ στην q−1(x) ενώ στο αριστερό µέλος της ισότητας την δράση
του στοιχείου της οµάδας G στον q−1(x). Είδαµε ότι ( ορισµός 2.2.1 ) G ∼= H
µέσω της αντιστοιχίας ϕ ↔ [α], αν και µόνο ανν ϕ(x̃) = x̃ · [α].
Επειδή H ≤ Aut(X̃/X), η H δρα evenly στον X̃ . ΄Εστω Y να δηλώνει τον χώρο
πηλίκο X̃/H, r : X̃ → Y , να είναι η ϕυσική προβολή και p : Y → X να είναι η
απεικόνιση που επάγει η q : X̃ → X . ΄Εχουµε το µεταθετικό διάγραµµα έτσι ώστε
p ◦ r = q:

(X̃ , x̃) r−→ (Y, y)
q↘↙ p
(X, x)
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΄Οπου ο (X̃ , q) καλυπτικός χώρος του X (από υπόθεση), ο (X̃ , r) είναι ένας
H-καλυπτικός χώρος του Y (από λήµµα 2.1.4) και (Y, p) καλυπτικός χώρος του X
από το λήµµα 2.1.15 γιατί αποτελεί έναν οµοµορφισµό καλυπτικών χώρων. Αρκεί
να δείξω ότι G ∼= p∗(π1(Y, y)). ΄Εχω ότι p : Y = X̃/H → X είναι µία καλυπτική
απεικόνιση, έτσι p∗(π1(Y, y)) ∼= π1(Y, y) και από το πόρισµα 2.3.3 ϑα έχουµε
π1(Y, y) ∼= H ∼= G, έτσι G ∼= p∗(π1(Y, y)).

Ορισµός 2.3.5. ΄Ενας χώρος X ονοµάζεται τοπικά απλά συνεκτικός αν κάθε
γειτονιά ενός σηµείου του, περιέχει µια γειτονιά του σηµείου που είναι απλά συνεκ-
τική.

Ορισµός 2.3.6. ΄Ενας χώρος X ονοµάζεται semilocally απλά συνεκτικός αν κάθε
σηµείο του έχει γειτονιά τέτοια ώστε κάθε κλειστό µονοπάτι σε αυτήν την γειτονιά
είναι οµοτοπικό µε το τετριµµένο. Ισοδύναµα αν κάθε σηµείο x ∈ X έχει γειτονιά V
έτσι ώστε ο επαγώµενος από τον εγκλεισµό οµοµορφισµός i∗ : π1(V, x) → π1(X, x)
είναι ο µηδενικός, δηλαδή απεικονίζει κάθε στοιχείο της π1(V, x) στο ταυτοτικό και
συνεπώς η i είναι µη ουσιώδης5 συνάρτηση (null-homotopic).

Είναι προφανές ότι αν ένας χώρος είναι τοπικά απλά συνεκτικός, τότε ϑα εί-
ναι και semilocally απλά συνεκτικός. Μπορούµε µάλιστα να δείξουµε ότι ένας
συνεκτικός και τοπικά δροµοσυνεκτικός χώρος έχει καθολικό καλυπτικό χώρο αν
και µόνο αν είναι semilocally απλά συνεκτικός. Για τα παρακάτω, υποθέτουµε
ότι ο χώρος X είναι συνεκτικός, τοπικά δροµοσυνεκτικός και semilocally απλά
συνεκτικός, έτσι ώστε να έχει καθολικό καλυπτικό χώρο.
Φτάσαµε στον σκοπό µας, που είναι να �ρούµε την αντιστοιχία που υπάρχει µεταξύ
των υποοµάδων της ϑεµελιώδους οµάδας ενός χώρου και των καλυµµάτων του
χώρου αυτού. Το παρακάτω αποτέλεσµα ϑα είναι µια ϕυσική συνέπεια της µέχρι
τώρα πορείας µας :

Θεώρηµα 2.3.7. (i) Για κάθε υποοµάδα H του π1(X, x) υπάρχει ένα συνεκτικό
κάλυµµα: pH : (YH , yH) → (X, x), µε yH ∈ p−1(x), έτσι ώστε η εικόνα του
π1(YH , yH) στην π1(X, x), µέσω της pH∗ να είναι η υποοµάδα H. Κάθε άλλο
τέτοιο κάλυµµα ( ως προς την επιλογή �άσης) είναι ισόµορφο µε αυτό.

(ii) Αν K είναι µία άλλη υποοµάδα του π1(X, x), που περιέχει το H, υπάρχει
µοναδική συνεχής απεικόνιση pH,K : (YH , yH) → (YK , yK) που είναι συµβατή
µε τις προβολές στον X . Αυτή είναι καλυπτική απεικόνιση και αν H ¢ K, τότε
είναι ένα G-κάλυµµα µε G = K/H.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω (X̃ , u) να είναι ο καθολικός καλυπτικός χώρος του X . Αφού
H ≤ π1(X, x), από το ϑεώρηµα 2.3.4 υπάρχει καλυπτικός χώρος (YH , pH)
του X , έτσι ώστε η pH∗(π1(YH , yH)) = H. ΄Εστω p′H : (YH , y′H) → (X, x) µία
άλλη καλυπτική απεικόνιση µε p(yH) = p(yK) = x και p′H∗(π1(YH , y′H)) =
H. Από το πόρισµα 2.1.13 ϑα έχουµε ότι οι δύο αυτοί καλυπτικοί χώροι
ϑα είναι ισόµορφοι γιατί pH∗(π1(YH , yH)) = p′H∗(π1(YH , y′H)) ( ο p∗ είναι
ανεξάρτητος από την επιλογή �άσης.)

(ii) ΄Οµοια υπάρχει (YK , pK) καλυπτικός χώρος του X , έτσι ώστε
pK∗(π1(YK , yK)) = K. ΄Ετσι ϑα έχουµε το παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα:

5�λέπε [26] σελίδα 56.
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(X̃ , x̃)
rK ↙↘ rH
YK ↓ YH

pK ↘↙ pH
(X, x)

Αν τώρα H ⊂ K υπάρχει pH,K έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

(YH , yH)
pH,K−→ (YK , yK)

pH ↘↙ pK
(X, x)

Πράγµατι, από το [27, ϑεώρηµα 1.7] ϑα έχω ότι υπάρχει µοναδική ανόρθωση
της pH µε pK ◦ pH,K = pH ανν H = pH∗(π1(YH , yH)) ⊂ pK∗(π1(YK , yK)) =
K. Τώρα αφού η pH,K είναι ένας οµοµορφισµός καλυπτικών απεικονίσεων,
σύµφωνα µε το λήµµα 2.1.15, ϑα είναι µία καλυπτική απεικόνιση.
Αν H = pH∗(π1(YH , yH)) ¢ pK∗(π1(YK , yK)) = K τότε από το πρόταση 2.3.2
και το ϑεώρηµα 2.2.10, ο χώρος (YH , pH,K), ϑα είναι ένας G-καλυπτικός
χώρος µε

G = π1(YK , yK)/pH,K∗(π1(YH , yH)).

΄Οµως π1(YK , yK) ∼= pK∗(π1(YK , yK)) = K, γιατί η pK∗ είναι µονοµορφισµός.
΄Οµοια pH,K∗(π1(YH , yH)) ∼= π1(YH , yH) ∼= H.΄Ετσι G ∼= K/H.

Πόρισµα 2.3.8. Υπάρχει µία 1-1 και επί αντιστοιχία µεταξύ όλων των υποοµάδωνH
της π1(X, x) και όλων των καλυπτικών κλάσεων6 [pH : (YH , yH) → (X, x)]. ∆ηλαδή:

H = pH∗(π1(YH , yH)) ←→ [pH : (YH , yH) → (X, x)].

Θα έχουµε την εξής αντιστοιχία :

(X̃ , x̃) ↔ {e} = Aut(X̃/X̃)
↓ ∩ ∧

(YH , yH) ↔ H = Aut(X̃/H)
↓ ∩ ∧

(YK , yK) ↔ K = Aut(X̃/K)
↓ ∩ ∧

(X, x) ↔ G = Aut(X̃/X)

Αν η H είναι κανονική υποοµάδα της K, τότε ο καλυπτικός χώρος (YH , pH,K) ϑα
είναι ένα K/H-κάλυµµα. Τότε ϑα έχουµε ότι :

K/H ∼= Aut(X̃/YK)/Aut(X̃/YH) ∼= Aut(YH/YK).

Κάθε κάλυµµα YH → X , που αντιστοιχεί στηνH, µπορεί να ταυτιστεί µε το X̃/H →
X , µε H να είναι µια υποοµάδα των Aut(X̃/X) ∼= π1(X, x), που δρα στον X̃ .
Κανονικά καλύµµατα του χώρου X αντιστοιχούν σε κανονικές υποοµάδες H. ΄Ετσι

6δηλαδή των καλυπτικών χώρων του X που αντιστοιχούν στην υποοµάδα H modulo( ισοµορφισµοί
καλυπτικών χώρων).
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κάθε κανονικό κάλυµµα p : Y → X , έχει την µορφή X̃/H → X και είναι G-
κάλυµµα (πρόταση 2.3.3), µε

π1(X, x)/H ∼= Aut(Y/X) ∼= G.

Βλέπουµε ότι οι µικρότερες υποοµάδες της π1(X, x) και συνεπώς οι µικρότερες
υποοµάδες της Aut(X̃/X), αντιστοιχούν σε µεγαλύτερα καλύµµατα.

2.4 Θεωρία Galois.

΄Εστω F, K σώµατα µε K ⊂ F , τότε το F είναι µία επέκταση του K.

Ορισµός 2.4.1. ΄Εστω F επέκταση του σώµατος K. Ορίζουµε την Galois οµάδα της
επέκτασης αυτής να είναι :

Gal(F/K) = {σ ∈ Aut(F) : σ(k) = k ∀ k ∈ K}.

Ορίσαµε την οµάδα Galois να αποτελείται από εκείνους τους αυτοµορφισµούς
του σώµατος F , που αφήνουν σηµειακά σταθερό το σώµα K, µε Gal(F/K) ≤
Aut(F).
Για την συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε σύντοµα κάποια αποτελέσµατα της ϑεωρίας
Galois µε �άση τους [21] και [7], µε σκοπό να ϕτάσουµε στο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα
της εν λόγο ϑεωρίας. ΄Ενα ανάγωγο πολυώνυµο f ονοµάζεται διαχωρίσιµο αν για
κάθε �ίζα του �, το f ′(ρ) 6= 0, δηλαδή αν δεν έχει �ίζες πολλαπλότητας µεγαλύτερ-
ης της µονάδας.

Θεώρηµα 2.4.2. ΄Εστω f (x) ∈ F [x] είναι ένα διαχωρίσιµο πολυώνυµο και F είναι
µία επέκταση του σώµατος K. Αν F είναι το splitting field του f τότε :

|Gal(F/K)| = [F : K].

Ορισµός 2.4.3. ΄Εστω F σώµα. Αν G ⊂ Aut(F) τότε ϑέτουµε το

FG = {f ∈ F : σ(f ) = f ∀σ ∈ G}.

να είναι το σταθερό σώµα του G στον F .

Παρατηρούµε ότι το FG είναι ένα υπόσωµα του F . Ο παραπάνω ορισµός είναι
σηµαντικός όταν το G είναι υποοµάδα των Aut(F). Παραµένει όµως αξιόλογος
ακόµα και αν είναι ένα απλό υποσύνολο, �λέποντας ότι αν

H ⊂ G τότε FG ⊂ FH .

Επίσης αν F επέκταση του K και G = Gal(F/K), τότε K ⊂ FG ⊂ F . Κάθε
σώµα ανάµεσα στο K και το F ονοµάζεται ενδιάµεσο σώµα. Στην περίπτωση που
η G είναι υποοµάδα της οµάδας αυτοµορφισµών του F ϑα έχουµε τα παρακάτω
αποτελέσµατα:

(i) Αν G είναι µία υποοµάδα της Aut(F) τότε [F : FG ] = |G|.
(ii) Αν G,H είναι πεπερασµένες υποοµάδες της Aut(F) µε FG = FH , τότε G =

H.
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Θεώρηµα 2.4.4. ΄Εστω F να είναι µία πεπερασµένη επέκταση του σώµατος K µε
οµάδα Galois G = Gal(F/K). Θα λέµε ότι είναι µία Galois επέκταση αν ισχύει µία
από τις παρακάτω ισοδύναµες συνθήκες :

(i) K = FG .

(ii) Κάθε ανάγωγο πολυώνυµο p(x) ∈ K[x], το οποίο έχει �ίζες στο F , είναι δι-
αχωρίσιµο και έχει όλες τις �ίζες του στο σώµα F .

(iii) Το σώµα F αποτελεί το splitting field κάποιου διαχωρίσιµου πολυωνύµου
f (x) ∈ K[x].

2.5 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois.

Θεώρηµα 2.5.1 (Θεµελιώδες ϑεώρηµα της ϑεωρίας Galois). ΄Εστω F πεπερασ-
µένου �αθµού επέκταση Galois επί του K, µε οµάδα Galois την G = Gal(F/K),
K = FG και E ενδιάµεσο σώµα, δηλαδή K ⊂ E ⊂ F . Τότε υπάρχει µία 1-1
αντιστοιχία µεταξύ : όλων των ενδιάµεσων σωµάτων της επέκτασης και όλων των
υποοµάδων της G, που δίνεται από την E 7→ Gal(F/E) έτσι ώστε :

(i) Ο σχετικός �αθµός της επέκτασης δύο ενδιάµεσων σωµάτων είναι ίσος µε τον
σχετικό δείκτη των αντίστοιχων υποοµάδων της Galois οµάδας. Συγκεκριµένα
η Gal(F/K), έχει τάξη [F : K].

(ii) Η F είναι µία Galois επέκταση επί κάθε ενδιάµεσου σώµατος E, αλλά το E
είναι Galois επέκταση επί του K ανν η αντίστοιχη υποοµάδα Galois: Gal(F/E)
είναι µία κανονική υποοµάδα της G. Σ’ αυτήν την περίπτωση ϑα έχουµε :

Gal(F/K)/Gal(F/E) ∼= Gal(E/K).

Η 1-1 αντιστοιχία προκύπτει αντιστοιχώντας σε κάθε ενδιάµεσο σώµα E την
Galois οµάδα Gal(F/E) ≤ Gal(F/K).
Αντίστροφα: Αντιστοιχούµε σε κάθε υποοµάδα H της Gal(F/K) το σταθερό της
σώµα στην F , δηλαδή H 7→ FH .
Αν L,M ενδιάµεσα σώµατα της επέκτασης K ⊂ F και J,H υποοµάδες τηςGal(F/K)
µε H ≤ J , ϑα έχω:

F 7−→ 1 F ←− 1
∪ ∧ ∪ ∧
M 7−→ Gal(F/M) FH ←− H
∪ ∧ ∪ ∧
L 7−→ Gal(F/L) F J ←− J
∪ ∧ ∪ ∧
K 7−→ Gal(F/K) K ←− Gal(F/K)
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Λήµµα 2.5.2. ΄Εστω F επέκταση σώµατος K, µε ενδιάµεσα σώµατα L,M . ΄Εστω
H, J υποοµάδες της Gal(F/K) = G. Τότε :

(i) Gal(F/F) = 1 και Gal(F/K) = G,

(ii) F1 = F ,

(iii) Αν L ⊂ M =⇒ Gal(F/M) < Gal(F/L),

(iv) H < J =⇒ F J ⊂ FH ,

(v) L ⊂ FGal(F/L) και H < Gal(F/FH),

(vi) Gal(F/L) = Gal(F/FGal(F/L)) και FH = FGal(F/F
H).

Ελπίζουµε ότι το παρακάτω γράφηµα ϑα αποσαφηνίσει τυχόν απορίες :

F 7−→ 1 7−→ F 7−→ 1
∪ ∧ ∪ ∧
M 7−→ Gal(F/M) 7−→ FGal(F/M) 7−→ Gal(F/M)
∪ ∧ ∪ ∧
L 7−→ Gal(F/L) 7−→ FGal(F/L) 7−→ Gal(F/L)
∪ ∧ ∪ ∧
K 7−→ Gal(F/K) 7−→ FG 7−→ G

Σχήµα 2.1: Μία επέκταση F επί του K που δεν είναι Galois.

Η παραπάνω επέκταση F είναι Galois επί του K ανν FG = K. ΄Οµοια η F είναι
επέκταση Galois επί τυχαίου ενδιάµεσου σώµατος E, ανν E = FGal(F/E).

Ορισµός 2.5.3. ΄Εστω X ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης K ⊂ F (ή µία υποοµάδα
της Galois οµάδας της επέκτασης, αντίστοιχα.). Ορίζουµε το X να είναι κλειστό ανν
X = FGal(F/X) (X = Gal(F/FX». Παρατηρούµε ότι η F είναι µία Galois επέκταση
επί του K, ανν το σώµα K είναι κλειστό.

Λήµµα 2.5.4. ΄Εστω F να είναι επέκταση ενός σώµατος K. Υπάρχει µία 1-1 αντισ-
τοιχία ανάµεσα των κλειστών ενδιάµεσων σωµάτων της επέκτασης και των κλειστών
υποοµάδων της οµάδας Galois, που δίνεται από E 7→ Aut(F/E).

Σε µία Galois επέκταση όλα τα ενδιάµεσα σώµατα είναι κλειστά και στη-
ν περίπτωση που η επέκταση είναι πεπερασµένου �αθµού, όλες οι υποοµάδες
της οµάδας Galois είναι επίσης κλειστές. Πράγµατι :

Λήµµα 2.5.5. Αν F επέκταση ενός σώµατος, L,M ενδιάµεσα σώµατα µε L ⊂ M και
H, J υποοµάδες της οµάδας Gal(F/K) = G, µε H < J , τότε :

(i) Αν το L είναι κλειστό σώµα και [M : L] <∞, τότε το M είναι κλειστό σώµα και

Gal(F/L)/Gal(F/M) = [M : L],

(ii) Αν H είναι κλειστή υποοµάδα και [J : H] <∞, τότε η J είναι κλειστή υποοµά-
δα µε

[FH : F J ] = [J : H],
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(iii) Αν F είναι µία πεπερασµένη επέκταση Galois επί του K, τότε όλα τα ενδιάµε-
σα σώµατα και όλες οι υποοµάδες της οµάδας Gal(F/K) είναι κλειστές µε
Gal(F/K) = [F : K].

Η κατάσταση περιγράφεται στο παρακάτω σχήµα.

F ←→ 1
∪ ∧
M ←→ Gal(F/M)
∪ ∧
L ←→ Gal(F/L)
∪ ∧
K ←→ G

2.6 ∆ιακλαδισµένα καλύµµατα.

Θα συµβολίζουµε µε Bk τον δίσκο {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1} όπου || · || είναι η ευκλείδια
µετρική στον Rn. Για k2 ο B2 µπορεί να ταυτιστεί µε το σύνολο των µιγαδικών
αριθµών {z ∈ C : |z| ≤ 1}. Θεωρούµε την µιγαδική συνάρτηση pm : B2 → B2,
η οποία στέλνει το z 7→ zm . Η συνάρτηση pm για m ≥ 2 επάγει ένα τοπολογικό
κάλυµµα B2\{0} → B2\{0}. Το 0 είναι µία �ίζα πολλαπλότητας m.

Είναι γνωστό ότι συναρτήσεις µεταξύ διαφορισίµων πολλαπλοτήτων ίδιας διάσ-
τασης έχουν σταθερό πλήθος προεικόνων όσο το διαφορικό τους δεν είναι ιδιό-
µορφο [13, σελ. 8]. Συνεπώς αν έχουµε f : M → N µία διαφορίσιµη συνάρτηση
µεταξύ διαφορισίµων πολλαπλοτήτων, τότε το ϑεώρηµα αντισρόφου απεικωνίσεως
µας εξασφαλίζει ότι η f µακριά από το σύνολο που το διαφορικό της είναι ιδιό-
µορφο αποτελεί καλυπτική απεικόνιση.

Αν ϑέλουµε να δούµε τι συµβαίνει στις κρίσιµες τιµές τα πράγµατα είναι αρκετά
διαφορετικά στις C∞ συναρτήσεις από τις αναλυτικές. Η συνάρτηση f : R → R
όπου f (x) = 0 αν x ≤ 0 και f (x) = e−1/x2 αν x > 0, είναι C∞, άλλα f −1(0) =
(∞, 0]. Μάλιστα όλες οι παράγωγοι της f στο 0 µηδενίζονται και αν Jk είναι
το ιδεώδες του τοπικού δακτυλίου R των διαφορισίµων συναρτήσεων στο 0 που
µηδενίζουν όλες k − 1-τάξης παραγώγους τους, τότε ισχύει ότι

⋂

k≥1

Jk 6= {0},

δηλαδή ο R δεν είναι δακτύλιος της Noether [30].
Αντιθέτως το ϑεώρηµα προπαρασκευής του Weierstrass για αναλυτικές συναρτή-

σεις µας δίνει µια εντελώς διαφορετική συµπεριφορά για τις C∞ (Βλέπε [27, Κε-
ϕάλαιο 2]).

Για να µπορέσουµε να ορίσουµε τα διακλαδισµένα καλύµµατα ορίζουµε πρώτα
τις συναρτήσεις n,m ≥ 2

qm : B2 × Bn−2 → B2 × Bn−2, qm = pm × Id.
Παρατηρούµε ότι η qm ορίζει µία καλυπτική απεικόνιση µακριά από το σύνολο
{0} × Bn−2.

Ορισµός 2.6.1. Θεωρούµε τις M,N , διαφορίσιµες πολλαπλότητες διάστασης n.
΄Εστω p : M → N µία διαφορίσιµη συνάρτηση επί. ΄Ενα σηµείο της M ϑα λέγε-
ται ιδιόµορφο αν η p δεν είναι τοπικός οµοιοµορφισµός. Θα συµβολίζουµε µε Sp το
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σύνολο των ιδιοµόρφων σηµείων της p. Θέτουµε Bp = p(Sp) και B̃p = p−1(Bp).
Είναι σαφές ότι B̃p ⊇ Sp. Θα λέµε ότι η p είναι ένα διακλαδισµένο κάλυµµα αν
ισχύουν τα εξής :

• Ο περιορισµός p0 : M\B̃p → N\Bp είναι µία καλυπτική απεικόνιση.

• Για κάθε x ∈ B̃p υπάρχουν περιοχές U του x και V του f (x) και οµοιοµορφισ-
µοί : h : U → D2×Dn−2, h(x) = (0, 0), h′ : V → D2×Dn−2, h(p(x)) = (0, 0)
ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι αντιµεταθετικό :

(U, U ∩ B̃p) //

p

²²

(D2 × Dn−2, 0× Dn−2)

qm

²²
(V, V ∩ Bp) // (D2 × Dn−2, 0× Dn−2)

Το σύνολο Bp ϑα το ονοµάζουµε τόπο διακλάδωσης (branch locus).

Παρατήρηση: Αν περιοριστούµε στην περίπτωση των συµπαγών 3-πολλαπλοτή-
των (χωρίς σύνορο) έχουµε παρατηρούµε ότι ότι το σύνολο διακλάδωσης είναι
ένα link. Πράγµατι, πρόκειται για ένα κλειστό, άρα συµπαγές, µονοδιάστατο
υποσύνολο του N . Συνεπώς, ϑα πρέπει να είναι ένωση µονοδιάστατων υποπολ-
λαπλοτήτων. ΄Οµως οι µονοδιάστατες συµπαγείς πολλαπλότητες είναι οµοιοµορ-
ϕικές µε τον κύκλο S1 ή µε το ευθύγραµµο τµήµα [0, 1]. Παρατηρούµε ότι ο
ορισµός του διακλαδισµένου καλύµµατος δεν επιτρέπει την δεύτερη περίπτωση,
αφού δεν επιτρέπει σύνορο στο τόπο διακλάδωσης.

Σε αναλογία µε τα σώµατα αριθµών ισχύει η παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 2.6.2 (Alexander). Κάθε κλειστή προσανατολισµένη 3-πολλαπλότητα εί-
ναι ένα κάλλυµα του S3 µε τόπο διακλαδωσης ένα link.

Απόδειξη. [8, Θ. Β.5.4]

Το αποτέλεσµα αυτό ϑα δούµε ότι είναι παρόµοιο µε το γεγονός ότι κάθε σώµα
αριθµών είναι µια διακλαδισµένη επέκταση του Q.
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Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών
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Κεφάλαιο 3

Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών

3.1 Αλγεβρικοί Αριθµοί.

΄Ενας µιγαδικός αριθµός α ϑα λέγεται αλγεβρικός αν ικανοποιεί µια µη µη-
δενική πολυωνυµική εξίσωση µε συντελεστές στο Q. Ισοδύναµα (απαλείφοντας
τους παρονοµαστές) µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι συντελεστές �ρίσκονται στο
Z. Για τη συνέχεια ϑα ϑεωρήσουµε A να είναι το σύνολο όλων των αλγεβρικών
αριθµών, το οποίο είναι σώµα σύµφωνα µε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1.1. Το σύνολο A των αλγεβρικών αριθµών είναι ένα υπόσωµα του
σώµατος C των µιγαδικών αριθµών.

Απόδειξη. Ως γνωστόν [21], ο α είναι αλγεβρικός αν και µόνο αν ο �αθµός [Q(α) :
Q] είναι πεπερασµένος.
΄Εστω ότι τα α,β είναι αλγεβρικά. Τότε

[Q(α, �) : Q(α)] = [Q(α, �) : Q(α)] [Q(α) : Q]

Τώρα, εφόσον το � είναι αλγεβρικό στο Q είναι σίγουρα αλγεβρικό και πάνω από
το Q(α), οπότε ο πρώτος παράγοντας στο δεξί µέλος της παραπάνω σχέσης είναι
πεπερασµένου �αθµού. Το α είναι επίσης αλγεβρικό στο Q και άρα και ο δεύτερος
παράγοντας στο δεξί µέλος της παραπάνω σχέσης είναι πεπερασµένου �αθµού, το
ίδιο και το γινόµενο αυτών.

Καθένα από τα α + � , α − � , α� και α/� ανήκουν στο Q(α, �), εποµένως
ανήκουν και στο Α.

Το σώµα A δεν παρουσιάζει τόσο ενδιαφέρον για µας όσο παρουσιάζουν συγ-
κεκριµένα υποσώµατα του.

Ορισµός 3.1.2. ΄Ενα Σώµα Αριθµών ορίζουµε να είναι ένα υπόσωµα του C τέτοιο
ώστε ο �αθµός [K : Q] να είναι πεπερασµένος.

Αυτό σηµαίνει ότι κάθε στοιχείο του Κ είναι αλγεβρικό και άρα K ⊆ A. Το
πρόβληµα µε το A είναι ότι ο �αθµός [A : Q] δεν είναι πεπερασµένος 1. Αν
Κ είναι ένα σώµα αριθµών τότε K = Q(α1, . . . , αn) για πεπερασµένο το πλήθος
αλγεβρικούς αριθµούς α1, . . . , αn.

1Βλ. [29] ϑεώρηµα 3.7 σελ. 145



40 · Αλγεβρικη Θεωρια Αριθµων

Θεώρηµα 3.1.3. Αν το Κ είναι ένα σώµα αριθµών τότε K = Q(θ) για κάποιον
αλγεβρικό αριθµό ϑ.

Απόδειξη. Χρησιµοποιόντας επαγωγή αρκεί να δείξουµε ότι αν K = K1(α, �), τότε
K = K1(θ) για κάποιο ϑ (όπου K1 είναι ένα υπόσωµα του Κ).
΄Εστω p και q να είναι τα ελάχιστα πολυώνυµα των α και � αντίστοιχα στο K1.
Υποθέτω ότι στο C αυτά παραγοντοποιούνται ως εξής :

p(t) = (t − α1) . . . (t − αn)
q(t) = (t − �1) . . . (t − �m)

Επιλέγουµε τα αi , �j έτσι ώστε α1 = α και �1 = �. Τα αi , �j είναι όλα δι-
ακεκριµένα µεταξύ τους, οπότε για κάθε i και κάθε k 6= 1, υπάρχει το πολύ ένα
στοιχείο x ∈ K τέτοιο ώστε

αi + x�k = α1 + x�1.

Αφού υπάρχουν πεπερασµένες το πλήθος τέτοιες εξισώσεις, µπορούµε να επιλέξ-
ουµε c 6= 0 στο K1 που δεν είναι ίσο µε τα παραπάνω x και τότε

αi + c�k 6= α1 + c�1

για 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ k ≤ m.

Ορίζουµε θ = α + c�. Μένει να δείξουµε ότι K1(θ) = K1(α, �).
Προφανώς ισχύει ότι K1 ⊆ K1(α, �). Αρκεί, λοιπόν, να δείξουµε ότι � ∈ K1(θ),
αφού α = θ − c�.
Τώρα,

p(θ − c�) = p(α) = 0

και στη συνέχεια ορίζουµε το ακόλουθο πολυώνυµο

r(t) = p(θ − ct) ∈ K1(θ)[t].

Το � ϑα είναι µια �ίζα του q(t) αλλά και του r(t) σαν πολυώνυµα πάνω από το
K1(θ). Αυτά τα πολυώνυµα έχουν µόνο µια κοινή �ίζα, διότι αν q(ξ) = r(ξ) = 0,
τότε το ξ είναι ένα από τα �1, . . . , �m και επίσης το θ − cξ ένα από τα α1, . . . , αn.
Η επιλογή µας όµως για το c µας περιορίζει στην περίπτωση που το ξ = �.
Ολοκληρώνοντας την απόδειξη, ϑεωρούµε ότι h(t) είναι το ελάχιστο πολυώνυµο
του � στο K1(θ). Τότε ϑα ισχύει h(t)|q(t) και h(t)|r(t). Εφόσον τα q και r έχουν
µόνο µια κοινή �ίζα στο C ϑα πρέπει να ισχύει degh = 1 και άρα το h ϑα είναι
της µορφής

h(t) = t + µ

για µ ∈ K1(θ).
Τελικά προκύπτει

0 = h(�) = �+ µ ⇒ � = −µ ∈ K1(θ).
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Παράδειγµα. Q(
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αντίστοιχα. Στο C τα παραπάνω παραγοντοποιούνται ώς εξής :

p(t) = (t −
√

2)(t +
√

2)

q(t) = (t − 3
√

5)(t − ω 3
√

5)(t − ω2 3
√

5)

΄Οπου ω = 1
2 (−1 +

√−3). Προφανώς οι �ίζες των παραπάνω στο C είναι :

α1 =
√

2 , α2 = −
√

2
�1 = 3

√
5 , �2 = ω 3

√
5 , �3 = ω2 3

√
5

Ο αριθµός c = 1 ικανοποιεί τη συνθήκη

αi + c�k 6= α1 + c�1

για i = 1, 2 , k = 2, 3, αφού ο αριθµός στο αριστερό µέλος δεν σε καµία από τις
τέσσερις περιπτώσεις πραγµατικός ενώ στο δεξί µέλος είναι.
Εποµένως

Q(
√

2, 3
√

5) = Q(
√

2 + 3
√

5)

Παρατήρηση 3.1.4. Η έκφραση του Κ σαν Q(θ) δεν είναι µοναδική αφού

Q(θ) = Q(−θ) = Q(θ + 1) = . . .

3.2 Συζυγείς και ∆ιακρίνουσες.

Αν K = Q(θ) είναι ένα σώµα αριθµών ϑα υπάρχουν, εν γένει, αρκετοί διαφορετικοί
µονοµορφισµοί σ : K ↪→ C. Για παράδειγµα αν K = Q(i), όπου i =

√−1 τότε
έχουµε τις εξής περιπτώσεις

σ1(x + iy) = x + iy

σ2(x + iy) = x − iy
για x, y ∈ Q. Το σύνολο όλων αυτών των µονοµορφισµών ϑα παίξει σηµαντικό
�όλο στη ϑεωρία µας.

Θεώρηµα 3.2.1. ΄Εστω K = Q(θ) ένα σώµα αριθµών �αθµού n πάνω από το Q.
Τότε υπάρχουν ακριβώς n διαφορετικοί µονοµορφισµοί σi : K → C (i = 1, . . . , n).
Τα στοιχεία σi(θ) = θi είναι οι διαφορετικές �ίζες του ελαχίστου πολυωνύµου του ϑ
πάνω από το Q µέσα στο σώµα των µιγαδικών αριθµών C.

Απόδειξη. ΄Εστω θ1, . . . , θn να είναι οι διαφορετικές �ίζεσ του ελαχίστου πολυωνύ-
µου p του ϑ. Τότε κάθε ένα από τα θi έχει επίσης ελάχιστο πολυώνυµο το p και
άρα υπάρχει ένας µοναδικός ισοµορφισµός σωµάτων σi : Q(θ) → Q(θi) έτσι ώστε
σi(θ) = θi . Συγκεκριµένα αν α ∈ Q(θ) τότε α = r(θ) για µοναδικό r ∈ Q[t] µε
degr < n, και ϑα πρέπει να έχουµε

σi(α) = r(θi).
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Αντίστροφα αν σ : K → C είναι ένας µονοµορφισµός τότε ο σ είναι η ταυτοτική
απεικόνιση στο Q και ϑα έχουµε

0 = σ(p(θ)) = p(σ(θ))

έτσι ώστε το σ(θ) να είναι ένα από τα θi και εποµένως ο σ να είναι ένας από τους
σi

Συνεχίζουµε χρησιµοποιόντας τους παραπάνω συµβολισµούς και για κάθε α ∈
Q(θ) ορίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του α πάνω από το Κ να είναι

fα(t) =
n∏
i=1

(t − σi(α)).

Με µια πρώτη µατιά ϕαίνεται να είναι ένα στοιχείο του K[t]. Για την ακρίβεια
είναι και κάτι παραπάνω, όπως ϑα δούµε και στη συνέχεια.

Θεώρηµα 3.2.2. Οι συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι �ητοί αρ-
ιθµοί και κατά συνέπεια fα(t) ∈ Q[t].

Απόδειξη. ΄Εχουµε α = r(θ) µε r ∈ K[t], deg r < n. ΄Ετσι το χαρακτηριστικό
πολυώνυµο παίρνει τη µορφή

fα(t) =
∏
i

(t − r(θi))

όπου το θi διατρέχει όλες τις �ίζες του ελαχίστου πολυωνύµου p του θ, το οποίο έχει
συντελεστές στο Q. Παρατηρούµε πως οι συντελεστές του fα(t) είναι της µορφής

h(θ1, . . . , θn)

όπου το h(t1, . . . , tn) είναι ένα συµµετρικό πολυώνυµο του Q[t].

Τα στοιχεία σi(α), i = 1, . . . , n, ονοµάζονται οι Κ-συζυγείς του α. Παρόλο που
τα θi είναι διαφορετικά (και είναι οι Κ-συζυγείς) του θ) δεν είναι απαραίτητο ότι
οι Κ-συζυγείς του α ϑα είναι κι αυτοί διαφορετικοί µεταξύ τους. Για παράδειγµα
έχουµε σ(1) = 1 για κάθε i.

Θεώρηµα 3.2.3. Με τον παραπάνω συµβολισµό έχουµε

(i) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο fα είναι µια δύναµη του ελαχίστου πολυωνύµου
pa .

(ii) Οι Κ-συζυγείς του α είναι οι �ίζες του pa στο C, κάθε µια από τις οποίες έχει
πολλαπλότητα n/m όπου m = deg pa είναι ένας διαιρέτης του n.

(iii) Το στοιχείο α ∈ Q αν και µόνο αν όλοι οι Κ-συζυγείς του είναι ίσοι.

(iv) Q(α) = Q(θ) αν και µόνο αν όλοι οι Κ-συζυγείς του α είναι διαφορετικοί
µεταξύ τους.

Απόδειξη. (i) Το q = pa είναι ανάγωγο και το α είναι µια �ίζα του f = fa ,
έτσι ώστε f = qsh όπου q και h είναι πρώτα µεταξύ τους και µονικά.(Αυτό
προκύπτει από την παραγοντοποίηση του f σα ανάγωγα.) Υποθέτουµε πως
το h είναι µια σταθερά. Αν όχι, τότε για κάποιο αi = σi(α) = r(θi) ϑα είναι
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µια �ίζα του h, όπου α = r(θ). ΄Ετσι αν g(t) = h(r(t)) τότε g(θi) = 0.
΄Εστω p το ελάχιστο πολυώνυµο του θ πάνω από το Q και κατά συνέπεια το
ελάχιστο πολυώνυµο κάθε θi . Τότε p|g, έτσι ώστε g(θj) = 0 για κάθε j και
συγκεκριµένα g(θ) = 0. Εποµένως, h(α) = h(r(θ)) = g(θ) = 0 και άρα το
q διαιρεί το h, άτοπο. Οπότε το h είναι µια σταθερό και µονικό, άρα h = 1
και f = qs.

(ii) Είναι άµεση συνέπεια του προηγουµένου.

(iii) Είναι προφανές ότι α ∈ Q σηµαίνει και σi(α) ∈ Q. Αντίστροφα αν όλα τα
σi(α) είναι ίσα τότε, εφόσον όλες οι �ίζες του q = pa είναι διαφορετικές και
fa = qs, τότε deg q = 1 και εποµένως α ∈ Q.

(iv) Αν όλα τα σi(α) είναι διαφορετικά τότα deg pa = n, και άρα [Q(α) : Q] = n =
[Q(θ) : Q]. Αυτό σηµαίνει ότι Q(α) = Q(θ). Αντίστροφα αν Q(α) = Q(θ)
τότε deg pa = n και τότε τα σi(α) είναι διαφορετικά µεταξύ τους.

Παρατήρηση 3.2.4. Σ’ αυτό το σηµείο ϑα σηµειώσουµε πως δεν χρειάζεται όλοι
οι Κ-συζυγείς του α να είναι στοιχεία του Κ. Ακόµη και τα θi δεν είναι απαραίτητο
να είναι στοιχεία του Κ. Για παράδειγµα, έστω θ να είναι µια πραγµατική κυβική
�ίζα του 2. Τότε το Q(θ) είναι ένα υπόσωµα του R. Οι Κ-συζυγείς του θ, παρόλα
αυτά, είναι οι θ , ωθ , ω2θ, όπου ω = 1

2 (−1 +
√−3). Οι δύο τελευταίοι δεν είναι

πραγµατικοί αριθµοί και εποµένως δεν ανήκουν στο Q(θ).

Στη συνέχεια, έστω K = Q(θ) �αθµού n και έστω {α1, . . . , αn} να είναι µια
�άση του Κ σαν διανυσµατικός χώρος πάνω από το Q. Ορίζουµε την διακρίνουσα
της παραπάνω �άσης να είναι

∆[α1, . . . , αn ] = {det[σi(αj)]}2. (3.1)

Αν επιλέξουµε µια διαφορετική �άση {�1, . . . , �n} τότε

�k =
n∑
i=1

cikαi cik ∈ Q

k = 1, . . . , n και det(cik) 6= 0. Από τις ιδιότητες των οριζουσών καθώς και από το
γεγονός ότι οι σi είναι µονοµορφισµοί προκύπτει ότι

∆[�1, . . . , �n ] = [det(cik)]2∆[α1, . . . , αn ].

Θεώρηµα 3.2.5. Η διακρίνουσα οποιασδήποτε �άσης του K = Q(θ) είναι ένας
µη-µηδενικός �ητός αριθµός. Αν όλοι οι Κ-συζυγείς του θ είναι πραγµατικοί τότε η
διακρίνουσα οποιασδήποτε �άσης είναι ϑετικός αριθµός.

3.3 Ακέραιοι Αλγεβρικοί.

΄Ενας µιγαδικός αριθµός ϑ ϑα είναι ένας ακέραιος αλγεβρικός αν υπάρχει ένα
µονικό πολυώνυµο p(t) µε ακεραίους συντελεστές µε �ίζα το ϑ. Με άλλα λόγια

θn + αn−1θ
n−1 + . . .+ α0 = 0 αi ∈ Z, ∀i
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Για παράδειγµα, ο θ =
√

2 είναι ένας ακέραιος αλγεβρικός αριθµός, αφού
θ2 + 2 = 0. Ο τ = 1

2 (1 +
√

5) είναι επίσης ένας ακέραιος αλγεβρικός αριθµός
αφού τ2 − τ − 1 = 0. Από την άλλη ο φ = 22

7 δεν είναι καθώς το 7φ − 22 = 0 δεν
είναι µονικό, ενώ το φ − 22

7 = 0 δεν έχει ακέραιους συντελεστές.

Γράφουµε B για το σύνολο όλων των ακεραίων αλγεβρικών αριθµών. Στόχος
µας είναι να δείξουµε ότι είναι ένας υποδακτύλιος του A.

Λήµµα 3.3.1. ΄Ενας µιγαδικός αριθµός ϑ ϑα είναι ένας ακέραιος αλγεβρικός αρ-
ιθµός αν και µόνο αν η προσθετική οµάδα που παράγεται από όλες τις δυνάµεις
1, θ, θ2, . . . είναι πεπερασµένα παραγόµενη.

Απόδειξη. Βλέπε [25].

΄Ενας πιο κοµψός τρόπος για να ορίσουµε το πότε ένας αριθµός είναι ακέραιος
αλγεβρικός µπορεί να διατυπωθεί µε τη χρήση των Modules και Submodules.
Ακολουθούν οι ορισµοί αυτών.

Ορισµός 3.3.2. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. ΄Ενα (αριστερό) R-module αποτελείται
από µια αβελιανή οµάδα Μ µαζί µε µια πράξη εξωτερικού πολλαπλασιασµού κάθε
στοιχείου της Μ µε κάθε στοιχείο του R από αριστερά, τέτοια, ώστε για κάθε α, � ∈ M
και r, s ∈ R να ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες :

(i) (rα) ∈ M
(ii) r(α + �) = rα + r�

(iii) (r + s)α = rα + sα

(iv) (rs)α = r(sα)

Χωρίς απαιτήσεις αυστηρότητας ϑα µιλάµε για R-module Μ.

΄Ενα R-module µοιάζει πάρα πολύ µε διανυσµατικό χώρο, µόνο που εδώ
ητάµε τα �αθµωτά να είναι στοιχεία ενός δακτυλίου. Αν ο R είναι δακτύλιος
µε µοναδιαίο στοιχείο και 1α = α για κάθε α ∈ M , τότε το Μ ϑα λέγεται µονα-
δοειδές R-module .

Ορισµός 3.3.3. Το N ⊂ M ϑα λέγεται submodule του Μ αν και µόνο αν οι πράξεις
του Μ (+, ·) περιορισµένες στο Ν ορίζουν δοµή module στο Ν.

Παράδειγµα 3.3.4. Κάθε αβελιανή οµάδα G µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα Z-module
αν ορίσουµε nα = αn για α ∈ G και n ∈ Z. ΄Εχουµε χρησιµοποιήσει πολλαπλασι-
αστικό συµβολισµό για την πράξη της G. Τα αξιώµατα του module επαληθεύονται
εύκολα.

Παράδειγµα 3.3.5. Για κάθε ιδεώδες N του R, µπορούµε να δούµε την 〈N,+〉 ως
ένα R-module, όπου αν α ∈ N και r ∈ R, rα να είναι το συνηθισµένο γινόµενο των
r και α, αν τα δούµε και τα δύο ως στοιχεία του δακτυλίου R.

Πρόταση 3.3.6. ΄Ενας µιγαδικός αριθµός ϑ είναι ακέραιος αλγεβρικός αν και
µόνο αν υπάρχει ένα πεπερασµένα παραγόµενο Z−submodule του C, τέτοιο, ώστε
αM ⊂ M .
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Απόδειξη. ΄Εστω
θn + an−1θ

n−1 + . . .+ a0 = 0 ai ∈ Z
Τότε το Z−submodule Μ του C που παράγεται από τα 1, θ, . . . , θn−1 έχει την

ιδιότητα θM ⊂ M .
Για την αντίστροφη κατεύθυνση, έστω Μ ένα µη µηδενικό Z−submodule Μ του C,
τέτοιο, ώστε θM ⊂ M και έστω {u1, . . . un} ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων
για το Μ. Τότε, για κάθε i,

θui =
n∑
j=1

αijuj, j = 1, . . . , n

για κάποια αij ∈ Z.

Ξαναγράφουµε το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων ώς εξής :

(θ − a11)u1 − a12u2 − a13u3 − . . . = 0
−a21u1 + (θ − a22)u2 − a23u3 − . . . = 0

...

−an1u1 − an2u2 − . . .+ (θ − ann)un = 0

΄Εστω C ο πίνακας των συντελεστών στο αριστερό µέλος. Χρησιµοποιόντας τη
µέθοδο του Cramer �λέπουµε ότι det(C) · ui = 0 για κάθε i. Εφόσον τουλάχιστον
ένα ui είναι µη µηδενικό και δουλεύουµε µέσα στο C, ισχύει ότι det(C) = 0.
Αναπτύσοντας την ορίζουσα προκύπτει η εξίσωση

θn + cn−1θ
n−1 + c2θ

n−2 + . . .+ c0 = 0, ci ∈ Z

Θεώρηµα 3.3.7. Οι ακέραιοι αλγεβρικοί αριθµοί αποτελούν υποδακτύλιο του σώ-
µατος των ακεραίων αριθµών.

Απόδειξη. ΄Εστω θ, φ ∈ B. Το µόνο που έχουµε να δείξουµε είναι ότι θ + φ ∈ B
και θφ ∈ B.
Από το προηγούµενο λήµµα όλες οι δυνάµεις του θ �ρίσκονται µέσα σε µι-
α πεπερασµένα παραγόµενη προσθετική οµάδα Γθ. ΄Ολες οι δυνάµεις των θφ,
θ + φ είναι ακέραιοι γραµµικοί συνδυασµοί των στοιχείων θiφj που �ρίσκονται
µέσα στην ΓθΓφ ⊆ C. Αν, όµως, η Γθ έχει γεννήτορες τα u1, . . . , un και η Γφ τα
w1, . . . , wm , τότε η ΓθΓφ είναι η προσθετική οµάδα που παράγεται από όλα τα

uiwj 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ m.

Εποµένως όλες οι δυνάµεις των θ+φ και θφ �ρίσκονται µέσα σε µια πεπερασµένα
παραγόµενη προσθετική οµάδα του C και από το παραπάνω λήµµα τα θ + φ, θφ
είναι ακέραιοι αλγεβρικοί αριθµοί.

Θεώρηµα 3.3.8. ΄Εστω θ ∈ C που ικανοποιεί ένα µονικό πολυώνυµο µε συντε-
λεστές ακέραιους αλγεβρικούς. Τότε ο ϑ είναι ακέραιος αλγεβρικός.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι

θn + ψn−1θ
n−1 + . . .+ ψ+ 0 = 0,

όπου τα ψn−1, . . . , ψ0 ∈ B και παράγουν έναν υποδακτύλιο Ψ του B. Χρησι-
µοποιόντας το λήµµα 3.3.1 κάθε ψi καθώς και κάθε δύναµή του �ρίσκονται
µέσα σε µια πεπερασµένα παραγόµενη προσθετική οµάδα Γi µε γεννήτορες γij
(1 ≤ j ≤ ni ). ΄Επεται λοιπόν ότι το Μ �ρίσκεται µέσα σε µια πεπερασµένα
παραγόµενη προσθετική οµάδα µε γεννήτορες το πεπερασµένο σύνολο

γ1j1 , γ2j2 , . . . , γn−1jn−1

(1 ≤ ji ≤ ni , 0 ≤ i ≤ n − 1, 0 ≤ k ≤ n − 1).

Ορισµός 3.3.9. Για οποιοδήποτε σώµα αριθµών Κ γράφουµε :

OK = K
⋂
B

και ονοµάζουµε το OK δακτύλιο των ακεραίων του Κ.

Αφού τα Κ και B είναι υποδακτύλιοι του C, έπεται ότι ο OK είναι ένας υπο-
δακτύλιος του Κ. Επιπλέον Z ⊆ Q ⊆ K και Z ⊆ B οπότε Z ⊆ OK . Σχηµατικά:

K

BB
BB

BB
BB

Q

AA
AA

AA
AA

OK

Z
Λήµµα 3.3.10. Αν θ ∈ K τότε υπάρχει µη µηδενικός c ∈ Z, έτσι, ώστε να ισχύει
cθ ∈ OK .

Απόδειξη. ΄Εστω θ ∈ K. Τότε το α έχει ελάχιστο πολυώνυµο στο Q, έστω το

xn + . . .+ α1x + α0

µε αi ∈ Q. Ισχύει
θn + . . .+ α1θ + α0 = 0

Αν c ∈ Z ένας κοινός παρονοµαστής των αi , τότε πολλαπλασιάζοντας την προ-
ηγούµενη σχέση µε cn παίρνουµε

(cθ)n + αn−1c(cθ)n−1 + . . .+ α0c = 0.

Επειδή τα αic ∈ Z, προφανώς το cθ ∈ OK .

Πόρισµα 3.3.11. Αν Κ είναι ένα σώµα αριθµών, τότε K = Q(θ), όπου θ είναι ένας
ακέραιος αλγεβρικός αριθµός.

Τι καινούργιο µας λέει το παραπάνω πόρισµα ;
Γνωρίζουµε ότι κάθε αλγεβρική επέκταση του Q είναι απλή. ∆ηλαδή υπάρχει φ
ώστε K = Q(φ), το οποίο ϕ δεν είναι κατ’ ανάγκη ακέραιος αλγεβρικός. Μόλις
πριν δείξαµε ότι αν ϕ ένας αλγεβρικός αριθµός τότε υπάρχει c ∈ Z ώστε ο cφ να
είναι ακέραιος αλγεβρικός. ΄Αρα αν ϕ είναι ο αλγεβρικός ώστε K = Q(φ) και c ο
ακέραιος ώστε cφ ∈ O, τότε K = Q(cφ) = Q(θ) και θ = cφ, θ ∈ O.
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Παρατήρηση 3.3.12. Για θ ∈ C, γράφουµε Z[θ] για το σύνολο των στοιχείων p(θ)
µε p ∈ Z[t]. Αν K = Q(θ), όπου ϑ είναι ένας ακέραιος αλγεβρικός αριθµός τότε,
προφανώς ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών OK περιέχει το Z[θ] αφού, ο OK

είναι ένας δακτύλιος που περιέχει το ϑ. Παρόλα αυτά ο OK δεν ισούται απαραίτητα
µε το Z[θ].

Για παράδειγµα το Q(
√

5) είναι ένα σώµα αριθµών και το
√

5 είναι ένας

ακέραιος αλγεβρικός. Το 1+
√

5
2 είναι επίσης ένας ακέραιος αλγεβρικός καθώς

είναι �ίζα του πολυωνύµου t2 − t − 1. ΄Ετσι ο 1+
√

5
2 ανήκει στον OQ(

√
5), αλλά δεν

ανήκει στον Z[
√

5]

Λήµµα 3.3.13. ΄Ενας αλγεβρικός αριθµός είναι ένας ακέραιος αλγεβρικός αριθµός
αν και µόνο αν το ελάχιστο πουλώνυµο του πάνω από το Q έχει συντελεστές στο Z.

Απόδειξη. ΄Εστω p το ελάχιστο πολυώνυµο του α στο Q. Το p είναι ανάγωγο στο
Q[t] καθώς και µονικό. Αν το p ∈ Z[t] προκύπτει άµεσα ότι ο α είναι ακέραιος
αλγεβρικός. Αντίστροφα, αν ο α είναι ένας ακέραιος αλγεβρικός αριθµός τότε
q(α) = 0 για κάποιο µονικό πολυώνυµο q ∈ Z[t] και το p|q. Από το λήµµα του
Gauss έχουµε ότι p ∈ Z[t] επειδή για κάποιο �ητό πολλαπλάσιο το λp ∈ Z[t] και
διαιρεί το q. ∆εδοµένου ότι τα p, q είναι µονικά, έπεται ότι λ = 1.

Παρατήρηση 3.3.14. Για την αποφυγή συγχύσεων στη χρήση της λέξης «ακέραιος»
κάνουµε την παρακάτω σύµβαση. ΄Ενας rhtìc akèraioc είναι απλά ένα στοιχείο
του Z, ενώ απλά ένας akèraioc είναι ένας ακέραιος αλγεβρικός.

Λήµµα 3.3.15. ΄Ενας ακέραιος αλγεβρικός είναι �ητός αριθµός αν και µόνο αν
είναι ένας �ητός ακέραιος. Ισοδύναµα Q

⋂
B = Z.

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει Z ⊆ B⋂
Q.

΄Εστω α ∈ B⋂
Q. Αφού το α ανήκει Q, το ελάχιστο πολυώνυµό του στο Q

ϑα είναι το t − α. Από το προηγούµενο λήµµα οι συντελεστές του ϑα πρέπει να
ανήκουν στο Z, εποµένως −α ∈ Z και άρα α ∈ Z.

3.4 Βάσεις Ακεραιότητας.

΄Εστω Κ να είναι ένα σώµα αριθµών �αθµού n πάνω από το Q.

Ορισµός 3.4.1. Μια �άση (ή Q−�άση) του Κ είναι µια �άση του Κ σαν ένας
διανυσµατικός χώρος πάνω από το Q.

Από το πόρισµα 3.3.11 έχουµε ότι K = Q(θ), όπου θ ένας ακέραιος αλγεβρικός
αριθµός. ΄Αµεσα προκύπτει ότι το ελάχιστο πολυώνυµο p του θ είναι �αθµού n
καί ότι το σύνολο {1, θ, . . . , θn−1} αποτελεί µια �άση για το Κ.

Ορισµός 3.4.2. Ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του Κ, OK είναι µια α-
�ελιανή οµάδα µε την πρόσθεση. Μια Z−�άση για την (OK ,+) είναι µια �άση
ακεραιότητας για το Κ (ή για τον OK).

Με τον τρόπο αυτό τα {α1, . . . , αs} αποτελούν µια �άση ακεραιότητας αν και
µόνο αν όλα τα αi ∈ O και κάθε στοιχείο του O µπορεί να εκφραστεί µε µοναδικό
τρόπο στη µορφή

a1α1 + . . .+ asαs



48 · Αλγεβρικη Θεωρια Αριθµων

για �ητούς ακέραιου a1, . . . , an. Είναι προφανές από το λήµµα 3.3.10 ότι οποιαδή-
ποτε �άση ακεραιότητας για το Κ είναι µια Q−�άση. Εποµένως εδώ ισχύει ότι
n = s. Πρώτα όµως πρέπει να �εβαιωθούµε ότι οι �άσεις ακεραιότητας υπάρχουν.
Και όντως υπάρχουν, µόνο που δεν είναι πάντα αυτές που περιµένουµε.
Για παράδειγµα µπορούµε να υποθέσουµε ότι K = Q[θ](= Q(θ)) για ακέραιο
αλγεβρικό θ (πόρισµα 3.3.11), έτσι ώστε {1, . . . , θn−1} να είναι µια Q−�άση του
Κ που αποτελείται από ακέραιους, αλλά να µην προκύπτει ότι το {1, . . . , θn−1}
αποτελεί �άση ακεραιότητας. Κάποια από τα στοιχεία στο Q[θ] µε �ητούς συντε-
λεστές µπορεί επίσης να είναι ακέραιοι.

Λήµµα 3.4.3. Αν {α1, . . . , αn} είναι µια �άση του Κ που αποτελείται από ακεραίους,
τότε η διακρίνουσα ∆[α1, . . . , αn ] είναι ένας µη µηδενικός, �ητός ακέραιος.

Θεώρηµα 3.4.4. Κάθε σώµα αριθµών Κ έχει µια �άση ακεραιότητας, και η προσ-
ϑετική οµάδα του O είναι µια ελεύθερη αβελιανή οµάδα �αθµού n ίσου µε το �αθµό
επέκτασης του Κ.

Απόδειξη. [20, σελίδα 51]

Θεώρηµα 3.4.5. ΄Εστω ότι τα α1, . . . , αn ∈ O αποτελούν µια Q−�άση του Κ. Αν
η ∆[α1, . . . , αn ] είναι ελεύθερη τετραγώνων, τότε το {α1, . . . , αn} αποτελεί µια �άση
ακεραιότητας.

Απόδειξη. [20, σελίδα 53]

Παράδειγµα 3.4.6. Η Q−�άση {1, 1
2 + 1

2 +
√

5} για το Q(
√

5) αποτελείται από
ακεραίους και έχει διακρίνουσα διακρίνουσα 5. Πράγµατι, οι δύο µονοµορφισµοί
Q(
√

5) → C δίνονται από τις

σ1(p + q
√

5) = p + q
√

5

σ2(p + q
√

5) = p − q
√

5.

Η διακρίνουσα ∆[1, 1
2 + 1

2

√
5] είναι

∣∣∣∣
1 1

2 + 1
2

√
5

1 1
2 − 1

2

√
5

∣∣∣∣
2

= 5

Εφόσον το 5 είναι ελεύθερο τετραγώνων, το σύνολο {α1, . . . , αn} είναι µια �άση
ακεραιότητας.

3.5 Νόρµα και ΄Ιχνος.

Αυτές οι δύο πολλοί σηµαντικές έννοιες µας επιτρέπει να µετατρέψουµε ένα
πρόβληµα των ακεραίων αλγεβρικών σε ένα των �ητών ακεραίων. Ως συνήθως,
έστω K = Q(θ) να είναι ένα σώµα αριθµών �αθµού n και έστω σ1 . . . σn να είναι
οι µονοµορφισµοί K → C. Αφού το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι µια δύναµη
του ελαχίστου πολυωνύµου, από το ϑεώρηµα 3.2.3 και από το λήµµα του Gauss2

προκύπτει ότι το α ∈ K είναι ένας ακέραιος αν και µόνο αν το χαρακτηριστικό
πολυώνυµο έχει �ητούς συντελεστές.

2Το λήµµα του Gauss: ΄Εστω p ∈ Z[t], και υποθέτουµε ότι p = gh, όπου g, h ∈ Q[t]. Τότε υπάρχει
λ ∈ Q λ 6= 0, έτσι ώστε λg, λ−1h ∈ Z[t].
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Ορισµός 3.5.1. Για κάθε α ∈ K ορίζουµε τη νόρµα

NK(α) =
n∏
i=1

σi(α)

και το ίχνος

TK(α) =
n∑
i=1

σi(α).

Εφόσον το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το

fα(t) =
n∏
i=1

(t − σi(α))

προκύπτει από τα παραπάνω ότι αν το α είναι ένας ακέραιος τότε η νόρµα και το
ίχνος του α είναι �ητοί ακέραιοι. Αφού τα σi είναι µονοµορφισµοί είναι σαφές οτι
ισχύει

N(α�) = N(α)N(�)

και αν α 6= 0 τότε N(α) 6= 0. Αν p, q είναι �ητοί αριθµοί τότε

T(pα + q�) = pT(α) + qT(�).

Παράδειγµα 3.5.2. Αν K = Q(
√

7) τότε οι ακέραιοι του Κ είναι οι OK = Z[
√

7].
Οι µονοµορφισµοί σi είναι

σ1(p + q
√

7) = p + q
√

7,

σ2(p + q
√

7) = p − q
√

7.

Κι έτσι η νόρµα και το ίχνος δίνονται από τις σχέσεις,

N(p + q
√

7) = p2 − 7q2,

T(p + q
√

7) = 2p.

΄Οπως µπορούµε να παρατηρήσουµε, δεν µας είναι ιδιαίτερα δύσκολο να υπ-
ολογίσουµε τις νόρµες σε αντίθεση µε τον υπολογισµό µιας διακρίνουσας, η οποί-
α εµπεριέχει πολύπλοκους υπολογισµούς µε ορίζουσες. Για το λόγο αυτό, το
ακόλουθο αποτέλεσµα αποδεικνύεται εξαιρετικά χρήσιµο.

Πρόταση 3.5.3. ΄Εστω K = Q(θ) να είναι ένα σώµα αριθµών όπου το θ έχει
ελάχιστο πολυώνυµο p �αθµού n. Η Q-�άση {1, θ, . . . , θn−1} έχει διακρίνουσα

∆[1, . . . , θn−1] = (−1)n(n−1)/2N(Dp(θ)),

όπου Dp είναι η παράγωγος του p.

Απόδειξη. [20, σελίδα 55]

Πρόταση 3.5.4. Αν {α1 . . . , αn} είναι µια οποιαδήποτε Q−�άση για το K, τότε

∆[α1, . . . , αn ] = det(T(αiαj)).
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Απόδειξη. T(αiαj) =
∑n

r=1 σr(αiαj) =
∑n

r=1 σr(αi)σr(αj). Εποµένως

∆[α1, . . . , αn ] = (det(σi(αj)))2

= (det(σj(αi)))(det(σi(αj)))

= det(
n∑
r=1

σr(αi)(σr(αj))

= det(T(αiαj)).

3.6 Ιδεώδη.

Σε ολόκληρη αυτή την ενότητα O ϑα είναι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών
ενός σώµατος αριθµών �αθµού n. Μας ενδιαφέρουν δυο ειδικοί τύποι ιδεωδών,
τους οποίους ορίζουµε ακολούθως.
΄Εστω R δακτύλιος. ΄Ενα ιδεώδες a του R είναι µέγιστο αν το a είναι ένα συνηθισµένο
ιδεώδες του R και δεν υπάρχουν ιδεώδη του R αυστηρά µεταξύ a και R. Το ιδεώδες
a 6= R του R είναι πρώτο αν όποτε b και c είναι ιδεώδη του R µε bc ⊆ a, τότε ισχύει
είτε b ⊆ a, είτε c ⊆ a.
Μπορούµε να δούµε από που προκύπτει ο τελευταίος ορισµός, ϑεωρώντας την
ειδική περίπτωση όπου και τα τρία παραπάνω ιδεώδη είναι κύρια, a = 〈a〉 , b =
〈b〉 , c = 〈c〉. Εφόσον x|y είναι ισοδύναµο µε 〈y〉 ⊆ 〈x〉, τότε το

bc ⊆ a⇒ b ⊆ a , ή c ⊆ a

Είναι ισοδύναµο µε
a|bc ⇒ a|b η a|c.

Αν R είναι µια ακεραία περιοχή τότε το µηδενικό ιδεώδες είναι πρώτο και
προκύπτει ότι το 〈p〉 είναι πρώτο αν και µόνο αν το p είναι πρώτος ή µηδέν.

Λήµµα 3.6.1. ΄Εστω R δακτύλιος και a ιδεώδες του R.
Τότε :

(i) Το a είναι µέγιστο αν και µόνο αν το R/a είναι σώµα.

(ii) Το a είναι πρώτο αν και µόνο αν το R/a είναι ακέραια περιοχή.

Συνεχίζουµε και απαριθµούµε κάποιες σηµαντικές ιδιότητες του δακτυλίου
των ακεραίων αλγεβρικών ενός σώµατος αριθµών.

Θεώρηµα 3.6.2. Ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικώνOK ενός σώµατος αριθµών
Κ έχει τις ακόλουθες ιδιότητες.

(i) Είναι ακέραια περιοχή, µε σώµα πηλίκο το Κ.

(ii) Είναι δακτύλιος της Noether .

(iii) Αν το α ∈ K ικανοποιεί µια µονική πολυωνυµική εξίσωση µε συντελεστές στο
O, τότε α ∈ O.

(iv) Κάθε µη µηδενικό πρώτο ιδεώδες του O είναι µέγιστο.
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Απόδειξη. [20, σελίδα 115]

Παρατήρηση 3.6.3. Θα πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι οι παραπάνω ιδιότητες δεν
ισχύουν εν γένει για όλους τους δακτυλίους.
Για παράδειγµα αν ϑεωρήσουµε R = R[x, y], τον δακτύλιο πολυωνύµων στις απροσ-
διόριστες x, y µε πραγµατικούς συντελεστές, τότε το ιδεώδες 〈x〉 είναι πρώτο αλλά
όχι µέγιστο αφού

R/〈x〉 ∼= R[y]

είναι ακέραια περιοχή αλλά όχι σώµα.

΄Ενας δακτύλιος που ικανόποιει και τις τέσσερις ιδιότητες του παραπάνω ϑεωρή-
µατος λέγεται δακτύλιος του Dedekind .

Ορισµός 3.6.4. Αν Κ ένα σώµα αριθµών και a είναι ένα µη µηδενικό ιδεώδες του
OK τότε ο δακτύλιος πηλίκο OK/a είναι πεπερασµένος (ϑεώρηµα 3.6.2). Ορίζουµε
τη νόρµα του a να είναι

N(a) = |OK/a|
Θεώρηµα 3.6.5. ΄Εστω K ένα σώµα αριθµών. Τότε

(i) Κάθε ιδεώδες a του O µε a 6= 0 έχει µια Z−�άση {α1, . . . , αn}, όπου n είναι ο
�αθµός του Κ,

(ii) Ισχύει

N(a) =
∣∣∣∆[α1, . . . , αn ]

∆

∣∣∣
1/2

όπου ∆ η διακρίνουσα του Κ.

(iii) Αν a = 〈α〉 είναι ένα κύριο ιδεώδες, τότε N(a) = |N(α)|.
(iv) Αν aκαι b είναι µη µηδενικά ιδεώδη του O, τότε

N(ab) = N(a)N(b)

(v) Αν η νόρµα N(a) είναι πρώτος, το ίδιο είναι και το a.

(vi) Η N(a) είναι στοιχείο του a, ή ισοδύναµα a|N(a).

(vii) Αν το a είναι πρώτο,διαιρεί ακριβώς ένα �ητό πρώτο p και τότε

N(a) = pm

όπου m ≤ n, ο �αθµός του Κ.

Απόδειξη. [20, σελίδες 126-129]

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε το κλασµατικό ιδεώδες, το οποίο είναι απαραίτητο
για τον ορισµό της οµάδας κλάσεως όπως ϑα δούµε και παρακάτω.

Ορισµός 3.6.6. ΄Ενα O−submodule a είναι ένα κλασµατικό ιδεώδες του O του Κ
αν υπάρχει c ∈ O µη µηδενικό, τέτοιο, ώστε ca ⊆ O. Με άλλα λόγια, το σύνολο
b = ca είναι ένα ιδεώδες του O και a = c−1b. ΄Ετσι τα κλασµατικά ιδεώδη του O
είναι υποσύνολα του Κ της µορφής c−1b, όπου b είναι ένα ιδεώδες του O και c είναι
µη µηδενικό στοιχείο του O.
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Παράδειγµα 3.6.7. Τα κλασµατικά ιδεώδη του Z είναι της µορφής rZ µε r ∈ Q.
Φυσικά, αν κάθε ιδεώδες του O είναι κύριο, τότε τα κλασµατικά ιδεώδη είναι της
µορφής c−1〈d〉 = c−1dO, όπου d είναι ένας γεννήτορας. Από το (i) του προ-
ηγούµενου ϑεωρήµατος, αυτό σηµαίνει ότι τα κλασµατικά ιδεώδη σε περιοχή κυρίων
ιδεωδών O είναι τα αO, όπου α ∈ K.
Τα κλασµατικά ιδεώδη παίζουν σηµαντικό �όλο καθώς ο δακτύλιος O δεν είναι α-
παραίτητα περιοχή κυρίων ιδεωδών. Γενικά ένα ιδεώδες είναι και κλασµατικό ενώ,
αντίστροφα, ένα κλασµατικό ιδεώδες a είναι ιδεώδες αν και µόνο αν a ⊆ O.
Το γινόµενο κλασµατικών ιδεωδών είναι επίσης κλασµατικό ιδεώδες. Συγκεκριµένα,
αν a1 = c−1

1 b1, a2 = c−1
2 b2, όπου b1, b2 είναι ιδεώδη και c1, c2 είναι µη µηδενικά

στοιχεία του O, τότε a1a2 = (c1c2)−1b1b2. Ο πολλαπλασιασµός των κλασµατικών
ιδεωδών είναι µεταθετικός και προσεταιριστικός, ενώ το O παίζει το �όλο του µονα-
διαίου στοιχείου.

Θεώρηµα 3.6.8. Τα µη µηδενικά κλασµατικά ιδεώδη του O αποτελούν αβελιανή
οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό.

Απόδειξη. [20, σελίδα 117]

Θεώρηµα 3.6.9. Κάθε µη µηδενικό ιδεώδες του O µπορεί να γραφεί σαν γινόµενο
πρώτων ιδεωδών µε µοναδικό τρόπο, modulo τη σειρά των παραγόντων.

Απόδειξη. [20, σελίδα 117]

Κλείνουµε αυτή την ενότητα µε το ακόλουθο:

Πρόταση 3.6.10. Για ιδεώδη a, b ∈ O ισχύει :

a|b⇔ a ⊇ b.

Αυτό µας λέει ότι στον O οι παράγοντες ενός ιδεώδους b είναι ακριβώς τα ιδεώδη
που περιέχουν το b. Ο ορισµός του πρώτου ιδεώδους p γίνεται ανάλογος µε αυτόν
του πρώτου στοιχείου.

p|ab⇒ p|a η p|b.

3.7 Η οµάδα κλάσεων.

Ορισµός 3.7.1. Η οµάδα κλάσεων H του O είναι το πηλίκο της οµάδας των κλασ-
µατικών ιδεωδών F µε την (κανονική) υποοµάδα των κυρίων ιδεωδών κλασµατικών
ιδεωδών P .Ο αριθµός κλάσεων h = h(O), είναι η τάξη της παραπάνω οµάδας.

Η οµάδα κλάσεων κατα κάποιο τρόπο µετρά το κατα πόσο τα ιδεώδη είναι
κύρια ή όχι, ή το �αθµό στον οποίο η παραγοντοποίηση παύει να είναι µοναδική.
Συγκεκριµένα η ανάλυση των στοιχείων του δακτυλίου O είναι µοναδική αν και
µόνο αν ο αριθµός κλάσεων είναι 1.
Αναλυτικότερα, ϑεωρούµε ως συνήθως, O να είναι ο δακτύλιος των ακεραίων αλ-
γεβρικών ενός σώµατος αριθµών Κ, �αθµού n. Γνωρίζουµε ότι η ανάλυση σε
πρώτα ιδεώδη στον δακτύλιο O είναι µοναδική αν και µόνο αν κάθε ιδεώδες του
O είναι κύριο3. Σκοπός µας σ’ αυτήν την ενότητα είναι να �ρούµε ένα τρόπο
να µετράµε το πόσο απέχουν τα ιδεώδη του O απο το να είναι κύρια. Για τον
σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε την οµάδα των κλασµατικών ιδεωδών που ορίσαµε

3Βλέπε [20], σελ.132
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µόλις προηγουµένως. ΄Ενα κλασµατικό ιδεώδες είναι κύριο αν είναι της µορφής
c−1a µε a κύριο ιδεώδες του O. ΄Εστω F η οµάδα των κυρίων ιδεωδών, µε πράξη
τον πολλαπλασιασµό. Είναι εύκολο να δει κάποιος, ότι το σύνολο P των κυρίων
κλασµατικών ιδεωδών είναι µια υποοµάδα της F .

Παρατήρηση 3.7.2. Σηµειώνουµε εδώ ότι αν και κάθε µια από τις F , P είναι µια
άπειρη οµάδα, παρόλα αυτά, η H έχει πεπερασµένη τάξη (�λέπε [20, σελ.171]).

Συνεχίζοντας ϑα αναδιατυπώσουµε τον ορισµό της οµάδας κλάσεως µε τρόπο
ανεξάρτητο ως προς τα κλασµατικά ιδεώδη. ∆ύο κλασµατικά ιδεώδη ϑεωρούνται
ισοδύναµα αν ανήκουν στο ίδιο σύµπλοκο της P στην F , µε άλλα λόγια, αν
απεικονίζουνται στο ίδιο στοιχείο της F/P.
Αν a, b είναι κλασµατικά ιδεώδη γράφουµε a ∼ b, αν τα a , b είναι ισοδύναµα και
χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό [a] για την κλάση ισοδυναµίας του a. Η οµάδα
κλάσεων είναι το σύνολο όλων αυτών των κλάσεων ισοδυναµίας. Αν a είναι ένα
κλασµατικό ιδεώδες, τότε a = c−1b, όπου c ∈ O και b ιδεώδες. ΄Ετσι :

b = ca = 〈c〉a
και αφού 〈c〉 ∈ P αυτό σηµαίνει ότι a ∼ b. Με άλλα λόγια, κάθε κλάση ισοδυναµί-
ας περιέχει ένα ιδεώδες.
΄Εστω τώρα m και n ισοδύναµα ιδεώδη. Τότε m = cn, όπου c είναι ένα κύριο κλασ-
µατικό ιδεώδες, έστω c = d−1e για d ∈ O, e κύριο ιδεώδες. Εποµένως

m〈d〉 = nn.

Αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να περιγράψουµε την H ως εξής : Παίρνουµε το
σύνολο I όλων των ιδεωδών και ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας ∼ µε m ∼ n αν
και µόνο αν υπάρχουν ιδεώδη d, e τέτοια, ώστε, md = ne. Τότε η H είναι το σύνολο
των κλάσεων ισοδυναµίας [m] µε πράξη που ορίζεται ως

[m][n] = [mn].

Αυτός είναι και ο λόγος που η H καλείται οµάδα κλάσεων. Το ακόλουθο
ϑεώρηµα κλείνει αυτήν την παράγραφο

Θεώρηµα 3.7.3. Η παραγοντοποίηση στον O είναι µοναδική αν και µόνο αν η
οµάδα κλάσεων έχει τάξη 1, ή ισοδύναµα ο αριθµός κλάσης είναι h = 1.

Απόδειξη. Η παραγοντοποίηση είναι µοναδική αν και µόνο αν κάθε ιδεώδες του O
είναι κύριο, το οποίο µε τη σειρά του είναι αληθές αν και µόνο άν κάθε κλασµατικό
ιδεώδες είναι κύριο γεγονός, που είναι ισοδύναµο µε F = P δηλαδή |H| = h =
1.

3.8 Θεωρία Hilbert.

3.8α’ Ανάλυση ενός πρώτου στοιχείου.

Αν έχουµε έναν πρώτο p στο Z, δεν είναι απαραίτητο ότι και το ιδεώδες 〈p〉
ϑα είναι πρώτο στο δακτύλιο ακεραιών O ενός σώµατος αριθµών Κ. Είναι πολύ
σηµαντικό να µπορούµε να �ρίσκουµε τους πρώτους παράγοντες του 〈p〉. Για την
περίπτωση που ο O παράγεται από ένα µόνο στοιχείο, στα τετραγωνικά σώµατα
για παράδειγµα, έχουµε το επόµενο ϑεώρηµα που οφείλουµε στον Dedekind.



54 · Αλγεβρικη Θεωρια Αριθµων

Θεώρηµα 3.8.1. ΄Εστω Κ ένα σώµα αριθµών �αθµού n και OK = Z[θ]. ΄Εστω ότι
έχουµε ένα �ητό πρώτο αριθµό p και έστω ότι το ελάχιστο πολυώνυµο f του θ στο Q,
έχει ανάλυση σε ανάγωγα πάνω από το Zp,

f = f e11 . . . f err .

Τότε αν fi είναι ένα οποιοδήποτε από αυτά τα πολυώνυµα modulo p, το ιδεώδες
pi = 〈p〉 + 〈fi(θ)〉 ϑα είναι πρώτο και η ανάλυση του 〈p〉 σε πρώτα ιδεώδη στον OK

ϑα είναι
〈p〉 = pe11 . . . perr .

Απόδειξη. ΄Εστω θi να είναι µια �ίζα του fi στο Zp[θi ] ∼= Zp[t]/〈p〉. Υπάρχει ένας
ϕυσικός οµοµορφισµός ui : Z[θ] → Zp[t], όπου p(θ) 7→ p̄(θi). Η εικόνα του ui
είναι το Zp(θi), το οποίο είναι σώµα, εποµένως ο πυρήνας kerui είναι ένα πρώτο
ιδεώδες του Z[θ] = OK . Προφανώς ϑα ισχύει

〈p〉 = 〈fi(θ)〉 ⊆ kerui .

Αν g(θ) ∈ kerui , τότε ḡ(θi) = 0, άρα ḡ = fi h̄, h ∈ Zp[t], το οποίο µε τη σειρά
του σηµαίνει ότι το g − fih ∈ Z[t] έχει συντελεστές που διαιρούνται από το p.
Εποµένως ϑα έχουµε

g(θ) = g(θ)− fi(θ)h(θ) + fi(θ)h(θ) ∈ 〈p〉+ 〈fi(θ)〉.
΄Αρα ϑα είναι

kerui = 〈p〉+ 〈fi(θ)〉.
΄Εστω pi = 〈p〉+ 〈fi(θ)〉, τότε για κάθε fi το ιδεώδες pi είναι πρώτο και ικανοποιεί το
〈p〉 ⊆ pi και pi |〈p〉. Για όλα τα ιδεώδη a, b1, b2, ισχύει ότι (a+ b1)(a+ b2) ⊆ a+ b1b2.
Με επαγωγή έχουµε

pe11 . . . perr ⊆ 〈p〉+ 〈f1(θ)e1 . . . fr(θ)er 〉
⊆ 〈p〉+ 〈f (θ)〉 = 〈p〉.

΄Αρα 〈p〉|pe11 . . . perr και έτσι οι µόνοι πρώτοι παράγοντες του ιδεώδους 〈p〉 είναι τα
p1, . . . , pr . ΄Ετσι ϑα έχουµε

〈p〉 = pk11 . . . pkrr , 0 < ki < ei , 1 ≤ i ≤ r.

Παίρνουµε τώρα τη νόρµα του pi και είναι

N(pi) = |OK/pi |
και είναι

OK/pi = Zp[θi ] ⇔ N(pi) = |Zp[θi ]| = pdi ,

όπου di = ∂fi . Επίσης η 〈p〉 είναι

N(〈p〉) = |OK/〈p〉| = pn .

Εξισώνοντας αυτές τις δύο νόρµες παίρνουµε

N(〈p〉) = N(pk11 ) . . . N(pkrr ) ⇔ pn = pd1k1+...+drkr

⇔ n = d1k1 + . . .+ drkr

και επειδή, όπως αναφέρθηκε και πιο πριν 0 < ki ≤ ei , ϑέτουµε ki = ei και
προκύπτει το ητούµενο
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Παράδειγµα 3.8.2. ΄Εστω το σώµα αριθµών Q(
√−1), µε OK = Z[θ] και ελάχιστο

πολυώνυµο για το θ το t2 +1. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να παραγοντοποιήσουµε το ιδεώδες
〈2〉. Αρχικά παραγοντοποιούµε το ελάχιστο πολυώνυµο mod2. Θα είναι

t2 + 1 = (t + 1)(t + 1) = (t + 1)2.

΄Αρα το 〈2〉 = p2 µε p = 〈2〉+ 〈f1(θ1)〉 = 〈2〉+ 〈√−1〉 = 〈1 +
√−1〉, δεδοµένου ότι

2 = (1 +
√−1)(1−√−1).

Στη γενική περίπτωση όπου ϑέλουµε να παραγοντοποιήσουµε το p ∈ Z, στονZ[
√−1],

υπάρχουν τρεις ενδεχόµενα

(i) t2 + 1 να είνα ανάγωγο πολυώνυµο modp,

(ii) t2 + 1 = (t + l)(t − l)modp, µε l2 ≡ −1modp, l 6= −l,
(iii) t2 + 1 = (t + 1)2mod2, p = 2.

Στην πρώτη περίπτωση το ιδεώδες p είναι πρώτο, στη δεύτερη ϑα ισχύει 〈p〉 =
p1p2, p1 6= p2. Στην τελευταία περίπτωση 〈p〉 = p21, µε p1 να είναι ένα πρώτο ιδεώδες.

3.8β’ Ανάλυση σε Επεκτάσεις Galois.

Ορισµός 3.8.3. ΄Εστω Κ ένα σώµα αριθµών και L µια πεπερασµένη επέκτασή του
µε δακτυλίους ακεραίων OK και OL αντίστοιχα. Αν p ένα ιδεώδες του OK , το pOL

τότε ϑα είναι ένα ιδεώδες το OL , οπότε ϑα υπάρχει ανάλυση σε πρώτα ιδεώδη

pOL = Be11 . . .Begg .

Τα Bi είναι πρώτα ιδεώδη του OL και περιέχουν το p. Οι ακέραιοι ei , τους οποίους
συµβολίζουµε και eBi |p, ονοµάζονται δείκτες διακλάδωσης του p στο Bi . Κάθε Bi

δίνει µια επέκταση σώµατος OL/Bi
/
OK/p, µε �αθµό επέκτασης fi ή fBi |p που τον

ονοµάζουµε �αθµό αδράνειας του p στο Bi .

Θεώρηµα 3.8.4. ΄Εστω K ⊂ L και p πρώτο ιδεώδες στο Κ. Αν ei , fi όπως τα ορίσαµε
πριν, τότε ϑα είναι

g∑
i=1

ei fi = [L : K].

Απόδειξη. [12, ϑεώρηµα 21]

Θεώρηµα 3.8.5. ΄Εστω K ⊂ L µια επέκταση Galois και p πρώτο ιδεώδες του Κ.

(i) Η οµάδα Galois Gal(L/K), δρα µεταβατικά στα πρώτα στοιχεία του L που
περιέχουν το p,δηλαδή αν B, B′ πρώτα ιδεώδη του L που περιέχουν το p, τότε
υπάρχει ένας σ ∈ GaL(L/K), τέτοιος, ώστε σ(B) = B′.

(ii) Τα πρώτα ιδεώδη Bi του L που περιέχουν το p, έχουν όλα το ίδιο e και το ίδιο
f , έτσι το ϑεώρηµα 3.8.4 γίνεται

efg = [L : K]



56 · Αλγεβρικη Θεωρια Αριθµων

Απόδειξη. Το ii είναι άµεση συνέπεια του i. Για να αποδείξουµε το πρώτο σκέλος
ϑεωρούµε ότι σ(B) 6= B, για όλους τους αυτοµορφισµούς σ ∈ Gal(L/K). Τότε
σύµφωνα µε το κινέζικο ϑεώρηµα υπολοίπου ϑα υπάρχει µια λύση για το σύστηµα

x ≡ 0modB′

x ≡ 1modσ(B),

για όλους τους αυτοµορφισµούς σ. ΄Εστω α ∈ OL η λύση του συστήµατος. Θα
είναι N(α) ∈ OK

⋂
B′, αφού από το σύστηµα έχουµε ότι α ∈ B′ = p. Επίσης

είναι α 6= σ(B) ⇔ σ−1(α) /∈ B. Μπορούµε τώρα να εκφράσουµε την νόρµα του
α σαν γινόµενο των σ−1(α). Κανένα από τα στοιχεία αυτά δεν ανήκει στο B, άρα
N(α) /∈ B. Αυτό, όµως, είναι άτοπο, αφού πριν δείξαµε ότι N(α) ∈ p ⊂ B. ΄Ετσι
σ(B) = B′, για κάποιο σ.

Ορισµός 3.8.6. Ορίζουµε οµάδα διακλάδωσης να είναι η οµάδα
DB = {σ ∈ Gal(L/K) : σ(B) = B}, ενώ οµάδα αδράνειας να είναι η
IB = {σ ∈ Gal(L/K) : σ(α) ≡ αmodB, για κάθε α ∈ OL}

Παρατηρούµε ότι ισχύει IB ⊂ DB. Αυτό γιατί το σ(B) = B µπορεί να εκ-
ϕραστεί αν σ(α) ≡ 0modB, αν και µόνο αν α ≡ 0modB, που σηµαίνει ότι α ∈ B.
Αν πάρουµε ένα στοιχείο σ ∈ DB, αυτό επάγει έναν αυτοµορφισµό σ στο OL/B,

ο οποίος είναι ο ταυτοτικός στο O/p. Συµβολίζουµε µε G̃ την οµάδα Galois της

επέκτασης O/B
/
OK/p. ΄Αρα σύµφωνα µε τα παραπάνω σ ∈ G̃. Εποµένως ο

σ 7→ σ επάγει οµοµορφισµό DB → G̃. Ο πυρήνας αυτού είναι ακριβώς η οµάδα
IB. Συνοψίζοντας, έχουµε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.8.7. ΄Εστω DB, IB, G̃, όπως ορίστηκαν προηγουµένως. Ισχύουν τα
ακόλουθα

(i) Ο οµοµορφισµός DB → G̃ είναι επί. Εποµένως DB/IB
∼= G̃.

(ii) |IB| = eB|p fB|p.

Κλείνοντας αναφέρουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο αποδεικνύεται αρ-
κετά χρήσιµο στο να πούµε αν ένα πρώτο ιδεώδες είναι αδιακλάδωτο ή διασπάται
πλήρως σε µια επέκταση Galois .

Πρόταση 3.8.8. ΄Εστω επέκταση Galois K ⊂ L, µε L = K(α), α ∈ OL και f (x) το
ελάχιστο πολυώνυµο του α πάνω από το Κ, τέτοιο, ώστε f (x) ∈ OK [x]. Αν το p είναι
πρώτο στο OK και το f (x) αναλύεται πλήρως modp, τότε έχουµε :

(i) το p είναι αδιακλάδωτο στο L.

(ii) Αν f (x) ≡ f1(x) . . . fg(x)modp, όπου τα fi(x) είναι ανάγωγα modp τότε το
Bi = pOL + fi(α)OL είναι πρώτο ιδεώδες του OL µε Bi 6= Bj, i 6= j, και
pOL = B1 . . .Bg. Επιπλέον όλα τα fi(x), έχουν τον ίδιο �αθµό, ο οποίος είναι
�αθµός αδράνειας f .

(iii) Το p διασπάται πλήρως στο L, αν και µόνο αν η f (x) ≡ 0modp έχει λύση στο
OK .
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3.8γ’ Το σώµα κλάσεων του Hilbert και η απεικόνιση του Artin.

Ορισµός 3.8.9. Μια επέκταση K ⊂ L ονοµάζεται αδιακλάδωτη (unramified) , αν
κάθε πρώτο στοιχείο του Κ είναι αδιακλάδωτο στην L.

Θεώρηµα 3.8.10. Αν έχουµε ένα σώµα αριθµών Κ, τότε υπάρχει µια πεπερασµένη
επέκταση Galois L, για την οποία ϑα ισχύει :

(i) Η L είναι αδιακλάδωτη αβελιανή επέκταση του Κ.

(ii) Κάθε αδιακλάδωτη αβελιανή επέκταση του Κ, �ρίσκεται µέσα στην L.

΄Ενα τέτοιο σώµα L, λέγεται σώµα κλάσεων του Hilbert, για το Κ. Είναι η µέγιστη
αβελιανή αδιακλάδωτη επέκταση για το Κ και προφανώς είναι η µοναδική.

Λήµµα 3.8.11. ΄Εστω επέκταση Galois K ⊂ L, και p ένα πρώτο ιδεώδες του OK ,
αδιακλάδωτο στο L. Αν το B, είναι πρώτο του OL και περιέχει το ιδεώδες p, τότε
υπάρχει ένα µοναδικό στοιχείο σ ∈ G τέτοιο, ώστε, για κάθε α ∈ OL να ισχύει

σ(α) = αN(p)modB,

όπου N(P) = |OK/p|.
Απόδειξη. ΄Εστω DB, IB, G̃, όπως τα ορίσαµε στην προηγούµενη παράγραφο. ΄Ε-

χουµε δείξει ότι DB/IB
∼= G̃. Επίσης αφού το ιδεώδες p είναι αδιακλάδωτο σ-

το L, σύµφωνα µε την πρόταση 3.8.8 ϑα έχουµε ότι |IB| = eB|p = 1. ΄Ετσι

τελικά ϑα έχουµε ότι ο σ 7→ σ ορίζει ισοµορφισµό DB
∼= G̃. Η επέκταση Galois

OK/p ⊂ OL/B, έχει οµάδα την G̃ η οποία σαν οµάδα Galois, έχει γεννήτορα
τον αυτοµορφισµό του Frobenius x 7→ xq, όπου q είναι η |OK/p|. Εποµένως,
ϑα υπάρχει ένας µοναδικός αυτοµορφισµός σ ∈ OB, ο οποίος απεικονίζει στο
στοιχείο Frobenius. Επίσης, από τον ορισµό της νόρµας ενός ιδεώδους, έχουµε
ότι |OK/p| = N(p) = q. ΄Ετσι καταλήγουµε στο ητούµενο

σ(α) = αNpmodB,

για κάθε α ∈ OL .

Ορισµός 3.8.12. Το µοναδικό στοιχείο του προηγούµενου λήµµατος, καλείτα σύµ-
�ολο του Artin και συµβολίζεται

(
L/K
B

)
.

Οι ιδιότητες του συµβόλου Artin συνοψίζονται στην ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.8.13. Θεωρούµε K ⊂ L να είναι µια επέκταση Galois και p ένα αδιακ-
λάδωτο πρώτο ιδεώδες του Κ. Αν έχουµε ένα B που περιέχει το p, ϑα ισχύει :

(i) Αν σ ∈ G = Gal(L/K) τότε

( L/K
σ(B)

)
= σ

(L/K
B

)
σ−1

(ii) Η τάξη του
(
L/K
B

)
είναι ο �αθµός αδράνειας f = fB|p.

(iii) Το p διασπάται στο L, αν και µόνο αν L/K
B = 1
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Απόδειξη. Το (i) προκύπτει άµεσα από τη µοναδικότητα του συµβόλου Artin, . Για
το δεύτερο γνωρίζουµε ότι το p είναι αδιακλάδωτο, εποµένως ϑα ισχύει DB

∼= G̃.

Σηµειώνουµε εδώ ότι η G̃ είναι η οµάδα Galois της OK/p ⊂ OL/B, η οποία είναι
µια επέκταση �αθµού f . ΄Αρα και η τάξη της G̃ ϑα είναι f . Τέλος, το σύµβολο Artin
απεικονίζεται σε γεννήτορα, εποµένως η τάξη του ϑα πρέπει να είναι f . Τέλος για
το τρίτο σκελός η απόδειξη είναι τετριµµένη. Αφού το ιδεώδες p διασπάται πλήρως
όταν e = f = 1 και εδώ έχουµε υποθέσει ότι e = 1, σύµφωνα µε τα παραπάνω
προκύπτει το ητούµενο.

Παρατήρηση 3.8.14. Το σύµβολο Artin είναι το ίδιο για όλα τα ιδεώδη B που
επεκτείνουν το p µόνο αν η επέκταση είναι αβελιανή. Εποµένως, ϑα εξαρτάται µόνο

από το ιδεώδες p. Μπορούµε λοιπόν να γράφουµε
(
L/K
p

)
.

΄Εστω, τώρα, η οµάδα των κλασµατικών ιδεωδών F του OK . Ξέρουµε ότι κάθε
a ∈ F έχει µια ανάλυση σε πρώτα,

a =
r∏
i=1

prii , ri ∈ Z.

Το σύµβολο Artin ϑα είναι :

(L/K
a

)
=

r∏
i=1

(L/K
pi

)ri
.

Εποµένως το σύµβολο Artin επάγει έναν οµοµορφισµό, τον οποίο ονοµάζουµε
απεικόνιση Artin. (L/K

·
)

: F −→ Gal(L/K).

Σηµείωνουµε ότι αυτός ο οµοµορφισµός έχει νόηµα µόνο για αδιακλάδωτες επεκ-
τάσεις.

Θεώρηµα 3.8.15. ΄Εστω L το σώµα κλάσεων του Hilbert ενός σώµατος αριθµών Κ.
Τότε ο οµοµορφισµός Artin

(L/K
·

)
: F −→ Gal(L/K),

είναι επί και έχει πυρήνα την οµάδα τωµ κυρίων κλασµατικών ιδεωδών P . Εποµέν-
ως, σύµφωνα µε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα των ισοµορφισµών, ϑα έχουµε

H ∼= Gal(L/K)

Πόρισµα 3.8.16. Αν έχουµε ένα σώµα αριθµών Κ, τότε υπάρχει µια ένα προς
ένα αντιστοιχία µεταξύ των αδιακλάδωτων αβελιανών επεκτάσεων του Κ, και των
υποοµάδων H της οµάδας κλάσεων H. ∆ηλαδή αν µια επέκταση Μ, αντιστοιχεί σε
µια υποοµάδα H ⊂ H, η Artin απεικόνιση ϑα επάγει ισοµορφισµό

H/H ∼= Gal(M/K).

Πόρισµα 3.8.17. ΄Εστω L το σώµα κλάσεων του Hilbert, ενός σώµατος αριθµών Κ.
΄Εστω επίσης ένα πρώτο ιδεώδες του Κ, p. Τότε το p ϑα διασπάται πλήρως στο L αν
και µόνο αν είναι ένα κύριο ιδεώδες.
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Απόδειξη. Ξέρουµε ήδη από την πρόταση 3.8.13, ότι το p διασπάται πλήρως αν

και µόνο αν
(
L/K
p

)
= 1. Αφού ο Artin επάγει ισοµορφισµό H ∼= Gal(L/K) ϑα

έχουµε ότι
(
L/K
p

)
= 1, αν και µόνο αν έχουµε την τετριµµένη κλάση ιδεωδών.

∆ηλαδή όλα τα κλασµατικά ιδεώδη είναι κύρια, κάτι που ϕυσικά καθιστά και το p
κύριο ιδεώδες.





Κεφάλαιο 4

Θεωρία Σχηµάτων

΄Οπως ακριβώς τα τοπολογικά ή τα διαφορίσιµα manifolds προκύπτουν κολλών-
τας ανοιχτές µπάλλες του Ευκλείδειου χώρου, τα σχήµατα (schemes) προκύπτουν
κολλώντας ανοιχτά σύνολα, τα οποία ονοµάζονται affine schemes. Υπάρχει, �έ-
�αια, µια σηµαντική διαφορά: σε ένα manifold ένα σηµείο µοιάζει τοπικά µε
οποιοδήποτε άλλο και οι ανοιχτές µπάλλες είναι τα µόνα σύνολα που απαιτούνται
για αυτήν την κατασκευή. Αντίθετα, τα σχήµατα δέχονται περισσότερες τοπικές
διαφορές. Τα µικρότερα ανοιχτά σύνολα σε ένα σχήµα είναι τόσο µεγάλα ώστε να
υπάρχει µη τετριµµένη και συνάµα ενδιαφέρουσα γεωµετρία µέσα σε καθένα από
αυτά. Πράγµατι σε αρκετά σχήµατα δύο σηµεία δεν έχουν ισοµορφικές ανοιχτές
γειτονιές (εκτός ολόκληρου του σχήµατος). Ξεκινάµε περιγράφοντας τα Affine
Schemes.

4.1 Affine Schemes.

΄Ενα affine scheme είναι ένα αντικείµενο που προκύπτει από έναν µεταθετικό δακ-
τύλιο. Η σχέση γενικεύει τη σχέση µεταξύ ενός affine variety και του δακτυλίου
συντεταγµένων του. Συγκεκριµένα, µπορούµε να οδηγηθούµε στον ορισµό του
σχήµατος µε τον ακόλουθο τρόπο. Η �ασική αντιστοιχία της κλασσικής αλγε-
�ρικής γεωµετρίας είναι η ακόλουθη 1-1 και επί

{affine varieties} ←→




πεπερασµένα παραγόµενοι δακτύλιοι
χωρίς µηδενοδύναµα στοιχεία
πάνω από αλγεβρικά κλειστό σώµα Κ





Το αριστερό µέλος αντιστοιχεί στα affine schemes 1. Αν ξεκινήσουµε ϑεωρόν-
τας τα affine varieties ως αντικείµενα µελέτης, καταλήγουµε στην περιορισµένη
κατηγορία των δακτυλίων στο δεξί µέλος (στην ουσία είναι ο δακτύλιος συντεταγ-
µένων ενός affine variety ). Η ϑεωρία σχηµάτων προκύπτει αν σκεφτούµε µε τον
αντίθετο τρόπο : αν δεν δεχτούµε τους περιορισµούς «πεπερασµένα περαγόµενο»,
«χωρίς µηδενοδύναµα στοιχεία» ή «Κ-άλγεβρα» και επιµείνουµε ότι το δεξί
µέλος περιλαµβάνει όλους τους µεταθετικούς δακτυλίους, τι είδους γεωµετρικό
αντικείµενο ϑα πρέπει να �άλουµε στο αριστερό µέλος ; Η απάντηση είναι τα

1Βλέπε [5] Κεφάλαιο 2
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«affine schemes» και σ’ αυτή την ενότητα ϑα δείξουµε πως µπορούµε να επεκ-
τείνουµε την παραπάνω αντιστοιχία σε ένα διάγραµµα.

{affine varieties}

²²

oo // {δακτύλιοι συντεταγµένων affine variety }

²²
{affine schemes} oo // {µεταθετικοί δακτύλιοι µε µονάδα}

Θα δούµε ότι στην πραγµατικότητα ο δακτύλιος και το αντίστοιχο affine scheme
είναι ισοδύναµα αντικείµενα.

Ορισµός 4.1.1. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Το affine scheme που ορίζε-
ται από τον R ϑα καλείται SpecR, το spectrum του R. Αποτελείται από ένα σύνολο
σηµείων, µια τοπολογία πάνω στο σύνολο αυτό που ονοµάζεται Zariski και ένα sheaf
OSpecR πάνω σ’ αυτόν τον τοπολογικό χώρο, που ονοµάζεται το sheaf των κανονικών
συναρτήσεων ή το structure sheaf του σχήµατος. Αν υπάρχει περίπτωση σύγχυσης
ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό |SpecR| για να αναφερόµαστε στο σύνολο ή τον
τοπολογικό χώρο χωρίς το sheaf.

4.1α’ Τα Σχήµατα σαν Σύνολα.

Ορισµός 4.1.2. Ορίζουµε ένα σηµείο του SpecR να είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R.
Για την αποφυγή παρεξηγήσεων, ϑα χρησιµοποιούµε πολλές ϕορές τον συµβολισµό[
p
]

για το σηµείο του SpecR που αντιστοιχεί στο πρώτο ιδεώδες p του R. Θα υπο-
ϑέσουµε ότι ο R δεν είναι από µόνος του ένα πρώτο ιδεώδες. Φυσικά, το µηδενικό
ιδεώδες 〈0〉 είναι πρώτο αν ο R είναι ακέραια περιοχή.

Αν R είναι ο δακτύλιος συντεταγµένων µια συνηθισµένης αλγεβρικής πολ-
λαπλότητας V πάνω από ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα, τότε το SpecR ϑα έχει
σηµεία που ϑα αντιστοιχούν σε σηµεία της αλγεβρικής πολλαπλότητας - τα µέγιστα
ιδεώδη του R - και επίσης ένα σηµείο για κάθε µια ανάγωγη υπο-πολλαπλότητα
της V . Τα νέα σηµεία, που αντιστοιχούν σε υπο-πολλαπλότητες ϑετικής διάστασης
παίζουν τον �όλο των «generic points» της κλασικής αλγεβρικής γεωµετρίας.

Ορισµός 4.1.3. Κάθε σηµείο f ∈ R ορίζει µια «συνάρτηση», που επίσης συµβολί-
ουµε µε f , στον χώρο SpecR: Αν x =

[
p
] ∈ SpecR, συµβολίζουµε µε κ(x) ή κ(p) το

σώµα πηλίκο της ακεραίας περιοχής R/p, που ονοµάζεται το σώµα υπολοίπων του
Χ στο x, και ορίζουµε f (x) ∈ κ(x) να είναι η εικόνα της f µέσω των κανονικών
απεικονίσεων

R → R/p→ κ(x).

Εν γένει, η «συνάρτηση» f παίρνει τιµές σε σώµατα τα οποία διαφέρουν από
σηµείο σε σηµείο. Επιπλέον, το f δεν προσδιορίζεται από τις τιµές αυτής της
«συνάρτησης». Για παράδειγµα, ο δακτύλιος R = K[x]/〈x2〉 έχει µόνο ένα πρώτο
ιδεώδες, το 〈x〉 και έτσι το στοιχείο x ∈ R, µολονότι είναι µη µηδενικό, επάγει µια
«συνάρτηση» η τιµή της οποίας είναι 0 σε κάθε σηµείο του SpecR.
Μια κανονική συνάρτηση στον SpecR ορίζουµε να είναι απλά ένα στοιχείο του R.
Εποµένως µια κανονική συνάρτηση επάγει µια «συνάρτηση» στον SpecR, αλλά
δεν προσδιορίζεται από τις τιµές αυτής της «συνάρτησης».
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4.1β’ Τα Σχήµατα σαν Τοπολογικοί Χώροι.

Χρησιµοποιόντας τις κανονικές συναρτήσεις, µπορούµε να µετατρέψουµε το SpecR
σε τοπολογικό χώρο, µε τη Zariski τοπολογία. Τα κλειστά σύνολα ορίζονται
ακολούθως.

Ορισµός 4.1.4. Για κάθε υποσύνολο S ⊂ R, έστω

V (S) = {x ∈ SpecR | f (x) = 0 για κάθε f ∈ S} = {[p] ∈ SpecR | p ⊃ S}.
Η ιδέα πίσω από αυτόν τον ορισµό είναι να κάνουµε κάθε f ∈ R να συµπερ-

ιφέρεται όσο το δυνατόν περισσότερο σαν µια συνεχής συνάρτηση. Φυσικά τα
σώµατα κ(x) δεν έχουν κάποια τοπολογία και αφού ποικίλουν για διάφορα x,
η συνηθισµένη έννοια της συνέχειας δεν έχει κανένα νόηµα. Τουλάχιστον όµως
περιέχουν ένα µηδενικό στοιχείο, οπότε µπορούµε να µιλάµε για γεωµετρικούς
τόπους σηµείων στο SpecR πάνω στα οποία η f είναι µηδεν και αν η f πρέπει να
συµπεριφέρεται σαν µια συνεχής συνάρτηση τότε αυτός ο γεωµετρικός τόπος ϑα
πρέπει να είναι κλειστός.
Εφόσον οι τοµές κλειστών συνόλων πρέπει να είναι κλειστό σύνολο, οδηγούµαστε
άµεσα στον παραπάνω ορισµό. Τα V (S) είναι απλά οι τοµές των γεωµετρικών
τόπων όπου τα στοιχεία του S µηδενίζονται.
Για να είναι η οικογένεια των συνόλων V (S) τα κλειστά µιας τοπολογίας είναι
απαραίτητο να είναι κλειστά ως προς τις τοµές. Από την παραπάνω περιγραφή
είναι σαφές ότι για οποιαδήποτε οικογένεια συνόλων Sα ϑα έχουµε

⋂
α V (Sα) =

V (
⋃
α Sα), όπως ακριβώς απαιτήται. Επίσης αξίζει να σηµειώσουµε εδώ, ότι αν I

είναι το ιδεώδες που παράγεται από το S, τότε V (I) = V (S).

Παρατήρηση 4.1.5. ΄Ενα ανοιχτό σύνολο στη Zariski είναι απλά το συµπλήρωµα
ενός από τα κλειστά σύνολα V (S). Τα ανοιχτά που αντιστοιχούν σε σύνολα S µε
µόνο ένα στοιχείο παίζουν έναν σηµαντικό �όλο, κυριώς επειδή είναι µε τη σειρά τους
και αυτά ϕάσµατα (Spec) δακτυλίων. Για το λόγο αυτό έχουν συγκεκριµένο όνοµα
και συµβολισµό. Αν f ∈ R, ορίζουµε το διακεκριµένο (ή �ασικό) ανοιχτό υποσύνολο
του X = SpecR που σχετίζεται µε το f να είναι

Xf = |SpecR|\V (f ).

Τα στοιχεία του Xf - δηλαδή, τα πρώτα ιδεώδη του R που δεν περιέχουν το f -
είναι σε 1-1 αντιστοιχία µε τα πρώτα ιδεώδη της τοπικοποίησης Rf του δακτυλίου
R που προκύπτει επισυνάπτοντας έναν αντίστροφο του f , µέσω της αντιστοιχίας
που στέλνει το p ⊂ R στο pRf ⊂ Rf . Μπορούµε µ’ αυτόν τον τρόπο να ταυτίζουµε
τα στοιχεία του Xf µε τα στοιχεία του SpecRf .
Τα διακεκριµένα ανοιχτά σύνολα αποτελούν µια �άση για την τοπολογία Zaris-
ki µε την έννοια ότι κάθε ανοιχτό µπορεί να γραφεί ως η ένωση διακεκριµένων
ανοιχτών συνόλων:

U = SpecR\V (S) = SpecR\
⋂
f∈S

V (f ) =
⋃
f∈S

(SpecR)f .

Τα διακεκριµένα ανοιχτά είναι επίσης κλειστά κάτω από πεπερασµένες τοµές,
εφόσον ένα πρώτο ιδεώδες περιέχει ένα γινόµενο αν και µόνο αν περιέχει έναν από
τους παράγοντές του. ΄Εχουµε

⋂
i=1,...,n

(SpecR)fi = (SpecR)g,
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όπου g είναι το γινόµενο f1, . . . , fn. Συγκεκριµένα, κάθε διακεκριµένο ανοιχτό
σύνολο το οποίο είναι ένα υποσύνολο του διακεκριµένου ανοιχτού (SpecR)f έχει
τη µορφή (SpecR)fg για κατάλληλο g.

Παρατήρηση 4.1.6. Ο χώρος SpecR δεν είναι σχεδόν ποτε ένας Haussdorf χώρος
και αυτό γιατί τα ανοιχτά είναι πολύ µεγάλα. Στην πραγµατικότητα, τα µόνα σηµεία
του SpecR τα οποία είναι κλειστά είναι εκείνα που αντιστοιχούν σε µέγιστα ιδεώδη
του R. Γενικά, είναι σαφές ότι το µικρότερο κλειστό σύνολο που περιέχει ένα συγ-
κεκριµένο σηµείο

[
p
]

πρέπει να είναι το V (p), κι έτσι η κλειστότητα του σηµείου
[
p
]

αποτελείται από όλα τα
[
q
]

τέτοια ώστε q ⊃ p. Το σηµείο
[
p
]

είναι κλειστό αν και µόνο
αν το p είναι µέγιστο. ΄Ετσι στην περίπτωση που ο R είναι ένας affine δακτύλιος µιας
αλγεβρικής πολλαπλότητας V πάνω από ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα, τα σηµεία της
V αντιστοιχούν ακριβώς στα κλειστά σηµεία του SpecR και τα κλειστά σηµεία που
περιέχονται στην κλειστότητα του σηµείου

[
p
]

είναι ακριβώς τα σηµεία της V στην
υποπολλαπλότητα που ορίζεται από το p.

Προτού προχωρήσουµε περαιτέρω στη ϑεωρία των σχηµάτων ϑα χρειαστεί να
αναφερθούµε σε κάποια στοιχεία της ϑεωρίας των sheaves (δραγµάτων).

4.1γ’ Sheaf Theory.

΄Ενα sheaf µας παρέχει έναν συστηµατικό τρόπο για να παρακολουθούµε τοπικά
αλγεβρικά δεδοµένα σε έναν τοπολογικό χώρο, ενώ είναι απαραίτητο για τη µελέτη
των σχηµάτων που αναφέραµε προηγουµένως. Για να είµαστε πιο ακριβείς, δεν
µπορούµε να ορίσουµε ένα σχήµα χωρίς τη �οήθεια των sheaves .

Ορισµός 4.1.7. ΄Εστω Χ ένας τοπολογικός χώρος. ΄Ενα presheaf F αβελιανών
οµάδων πάνω στον Χ αποτελείται από τα ακόλουθα

(i) για κάθε ανοιχτό υποσύνολο U ⊆ X , µια αβελιανή οµάδα F(U) και

(ii) για κάθε εγκλεισµό V ⊆ U ανοιχτών υποσυνόλων του Χ, έναν µορφισµό α-
�ελιανών οµάδων resU,V : F(U) → F(V ),

µε τους εξής περιορισµούς

• F(∅) = 0, όπου ∅ το κενό σύνολο,

• resU,U είναι η ταυτοτική απεικόνιση F(U) → F(U) και

• αν W ⊆ V ⊆ U είναι τρία ανοιχτά σύνολα, τότε resU,W = resV,W ◦ resU,V .
Ορίζουµε ένα presheaf δακτυλίων, ένα presheaf συνόλων ή ένα presheaf αν-

ιτκειµένων µιας οποιαδήποτε κατηγορίας C, αντικαθιστόντας της λέξεις «αβελιανή
οµάδα» στον παραπάνω ορισµό µε «δακτύλιος», «σύνολο», ή «αντικείµενο της
C» αντίστοιχα.

Αν F είναι ένα presheaf πάνω από τον Χ, αναφερόµαστε στα F(U) σαν τα sec-
tions του presheaf F πάνω από το ανοιχτό σύνολο U και µερικές ϕορές χρησι-
µοποιούµε τον συµβολισµό Γ(U,F). Καλούµε τις απεικονίσεις resU,V απεικονίσεις
περιορισµού και συχνά γράφουµε s|V αντί για resU,V (s), αν s ∈ F(U).

΄Ενα sheaf είναι σε γενικές γραµµές ένα presheaf τα sections του οποίου
προσδιορίζονται τοπικά. Για να είµαστε πιο ακριβείς δίνουµε τον ακόλουθο ορισ-
µό.



4.1 Affine Schemes. · 65

Ορισµός 4.1.8. ΄Ενα presheaf πάνω από έναν τοπολογικό χώρο Χ είναι ένα sheaf
αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συµπληροµατικές συνθήκες :

(i) αν U είναι ένα ανοιχτό σύνολο, αν {Vi} είναι ανοιχτό κάλυµµα του U και
s ∈ F(U) είναι ένα στοιχείο τέτοιο ώστε s|Vi = 0 για κάθε i, τότε s = 0,

(ii) αν U είναι ένα ανοιχτό σύνολο, αν {Vi} είναι ανοιχτό κάλυµµα του U και
έχουµε στοιχεία si ∈ F(Vi) για κάθε i, µε την ιδιότητα ότι για κάθε i, j,
si |Vi∩Vj = sj|Vi∩Vj , τότε υπάρχει ένα στοιχείο s ∈ F(U) τέτοιο ώστε s|Vi = si
για κάθε i.

Παράδειγµα 4.1.9. ΄Εστω Χ ένα variety πάνω από ένα σώµα κ. Για κάθε ανοιχτό
σύνολο U ⊆ X, έστω O(U) να είναι ο δακτύλιος των κανονικών απεικονίσεων από
το U στο κ και για κάθε V ⊆ U , έστω res|U,V : O(U) → O(V ) να είναι η απεικόνιση
περιορισµού (µε τη συνήθη έννοια). Τότε το O είναι ένα sheaf δακτυλίων πάνω από
τον Χ. Είναι προφανές ότι είναι ένα presheaf δακτυλίων. Για να επιβεβαιώσουµε
πως ικανοποιεί και τις δύο πρόσθετες συνθήκες, σηµειώνουµε πως µια απεικόνιση
η οποία είναι 0 τοπικά, είναι 0 και µια απεικόνιση η οποία είναι τοπικά κανονική,
είναι κανονική από τον ορισµό της κανονικής απεικόνισης. Καλούµε το O το sheaf
των κανονικών απεικονίσεων στον Χ.

Παράδειγµα 4.1.10. Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε το sheaf των
συνεχών συναρτήσεων µε πραγµατικές τιµές πάνω από οποιοδήποτε τοπολογικό
χώρο, ή το sheaf των διαφορίσιµων συναρτήσεων πάνω από µια διαφορίσιµη πολ-
λαπλότητα.

Παράδειγµα 4.1.11. ΄Εστω Χ ένας τοπολογικός χώρος και Α µια αβελιανή οµά-
δα. Ορίζουµε το σταθερό sheaf A πάνω στον Χ που προσδιορίζεται απο την Α, ως
ακολούθως. ∆ίνουµε στην Α την διακριτή τοπολογία και για κάθε ανοιχτό σύνο-
λο U ⊆ X έστω A(U) να είναι η οµάδα όλων των συνεχών απεικοκίσεων από το
U επί της A. Τότε µε τις συνήθεις απεικονίσεις περιορισµού προκύπτει ένα sheaf
A. Σηµειώνουµε πως για κάθε συνεκτικό ανοιχτό σύνολο U, A(U) ∼= A, από όπου
προκύπτει και το όνοµα σταθερό sheaf . Αν το U είναι ένα ανοιχτό σύνολο του
οποίου οι συνεκτικές συνιστώσες είναι ανοιχτές (το οποίό ισχύει πάντα σε ένα τοπικά
συνεκτικό τοπολογικό χώρο), τότε το A(U) είναι το ευθύ γινόµενο αντιγράφων της
Α, ένα για κάθε συνεκτική συνιστώσα του U .

Ορισµός 4.1.12. Αν F είναι ένα presheaf πάνω από τον Χ και αν P είναι ένα
σηµείο στον Χ, ορίζουµε το stalk (άξονα) FP του F στο P να είναι το ευθύ όριο
των οµάδων F(U) για όλα τα ανοιχτά σύνολα U που περιέχουν το P, µέσω των
απεικονίσεων περιορισµού res.

΄Ετσι ένα στοιχείο τουFP αντιπροσωπεύεται από ένα εύγος 〈U, S〉, όπου U είναι
µια ανοιχτή περιοχή του P και s είναι ένα στοιχείο του F(U). ∆ύο τέτοια εύγη
〈U, s〉 και 〈V, t〉 προσδιορίζουν το ίδιο στοιχείο του FP αν και µόνο αν υπάρχει µια
ανοιχτή περιοχή W του P µε W ⊆ U ∩ V τέτοια ώστε s|W = t|W . ΄Ετσι µπορούµε
να αναφερόµαστε στα στοιχεία του stalk ως germs των sections του F στο
σηµείο P. Στην περίπτωση ενός affine variety Χ και του sheaf των κανονικών του
συναρτήσεων O, το stalk OP στο σηµείο P είναι απλά ο τοπικός δακτύλιος2 του
P στο Χ.

2Θα αναφερθούµε στην έννοια του τοπικού δακτυλίου στην επόµενη παράγραφο.
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Ορισµός 4.1.13. Αν F και G είναι presheaves πάνω από τον Χ, ένας µορφισµός
φ : F → G αποτελείται από έναν µορφισµό αβελιανών οµάδων φ(U) : F(U) →
G(U) για κάθε ανοιχτό σύνολο U και όποτε V ⊆ U είναι εγκλεισµός, το διάγραµµα

F φ(U) //

resU,V

²²

G(U)

res′U,V
²²

F(V )
φ(V) // G(V )

είναι αντιµεταθετικό και όπου res και res′ είναι οι συναρτήσεις περιορισµού στα F
και G αντίστοιχα. Αν F και G είναι sheaves πάνω από τον Χ, χρησιµοποιούµε τον
ίδιο ορισµό για τον µορφισµό µεταξύ sheaves .

Παρατήρηση 4.1.14. ΄Ενας µορφισµός presheaves φ : F → G πάνω από τον Χ
επάγει µορφισµό φP : FP → GP στα stalks , για κάθε σηµείο P ∈ X .

Η επόµενη πρόταση (η οποία δεν ισχύει για presheaves) αποδεικνύει τον
τοπικό χαρακτήρα των sheaves .

Πρόταση 4.1.15. ΄Εστω φ : F → G ένα µορφισµός από sheaves πάνω από έναν
τοπολογικό χώρο Χ. Τότε ο φ είναι ένας ισοµορφισµός αν και µόνο αν η επαγώµενη
απεικόνιση στο stalk φP : FP → GP είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε P ∈ X .

Απόδειξη. Αν ο φ είναι ένας ισοµορφισµός είναι σαφές ότι κάθε ένα από τους φP εί-
ναι ισοµορφισµός. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο φP είναι ένας ισοµορφισµός για
κάθε P ∈ X . Για να δείξουµε ότι ο φ είναι ένας ισοµορφισµός, αρκεί να δείξουµε
ότι φ(U) : F(U) → G(U) είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε U , επειδή τότε µ-
πορούµε να ορίσουµε έναν αντίστροφο µορφισµό ψ µέσω του ψ(U) = φ(U)−1 για
κάθε U . Πρώτα δείχνουµε ότι ο φ(U) είναι επί. ΄Εστω s ∈ F(U), και υποθέτουµε
ότι φ(s) ∈ U είναι 0. Τότε για κάθε σηµείο P ∈ U η εικόνα φ(s)P του φ(s) στο
stalk GP είναι 0. Εφόσον ο φP είναι επί για κάθε P, έχουµε ότι sP = 0 στο FP
για κάθε P ∈ U . Λέγοντας ότι sP = 0 εννοούµε ότι τα s και 0 έχουν την ίδια
εικόνα µέσα στο FP , το οποίο σηµαίνει ότι υπάρχει µια ανοιχτή περιοχή WP του
P, µε WP ⊆ U , τέτοιο ώστε s|WP = 0. Τώρα το U καλύπτεται από τις περιοχές WP

όλων των σηµείων του, οπότε από την 1η ιδιότητα των sheaves (εδώ εννοούµε την
πρώτη από τις πρόσθετες ιδιότητες που αναφέραµε προηγουµένως) το s είναι 0
στο U . ΄Ετσι ο µορφισµός φ(U) είναι επί.
Στη συνέχεια δείχνουµε ότι ο φ(U) είναι 1-1. ΄Εστω ότι έχουµε ένα section
t ∈ G(U). Για κάθε P ∈ U , έστω tP ∈ GP να είναι το germ στο P. Εφόσον ο
φP είναι 1-1, µπορούµε να �ρούµε ένα sP ∈ FP έτσι ώστε φP(sP) = tP . ΄Εστω,
επίσης, το sP να αντιπροσωπεύεται από ένα section s(P) σε µια περιοχή VP του
P. Τότε τα φ(sP) και t|VP είναι δύο στοιχεία του G(VP), των οποίων τα germs στο P
είναι τα ίδια. Εποµένως, αντικαθιστόντας το VP µε µια µικρότερη περιοχή του P εί-
ναι χρειαστεί, µπορούµε να υποθέσουµε ότι φ(s(P)) = t|VP µέσα στο G(VP). Τώρα
το U καλύπτεται από τα ανοιχτά σύνολα VP και σε κάθε ανοιχτό VP έχουµε ένα
section s(P) ∈ F(VP). Αν P,Q είναι δύο σηµεία, τότε s(P)|VP∩VQ και s(Q)|VP∩VQ
είναι δύο sections του F(VP ∩ VQ), τα οποία πηγαίνουν και τα δύο στο t|VP∩VQ
µέσω της φ. Από το γεγονός ότι η φ είναι επί, όπως δείξαµε και προηγουµένως,
είναι ίσα. Τότε από τη 2η ιδιότητα των sheaves, υπάρχει ένα section s ∈ F(U)
τέτοιο ώστε s|VP = s(P) για κάθε P. Τέλος, πρέπει να ελέγξουµε ότι φ(s) = t.
Πράγµατι, τα φ(s), t είναι δύο sections του G(U) και για κάθε P, φ(s)|VP = t|VP ,
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επόµενως από την 1η ιδιότητα των sheaves και αν την εφαρµόσουµε στο φ(s)− t,
καταλήγουµε στο ότι φ(s) = t.

Το επόµενο που έχουµε να κάνουµε είναι να ορίσουµε τις έννοιες του πυρήνα,
του συµπυρήνα και της εικόνας ενός µορφισµού από sheaves

Ορισµός 4.1.16. ΄Εστω φ : F → G να είναι ένας µορφισµός από presheaves .
Ορίζουµε των presheaf πυρήνα του φ, presheaf συµπυρήνα του φ και presheaf
εικόνα του φ να είναι τα presheaves που δίνονται από τις U 7→ ker(φ(U)), U 7→
coker(φ(U)) και U 7→ im(φ(U)) αντίστοιχα.

Παρατήρηση 4.1.17. Αν φ : F → G είναι ένας µορφισµός από sheaves, τότε
ο presheaf πυρήνας του φ είναι ένα sheaf, αλλά ο presheaf συµπυρήνας και η
presheaf εικόνα του φ δεν είναι απαραίτητα sheaves. Αυτό µας οδηγεί στην έννοια
του συνεταιρικού sheaf µε ένα presheaf.

Ορισµός 4.1.18. ΄Εστω ένα presheaf F , τότε υπάρχει ένα sheaf F+ και ένας
µορφισµός θ : F → F+, µε την ιδιότητα ότι για κάθε sheaf G και κάθε µορφισµό
φ : F → G, υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός ψ : F+ → G τέτοιο ώστε φ = ψ ◦ θ.
Επιπλέον το εύγος (F+, θ) είναι µοναδικό µέχρις ισοµορφισµού. Το F+ ονοµάζεται
το συνεταιρικό sheaf µε το presheaf F .

Παρατήρηση 4.1.19. Μπορούµε να κατασκευάσουµε το sheaf F+ ως εξής. Για
κάθε ανοιχτό σύνολο U , έστω F+(U) να είναι το σύνολο των συναρτήσεων s από το
U στην ένωση ∪P∈UFP των stalks του F πάνω από σηµεία στο U , τέτοια ώστε :

(i) για κάθε P ∈ U , s(P) ∈ FP και

(ii) για κάθε P ∈ U υπάρχει µια περιοχή V του P, που περιέχεται στο U και ένα
στοιχείο t ∈ F(V ), τέτοιο ώστε για κάθε Q ∈ V το germ tQ του t στο Q είναι
ίσο µε το s(Q).

Τώρα µπορούµε να επιβεβαιώσουµε αµέσως ότι τοF+ µε τις ϕυσικές συναρτήσεις
περιορισµού είναι ένα sheaf, ότι υπάρχει ένα ϕυσικός µορφισµός θ : F → F+ και
ότι έχει την καθολική ιδιότητα που περιγράψαµε προηγουµένως. Σηµειώνουµε πως
για κάθε σηµείο P, FP = F+

P . Τέλος αν το F ήταν ένα sheaf τότε το F+ ϑα ήταν
ισοµορφικό µε το F µέσω της θ.

Ορισµός 4.1.20. ΄Ενα subsheaf ενός sheaf F είναι ένα sheaf F ′ τέτοιο ώστε
για κάθε ανοιχτό σύνολο U ⊆ X , το F ′(U) να είναι µια υποοµάδα της F(U) και οι
συναρτήσεις περιορισµού του sheaf F ′ να επάγονται από αυτές του F . Προκύπτει
ότι για κάθε σηµείο P, το stalk F ′P είναι µια υποοµάδα της FP .

Αν φ : F → G είναι ένας µορφισµός από sheaves , ορίζουµε τον πυρήνα της
φ,συµβολίζουµε µε kerφ, να είναι ο presheaf πυρήνας της φ (ο οποίος είναι ένα
sheaf ). ΄Ετσι ο kerφ είναι ένα subsheaf το F .
Λέµε ότι ένας µορφισµός από sheaves φ : F → G είναι 1-1 αν ο πυρήνας
kerφ = 0. ΄Ετσι ο φ είναι 1-1 αν και µόνο αν η επαγώµενη απεικόνιση φ(U) :
F(U) → G(U) είναι 1-1 για κάθε ανοιχτό σύνολο του Χ.
Αν φ : F → G είναι ένας µορφισµός από sheaves, τότε ορίζουµε την εικόνα του
φ, συµβολίζουµε µε imφ, να είναι το συνεταιρικό sheaf στην presheaf εικόνα
του φ. Από την καθολική ιδιότητα του συνεταιρικού sheaf, υπάρχει µια ϕυσική
απεικόνιση imφ → G. Συγκεκριµένα αυτή η απεικόνιση είναι 1-1 και έτσι η
εικόνα imφ µπορεί να ταυτιστεί µε ένα subsheaf του G. Λέµε ότι ένας µορφισµός
φ : F → G από sheaves είναι επί αν imφ = G.
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Παρατήρηση 4.1.21. Το παραπάνω µας ϑυµίζει τον ορισµό που δώσαµε για µια υπ-
οπολλαπλότητα στο πρώτο κεφάλαιο µέσω των εµφυτεύσεων. Συγκεκριµένα από το
ϑεώρηµα 1.3.2 προέκυπτε πως ένα υποσύνολο A ⊂ N είναι µια Cr υποπολλαπλότητα
αν και µόνο αν το Α είναι η εικόνα µιας Cr εµφύτευσης.
Αυτό ακριβώς περιγράφουµε και εδώ. Ο µορφισµός φ είναι ένα «immersion)) µε
τη διαφορά πως αντί για γραµµική απεικόνιση έχουµε το µορφισµό στα sections
φ(U) : F(U) → G(U).

Στο πρώτο κεφάλαιο µιλήσαµε επίσης και για ακριβής ακολουθίες από vector
bundles. Τα ίδια ισχύουν και στην περίπτωση των sheaves.
Η ακολουθία από sheaves

. . . −→ F i−1 φi−1

−→ F i φi−→ F i+1 −→ . . .

είναι ακριβής αν σε κάθε �ήµα ισχύει kerφi = imφi−1. ΄Ετσι, 0 → F φ→ G µια

ακολουθία είναι ακριβής αν και µόνο αν η φ είναι επί και η ακολουθία F φ→ G → 0
είναι ακριβής αν και µόνο αν η φ είναι 1-1.

Ορισµός 4.1.22. ΄Εστω F ′ να είναι ένα subsheaf ενός sheaf F . Ορίζουµε
το sheaf πηλίκο F/F ′ να είναι το συνεταιρικό sheaf µε το presheaf U →
F(U)/F ′(U). Προκύπτει πως για κάθε σηµείο P, το stalk (F/F ′)P είναι το πηλίκο
FP/F ′P .

Ορισµός 4.1.23. Αν φ : F → G είναι ένας µορφισµός από sheaves , ορίζουµε
τον συµπυρήνα του φ, συµβολίζουµε µε cokerφ, να είναι το συνεταιρικό sheaf µε το
presheaf συµπυρήνα του φ.

Παρατήρηση 4.1.24. Είδαµε πως ένας µορφισµός φ : F → G από sheaves είναι
1-1 αν και µόνο η απεικόνιση στα sections φ(U) : F(U) → G(U) είναι 1-1 για
κάθε U . Το αντίστοιχο δεν ισχύει για επί µορφισµούς : αν φ : F → G είναι επί,
τότε οι απεικονίσεις στα sections φ(U) : F(U) → G(U) δεν είναι απαραίτητα επί.
Ωστόσο, µπορούµε να πούµε πως ο φ είναι επί αν και µόνο αν οι απεικονίσεις
φP : FP → GP στα stalks είναι επί για κάθε P. Γενικότερα, µια ακολουθία από
sheaves και µορφισµούς είναι ακριβής αν και µόνο αν είναι ακριβής στα stalks.
Αυτό αποδεικνύει για µια ακόµη ϕορά τον τοπικό χαρακτήρα των sheaves.

Ορισµός 4.1.25. ΄Εστω f : X → Y να είναι συνεχής απεικόνιση τοπολογικών
χώρων. Για οποιοδήποτε sheaf πάνω από τον Χ, ορίζουµε την ευθεία εικόνα του
sheaf , f∗F , πάνω από το Y µέσω της f∗(F)(V ) = F−1(V ) για κάθε ανοιχτό σύνολο
V ⊆ Y . Για κάθε sheaf πάνω από τον Y , ορίζουµε την αντίστροφη εικόνα του
sheaf , f −1G, πάνω από τον Χ να είναι το συνεταιρικό sheaf µε το presheaf
U 7→ limV⊇f (U)G(V ), όπου U είναι ένα οποιοδήποτε ανοιχτό σύνολο στον Χ και το
όριο το παίρνουµε για όλα τα ανοιχτά σύνολα V του Y που περιέχουν το f (U).

Ορισµός 4.1.26. ΄Εστω Z ένα υποσύνολο του Χ ϑεωρόντας πως είναι ένας τοπολογικός
υπόχωρος µε την επαγώµενη τοπολογία, έστω i : Z → X να είναι η συνάρτηση εγκ-
λεισµού και έστω F να είναι ένα sheaf πάνω από τον Χ, τότε ονοµάζουµε το i−1F
τον περιορισµό του F στον Ζ. Συχνά το συµβολίζουµε µε F|Z . Σηµειώνουµε πως τα
stalk του F|Z σε οποιοδήποτε σηµείο P ∈ Z είναι απλά το FP .

Στις εφαρµογές µας στα σχήµατα, ϑα αντιµετωπίσουµε καταστάσεις στις οποίες
µας δίνεται µια �άση B από ανοιχτά σύνολα ενός τοπολογικού χώρου Χ και ϑα
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ϑέλουµε να προσδιορίσουµε το sheaf F απλά λέγοντας ποιές είναι οι οµάδες
mathcalF(U) και οι οµοµορφισµοί resV,U για τα ανοιχτά σύνολα U της �άσης µας
και τους εγκλεισµούς U ⊂ V των συνόλων της �άσης.

Ορισµός 4.1.27. Μια συλλογή οµάδων F(U) από ανοιχτά σύνολα U ∈ B και
από απεικονίσεις resV,U : F → F(U) για V ⊂ U αποτελούν ένα B−sheaf αν
ικανοιποιούν τις ιδιότητες ενός sheaf και σεβόµενα τους εγκλεισµούς των συνόλων
της �άσης µέσα σα σύνολα της �άσης και καλύµµατα των συνόλων της �άσης από
σύνολα της �άσης. (Η συνθήκη στον ορισµό όπου τα sections των Uα, U� ∈ B
συµφωνούν στο Uα ∩U� ϑα πρέπει να αντικατασταθεί µε τη συνθήκη ότι συµφωνούν
σε οποιοδήποτε σύνολο V ∈ B τέτοιο ώστε V ⊂ Uα ∩ U�.)

Κλείνουµε µε την ακόλουθη πρόταση 3.

Πρόταση 4.1.28. ΄Εστω B να είναι µια �άση ανοιχτών συνόλων του Χ.

(i) Κάθε B−sheaf στον Χ επεκτείνεται σε ένα sheaf µε µοναδικό τρόπο.

(ii) Αν F , G δύο sheaves στον Χ και µια συλλογή από απεικονίσεις

φ̃(U) : F(U) → G(U) για κάθεU ∈ B

που µετατίθενται µε τους περιορισµούς, υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός
φ : F → G από sheaves τέτοιος ώστε φ(U) = φ̃(U) για κάθε U ∈ B.

Πόρισµα 4.1.29. ΄Εστω U να είναι ένα ανοιχτό κάλυµµα ενός τοπολογικού χώρου
Χ. Αν FU είναι ένα sheaf πάνω από το U για κάθε U ∈ U και αν

φUV : FU |U∩V → FV |U∩V
είναι ισοµορφισµοί που ικανοποιούν τις συνθήκες συµβατότητας

φVWφUV = φUW στοU ∩ V ∩W,
για κάθε U, V,W ∈ U , τότε υπάρχει ένα µοναδικό sheaf F πάνω στον Χ του οποίου
ο περιορισµός σε κάθε U ∈ U είναι ισοµορφικός µε το FU µέσω ισοµορφισµών
ΨU : F|U → FU οι οποίοι είναι συµβατοί µε τους ισοµορφισµούς φUV - µε άλλα
λόγια, τέτοιοι ώστε

φUV ◦ΨU |U∩V = ΨV |U∩V : F|U∩V → FV |U∩V
για κάθε U και V στο U .

4.1δ’ Ευθέα και αντίστροφα όρια.

Η έννοια του ευθέως και αντιστρόφου ορίου είναι µία γενίκευση της τοµής και της
ένωσης. ΄Εστω ότι έχουµε µια οικογένεια {Xi} από υποσύνολα ενός τοπολογικού
χώρου X , όπου για κάθε δύο σύνολα η τοµή Xi ∩ Xj και η ένωση Xi ∪ Xj να είναι
στοιχεία της οικογένειας.. Το αντίστροφο και ευθύ όριο ορίζονται να είναι

lim←−
i∈I
Xi =

⋂
i∈I
Xi και lim−→

i∈I
Xi =

⋃
i∈I
Xi .

3Για απόδειξη �λέπε [1] σελίδα 17.
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Θα γράφουµε x ≤ y αν Xj ⊂ Xi (αντίστοιχα Xi ⊂ Xj), οπότε µε αυτό τον τρόπο
το σύνολο δεικτών I γίνεται ένα διατεταγµένο σύνολο, το οποίο έχει την ακόλουθη
ιδιότητα : Για κάθε ευγάρι i, j υπάρχει ένα k µε i ≤ k, j ≤ k. Στην περίπτωση
µας ένα τέτοιο k δίνεται από το Xk = Xi ∩ Xj (αντίστοιχα Xk = Xj ∪ Xi ). Για i ≤ j
ϑεωρούµε την συνάρτηση εγκλεισµού fij : Xj ↪→ Xi (αντ. Xi ↪→ Xj) και έχουµε
ένα σύστηµα από σύνολα και συναρτήσεις. Την έννοια αυτή γενικεύουµε στο
παρακάτω

Ορισµός 4.1.30. Θεωρούµε ένα διατεταγµένο σύνολο I για το οποίο ισχύει ότι για
κάθε ευγάρι i, j υπάρχει ένα k µε i ≤ k. ΄Ενα ευθύ (αντ. αντίστροφο) σύστηµα υπέρ
του συνόλου δεικτών I , είναι µία οικογένεια {Xi , fij, i, j ∈ I, i ≤ j} από τοπολογικούς
χώρους Xi και συνεχείς απεικονίσεις fij,

fij : Xj → Xi αντιστ. fij : Xi → Xj,

ώστε fii = Id, και
fik = fij ◦ fjk αντιστ. fik = fjk ◦ fij,

όπου i ≤ j ≤ k.

Ορισµός 4.1.31. Το αντίστροφο όριο

X = lim−→
i∈I
Xi ,

του αντιστρόφου συστήµατος {Xi , fij} είναι το υποσύνολο

X = {(xi)i∈I ∈
∏
i∈I
Xi : fij(xj) = xi για i ≤ j}.

Ορισµός 4.1.32. Το ευθύ όριο

X = lim←−
i∈I
Xi ,

του ευθέως συστήµατος {Xi , fij} είναι το πηλίκο

X = {(xi)i∈I
∐
i∈I
Xi/ ∼,

όπου δύο στοιχεία xi ∼ xj είναι ισοδύναµα αν υπάρχει k ≥ i, j ώστε fik(xi) = fjk(xj).

Οι παραπάνω δύο γενικεύσεις της ένωσης και της τοµής µοιάζουν να είναι
αρκετά τεχνικοί και δύσχρηστοί, παρόλα αυτά αρκετές έννοιες της άλγεβρας όπως
η ϑεωρία Galois των απείρων οµάδων, η ϑεωρία των καλυπτικών απεικωνίσεων και
της αλγεβρικής πρωταρχικής οµάδας, η ϑεωρία των p-αδικών πληρώσεων και η
ϑεωρία των ϕύτρων, που ϑα περιγράψουµε σε λίγο, τους απαιτούν.

Η ϑεωρία των ϕύτρων έχει την �άση της στην µιγαδική και πραγµατική ανάλυση.
Πιο συγκεκριµένα, όλες οι µιγαδικές συναρτήσεις µίας µεταβλητής (και ορισµένες
από τις απειροδιαφορίσιµες πραγµατικές) δέχονται σε γειτονιές σηµειών τους ένα
ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά. Το ανάπτυγµα αυτό συγκλίνει µέσα σε ένα µικρό
δίσκο που εξαρτάται από την ακτίνα σύγκλισης· η αρχική συνάρτηση ορίζεται σε
όλο το C. Θέλουµε µε κάποιο τρόπο να κάνουµε τις συναρτήσεις αυτές, που έχουν
διαφορετικά πεδία ορισµού, ίσες. ΄Οµως εξ ορισµού συναρτήσεις µε διαφορετικά



4.1 Affine Schemes. · 71

πεδιά ορισµού δεν µπορεί ποτέ να είναι ίσες. Ορίζουµε λοιπόν δύο συναρτήσεις
ότι είναι ισοδύναµες γύρω από το σηµείο P αν υπάρχει κοινός περιορισµός τους
γύρω από το P στον οποίο να ταυτίζονται. Τις κλάσεις ισοδυναµίας των συναρτή-
σεων τις ονοµάζουµε ϕύτρα (germs). Τα ϕύτρα στο P σχηµατίζουν ένα δακτύλιο,
τον οποίο τον ονοµάζουµε άξονα (stalk) στο P. ΄Ολη η ϑεωρία αυτή ϑυµίζει αυτή
των sheafs.

Πράγµατι, για ένα sheaf F και ένα σηµείο P µπορούµε να δείξουµε ότι τα
F(U), όπου το U διατρέχει τα σύνολα που περιέχουν το P και συναρτήσεις FU,V ,
U ⊂ V , FU,V : F(V ) → F(U) τις γνωστές συναρτήσεις περιορισµού, είναι ένα
ευθή όριο και µπορούµε να σχηµατίσουµε το stalk του FP .

4.1ε’ Schemes και Structure Sheaves.

Θα ολοκληρώσουµε την κατασκευή του σχήµατος X = SpecR ορίζοντας το struc-
ture sheaf OX = OSpecR. ΄Οπως αναφέρθηκε και στην αρχή αυτού του κεφαλαίου
ϑέλουµε η σχέση µεταξύ των SpecR και R να γενικεύει αυτή µεταξύ ενός affine va-
riety και του δακτυλίου συντεταγµένων του. Συγκεκριµένα ϑέλουµε ο δακτύλιος
των global sections του structure sheaf OX να είναι ο δακτύλιος R.

Αυτό που ϑα κάνουµε είναι να επεκτείνουµε τον δακτύλιο συναρτήσεων R σε
ένα ολόκληρο sheaf δακτυλίων. Αυτό σηµαίνει ότι σε κάθε ανοιχτό σύνολο U του
Χ, ϑα αντιστοιχίσουµε ένα δακτύλιο OX (U) και για κάθε εύγος ανοιχτών συνόλων
U ⊂ V ϑα αντιστοιχίσουµε ένα οµοµορφισµό περιορισµού

resV,U : OX (V ) → OX (U)

ο οποίος ικανοιποιεί τα αξιώµατα που αναφερθήκανε προηγουµένως. Είναι πολύ
εύκολο να �ρούµε ποιοί ϑα είναι οι δακτύλιοι που ϑα αντιστοιχούν στα διακεκριµέ-
να ανοιχτά σύνολα U και V καθώς και οι συναρτήσεις περιορισµού. Θέτουµε

OX (Xf ) = Rf .

Αν Xf ⊃ Xg, κάποια δύναµη του g είναι πολλαπλάσιο του f (ϑυµίζουµε ότι το
�ιζικό ιδεώδες του 〈f 〉 είναι η τοµή όλων των πρώτων που περιέχουν το f ). ΄Ετσι
η συνάρτηση περιορισµού resXf ,Xg µπορεί να προσδιοριστεί από την απεικόνιση
τοπικοποίησης Rf → Rfg = Rg. Από την πρόταση 4.1.28 αυτό επαρκεί για να
ορίσουµε το structure sheaf O.

Λήµµα 4.1.33. ΄Εστω X = SpecR και έστω {fα} να είναι µια συλλογή στοιχείων του
R. Τα ανοιχτά σύνολα Xfα καλύπτουν τον Χ αν και µόνο αν τα στοιχεία fα παράγουν
το µοναδιαίο ιδεώδες. Συγκεκριµένα, ο Χ είναι ηµισυµπαγής (quasicompact) σαν
τοπολογικός χώρος.

Παρατήρηση 4.1.34. Θυµίζουµε ότι ηµίσυµπαγής σηµαίνει ότι κάθε ανοιχτό κάλυµ-
µα έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. Το «ηµί-» υπάρχει διότι ο χώρος δεν είναι
απαραίτητα Hausdorff . Για την ακρίβεια, τα σχήµατα δεν είναι σχεδόν ποτέ Haus-
dorff! ∆υστυχώς αυτό το γεγονός αναιρεί τα περισσότερα από τα πλεονεκτήµατα
της συµπάγειας. Για παράδειγµα, σε αντίθεση µε την περίπτωση των συµπαγών πολ-
λαπλοτήτων, η συνεχής εικόνα ενός affine scheme σε ένα άλλο δεν είναι απαραίτητα
κλειστό.
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Απόδειξη. Τα Xfα καλύπτουν τον Χ αν και µόνο αν κανένα από τα πρώτα του R δεν
περιέχει όλα τα fα, το οποίο συµβαίνει αν και µόνο αν τα fα παράγουν το µοναδιαίο
ιδεώδες. Αυτό αποδεικνύει και το πρώτο µέρος. Για το δεύτερο, σηµειώνουµε πωε
κάθε ανοιχτό κάλυµµα έχει µια εκλέπτυνση της µορφής X =

⋃
Xfα , όπου κάθε

fα ∈ R. Εφόσον τα Xfα καλύπτουν τον Χ, τα fα παράγουν το µοναδιαίο ιδεώδες,
οπότε το 1 µπορεί να γραφεί σαν ένας γραµµικός συνδυασµός (πεπερασµένος
απαραίτητα) των fα. Παίρνοντας µόνο τα fα που εµπλέκονται σ’ αυτή την ανάλυση
του 1, �λέπουµε πως το κάλυµµα X =

⋃
Xfα και µαζί µ’ αυτό το αρχικό κάλυµµα

έχει ένα πεπερασµένο υποκάλυµµα.

Πρόταση 4.1.35. ΄Εστω X = SpecR, και υποθέετουµε ότι το Xf καλύπτεται από τα
ανοιχτά σύνολα Xfα ⊂ Xf .

(i) Αν τα g, h ∈ Rf γίνονται ίσα µέσα σε κάθε Rfα , τότε είναι ίσα.

(ii) Αν για κάθε α υπάρχει ένα gα ∈ Rfα τέτοια ώστε για κάθε εύγος α και � οι
εικόνες των gα και g� µέσα στο Rfα f� να είναι ίσες, τότε υπάρχει ένα στοιχείο
g ∈ Rf του οποίου η εικόνα µέσα στο Rf είναι το gα για κάθε α.

Ισοδύναµα, αν B είναι η συλλογή των διακεκριµένων ανοιχτών συνόλων SpecRf
του SpecR και αν ϑέσουµε OX (SpecRf ) := Rf , τότε το OX είναι ένα B−sheaf . Από
την πρόταση 4.1.28, το OX επεκτείνεται σε ένα sheaf πάνω από τον Χ µε µοναδικό
τρόπο.

Απόδειξη. Βλέπε [1] σελίδα 19

Η πρόταση ισχύει και στην περίπτωση που αντικαταστήσουµε τα Rf και Rfα µε
Mf και Mfα για οποιοδήποτε R-module M , ενώ η απόδειξη παραµένει η ίδια.

Ορισµός 4.1.36. Το sheaf OX που ορίζεται στην παραπάνω πρόταση ονοµάζεται
το structure sheaf πάνω από τον Χ ή του sheaf των κανονικών συναρτήσεων πάνω
από τον Χ.

Σε αντίθεση µε πολλές γεωµετρικές ϑεωρίες, µπορεί να υπάρχουν σχετικά λίγες
κανονικές συναρτήσεις σε ένα σχήµα. Για παράδειγµα, όταν ορίζουµε τυχαία
σχήµατα, ϑα δούµε ότι τα σχήµατα τα οποία είναι τα ανάλογα των συµπαγών πολ-
λαπλοτήτων µπορεί να έχουν µόνο σταθερές κανονικές συναρτήσεις. Για αυτό το
λόγο, οι µερικώς ορισµένες συναρτήσεις σε ένα σχήµα Χ ( δηλαδή, στοιχεία OX (U)
για κάποιο ανοιχτό πυκνό υποσύνολο U ) παίζουν έναν ασυνήθιστα σηµαντικό �ό-
λο. Ονοµάζονται �ητές συναρτήσεις στον Χ γιατί στην περίπτωση που X = SpecR
µε R να είναι µια ακέραια περιοχή και U = Xf , τα στοιχεία του OX (Xf ) = Rf είναι
κλάσµατα µε στοιχεία από το R.

4.2 Τα Σχήµατα Γενικότερα.

Μετά από αυτή τη εκτεταµµένη περιγραφή των affine schemes είναι εύκολο να
ορίσουµε τα σχήµατα πιο γενικά.

Ορισµός 4.2.1. ΄Ενα σχήµα Χ είναι απλά ένας τοπολογικός χώρος, που ονοµάζεται
το support του Χ και συµβολίζεται µε |X | ή µε supp X, µαζί µε ένα sheaf OX

δακτυλίων πάνω από τον Χ, τέτοιο ώστε το εύγος (|X |,OX ) να είναι τοπικά affine.
Τοπικά affine σηµαίνει ότι ο |X | καλύπτεται από ανοιχτά σύνολα Ui τέτοια ώστε να
υπάρχουν δακτύλιοι Ri και οµοιοµορφισµοί Ui ∼= |SpecRi | µε OX |Ui ∼= OSpecRi .
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Για να κατανοήσουµε καλύτερα αυτόν τον ορισµό, πρέπει πρώτα να ορίσουµε
τις �ασικές ιδιότητες του structure sheaf ενός affine σχήµατος.

Ορισµός 4.2.2. ΄Εστω Χ να είναι ένας οποιοσδήποτε τοπολογικός χώρος και έστω
O να είναι το sheaf των δακτυλίων πάνω από αυτόν τον χώρο. Καλούµε το εύγος
(X,O) ringed space και ϑέλουµε να δούµε πότε είναι ισοµορφικό µε ένα affine
σχήµα (|SpecR|,OSpecR). Σηµειώνουµε εδώ πως άν το (X,O) ήταν ένα affine σχήµα
τότε ϑα έπρεπε να είναι το σχήµα SpecR.

΄Εστω τώρα (X,O) να είναι ένας οποιοσδήποτε ringed space και έστω R =
O(X). Για οποιοδήποτε f ∈ R µπορούµε να ορίσουµε ένα σύνολο Uf ⊂ X ως το
σύνολο των σηµείων x ∈ X τα οποία η f τα απεικονίζει σε µια µονάδα του stalk
Ox . Αν (X,O) είναι ένα affine σχήµα τότε ϑα πρέπει να έχουµε:

(i) O(Uf ) = R[f −1].
Παρόλα αυτά αυτή η συνθήκη δεν είναι αρκετή. Για να έχουµε την ύπαρξη
µιας απεικόνισης µεταξύ του Χ και του |SpecR| πρέπει να υποθέσουµε µια
επιπλέον συνθήκη την οποία έχουν τα affine σχήµατα.

(ii) Τα stalks Ox του O είναι τοπικοί δακτύλιοι.
΄Ενα ringed space που ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα συχνά ονοµάζεται ένα
τοπικά ringed space. Αν, επιπλέον, το (X,O) ικανοποιεί την προαναφερ-
ϑήσα ιδιότητα, τότε υπάρχει µια ϕυσική απεικόνιση X → |SpecO(X)| που
στέλνει το x ∈ X στο πρώτο ιδεώδες του O(X) το οποίο είναι η προεικόνα
του µέγιστου ιδεώδους του Ox .

(iii) Η απεικόνιση X → |SpecO(X)| είναι ένας οµοιοµορφισµός.

∆εδοµένων των παραπάνω, λέµε ότι το εύγος (X,O) είναι affine αν ικανοποιεί
τις τρεις αυτές ιδιότητες. ΄Ετσι, ο ορισµός που δώσαµε προηγουµένως γίνεται :

Ορισµός 4.2.3. ΄Ενα εύγος (X,O) είναι ένα σχήµα αν είναι τοπικά affine.

Ορισµός 4.2.4. (i) Μια κανονική συνάρτηση σε ένα ανοιχτό σύνολο U ⊂ X
είναι ένα section του OX πάνω από το U . Μια καθολική κανονική συνάρτηση
είναι µια κανονική συνάρτηση στον Χ.

(ii) Τα stalks OX,x του structure sheaf OX στα σηµεία x ∈ X ονοµάζονται οι
τοπικοί δακτύλιοι του OX . Το σώµα υπολοίπων του OX,x συµβολίζεται µε κ(x).
΄Οπως ακριβώς και στην παράγραφο 4.1α’ ένα section του OX µπορεί να
ϑεωρηθεί σαν µια «συνάρτηση» που παίρνει τιµές µέσα στα σώµατα κ(x): αν
f ∈ OX (U) και x ∈ U , η εικόνα του f µέσω της σύνθεσης

OX (U) → OX,x → κ(x)

είναι η τιµή του f στο x.

4.2α’ Subschemes.

΄Εστω U να είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο ένος σχήµατος X . Το εύγος (U,OX |U )
είναι πάλι ένα σχήµα, παρόλο που αυτό δεν είναι εντελώς ξεκάθαρο. Για να το
δούµε, σηµειώνουµε ότι ένα διακεκριµένο ανοιχτό σύνολο ενός affine σχήµατος
είναι ξανά ένα affine σχήµα: αν X = SpecR και U = Xf , τότε (U,OX |U ) =
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SpecRf . Εφόσον τα διακεκριµένα ανοιχτά σύνολα του X τα οποία περιέχονται
στο U καλύπτουν το U , αυτό αποδεικνύει ότι το (U,OX |U ) καλύπτεται από affine
σχήµατα.

Ορισµός 4.2.5. ΄Ενα ανοιχτό υποσύνολο ενός σχήµατος ονοµάζεται ανοιχτό sub-
scheme αν έχει την δοµή που περιγράφηκε προηγουµένως.

Ο ορισµός ενός κλειστού subscheme είναι πιο πολύπλοκος. ∆εν αρκεί να
προσδιορίσουµε µόνο έναν κλειστό υπόχωρο του Χ, επειδή η δοµή του sheaf δεν
ορίζεται µ’ αυτόν τον τρόπο.
Θεωρούµε αρχικά ένα affine σχήµα X = SpecR. Για κάθε ιδεώδες I του δακτυλίου
R, µπορούµε να µετατρέψουµε το κλειστό υποσύνολο V (I) ⊂ X σε ένα affine
σχήµα απλά ταυτίζοντας το µε το Y = SpecR/I.

Παρατήρηση 4.2.6. Αυτό έχει νόηµα επειδή τα πρώτα του R/I είναι ακριβώς τα
πρώτα του R που περιέχουν το I modulo I και κατά συνέπεια ο τοπολογικός χώρος
|SpecR/I | είναι οµοιοµορφικός µε κανονικό τρόπο µε το κλειστό σύνολο V (I) ⊂ X .

Ορισµός 4.2.7. Ορίζουµε ένα κλειστό subscheme του Χ να είναι ένα σχήµα Y
το οποίο είναι το spectrum ενός δακτυλίου πηλίκου του R (έτσι ώστε τα κλειστά
subschemes του Χ εξ ορισµού να αντιστοιχούν 1-1 µε τα ιδεώδη στον δακτύλιο R).

Παρατήρηση 4.2.8. Μπορούµε, λοιπόν, µε �άση τα παραπάνω να ορίσουµε όλες
τις συνήθεις σχέσεις µεταξύ κλειστών subschemes ενός δοσµένου σχήµατος X =
SpecR. ΄Ετσι, λέµε ότι ένα κλειστό subscheme Y = SpecR/I του Χ περιέχει το
κλειστό subscheme Z = SpecR/J αν το Ζ είναι µε τη σειρά ένα κλειστό subscheme
του Y , δηλαδή αν J ⊃ I . Αυτό επάγει ότι V (J) ⊃ V (I), ενώ το αντίστροφο δεν
ισχύει.

Η ένωση των κλειστών subschemes SpecR/I και SpecR/J ορίζεται ως

SpecR/(I ∩ J)

και η τοµή τους ως SpecR/(I + J). Είναι σηµαντικό να πούµε εδώ ότι οι έννοιες
του περιέχειν, της τοµής και της ένωσης δεν έχουν όλες τις συνηθισµένες ιδιότητες
των συνολοθεωρητικών τους αντιστοίχων (Βλέπε[1, σελίδα 69]).

΄Ενα από τα πιο σηµαντικά κλειστά subschemes ενός affine σχήµατος Χ είναι
το reduced συνεταιρικό σχήµα µε το Χ.

Ορισµός 4.2.9. Το reduced συνεταιρικό σχήµα µε το Χ, είναι το Xred = SpecRred ,
όπου Rred είναι ο δακτύλιος R modulo το nilradical ιδεώδες, δηλαδή το ιδεώδες
των µηδενοδύναµων στοιχείων του R. Θυµίζουµε ότι το nilradical ιδεώδες ενός
δακτυλίου R ισούται µε την τοµή όλων των πρώτων του R. Εποµένως οι |X | και
|Xred | είναι ταυτόσηµοι ως τοπολογικοί χώροι. Λέµε ότι το σχήµα Χ είναι reduced
αν X = Xred .

Παράδειγµα 4.2.10. ΄Ενα παράδειγµα reduced σχήµατος είναι αυτό που προκύπτει
από τον reduced δακτύλιοK[x, y]/x2+y2−1. Από την άλλη, ο δακτύλιοςK[x, y]/(x2+
y2−1)2 δεν είναι reduced καθώς περιέχει µηδενοδύναµα στοιχεία, για την ακρίβεια
το x2 + y2 − 1. ΄Ετσι το σχήµα που προκύπτει από τον δακτύλιο αυτό δεν είναι re-
duced. Παρόλα αυτά, αν το K είναι σώµα, είναι ίδιοι σαν τοπολογικοί χώροι.
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4.2β’ Ο Τοπικός ∆ακτύλιος σε ένα Σηµείο.

Η ιδιότητα της Noether είναι µια ϑεµελιώσης ιδιότητα για τη ϑεωρία των δακ-
τυλίων και η επέκταση αυτής είναι εξίσου ϑεµελιώδους σηµασίας στη ϑεωρία των
σχηµάτων.

Ορισµός 4.2.11. Λέµε ότι ένα σχήµα έχει την ιδιότητα της Noether αν δέχεται ένα
πεπερασµένο κάλυµµα από ανοιχτά affine subschemes, το καθένα από τα οποία
είναι το spectrum ενός δακτυλίου της Noether.

Ορισµός 4.2.12. ΄Εστω R ο δακτύλιος συντεταγµένων ενός affine variety X και
έστω P < R να είναι το ιδεώδες των συναρτήσεων που µηδενίζονται στο x. Ο τοπικός
δακτύλιος του Χ στο x, προκύπτει από τον R αντιστρέφοντας όλα τις συναρτήσεις
που δεν µηδενίζονται στο x και είναι ο δακτύλιος RP .

Το µέγιστο ιδεώδες mX,x αυτού του τοπικού δακτυλίου είναι το σύνολο όλων των
sections τα οποία µηδενίζονται στο x. Ο τοπικός δακτύλιος είναι ένα πολύ απλό
αντικέιµενο : για να τον υπολογίσουµε, µπορούµε να ξεκινήσουµε αντικαθιστόντας
τον Χ µε µια affine ανοιχτή περιοχή του x και έτσι να υποθέσουµε ότι X = SpecR
και x = [p]. Στη συνέχεια µπορούµε να περιορίσουµε τα ανοιχτά υποσύνολα U
στο ευθύ όριο µε τα διακεκριµένα ανοιχτά σύνολα SpecRf τέτοια ώστε f (x) 6= 0,
δηλαδή f /∈ p. ΄Ετσι

OX,x := lim−→
f /∈p

Rf = Rp

και
mX,x := lim−→

f /∈p
pRf = pRp,

η τοπικοποίηση του R στο p. Μπορούµε να ϕανταστούµε το germ στο x σαν το
SpecOX,x .

4.2γ’ Μορφισµοί Σχηµάτων.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τους µορφιµούς µεταξύ των σχηµάτων. Στην κλασική
αλγεβρική γεωµετρία µια κανονική απεικόνιση µεταξύ affine varieties επάγει,
µέσω σύνθεσης, µια απεικόνιση µεταξύ των δακτυλίων συντεταγµένων αλλά προς
την αντίθετη κατεύθυνση. Αυτή η αντιστοιχία κάνει αυτά την κατηγορία των affine
varieties και αυτή των δακτυλίων συντεταγµένων ισοδύναµες. Ο ορισµός που ϑα
δώσουµε στη συνέχεια αυτής της παραγράφου γενικεύει το εξής : Θα δούµε ότι οι
απεικονίσεις µεταξύ affine σχηµάτων δίνονται απλά από τις απεικονίσεις µεταξύ
των αντίστοιχων δακτυλίων συντεταγµένων (προς την αντίθετη κατεύθυνση).
΄Εχοντας λοιπόν την παραπάνω περιγραφή για τους µορφισµούς των affine σχη-
µάτων ως προς τις απεικονίσεις δακτυλίων, µπορούµε να ορίσουµε ένα µορφισµό
σχηµάτων να είναι κάτι το οποίο είναι «τοπικά ένας µορφισµός affine σχηµάτων».
Αυτό οδηγεί σε σωστά αποτελέσµατα αλλά έχει το µειονέκτηµα να οδηγεί σε προβ-
λήµατα ελέγχου της ανεξαρτησίας της επιλογής του affine καλύµµατος. Για το λό-
γο αυτό δίνουµε έναν ορισµό παρακάτω ο οποίος δουλεύει χωρις την επιλογή ενός
affine καλύµµατος. Παρόλο που αρχικά ϕαίνεται πιο πολύπλοκος αποδεικνύεται
πως είναι αρκετά ευχρηστός και έχει το πλεονέκτηµα ότι δουλεύει οµοιόµορφα για
όλους τους «τοπικά ringed χώρους»- δοµές που ορίζονται από έναν τοπολογικό
χώρο και ένα sheaf δακτυλιών των οποίων τα stalks είναι τοπικοί δακτύλιοι.
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Για να παρουσιάσουµε καλύτερα τα κίνητρα που µας οδήγησαν να χρησι-
µοποιήσουµε αυτον τον ορισµό ϑα καταφύγουµε για µια ακόµη ϕορά στην περίπτωση
των διαφορίσιµων πολλαπλοτήτων.

Μια συνεχής απεικόνιση ψ : M → N µεταξύ διαφορίσιµων πολλαπλοτήτων
είναι διαφορίσιµη αν και µόνο αν για κάθε διαφορίσιµη συνάρτηση f πάνω σε
ένα ανοιχτό υποσύνολο U ⊂ N , το pullback ψ]f := f ◦ ψ είναι µια διαφορίσιµη
συνάρτηση πάνω στο ψ−1 ⊂ M . Αυτό µπορούµε να εκφράσουµε και µε τη γλώσσα
των sheaves. Μια συνεχής απεικόνιση ψ : M → N επάγει µια απεικόνιση από
sheaves πάνω στο Ν

ψ] : C(N) → ψ∗C(M)

και στέλνει µια συνεχή συνάρτηση f ∈ C(N)(U) ορισµένη σε ανοιχτό υποσύνολο
U ⊂ N στο pullback f ◦ ψ ∈ C(M)(ψ−1U) = (ψ∗C(M))(U). Σύµφωνα µε τα
παραπάνω, µια διαφορίσιµη απεικόνιση ψ : M → N µπορεί να ορίστεί σαν µια
συνεχής απεικόνιση ψ : M → N τέτοια ώστε η επαγώµενη απεικόνιση ψ] στέλνει
το subsheaf C(N) ⊂ N στο subsheaf ψ∗C∞(M) ⊂ ψ∗C(M). ΄Ετσι προκύπτει το
ακόλουθο µεταθετικό διάγραµµα

C(N)
ψ] // ψ∗C(M)

C∞(N)
?Â

OO

ψ] // ψ∗C∞(M)
?Â

OO

Θα ϑέλαµε, λοιπόν, να εισάγουµε αυτήν την ιδέα στην περίπτωση των σχη-
µάτων. Η διαφορά είναι ότι το structure sheaf OX ενός σχήµατος Χ δεν είναι
ένα subsheaf ενός συγκεκριµένου sheaf συναρτήσεων πάνω από τον Χ. ΄Ετσι, για
να ορίσουµε µια απεικόνιση µεταξύ σχηµάτων, ϑα πρέπει να ορίσουµε και την
συνεχή συνάρτηση ψ] : X → Y πάνω από τους τοπολογικούς χώρους και την
απεικόνιση pullback

ψ] : OX → ψ∗OY .

Φυσικά ϑα πρέπει οι ψ και ψ] να ικανοποιούν κάποιες συνθήκες συµβατότη-
τας.

Παρατήρηση 4.2.13. Το πρόβληµα στο να ορίσουµε τις παράπανω συναρτήσεις
�ρίσκεται στο ότι ένα section του structure sheaf OY δεν παίρνει τιµές σε ένα
συγκεκριµένο σώµα αλλά σε ένα σώµα κ(q) το οποίο διαφέρει ανάλογα µε το σηµείο
q ∈ Y . Συγκεκριµένα δεν έχει νόηµα να απαιτούµε η τιµή της f ∈ OY (U) στο
σηµείο q ∈ U ⊂ Y να είναι ίδια µε την τιµή της ψ]f ∈ ψ∗OX (U) = OX (ψ−1(U)
σε ένα σηµείο p ∈ ψ−1U ⊂ X που απεικονίζεται στο q, εφόσον αυτές οι «τιµές»
�ρίσκονται σε διαφορετικά σώµατα. Αυτό που έχει νόηµα είναι να απαιτούµε από
την f να µηδενίζεται στο q αν και µόνο αν η ψ]f µηδενίζεται στο p. ΄Ετσι προκύπτει
ο ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός 4.2.14. ΄Ενας µορφισµός, ή απεικόνιση, µεταξύ σχηµάτων Χ και Υ είναι
ένα εύγος (ψ,ψ]), όπου ψ : X → Y είναι µια συνεχής απεικόνιση µεταξύ των
τοπολογικών χώρων και

ψ] : OY → ψ∗OX
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είναι µια απεικόνιση από sheaves στον Ψ που ικανοιποεί την ακόλουθη συνθήκη.

Για κάθε σηµείο x ∈ X και για κάθε περιοχή U του q = ψ(p) στο Υ ένα section
f ∈ OY (U) µηδενίζεται στο q αν και µόνο αν το section ψ]f του ψ∗OX (U) =
OX (ψ−1U) µηδενίζεται στο p.

Παρατήρηση 4.2.15. Αυτή η τελευταία συνθήκη µπορεί να αναδιατυπωθεί και
µε τη χρήση των τοπικών δακτυλίων OX,p και OY,q. Οποιαδήποτε απεικόνιση από
sheaves ψ] : OY → ψ∗OX επάγει µια απεικόνιση

OY,q = lim−→
q∈U⊂Y

OY (U) → lim−→
q∈U⊂Y

OX (ψ−1U),

και αυτός ο τελευταίος δακτύλιος απεικονίζεται µε ϕυσιολογικό τρόπο στο όριο

lim−→
p∈V⊂X

OX (V )

πάνω από όλα τα ανοιχτά υποσύνολα V που περιέχουν το p, που είναι τα OX,p.
΄Ετσι η ψ] επάγει µια απεικόνιση τοπικών δακτυλίων OY,q → OX,p. Λέγοντας ότι
ένα section f ∈ OY (U) µηδενίζεται στο q αν και µόνο αν το ψ]f ∈ ψ∗OX (U) =
OX (ψ−1U) µηδενίζεται στο p σηµαίνει ότι αυτή η απεικόνιση OY,q → OX,p στέλνει
το µέγιστο ιδεώδες mY,q στο mX,p (µε άλλα λόγια είναι ένας τοπικός οµοµορφισµός
τοπικών δακτυλίων).

΄Οπως αναφέρθηκε και παραπάνω ένας µορφισµός από affine schemes

ψ : X = SpecS → SpecR = Y

είναι το ίδιο µε ένα οµοµορφισµό δακτυλίων φ : R → S. Εδώ παραθέτουµε
το ακριβές αποτέλεσµα, µαζί µε µια σηµαντική προσθήκη η οποία περιγράφει
απεικονίσεις από ένα τυχαίο σχήµα σε ένα affine σχήµα.

Θεώρηµα 4.2.16. Για κάθε σχήµα Χ και για κάθε δακτύλιο R, οι µορφισµοί

(ψ,ψ]) : X → SpecR

είναι σε 1-1 αντιστοιχία µε τους οµοµορφισµούς δακτυλίων

φ : R → OX (X)

µέσω της

φ = ψ](SpecR) : R = OSpecR(SpecR) → ψ∗(OX )(SpecR) = OX (X).

Απόδειξη. Θα περιγράψουµε την αντίστροφη αντιστοιχία. Θέτουµε Y = SpecR και
έστω φ : R → OX (X) να είναι µια απεικόνιση µεταθετικών δακτυλίων. Αν p ∈ |X |
είναι ένα σηµείο, τότε η προεικόνα του µέγιστου ιδεώδους µέσω της απεικόνισης
R → OX (X) → OX,p να είναι ένα πρώτο ιδεώδες, έτσι ώστε η φ να επάγει µια
απεικόνιση συνόλων

ψ : |X | → |Y |,
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η οποία είναι συνεχής µε τη Zariski τοπολογία. Στη συνέχεια, για κάθε δι-
ακεκριµένο ανοιχτό σύνολο U = SpecRf ⊂ Y, ορίζουµε την απεικόνιση ψ] : Rf =
OY (U) → (ψ∗O)(U) να αείναι η σύνθεση

Rf → OX (X)φ(f ) → OX (ψ−1U)

που προκύπτει µε την τοπικοποίση της ψ. Από την πρόταση 4.1.28 αυτό αρκεί
για να ορίσουµε µια απεικόνιση από sheaves. Με περαιτέρω τοπικοποίηση �λέ-
πουµε ότι αν ψ(p) = q, τότε η ψ] ορίζει µια τοπική απεικόνιση από τοπικούς
δακτυλίους Rq → OX,p και έτσι το εύγος (ψ,ψ]) είναι ένας µορφισµός από σχή-
µατα. Προφανώς, η επαγώµενη απεικόνιση ικανοποιεί την

ψ] = φ,

και πράγµατι η κατσκευή είναι η αντίστροφη της δοθείσας.

Παράδειγµα 4.2.17. Κάθε σηµείο [p] του X = SpecR αντιστοιχεί σε ένα σχήµα
Specκ(p) το οποίο έχει µια ϕυσική απεκόνιση στο Χ που ορίζεται από τη σύνθετη
απεικόνιση δακτυλίων

R → Rp → Rp/pp = κ(p).

Φυσικά, ο εγκλεισµός κάνει το [p] ένα κλειστό subscheme αν και µόνο αν το p
είναι ένα µέγιστο ιδεώδες του R (εν γένει, το [p] είναι µια άπειρη τοµή από ανοιχτά
subschemes ενός κλειστού subscheme ).

Ορισµός 4.2.18. Αν ψ : Y → X είναι ένας µορφισµός από affine σχήµατα, X =
SpecR,Y = SpecT και X ′ είναι ένα κλειστό subscheme του Χ που ορίζεται από ένα
ιδεώδες I του R, τότε ορίζουµε την προεικόνα ψ−1X ′ της ψ πάνω από το X ′ να είναι
το κλειστό sbscheme του Υ που ορίζεται από το ιδεώδες φ(I)T στον Τ. Αν το X ′ είναι
ένα κλειστό σηµείο p του Χ, καλούµε το ψ−1p fiber (ίνα) πάνω από το Χ΄.

4.2δ’ Κατασκευές µε κολλήµατα Σχηµάτων.

Χρησιµοποιόντας την έννοια του µορφισµού, µπορούµε να κατασκευάσουµε πιο
πολύπλοκα σχήµατα (για παράδειγµα, µη affine σχήµατα) ταυτίζοντας πιο απλά
σχήµατα πάνω από ανοιχτά σύνολα. Αυτή είναι �ασική διαδικασία, που ονοµάζε-
ται «κατασκευή µε κολλήµατα» (the glueing construction.)

Υποθέτουµε ότι έχουµε µια συλλογή από σχήµατα {Xα}I και ένα ανοιχτό σύνο-
λο Xα� στο Xα για κάθε � 6= α στο I. Υποθέτουµε επίσης ότι έχουµε µια οικογένεια
ισοµορφισµών από σχήµατα

ψα� : Xα� → X�α για κάθεα 6= � στο I,

που ικανοποιούν τις συνθήκες ψ�α = ψ−1
α� για κάθε α και �,

ψα�(Xα� ∩ Xαγ) = X�α ∩ X�γ για κάθεα, �, γ,

και η συνθήκη συµβατότητας

ψ�γ ◦ ψα�|(Xα�∩Xαγ) = ψαγ |(Xα�∩Xαγ).
Κάτω από αυτές τις συνθήκες µπορούµε να ορίσουµε ένα σχήµα Χ κολλώντας τα
Xα µέσω των ψα� µε προφανή τρόπο. Υπάρχει δηλαδή ένα (µοναδικό) σχήµα Χ µε
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ένα κάλλυµα από ανοιχτά subschemes ισοµορφικά µε τα Xα τέτοια ώστε οι ταυ-
τοτικές απεικονίσεις στις τοµές Xα∩X� ⊂ X να αντιστοιχούν στους ισοµορφισµούς
ψα�.

Αυτή η κατασκευή µπορεί να χρησιµοποιηθεί, για παράδειγµα, για να ορίσουµε
προβολικά σχήµατα από affine.

Στην παραπάνω και σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις, δεν χρειάζεται να ορίσουµε
τις απεικονίσεις ψα� αυστηρά. Στην ουσία µας δίνεται ένας τοπολογικός χώρος |X |
και µια οικογένεια ανοιχτών συνόλων |Xα|, καθένα από αυτά εφοδιασµένο µε τη
δοµή ενός affine σχήµατος (δηλαδή, µε ένα structure sheaf OXα ) µε τέτοια τρόπο
ώστε το OXα (Xα ∩X�) να ταυτίζεται µε ϕυσιολογικό τρόπο µε το OX�(Xα ∩X�). Για
παράδειγµα, µπορεί και τα δύο να είναι υποσύνολα ένος συγκεκριµένου συνόλου.
Οπότε ικανοποιούνται οι συνθήκες του πορίσµατος 4.1.29, έτσι ώστε να υπάρχει
ένα µοναδικά ορισµένο sheaf OX πάνω από τον Χ που να επεκτείνεται σε όλα τα
Xα. Τελικά το εύγος (|X |,OX ) είναι ένα σχήµα.

Παράδειγµα 4.2.19. Το πιο απλό παράδειγµα της κατασκευής που µόλις περι-
γράψαµε, είναι ο ορισµός του affine AnS πάνω από ένα οποιοδήποτε σχήµα S. Αρ-
χικά, για κάθε affine σχήµα X = SpecR ορίζουµε τον affine n−χώρο πάνω από
το Χ να είναι απλά το SpecR[x1, . . . , xn ] (συµβολίζουµε µε AnX ή AnR). Κάθε µορ-
ϕισµός X → Y από affine σχήµατα επάγει µια ϕυσιολογική απεικόνιση AnX → AnY .
Συνέπεια αυτού είναι το ότι µπορούµε να εφαρµόσουµε το glueing construction ως
εξής. ΄Εστω S να είναι ένα τυχαίο σχήµαα που καλύπτεται από τα affine σχήµατα
Uα = SpecRα, τότε ορίζουµε τον affine χώρο AnS πάνω από το S να είναι η ένωση
των affine σχηµάτων AnUα , µε τις απεικόνισεις «κολλήµατος» (τα transition functions
στην περίπτωση των πολλαπλοτήτων) να είναι αυτές που επάγονται από τις ταυτοτικές
απεικονίσεις στο Uα ∩ U�.
Παράδειγµα 4.2.20. ΄Ενα ακόµη παράδειγµα ενός σχήµατος που κατασκευάζεται
µε κολλήµατα είναι ο προβολικός n−χώρος πάνω από ένα δακτύλιο R, συµβολίζουµε
µε PnR. Προκύπτει κολλώντας n + 1 αντίγραφα του affine χώρου

AnR = SpecR[x1, . . . , xn ]

πάνω από τον δακτύλιο R.

Η κατασκευή είναι ακριβώς αντίστοιχη µε την κλασική κατασκευή του προβο-
λικού χώρου σαν ένα variety πάνω από ένα σώµα. Ξεκινάµε µε ένα πολυωνιµικό
δακτύλιο σε n + 1 µεταβλητές R[X0, . . . , Xn ] και παίρνουµε την τοπικοποιήση

A := R[X0, X
−1
0 , . . . , Xn , X

−1
n ].

Ο δακτύλιος Α έχει µια ανάλυση σε ευθύ γινόµενο (ως αβελιανή οµάδα) σε υποοµάδες
A(n), για n ∈ Z, έτσι ώστε A(n)A(m) ⊂ A(m+n).

Εδώ το A(n) παράγεται από µονόνυµα �ητών κλασµάτων �αθµού n. Συγκεκριµέ-
να, το µηδενικού �αθµούA(0) είναι ένας υποδακτύλιος του Α. Στη συνέχεια παίρνουµε
τους δακτυλίους που ορίζουν το affine κάλυµµά µας να είναι R−υποάλγεβρες του
A(0), ο i−οστός υποδακτύλιος να είναι µια υποάλγεβρα Ai που αποτελείται από

πολυώνυµα P/Xdeg(P)i , όπου P ένα οµογενές στοιχείο του R[x0, . . . , xn ]. Το Ai
παράγεται πάνω από το R από τα n αλγεβρικά ανεξάρτητα στοιχεία

X0/Xi , . . . , X̂i/Xi , . . . , Xn/Xi ,
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όπου το ̂ συµβολίζει ως συνήθως ένα στοιχείο το οποίο παραλείπουµε. Το Ai είναι
εποµένως ισόµορφο µε τον πολυωνιµικό δακτύλιο σε n µεταβλητές πάνω από τον R.
Επιπλέον για i 6= j έχουµε

Ai [(Xj/Xi)−1] = Aj[(Xi/Xj)−1]

σαν υποσύνολα του A, ενώ και τα δύο µπορούν να περιγραφούν ως οι υποάλγεβρες
όλων των στοιχείων µηδενικού �αθµού που έχουν παρονοµαστή της µορφής Xαi X

�
j .

Αν χρησιµοποιήσουµε τις ταυτοτικές απεικονίσεις για κολλήµατα, τότε οι συνθήκες
συµβατότητες είναι προφανείς.

Αν X = SpecR είναι ένα affine σχήµα, συχνά γράφουµε PnX αντί του PnR και
αναφερόµαστε στον χώρο σαν τον προβολικό χώρο πάνω από το Χ. Κάθε µορφισ-
µός X → Y από affine σχήµατα επάγει µια ϕυσιολογική απεικόνιση PnX → PnY .
Σαν συνέπεια αυτού, µπορούµε να εφαρµόσουµε το glueing construction ξανά για
ορίσουµε τον προβολικό χώρο PnD πάνω από ένα τυχαίο σχήµα S. Αυτό είναι άµεσο :
Αν το S καλύπτεται από τα affine σχήµατα Uα = SpecRα, ορίζουµε τον προβολικό
χώρο PnS να είναι η ένωση των προβολικών χώρων PnUα και τα κολλήµατα να είναι οι
ταυτοτικές απεικονίσεις στα Uα ∩ U�.

4.3 Αριθµητικά Σχήµατα.

Σ’ αυτήν την παράγραφο ϑα µιλήσουµε για spectra δακτυλίων πεπερασµένα
παραγόµενων πάνω από το Z, τα οποία ονοµάζουµε αριθµητικά σχήµατα. Προκύπ-
τουν κυριώς από τη ϑεωριά αριθµών, παρόλο που δεν είναι όλα τα αριθµο-
ϑεωρητικά σχήµατα αυτού του τύπου. Στα παρακάτω παραδείγµατα ϑα δούµε
µια απίστευτη ενοποίηση, την οποία προσφέρουν τα σχήµατα, µεταξύ της αρι-
ϑµητικής και γεωµετρικής προσέγγισης.

4.4 SpecZ.

Ξεκινάµε µε το πιο προφανές παράδειγµα, µε το σχήµα SpecZ. Τα πρώτα ιδεώδη
του Z είναι, ϕυσικά, τα ιδεώδη (p), όπου p ∈ Z ένας πρώτος αριθµός και το
ιδεώδες (0) το οποίο αντιστοιχεί στα κλειστά σηµεία του SpecZ, σώµα πηλίκο Fp
και το (0) να αντιστοιχεί σε ένα «γενικευµένο» σηµείο (generic point) , του οποίου
η κλειστότητα είναι ολόκληρο το SpecZ και το σώµα πηλίκο του το Q. Η εικόνα
είναι η εξής :

(2) (3) (5) (7) (11) (0)

Σχήµα 4.1: SpecZ

Παρατηρούµε µια οµοιότητα µε την affine ευθεία A1
K πάνω από ένα σώµα.

Παρόλα αυτά η αναλογία αυτή έχει και κάποιους περιορισµούς : Ενώ το SpecZ
συµπεριφέρεται περίπου σαν το A1

K δεν είναι, για παράδειγµα, ένα ανοιχτό sub-
scheme κανενός σχήµατος το οποίο να είναι ανάλογο µε το P1

K . Παρόλα αυτά µια
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«συµπαγοποίηση» του A1
K µας προσφέρει η ϑεωρία του Arakelov, αλλά δεν ϑα

ασχοληθούµε εδώ µ’ αυτήν.

4.5 Το Spec του ∆ακτυλίου Ακεραίων Αλγεβρικών σε ένα Σώ-
µα Αριθµών.

Θεωρούµε ένα σχήµα της µορφής SpecA, όπου A ⊂ K είναι ο δακτύλιος των
ακεραίων αλγεβρικών σε ένα σώµα αριθµών Κ. Θα αναλύσουµε το παράδειγµα K =
Q[
√

3] και A = Z[
√

3]. ΄Οπως και στην περίπτωση του SpecZ, υπάρχουν δυο τύποι
σηµείων : κλειστά σηµεία που αντιστοιχούν σε µη µηδενικά πρώτα ιδεώδη του Α,
που έχουν πεπερασµένο σώµα πηλίκο και ένα generic σηµείο που αντιστοιχεί στο
(0) µε σώµα πηλίκο το Κ. Αυτό που κάνει το συγκεκριµένο παράδειγµα ενδιαφέρον
είναι η απεικόνιση SpecA → SpecZ που επάγεται από τον εγκλεισµό του Z στο
Α. Θεωρούµε, για παράδειγµα, την ίνα πάνω από το σηµείο [(p)] ∈ SpecZ. Αυτό
είναι απλά το σύνολο των πρώτων του Α που περιέχουν το ιδεώδες pA ⊂ A και
µπορεί να συµπεριφέρεται µε τους ακόλουθους τρεις τρόπους :

(i) Αν το p διαιρεί τη διακρίνουσα 12 του Κ πάνω από Q (δηλαδή είναι p = 2 ή
3) το ιδεώδες (p) είναι το τετράγωνο ενός ιδεώδους του Α : ΄Εχουµε

2A = (1 +
√

3)2

και ϕυσικά
3A = (

√
3)2.

Τα σώµατα πηλίκο στα σηµείο (1+
√

3)2 και (
√

3) ∈ SpecA είναι τα σώµατα
F2 και F3, αντίστοιχα.

(ii) ∆ιαφορετικά, αν το 3 είναι ένα τετράγωνο modp , ο πρώτος (p) ϑα παραγοντοποιεί-
ται σε ένα γινόµενο διακεκριµένων πρώτων: για παράδειγµα

11A = (4 + 3
√

3)(4− 3
√

3)

και
13A = (4 +

√
3)(4−

√
3).

Τα σώµατα πηλίκο σ’ αυτά τα σηµεία ϑα είναι ξανά τα πρώτα σώµατα, σ’
αυτήν την περίπτωση τα F11 και F13, αντίστοιχα.

(iii) Τέλος, αν p > 3 και το 3 δεν είναι ένα τετράγωνο modp , για παράδειγµα p =
5 ή 7, το ιδεώδες pA είναι πάλι πρώτο και αντιστοιχεί σε ένα µοναδικό σηµείο
στο SpecA. Σ’ αυτές τις περιπτώσεις, το σώµα πηλίκο είναι η τετραγωνική
επέκταση του Fp, π.χ. F25 και F49 στα δύο παραδείγµατα.

Στη γενική περίπτωση, όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, αν το Κ είναι
ένα τετραγωνικό σώµα αριθµών και Α είναι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών
στο Κ, τότε ο εγκλεισµός Z ⊂ A επάγει µια απεικόνιση σχηµάτων ψ : SpecA →
SpecZ όπου η ίνα πάνω από κάθε κλειστό σηµείο (p) ∈ SpecZ είναι ένα από τα
ακόλουθα:

(i) ΄Ενα µοναδικό, nonreduced σηµείο, µε δακτύλιο συντεταγµένων ισόµορφο
µε το Ap2, το reduced σηµείο p, του οποίου, έχει σώµα πηλίκο Fp, αν ο
p διακλαδίζεται στο Α, δηλαδή αν το pA είναι το τετράγωνο ενός πρώτου
ιδεώδους p στο Α.
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(ii) Η ξένω ένωση δύο reduced σηµείων p και p′, µε σώµατα πηλίκο A/p =
A/p′ = Fp, αν το p είναι το γινόµενο δύο διακεκριµένων πρώτων ιδεωδών
του Α.

(iii) ΄Ενα µοναδικό reduced σηµείο p, µε σώµα πηλίκο A/p �αθµού 2 πάνω από
το Fp, αν το p παραµένει πρώτο στο Α.

Σε κάθε περίπτωση ο δακτύλιος συντεταγµένων της ίνας έχει διάσταση 2 σαν µι-
α Fp−άλγεβρα. Αυτό συµβαίνει επειδή το Α είναι ένα ελεύθερο Z−module �αθµού
2. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η αναλογία µεταξύ της απεικόνισης SpecA→ SpecZ
και ενός διακλαδισµένου καλύµµατος πάνω από επιφάνειες Riemann ή ακόµη
πιο γενικά, των µονοδιάστατων σχηµάτων πάνω από αλγεβρικά κλειστά σώµατα
όπως το C. Ουσιαστικά µπορούµε να ϕανταστούµε το SpecA σαν ένα κάλυµµα µε
δύο ϕύλλα πάνω από SpecZ, µε διακλάδωση πάνω από τα «διακλαδιζόµενα» πρώ-
τα, όπως, για παράδειγµα, είναι το SpecC[z] ένα διπλό κάλυµµα του SpecC[z2] µε
διακλάδωση στο 0. Η µόνη εµφανής διαφορά είναι ότι πάνω από κάποια σηµεία
(p) ∈ SpecZ εκτός των σηµείων διακλάδωσης µπορεί να εµφανίζονται, αντί για
δύο διακεκριµένα σηµεία µε πολλαπλότητα 1, ένα σηµείο πολλαπλότητας 1 αλλά
µε σώµα πηλίκο το οποίο είναι µια τετραγωνική επέκταση του σώµατος πηλίκου
Fp στο (p). Αυτά συµβολίζονται µε τις γκρι κουκίδες στο παρακάτω σχήµα:

(2) (3) (5) (7) (11)
(0)

(11)

(5) (7)

Σχήµα 4.2: SpecZ[
√

3]

Μια πιο περιεκτική αναλογία είναι αυτή µεταξύ µονοδιάστατων σχηµάτων πάνω
από µη-αλγεβρικά κλειστό σώµα µέσω πεπερασµένης απεικόνισης.

Παράδειγµα 4.5.1. Θεωρούµε την απεικόνιση

SpecR[x][y]/(y2 − x) → A1
R = SpecR[x].

Κοιτάζοντας τα σηµεία του A1
R = SpecR[x] µε σώµα πηλίκο το R (τα σηµεία της

µορφής (x − λ) µε λ ∈ R), έχουµε διακλάδωση πάνω από το σηµείο (x) και για
λ 6= 0 η αντίστροφη εικόνα του (x − λ) είναι είτε δύο διακεκριµένα σηµεία µε σώµα
πηλίκο το R (αν λ > 0) ή ένα σηµείο µε σώµα πηλίκο το C (αν λ < 0).

Θα προχωρήσουµε αυτή την αναλογία λίγο περισσότερο µε το να εξετάσουµε
σχήµατα της µορφής SpecB, όπου B ⊂ A ⊂⊂ K είναι ένα order µέσα σ’ ένα σώµα
αριθµών, δηλαδή ένας υποδακτύλιος του δακτυλίου των ακεραίων αλγεβρικών µε
σώµα πηλίκο K.

Παράδειγµα 4.5.2. ΄Εστω A = Z[
√

3] και ϑεωρούµε τον δακτύλιο B = Z[11
√

3]
και σχήµα SpecB. Η απεικόνιση SpecA→ SpecZ που περιγράφηκε προηγουµένως
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παραγοντοποιείται στο SpecB και πράγµατι η απεικόνιση SpecA→ SpecB είναι ένας
ισοµορφισµός αν εξαιρέσουµε το γεγονός ότι τα σηµεία (4 + 3

√
3) και (4− 3

√
3) ∈

SpecA απεικονίζονται στο ίδιο σηµείο (11, 11
√

3) ∈ SpecB. ΄Ετσι µπορούµε να
απεικονίσουµε το SpecB σαν µια «καµπύλη µε κόµβο», το διπλό κάλυµµα, δηλαδή,
SpecA του SpecZ µε δύο σηµεία να ταυτίζονται.

(2) (3) (5) (7) (11)
(0)

(11)

(5) (7)

Σχήµα 4.3:

∆ιαφορετικά µπορούµε να ϑεωρήσουµε την περίπτωση όπου A = SpecZ[
√

3]
και B = SpecZ[2

√
3]. Εδώ η απεικόνιση SpecA → SpecB είναι 1-1 αλλά όχι

ισοµορφισµός στο σηµείο [(1 +
√

3)] που απεικονίζεται στο [(2, 2
√

3)].

4.5α’ Οι ∆ιαφορίσιµες Πολλαπλότητες είναι Ringed Spaces αλλά όχι Σχή-
µατα !

΄Οπως αναφέραµε και στην παράγραφο 4.2 ένα σχήµα είναι ένας τοπολογικός
χώρος Χ µαζί µε ένα sheaf συναρτήσεων OX πάνω από τον Χ έτσι ώστε το εύ-
γος (|X |,OX ) να είναι τοπικά affine. Να καλύπτεται ο Χ δηλαδή από ανοιχτά
Ui έτσι ώστε να υπάρχουν δακτύλιοι Ri και οµοιοµορφισµοί Ui ∼= SpecRi µε
OX |Ui ∼= OSpecRi .

Μια πολλαπλότητα δεν µπορεί ποτέ να είναι τοπικά affine σαν σχήµα. Θεω-
�ούµε κάλυµµα ανοιχτών Ui για την πολλαπλότητα Μ και παίρνουµε σαν struc-
ture sheaf το δακτύλιο των C∞ συναρτήσεων. Αν για κάθε ανοιχτό Ui ϑεωρήσουµε
ως Ri το δακτύλιο όλων των C∞ συναρτήσεων Ui → Rn, τότε δεν ϑα µπορέσουµε
ποτέ να �ρούµε οµοιοµορφισµό Ui ∼= SpecRi . Ο λόγος είναι ότι το SpecRi εκτός
από τα σηµεία του Ui περιέχει και πρώτα ιδεώδη που αντιστοιχούν σε κλειστές
ανάγωγα subvarieties του Ui , τις καµπύλες µε άλλα λόγια που ορίζονται στο Ui .
Παρόλα αυτά είναι ένας ringed space µε οποιοδήποτε structure sheaf επιλέξουµε.

4.6 Vector Bundles σε σχήµατα.

΄Εστω Y ένα σχήµα. ΄Ενα γεωµετρικό vector bundle τάξης n επί του Y είναι ένα
σχήµα X µαζί µε ένα µορφισµό f : X → Y , και την επιπλέον δοµή που αποτελείται
από ένα ανοιχτό κάλυµµα {Ui} του Y και ισοµορφισµούς ψi : f −1(Ui) → AnUi ,
ώστε για κάθε i, j και για κάθε ανοιχτό αφινικό υποσύνολο V = SpecA ⊂ Ui ∩ Uj
ο αυτοµορφισµός ψ = ψj ◦ ψ−1

j του AnV = SpecA[x1, . . . , xn ] να δίνεται από ένα
γραµµικό αυτοµορφισµό θ του A[x1, . . . , xn ], δηλαδή θ(a) = a για κάθε a ∈ A
και θ(xi) =

∑
j aijxj για κατάλληλα aij ∈ A.
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Παρατηρούµε ότι αυτός ο ορισµός είναι η ϕυσιολογική γενίκευση του ορισµού
του vector bundle που δώθηκε στο 1.4.

΄Ενας ισοµορφισµός g : (X, f, {Ui}, {ψi}) → (X ′, f ′, {U ′i }, {ψ′}) από ένα vector
bundle τάξης n σε ένα άλλο είναι ένας ισοµορφισµός X → X ′ των αντίστοιχων
σχηµάτων ώστε f = f ′ ◦ g, ώστε τα X, f µαζί µε το κάλυµµα του Y που αποτελείται
από τα Ui , U ′i και τους ισοµορφισµούς ψi , ψ′i ◦g να έχει επίσης δοµή vector bundle.

΄Ενα τοπικά ελεύθερο sheaf E στο U τάξης n, είναι ένα sheaf E στο Y , ώστε για
κατάλληλα ανοιχτά Ui του Y να έχουµε E(U) = OY (U)n. ΄Εστω S(E) η συµµετρική
άλγεβρα στο E , και X = SpecS(E) µε συνάρτηση προβολής f : X → Y . Για
κάθε ανοιχτό αφινικό σύνολο U ⊆ Y ώστε το E(U) να είναι ελεύθερο, επιλέγουµε
µία �άση του E(U), δηλαδή γράφουµε E(U) = x1OY ⊕ · · · ⊕ xnOY και έστω
ψ : f −1(U) → An(U) ο ισοµορφισµός που προκύπτει από την ταύτιση του S(E)
µε το O(U)[x1, . . . , xn ]. Τότε το (X, f, {U}, {ψ}) είναι ένα vector bundle τάξης n
στο U , το οποίο µέχρι ισοµορφισµού δεν εξαρτάται από την �άση που διαλέξαµε
για το E(U). Θα το ονοµάζουµε το γεωµετρικό vector bundle συσχετισµένο µε το
E και ϑα το συµβολίζουµε µε V (E).

Για κάθε µορφισµό f : X → Y , µία section της f υπέρ του ανοιχτού U ⊆ Y
είναι ένας µορφισµός s : U → X ώστε f ◦ s = idU . Είναι σαφές ότι µπορούµε να
περιορίζουµε τα sections σε µικρότερα ανοιχτά σύνολα, ή να τα κολλάµε µαζί και
µπορούµε να δείξουµε ότι το presheaf

U 7→ {σύνολο sections της f υπέρ U}

είναι ένα sheaf συνόλων στο Y , το οποίο ϑα συµβολίζουµε µε L(X/Y ). Αν το
f : X → Y είναι ένα vector bundle τάξης n, τότε το sheaf των sections L(X/Y )
έχει µία ϕυσική δοµή OY -module, που το καθιστά τοπικά ελεύθερο OY -module
τάξης n. Πράγµατι, αρκεί να ορίζουµε την δοµή τοπικά, οπότε υποθέτουµε ότι
το Y είναι αφινικό δηλαδή Y = SpecA, οπότε X = AnY . Σε αυτή την περίπτωση
και το X είναι αφινικό, X = SpecA[x1, . . . , xn ]. Οι sections U → X ταυτίζονται
µε τους µορφισµούς δακτυλίων θ : A[x1, . . . , xn ] → A. οι οποίοι αντιστοιχούν στις
διατεταγµένες n-άδες (θ(x1), . . . , θ(xn)) ∈ An δηλαδή µε τον χώρο An.

Ας είναι E ένα τοπικά ελεύθερο sheaf τάξης n στο Y , και X = V (E) το αν-
τίστοιχο vector bundle, και L = L(X/Y ) το sheaf των sections του X υπέρ το
Y . Θα δείξουµε ότι L = Hom(E ,OY ). Πράγµατι, αν s ∈ Γ(Hom(E ,OY ), U),
τότε s ∈ Hom(E(U),OY ), και ο s επεκτείνεται σε ένα οµοµορφισµό S(E(U)) →
OU . Η επέκταση αυτή µε την σειρά της δίνει ένα µορφισµό στα Spectra U =
SpecOY (U) → SpecS(E(U)) = f −1(U) ο οποίος είναι µία section. Η αντιστοιχία
αυτή είναι ισοµορφισµός που ταυτίζει το Hom(E ,OY ) µε το L.

Κατασκευάσαµε µία ένα προς ένα αντοιστοιχία ανάµεσα σε κλάσεις ισοµορ-
ϕισµών τοπικά ελεύθερων sheaves τάξης n στο Y και κλάσεων ισοµορφισµών από
vector bundles στο Y . Για αυτό τον λόγο πολύ συχνά οι έννοια τοπικά ελεύθερου
sheaf και αυτή του vector bundle στην �ιβλιογραφία ταυτίζονται.

4.7 Προβολικά modules.

΄Ενα R-P ϑα λέγεται προβολικό αν υπάρχει ένα module Q ώστε το ευθύ άθροισµα
P ⊕ Q να είναι ελεύθερο. Η ιδιότητα αυτή είναι ισοδύναµη µε την προβολική
ιδιότητα ανύψωσης, δηλαδή για κάθε επιµορφισµό s : M → N από R-modules
και κάθε συνάρτηση g : P → N ϑέλουµε να υπάρχει µία συνάρτηση f : P → M
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ώστε g = sf ή µε άλλα λόγια ητάµε να υπάρχει f που να κάνει το παρακάτω
διάγραµµα αντιµεταθετικό :

P

g

²²

∃f

~~~~
~~

~~
~~

M
s // N // 0

Οι παραπάνω εκφράσεις είναι ισοδύναµες. Καταρχάς κάθε ελέυθερο module
ικανοποιεί την ιδιότητα προβολικής ανύψωσης. Αρκεί να ορίσουµε την συνάρτηση
f πάνω σε µια �άση του P. Αν όµως xi είναι ένα στοιχείο της �άσης τότε g(xi) ∈ N
και αφού η s είναι επί, υπάρχουν mi ∈ M ώστε s(mi) = g(xi). ∆εν έχουµε λοιπόν
παρά να ϑέσουµε f (xi) = mi . Αν λοιπόν το P είναι προβολικό τότε υπάρχει Q
ώστε P ⊕Q να είναι ελεύθερο. Η προβολική ιδιότητα ισχύει για το ελεύθερο P ⊕Q
σύµφωνα µε την παραπάνω παρατήρηση άρα ισχύει πολύ περισσότερο και για τον
περιορισµό της στο P.

Αντιστρόφως, αν ένα πεπερασµένα παραγόµενο module ικανοποιεί την προβο-
λική ιδιότητα ανύψωσης τότε ϑα δείξουµε ότι υπάρχει Q ώστε P ⊕ Q να είναι
ελεύθερο. Αφού το P είναι πεπερασµένα παραγόµενο, είναι πηλίκο ενός ελεύθερ-
ου module F , δηλαδή υπάρχει ένας επιµορφισµός F → P → 0. Θεωρούµε το
διάγραµµα:

P

g

²²

∃f

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

F
s // P // 0

και παρατηρούµε ότι F = P ⊕ ker(s).
Ασφαλώς δεν είναι όλα τα προβολικά ελεύθερα modules προβολικά. Η ϑεωρία

των vector bundles µας δίνει µερικά όµορφα παραδείγµατα. Ας υποθέσουµε ότι
το X είναι ένας παρασυµπαγής τοπολογικός χώρος.

Παράδειγµα 4.7.1. Θεωρούµε τον δακτύλιο R = C0(X) των συνεχών συναρτήσεων
X → R. Αν η : E → X είναι ένα vector bundle στον Q, τότε το σύνολο Γ(E) =
{s : Z → E : ηs = 1X} των συνεχών sections σχηµατίζει ένα vector bundle. Η
απόδειξη για αυτό είναι ϕυσικά παρόµοια µε την πιο γενική απόδειξη που δώσαµε
ποιό πάνω για την κατηγορία των σχηµάτων. Αν το Tn είναι το τετριµµένο vector
bundle Rn × X → X τότε Γ(Tn) = Rn . Αν το E δεν είναι τετριµµένο vector bundle
τότε το Γ(E) δεν είναι δυνατόν να είναι ελεύθερο. Για να το δούµε αυτό παρατηρούµε
ότι αν το Γ(E) ήταν ελεύθερο και οι sections s1, . . . , sn σχηµατίζαν µία �άση τότε
ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε µια συνάρτηση στην κατηγορία των vector bundles
f : Tn → E ώστε Γ(Tn) = Γ(E). αφού ο πυρήνας και ο συνπυρήνας του f δεν
έχουν µη µηδενικές sections ϑα πρέπει να µηδενίζονται και ο f είναι ισοµορφισµός.

Είναι γνωστό ότι αν το X είναι συµπαγής τοπολογικός χώρος τότε η κατηγορία
των προβολικών modules είναι ισοδύναµη µε την κατηγορία των vector bundles
στον X . Το αποτέλεσµα αυτό είναι γνωστό στην �ιβλιογραφία ως Θεώρηµα Swan.

Θα περιοριστούµε να δείξουµε γιατί η εφαπτόµενες δέσµες σε υποπολλαπλότητες
M του Rn οδηγούν σε προβολικά modules.. ∆εν έχουµε παρά να συµπληρώσουµε
τον εφαπτόµενο χώρο σε κάθε σηµείο Tp(M) σε µία �άση του περιβάλοντος χώρου
Rn, δηλαδή να κατασκευάσουµε την κάθετη δέσµη Np(M) στο M . Προφανώς
Γ(TM)⊕ Γ(TN) είναι ελεύθερο module.
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Στην δοµή των modules κρύβονται αρκετές τοπολογικές ιδιότητες της πολ-
λαπλότητας M . Θα αναφέρουµε το παρακάτω αποτέλεσµα:

Το αποτέλεσµα αυτό µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε για να ορίσουµε το
πότε ένα σχήµα είναι απλά συνεκτικό. Είναι για παράδειγµα γνωστό 4. ότι οι
απλά συνεκτικοί χώροι, που έχουν «αρκετά καλή» τοπολογία ώστε να µπορούµε
να κάνουµε ϑεωρία καλυπτικών απεικονίσεων δεν επιδέχονται αδιακλάδιστα καλύ-
µατα.

Το σώµα Q έχει δακτύλιο ακεραίων αλγεβρικών το Z. Παρατηρούµε ότι κάθε
αλγεβρικό σώµα αριθµών έχει τουλάχιστον ένα πρώτο να διακλαδίζεται, αφού έχει
διακρίνουσα µεγαλύτερη της µονάδας και οι πρώτοι που διακλαδίζονται είναι
ακριβώς αυτοί που διαιρούν την διακρίνουσα. Με άλλα λόγια το SpecZ είναι
«απλά συνεκτικό».

Η απλή συνεκτικότητα του SpecZ είναι ορατή και σε επίπεδο Z-modules:

Θεώρηµα 4.7.2. Τα προβολικά modules πάνω από περιοχές κυρίων ιδεωδών είναι
πάντα ελεύθερα.

Απόδειξη. Αυτό είναι το ϑεώρηµα δοµής για modules πάνω από περιοχές κυριών
ιδεωδών. Παρατηρήστε ότι ένα προβολικό module δεν µπορεί να έχει torsion αφού
αυτή δεν µπορεί να εξαφανιστεί αν προσθέσουµε εικόνες του R.

4Βλέπε [27].
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Κεφάλαιο 5

Αριθµητική Τοπολογία

Πρωτού προχωρήσουµε στην παρουσίαση του λεξικού και των αναλογιών, κρί-
νουµε απαραίτητο να εισάγουµε την έννοια της αλγεβρικής ϑεµελιώδους οµάδας
καθώς και να αναφερθούµε στο ϑεώρηµα του Seifert.

5.1 Links, Κόµποι και το ϑεώρηµα του Seifert.

Ορισµός 5.1.1. ΄Εστω Μ µια 3-πολλαπλότητα. ΄Ενα link L από m συνιστώσες
είναι µια συµπαγής υποπολλαπλότητα της Μ όπου κάθε µια συνιστώσα του L είναι
οµοιοµορφική µε τον κύκλο S1. ΄Ενα link µε µόνο µια συνιστώσα είναι ένα κόµπος.

Σύµφωνα µε αυτά που αναφέρθηκαν στην παράγραφο 1.3, µπορούµε να
πούµε ότι ένας κόµπος είναι ένα immersion του κύκλου µέσα στην πολλαπλότη-
τα. Ο πιο απλός κόµπος, ο unknot, είναι απλά ο κύκλος εµφυτευµένος στην
3-σφαίρα.

Ορισµός 5.1.2. ΄Ενας κόµπος είναι tame αν µπορεί να «ϕουσκώσει», δηλαδή αν
υπάρχει µια επέκταση του σε ένα embedding ενός τόρου µαζί µε το εσωτερικό του
S1×D2 µέσα στην 3-σφαίρα. Οι κόµποι οι οποίοι δεν είναι tame, ονοµάζονται wild.
Στην παρούσα εργασία ϑα ϑεωρούµε µόνο tame κόµπους και links.

Σχήµα 5.1: ΄Ενας tame Trefoil Κόµπος.
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Ορισµός 5.1.3. Μια ισοτοπία H δεν είναι τίποτε άλλο από µια οµοτοπία µε την
απαίτηση ότι ∀t η H(x, t) να είναι οµοιοµορφισµός.

Απαιτώντας δύο µονοπάτια να είναι ισοτοπικά είναι µια πιο ισχυρή απαίτηση
από την οµοτοπία. Για παράδειγµα η απεικόνιση στη µοναδιαία µπάλα του R2

f (x, y) = (−x,−y) είναι ισοδύναµη µε την στροφή κατα π κι έτσι η ταυτοτική
απεικόνιση και η f είναι ισοτοπικές καθώς µπορούν να συνδεθούν µε µια περι-
στροφή. Αντίθετα στο διάστηµα [−1, 1] του R η απεικόνιση f (x) = −x δεν είναι
ισοτοπική µε την ταυτοτική απεικόνιση.

Ορισµός 5.1.4. Θεωρούµε δύο κόµπους K1 και K2 στον R3. Οι κόµποι αυτοί
είναι ισοδύναµοι αν µπορέσουµε µε συνεχή τρόπο να πάρουµε τον έναν από τον
άλλο. Με άλλα λόγια, αν υπάρχει µια ισοτοπία στον R3 η οποία ξεκινάει από τον
ταυτοτικό οµοιοµορφισµό του R3 και καταλήγει σε έναν οµοιοµορφισµό h, έτσι ώστε
ο h µετακινεί τον K1 στον K2.

Στη συνέχεια ϑα δούµε ότι κάθε link στην 3-σφαίρα µπορεί να ϑεωρηθεί σαν
το σύνορο µιας επιφάνειας εµφυτευµένης στην S3. Αυτές οι επιφάνειες είναι ιδι-
αίτερα χρήσιµες καθώς επιτρέπουν τη µελέτη των links από διαφορετικές οπτικές
γωνίες. Εδώ ϑα τις χρησιµοποιήσουµε για να δείξουµε ότι κάθε κόµπος µπορεί
να παραγοντοποιηθεί σε ένα γινόµενο πρώτων κόµπων.

Ορισµός 5.1.5. Μια Seifert επιφάνεια για ένα προσανατολίσιµο link L στον S3

είναι µια συνεκτική, συµπαγής, προσανατολίσιµη επιφάνεια η οποία περιέχεται στον
S3 και έχει το L για σύνορο.

Θεώρηµα 5.1.6. Για κάθε προσανατολισµένο link L του R3, υπάρχει µια επιφάνεια
Seifert για το L.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι κατασκευαστική και χρησιµοποιεί τον αλγόριθµο του
Seifert. [8, σελίδα 47]

Σχήµα 5.2: Η Seifert επιφάνεια για τον trefoil κόµπο.

5.2 Αλγεβρικές Θεµελιώδεις οµάδες.

Στο κεφάλαιο 2 είδαµε πως η ϑεωρία των καλυπτικών απεικονίσεων µπορεί να συν-
διαστεί µε αυτή τον ϑεµελιωδών οµάδων και είδαµε για ένα «καλό» τοπολογικό
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χώρο Q ότι υπάρχει ο universal covering space X̃ στον οποίο δρά η ϑεµελιώδεις
οµάδα π1(X) και ότι κάθε τοπολογικό κάλλυµα του U του Q προκύπτει ως πηλίκο
του X̃/H, όπου H < π1(X). Μία από τις µεγάλες επιτυχίες του Grothendick ήταν
να ορίσει όλα τα παραπάνω σε µια πολύ γενικότερη µορφή. Η ιδέα του Grothen-
dick �ασίζεται στην αναλογία µεταξύ των οµάδων Galois από σώµατα συναρτή-
σεων επιφανειών Riemann και των οµάδων Galois των καλυπτικών απεικονίσεων.
Φυσικά η επέκταση X̃ → X είναι στις περισσότερες περιπτωσεις άπειρη. Για τις
άπειρες επεκτάσεις σωµάτων υπήρχε ήδη µία ϑεωρία Galois από τον Krull την
οποία ο Grothendick µετέτρεψε στην ϑεωρία των αλγεβρικών ϑεµελιωδών οµάδων.
Στην ϑεωρία αυτή αποτυπώνωνται όλη η πληροφορία των αδιακλάδιστων καλυµ-
µάτων. Για περισσότερες πληροφορίες πάνω στις άπειρες επεκτάσεις του Galois
προτείνουµε το [28, Παράρτηµα], [17, IV. 1]. Για την αλγεβρική ϑεµελιώδη οµάδα
η κλασική αναφορά είναι το [22] ενώ µιά ποιό �ατή εισαγωγή είναι το Lectures
on Etale Cohomology [15].

Ποιό συγκεκριµένα ϑα προσπαθήσουµε να προσεγκύσουµε την ϑεµελιώδη
οµάδα από όλες της πεπερασµένες κανονικές υποοµάδες της. Ας ϑεωρήσουµε
την αφινική ευθεία A1, υπέρ ενός σώµατος k αλγεβρικά κλειστού, χαρακτηρισ-
τικής 0. Οι αδιακλάδιστες επεκτάσεις του A1\{0} είναι οι συναρτήσεις

A1\{0} → A1\{0} t 7→ tn (5.1)

Αν το k = C τότε υπάρχει ανάµεσα σε όλα αυτά τα καλύµµατα ένα «µεγαλύτερο»,
ο universal covering space που είναι το C και η universal coverin map είναι η
γνωστή εκθετική συνάρτηση exp : C → C∗. Τι ϑα κάνουµε αν το k δεν είναι οι
µιγαδικοί αριθµοί ; Ας είναι Xi → X ένα αδιακλάδιστο κάλυµµα του X . και ας
είναι AutX (Xi) η οµάδα των deck transformations δηλαδή τα στοιχεία σ : Xi → Xi
τα οποία κάνουν το διάγραµµα

Xi
σ //

ÃÃ@
@@

@@
@@

Xi

~~~~
~~

~~
~

X

αντιµεταθετικό.
Αν Xn είναι το κάλυµµα της (5.1) τότε AutX (Xn) = µn(k), όπου µn(k) συµ-

�ολίζει την οµάδα των n-�ιζών της µονάδας, όπου ζ ∈ µn(k) δρα ως x 7→ ζx. Η
οµάδα

πalg1 (A1\{0} = lim←
n

µn(k) =: Ẑ.

Το σύνολο Ẑ ∼ ∏
` Z` είναι η πλήρωση του Z ως προς την τοπολογία που ορίζεται

από τις υποοοµάδες πεπερασµένου δείκτη. Το Z` είναι ο γνωστός δακτύλιος των
ακαιρέων `-αδικών αριθµών. Γενικότερα αν G είναι µία οµάδα η προπεπερασµένη
πλήρωση της Ĝ ορίζεται ως το αντίστροφο όριο

Ĝ = lim←−
N¢G,[G:N]<∞

G/N,

Το παραπάνω ϕαινόµενο είναι περισσοτερό γενικό και συγκεκριµένα ο Grothen-
dick απέδειξε το παρακάτω

Θεώρηµα 5.2.1. Αν X τοπολογικός χώρος στον οποίο να µπορεί να οριστεί συν-
ηθισµένη π1(X)τότε

πalg1 (X) = π̂1(X).
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΄Εστω Fp το πεπερασµένο σώµα µε p το πλήθος στοιχεία. Θεωρούµε µία αλ-
γεβρική κλειστότητα F̄p του Fp. Η οµάδα Galois Gal(F̄p/Fp) είναι µία άπειρη
επέκταση, και είναι ίση µε

Gal(F̄p/Fp) = lim←−
[K:Fp]<∞

Gal(K/Fp) = Ẑ.

αφού οι πεπερασµένες αλγεβρικές επεκτάσεις �αθµού n είναι της µορφής K = Fpn
και Gal(Fpn : Fp) = Z/nZ.

Το γεγονός ότι πalg1 (A1
C) = π̂1(S1) = πalg1 Fp, µας δίνει µία οµοιότητα µεταξύ

πρώτων αριθµών και κόµπων. Αυτό έκανε πολλούς συγγραφείς να ϑεωρούν ότι η
διάσταση των δακτυλίων ακεραίων αλγεβρικών είναι 3 (Βλέπε [11]).

5.3 Το MKR λεξικό.

Οι Kapranov και Reznikov �ασιζόµενοι σε ιδέες του Mazur, πρότειναν το ακόλου-
ϑο λεξικό που αντιστοιχίζει τους όρους της τοπολογίας τριών διαστάσεων µε αυτούς
της ϑεωρίας αριθµών.

(i) Οι κλειστές, προσανατολίσιµες, συνεκτικές, λειές 3-πολλαπλότητες αντισ-
τοιχούν στα σχήµατα SpecOK , όπου K είναι ένα αλγεβρικό σώµα αριθµών.

(ii) ΄Ενα link στην Μ αντιστοιχεί σε ένα ιδεώδες στον δακτύλιο των ακεραίων αλ-
γεβρικών OK και ένας κόµπος στην Μ αντιστοιχεί σε ένα πρώτο ιδεώδες στον
OK . Θεωρούµε µόνο tame links και κόµπους. Σηµειώνουµε ότι οι κόµποι
είναι immersions του S1 στην πολλαπλότητα Μ, ενώ τα πρώτα ιδεώδη του
OK µπορούν να ταυτιστούν µε τα κλειστά immersions SpecFp → SpecOK ,
όπου Fp είναι πεπερασµένα σώµατα. Για να το δούµε αυτό ϑεωρούµε τον
χώρο A1

C − {0}, όπου A1
C η αφινική ευθεία πάνω από το C. Η ϑεµελιώδης

οµάδα αυτού του χώρου είναι

π1(A1
C) = π1S

1 = Z.

΄Ολες οι πεπερασµένες επεκτάσεις αυτού του χώρου είναι οι

A1
C − {0} → A1

C − {0}
z 7→ zn

Η αλγεβρική ϑεµελιώδης οµάδα του είναι

πalg1 (A1
C) = Ẑ.

Η οµάδα των deck transformations είναι η Aut(Y/S1) = µn = Z/nZ, όπου
µn οι n−�ίζες της µονάδας. Στην περίπτωση των πεπερασµένων σωµάτων
Fp, η αλγεβρική ϑεµελιώδης οµάδα είναι

Gal(F̄p/Fp) = lim←−
[K:Fp]<∞

= πalg1 (Fp) = Ẑ,

όπου F̄p η αλγεβρική κλειστότητα του Fp. Κάθε επέκταση Gal(K/Fp) είναι
µια πεπερασµένη Galois επέκταση. Οι µόνες πεπερασµένες Galois επεκ-
τάσεις του Fp είναι τα σώµατα Fpn µε οµάδα Galois Gal(Fpn/Fp) = Z/nZ
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και γεννήτορα αυτής της οµάδας τον αυτοµορφισµό του Frobenius x 7→ xp,
τάξης n. ΄Ετσι προκύπτει η οµοιότητα µεταξύ πρώτων αριθµών και κόµπων.
Κάθε link παραγοντοποιείται µε µοναδικό τρόπο σε µια ένωση κόµπων ενώ
κάθε ιδεώδες παραγοντοποιείται µε µοναδικό τρόπο επίσης, σε ένα γινόµενο
πρώτων ιδεωδών.

Εδώ σηµειώνουµε ότι κάθε SpecFp αποτελείται από ένα σηµείο 〈0〉 πάνω
από το οποίο υπάρχει το ίδιο το Fp σαν structure sheaf. ∆εν πρέπει σε
καµία περίπτωση να ϑεωρούµε όλα τα Fp ίδια. ∆ιαφέρουν στο structure
sheaf.

(iii) ΄Ενας ακέραιος αλγεβρικός w ∈ OK είναι ανάλογος µε µια εµφυτευµένη
επιφάνεια (πιθανώς και µε σύνορο) S ⊂ M . Η απεικόνιση w → 〈w〉 / OK

αντιστοιχεί στην S → ∂S.

(iv) Μια κλειστή embedded επιφάνεια F ⊂ M είναι ανάλογη µε µια µονάδα στο
OK .

(v) Οι πεπεραασµένες επεκτάσεις των σωµάτων αριθµών K ⊂ L αντιστοιχούν
σε πεπερασµένα διακλαδιζόµενα καλύµµατα 3-πολλαπλοτήτων π : M → N .
(Το σύνολο των διακλαδιζόµενων σηµείων µπορεί να είναι και κενό.)

(vi) Κάθε Galois επέκταση K ⊂ L µε οµάδα Gal(L/K) = G επάγει το µορ-
ϕισµό SpecOL → (SpecOL)/G = SpecOK. Τέτοιες απεικονίσεις αντισ-
τοιχούν σε απεικονίσεις πηλίκο M → M/G που επάγονται από δράσεις των
πεπερασµένων οµάδων G, οι οποίες διατηρούν τον προσανατολισµό, πάνω
σε 3-πολλαπλότητες Μ. Μπορεί να αποδειχθεί ότι το M/G είναι πάντα µια
3-πολλαπλότητα και ότι οι απεικονίσεις M → M/G είναι διακλαδιζόµενα
καλύµµατα. (Παρόλα αυτά, αν η G δεν είναι κυκλική τότε πρέπει να ϑεωρή-
σουµε µια µεγαλύτερη κλάση από διακλαδιζόµενα καλύµµατα των οποίων
τα σύνολα των σηµείων που διακλαδίζονται µπορεί να είναι γράφοι.)

(vii) Η σφαίρα S3 αντιστοιχεί στο Q. Η 3-σφαίρα είναι µια απλά συνεκτική
πολλαπλότητα, η ϑεµελιώδης οµάδα της είναι τετριµµένη. Μπορούµε να
πούµε, επίσης, ότι έχει µόνο διακλαδισµένα καλύµµατα.
Στην περίπτωση του Q, η αλγεβρική ϑεµελιώδης οµάδα είναι τετριµµένη
επίσης.
Η αναλογία δεν σταµατάει όµως εδώ. ΄Εχουµε αποδείξει ότι κάθε vector
bundle πάνω από έναν απλά συνεκτικό χώρο είναι globally trivial. Επιπλέον
είδαµε, πως κάθε ιδεώδες µπορεί να ϑεωρηθεί και σαν ένα locally free sheaf,
το οποίο µε τη σειρά του είναι ένα vector bundle.
΄Εστω Κ ένα σώµα και έστω p ένα ιδεώδες OK του δακτυλίου των ακεραίων
αλγεβρικών. Το ιδεώδες αυτό ϑα είναι κύριο στην τοπικοποίηση (OK)f , f ∈
OK αφού κάθε τοπικοποιήση δακτυλίου είναι µια περιοχή κυρίων ιδεωδών.
Σαν vector bundle δε, είναι τοπικά τετριµµένο. Στην περίπτωση τουQ, τώρα,
κάθε ιδεώδες του Zείναι κύριο άρα και globally trivial αν τα δούµε σαν vector
bundles. Το Q είναι λοιπόν, απλά συνεκτικό κατά Grothendieck.

Τέλος, όλα τα καλύµµατα της 3-σφαίρας έχουν σύνολο διακλάδωσης ένα link
L. Από την άλλη, στις επεκτάσεις του Q έχουµε διακλάδωση όσων ιδεωδών
διαιρούν τη διακρίνουσα ∆. ΄Ετσι µπορούµε να δούµε τη διακρίνουσα σαν
το αριθµοθεωρητικό αντίστοιχο αυτού του link.
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Παρά τις αναλογίες που µόλις αναφέραµε, δεν µπορούµε να ελπίζουµε σε µια
1-1 και επι αντιστοιχία µεταξύ των 3-πολλαπλοτήτων και των σωµάτων αριθµών.Για
παράδειγµα το Q(

√
5) δεν αντιστοιχεί σε καµία συγκεκριµένη 3-πολλαπλότητα.

Συγκεκριµένα, ϑα δούµεπαρακάτω ότι υπάρχουν σώµατα αριθµών διαφορετικά
από το Q τα οποία είναι επίσης «3-σφαίρες οµοτοπικά». Παρόλα αυτά, πιστεύ-
ουµε ότι υπάρχει µια ϑεωρία η οποία περικλύει (τουλάχιστον µερικώς) και την
αλγεβρική ϑεωρία αριθµών και την τοπολογία τριών διαστάσεων.

5.4 Επεκτάσεις Galois και Galois διακλαδιζόµενα καλύµµατα.

΄Εστω G = Gal(L/K) και έστω q να είναι ένα πρώτο ιδεώδες στο OL. Η οµάδα
διακλάδωσης του q, Dq ⊂ G, είναι όπως είπαµε και στο κεφάλαιο 3, η οµάδα των
στοιχείων της G που σταθεροποιούν το q,

Dq = {g ∈ G : g(q) = q}.

Το πηλίκο OL/q είναι ένα πεπερασµένο σώµα και η εικόνα του οµοµορφισµού
Dq → Gal(OL/q) αποτελείται από ακριβώς αυτούς τους αυτοµορφισµούς τουOL/q
οι οποίοι σταθεροποιούν τα υπόσωµα OK/p, όπου πυρήνας αυτού του οµοµορφισ-
µού, Iq, είναι η οµάδα αδράνειας του q. Εποµένως, έχουµε την ακόλουθη ακριβή
ακολουθία,

0 → Iq → Dq → Gal(OL/q/OK/p) → 0.

Υποθέτουµε τώρα ότι µια πεπερασµένη οµάδα δρα πάνω σε µια 3-πολλαπλότητα
Μ και ότι M → M/G είναι ένα διακλαδισµένο κάλυµµα (υποθέτουµε ότι το σύνολο
διακλάδωση είναι ένα link). Η υποοµάδα DK ⊂ G η οποία αποτελείται από τα
στοιχεία που απεικονίζουν τον κόµπο K ⊂ M στον εαυτό του ϑα ονοµάζεται η οµά-
δα διακλάδωσης του K. Υποθέτουµε ότι η δράση της DK) πάνω στο K διατηρεί
τον προσανατολισµό. Σ’ αυτή την περίπτωση η εικόνα του ϕυσιολογικού οµο-
µορφισµού DK → Homeo(K) είναι ακριβώς η οµάδα των deck transformations,
Gal(K/K′), του καλύµµατος K → K′ = K/DK. Κατ’ αναλογία µε τη ϑεωρία αρι-
ϑµών, ο πυρήνας αυτού του οµοµορφισµόυ, IK, ονοµάζεται οµάδα αδράνειας του
K. ΄Οπως και πριν, έχουµε την ακόλουθη ακριβή ακολουθία

0 → IK → DK → Gal(K/K′) → 0.

Συµβολίζουµε τις τάξεις των IK και Gal(K/K′) µε eK και fK αντίστοιχα. Θα ονοµά-
ουµε το eK �αθµό διακλάδωσης του K. Σηµειώνουµε ότι και η Gal(OK/q/OK/p)
και η Gal(K/K′) είναι πάντοτε κυκλικές οµάδες.

΄Οπως και πριν, έστω q να είναι ένα πρώτο ιδεώδες του OL και έστω p = q∩OK,
G = Gal(L/K). Το ιδεώδες pOL ¢ OL διακλαδίζεται µε µοναδικό τρόπο σε ένα
γινόµενο πρώτων ιδεωδών, pe11 . . . p

eg
g , όπου ei είναι ο �αθµός διακλάδωσης του pi

και q είναι ένα από τα ιδεώδη p1, . . . pg.

Θεώρηµα 5.4.1. Αν ισχύουν τα παραπάνω τότε

(i) Η οµάδα G δρα µεταβατικά στο p1, . . . pg,

(ii) e1 = . . . = eg
ορισµ.

= e και fp1 = . . . = fpg
ορισµ.

= f



5.5 Αδιακλαδωτοι, ∆ιακλαδιζοµενοι και Αδρανεις Κοµποι. · 95

(iii) |G| = efg.

Σύµφωνα µ’ αυτά που έχουµε περιγράψει για την αντιστοιχία κόµπων και
πρώτων ιδεωδών, το 5.4.1 µπορεί να αναδιατυπωθεί έτσι ώστε να περιγράφει και
την περίπτωση των κόµπων.

Θεώρηµα 5.4.2. ΄Εστω G να δρα πάνω σε µια 3-πολλαπλότητα Μ έτσι ώστε π :
M → M/G να είναι ένα διακλαδισµένο κάλυµµα. Θεωρούµε τον κόµπο K στην Μ
έτσι ώστε ο K/G να είναι ένας κόµπος στην M/G, η οποία είναι είτε µια συνιστώσα
του συνόλου διακλάδωσης είτε είναι ξένο ως προς το σύνολο αυτό. Σ’ αυτή την
περίπτωση, το π−1(K) είναι ένα link στην Μ τις συνιστώσες του οποίου ονοµάζουµε
K1, . . .Kg. Σύµφωνα µ’ αυτά που µόλις ορίστηκαν, ισχύουν τα παρακάτω

(i) Η G δρα µεταβατικά πάνω στα K1, . . .Kg

(ii) eK1 = . . . = eKg

ορισµ.
= e και fK1 = . . . = fKg

ορισµ.
= f

(iii) |G| = efg.

5.5 Αδιακλάδωτοι, ∆ιακλαδιζόµενοι και Αδρανείς Κόµποι.

Στο κεφάλαιο 3 παρουσιάσαµε αναλυτικά το πότε ένα ιδεώδες διακλαδίζεται, πότε
όχι και πότε παραµένει αδρανές. Σε πλήρη αναλογία µ’ αυτή τη ϑεωρία µπορούµε
να ορίσουµε αδιακλάδωτους, διακλαδιζόµενους και αδρανείς κόµπους.
Θεωρούµε, λοιπόν, ένα Galois διακλαδισµένο κάλυµµα π : M → M/G και έναν
κόµπο K ⊂ M που ικανοποιεί τις υποθέσεις που κάναµε στην προηγούµενη
παράγραφο (από εδώ και στο εξής ϑα ϑεωρούµε µόνο τέτοιους κόµπους). Θα
λέµε ότι ο K διακλαδίζεται στο κάλυµµα π αν eK > 1, είναι αδιακλάδιστος αν
eK = fK = 1 και ο K είναι αδρανής αν eK = 1, fK = |G|. Παρατηρούµε ότι ο K
διακλαδίζεται αν και µόνο αν είναι µια συνιστώσα του συνόλου διακλάδωσης.
΄Εστω Cp να είναι η κυκλική οµάδα τάξης p, p πρώτος και π : M → M/G είναι ένα
διακλαδισµένο κάλυµµα. Αν K ⊂ M είναι ένας κόµπος στην πολλαπλότητα Μ,
τότε ο K είτε διακλαδίζεται, είτε όχι, είτε παραµένει αδρανής.

• Αν π−1(K/G) = K1 ∪ . . . ∪ Kp, όπου K1, . . . ,Kp είναι διαφορετικοί µεταξύ
τους κόµποι, ένας από τους οποίους είναι ο K, τότε ο K είναι αδιακλάδιστος.
Στην περίπτωση αυτή η Cp µεταθέτει κυκλικά τους κόµπους αυτούς.

• Αν το K/G είναι µια συνιστώσα του συνόλου διακλάδωσης, τότε ο K διακ-
λαδίζεται. Εδώ η Cp σταθεροποιεί την π−1(K/G) = K.

• Αν π−1(K/g) = K και η δράση της Cp πάνω στον K είναι µη τετριµµένη,
τότε ο κόµπος είναι αδρανής. (Η Cp περιστρέφει τον K κατά 2π

p ).

Θεώρηµα 5.5.1. ΄Εστω µια επέκταση Galois K ⊂ L, G = Gal(L/K) και ένα
Galois διακλαδισµένο κάλυµµα π : M → M/G.

(i) Υπάρχουν πεπερασµένα το πλήθος διακλαδισµένα πρώτα ιδεώδη µέσα στον
δακτύλιο OL. Το ίδιο ισχύει και για τους διακλαδιζόµενους κόµπους στην Μ.

(ii) Υπάρχουν άπειρα το πλήθος αδιακλάδιστα πρώτα ιδεώδη µέσα στον δακτύλιο
OL και άπειροι το πλήθος αδιακλάδιστοι κόµποι στην Μ.
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(iii) Αν η G είναι κυκλική τότε υπάρχουν άπειρα αδρανή ιδεώδη µέσα στον OL και
άπειροι το πλήθος αδρανείς κόµποι στην Μ.

(iv) Αν η G δεν είναι κυκλική τότε δεν υπάρχουν αδρανή πρώτα ιδεώδη ούτε
αδρανείς κόµποι.

(v) Αν η G είναι κυκλική µε τάξη πρώτο, τότε κάθε κόµπος και κάθε πρώτο ιδεώδες
είτε διακλαδίζεται, είτε όχι, είτε παραµένει αδρανές.

Παρατήρηση 5.5.2. Το MKR λεξικό µαζί µε την αναλογία για τους διακλαδισµέ-
νους, αδιακλάδιστους και αδρανείς κόµπους και πρώτους επαρκούν για να µεταφέρ-
ουµε την εικασία του Poincarè στην ϑεωρία αριθµών. Η εικασία λέει ότι η S3 είναι η
µοναδική κλεστή 3-πολλαπλότητα χωρίς αδιακλάδιστα καλύµµατα. Παρόλα αυτά η
γεωµετρική εικασία δίνει κάτι ακόµη πιο ισχυρό : Η S3 είναι το µοναδική κλειστή 3-
πολλαπλότητα που δεν έχει πεπερασµένα αδιακλάδιστα καλύµµατα. Παραδόξως η
αλγεβρική µετάφραση αυτής της εικασίας, ότι δηλαδή « Το µοναδικό σώµα αριθ-
µών που δεν έχει αδιακλάδιστα καλύµµατα είναι το Q» είναι ψευδής. Για τις
ανάγκες αυτής της εργασίας ϑεωρούµε ότι µια επέκταση σώµατος διακλαδίζεται
αν έχει τουλάχιστον ένα διακλαδισµένο πρώτο ιδεώδες. Παρόλα αυτά µόνο λίγα
αντιπαραδείγµατα είναι γνωστά και τα παραθέτουµε στο ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 5.5.3. Αν d < 0 και η οµάδα κλάσεων της επέκτασης L = Q(
√
d) είναι

τετριµµένη τότε η L δεν έχει αδιακλάδιστες επεκτάσεις. Υπάρχουν ακριβώς 9 τέτοιες
τιµές για το d: -1, -2, -3, -7, -11, -19, -43, -67, -163.

Απόδειξη. Βλέπε [24].

Η είκασία του Poincarè ήταν µέχρι πρόσφατα ένα από τα πιο διάσηµα άλυ-
τα προβλήµατα της τοπολογίας. Το 2000 µάλιστα, το Clay Mathematics Insti-
tute το συµπεριέλαβε ως ένα από τα Millennium Prize Problems προσφέροντας
$1.000.000 σε όποιον κατάφερνε να λύσει ένα από αυτά. Στα τέλη του 2002 ο
Grigori Perelman του Steklon Institute of Mathematics της Αγίας Πετρούπολ-
ης ισχυρίστηκε ότι απέδειξε µια ακόµη πιο γενική εικασία, αυτή του Thurston
κάνοντας χρήση της Ricci flow theory. Τον Ιούλιο του 2006 το Clay Mathematics
Institude αποδέχτηκε την απόδειξή του και για το λόγο αυτό τιµήθηκε µε το Fields
Medal, το οποίο δεν αποδέχτηκε τελικά - όπως και το έπαθλο για την απόδειξη
της εικασίας.

5.6 Το ϑεώρηµα του κυρίου ιδεώδους.

Θα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε το παρακάτω ϑεώρηµα της αλγεβρικής
ϑεωρίας αριθµών και ϑα δώσουµε µια εικασία για το τι πρέπει να ισχύει στην
ϑεωρία των κόµπων.

Θεώρηµα 5.6.1. ΄Εστω K ένα αλγεβρικό σώµα αριθµών µε OK τον δακτύλιο των
ακαιρέων αλγεβρικών του, K1 ας είναι το σώµα κλάσεων του Hilbert και O1

K ας
είναι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του K1. Κάθε ιδεώδες P του OK όταν
επεκταθεί σε ιδεώδες POK1 του K1 γίνεται κύριο.

Το ϑεώρηµα αυτό ήταν εικασία του Hilbert την οποία ο E. Artin την µετέτρεψε
σε ένα πρόβληµα της ϑεωρίας οµάδων το οποίο έλυσε ο Ph. Furtwangler.



5.6 Το θεωρηµα του κυριου ιδεωδους. · 97

΄Εστω H < G, τα διαφορετικά σύµπλοκα της H στην G ϑα τα συµβολίζουµε µε

Hτ1, . . . , Hτn . (5.2)

Για κάθε σ ∈ G και για κάθε i υπάρχει ένα στοιχείο φi(σ) ∈ H, και ένας δείκτης
j = (i)σ, µε

τiσ = φi(σ)τj.

Η αντιστοιχία i 7→ (i)σ είναι µία µετάθεση των �ιζών.
Η συνάρτηση transfer από το G στο H είναι ένας οµοµορφισµός που ϑα τον

συµβολίζουµε µε V = VG→H

V : G → H

[H,H]
,

V (σ) = [H,H]φ1(σ)φ2(σ) · · ·φn(σ). (5.3)

Παρατηρούµε ότι η οµάδα H/[H,H] είναι αβελιανή και συνεπώς το παραπάνω
γινόµενο είναι ανεξάρτητο από την σειρά των παραγόντων. Αν έχουµε ένα δι-
αφορετικό σύνολο αντιπροσώπων για τα σύµπλοκα από αυτό που διαλέχαµε στο
(5.2), τότε το γινόµενο στο (5.3) µεταβάλεται µε στοιχεία που ανήκουν στον µετα-
ϑέτη και συνεπώς είναι αναξάρτητο των αντιπροσώπων. Αν η H είναι αβελιανή τότε
η transfer είναι µια συνάρτηση V : G → H.

Ισχύει το παρακάτω ϑεώρηµα

Θεώρηµα 5.6.2. Για µία πεπερασµένη οµάδα η συνάρτηση transfer G → [G,G]
είναι ο τετριµµένος οµοµορφισµός.

Απόδειξη. [23, 2, κεφάλαιο 13]

Θα συµβολίζουµε µε K2 το σώµα κλάσεων του Hilbert του K1. Θέτουµε
G = Gal(K2/K). Η επέκταση K2/K είναι αδιακλάδιστη, συνεπώς κάθε αβελιανή
επέκταση L του K που περιέχεται στο K2 είναι υπόσωµα του K1, αφού L/K είναι
αβελιανή και αδιακλάδιστη. ∆ηλαδή η K1 είναι η µέγιστη αβελιανή επέκταση του
K που περιέχεται στο K2. Αυτό σηµαίνει ότι Gal(K2/K2) = [G,G], αφού το [G,G]
είναι η µικρότερη κανονική υποοµάδα του G ώστε το πηλίκο να είναι αβελιανή.

΄Εστω OK2 ο δακτύλιος των ακεραίων του K2. ΄Εστω P ιδεώδες του OK ϑα
συµβολίζουµε µε P(1) την επέκταση του στο OK1 , δηλαδή P(1) = POK1 . Επιπλέον
ϑα συµβολίζουµε µε [P] την εικόνα του ιδεώδους στην οµάδα κλάσεων.

Θα χρειαστεί να µελετήσουµε την παρακάτω κατάσταση: Ας είναι K ⊂ E ⊂ L
ένας πύργος επεκτάσεων µε L/K επέκταση του Galois. Η E = LH δεν είναι α-
παραίτητα Galois επέκταση του K ή ισοδύναµα ηH δεν είναι απαραίτητα κανονική
υποοµάδα της G.

Θεωρούµε την ανάλυση σε σύµπλοκα

G = Hσ1 ∪ · · · ∪ Hσk .
΄Ενα στοιχείο σ ∈ G αντιµεταθέτει τα παραπάνω σύµπλοκα µέσω του πολλαπλασι-
ασµού: Hσi 7→ Hσiσ. Με τον όρο κύκλο µήκους t ϑα εννοούµε µία ακολουθία

Hσi , Hσiσ,Hσiσ
2, . . . , Hσiσ

t−1,

όπου τα παραπάνω αναγραφόµενα σύµπλοκα είναι ανά δύο διαφορετικά και
Hσiσ t = Hσi . Φυσικά ο παραπάνω όρος ταυτίζεται µε την γνωστή έννοια κύκ-
λου από την ϑεωρία των µεταθέσεων. Το σύνολο όλων των συµπλόκων της H
µπορεί να διαµεριστεί σε ξένες ενώσεις κύκλων.
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Πρόταση 5.6.3. ΄Εστω K ⊂ E ⊂ L ένας πύργος επεκτάσεων µε L/K επέκταση
του Galois. και έστω Q ένας πρώτος του L µε P = Q ∩ K. Υποθέτουµε ότι το Q/P
δεν διακλαδίζεται. ΄Εστω σ ο αυτοµορφισµός του Frobenious για το Q υπέρ το P.
Υποθέτουµε ότι ο σ έχει κύκλους µε µήκη t1, . . . , ts όταν δρα στα σύµπλοκα της
H = Gal(L/E). Τότε ο P είναι γινόµενο s το πλήθος διαφορετικών πρώτων στο E µε
σχετικούς �αθµούς αδράνειας t1, . . . .ts.

Απόδειξη. Ας είναι Hτ ένα σύµπλοκο σε ένα κύκλο µήκους t για τον σ. Θέτουµε
P0 = τ(Q) ∩ E. Το P0 είναι ένας πρώτος του E που επεκτείνει τον P. Ο �αθµός
αδράνειας f (P0/P) µπορεί να υπολογιστεί µε τον παρακάτω τρόπο: Ο �αθµός
αδράνειας του τ(Q) υπέρ το P0 είναι η τάξη της οµάδας ανάλυσης

H(τ(Q)) = H ∩ G(τ(Q)) = H ∩ τG(Q)τ−1.

Ο αυτοµορφισµός του Frobenious παράγει την οµάδα ανάλυσης, συνεπώς

〈σ〉 = G(Q).

Οπότε
H ∩ 〈τστ−1〉 = 〈τσ tτ−1〉,

όπου t είναι ο µικρότερος ϑετικός ακαίρεος για τον οποίο ισχύει

Hτ = Hτσ t .

∆ηλαδή καταλήξαµε στο ότι

H(τ(Q)) = 〈τσ tτ−1〉.
Τέλος

f (P0/P) =
f (Q/P)
f (P/P0)

=
|G(Q)|
|H(τ(Q))| =

|〈σ〉|
|〈σ t〉| = t.

∆ηλαδή ένας κύκλος µήκους t αντιστοιχεί σε ένα πρώτο του E υπέρ το P, µε �αθµό
αδράνειας t. Στην συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι η αντιστοιχία αυτή είναι ένα προς
ένα.

Θεωρούµε τα σύµπλοκα Hτ και Hλ για τα οποία ισχύει ότι

P0 = E ∩ τ(Q) = E ∩ λ(Q).

Τότε τα τ(Q) και λ(Q) είναι πρώτοι του L που επεκτείνουν τον P. Αφού η οµάδα
Galois H = Gal(L/E) δρά µεταβατικά στους πρώτους του L που επεκτείνουν ένα
πρώτο του E, έχουµε ότι υπάρχει κάποιο γ ∈ H µε

γλ(Q) = τ(Q).

Από την παραπάνω εξίσωση έχουµε ότι τ−1γλ ∈ G(Q) = 〈σ〉 Συνεπώς γλ = τσ i για
κάποιο ακαίρεο i. ∆ηλαδή Hτσ i = Hγλ = Hλ, δηλαδή τα Hτ,Hλ ανήκουν στον
ίδιο κύκλο του σ στα σύµπλοκα της H.

Για να συµπληρωθεί η απόδειξη ϑα πρέπει να δείξουµε ότι κάθε πρώτος του
E που επεκτείνει το P µπορεί να κατασκευαστεί µε αυτό τον τρόπο. Κάθε ένας
από τους s το πλήθος κύκλους αντιστοιχεί σε ένα πρώτο Pi µε �αθµό αδράνειας
ti = f (Pi/P). ΄Οµως

∑
ti = [G : H] = [E : K] =

∑
fi ,

και αφού το άθροισµα όλων των �αθµών αδρανείας µας δίνει τελικά τον �αθµό της
επεκτάσης δεν έχουµε αφήσει έξω κανένα πρώτο διαιρέτη.
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Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση Artin φK1/K στέλνει την οµάδα IK των κλασ-
µατικών ιδεωδών του K εντός της οµάδας κλάσεων CK = G/[G,G] και ο πυρήνας
της είναι η οµάδα των κύριων κλασµατικών ιδεωδών, οπότε επάγει ένα ισοµορφισ-
µό

φ1 : CK → G/[G,G].

Οµοίως, η συνάρτηση Artin φK2/K1 επάγει ένα ισοµορφισµό

φ2 : CK1 → [G,G].

Επίσεις, έχουµε την συνάρτηση CK → CK1 η οποία ορίζεται από την [P] 7→ [P1]
οπότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε την σύνθεση των συναρτήσεων

G → G

[G,G]
φ−1
1−→ CK → CK1

φ2−→ [G,G], (5.4)

όπου ο πρώτος µορφισµός είναι η ϕυσική προβολή. Θα δείξουµε ότι η σύνθεση
των συναρτήσεων αυτών είναι η συνάρτηση transfer.

Για κάθε σ ∈ G υπάρχει ένας πρώτος P του K ώστε φ1[P] = [G,G]σ. Ας
ϑεωρήσουµε ότι η παραγωντοποίηση του σε γινόµενο πρώτων στο K2 είναι

P = Q1 · · ·Qg.
Μπορούµε να διαλέξουµε για

σ =
[
K2/K

Q1

]
.

Θα κάνουµε χρήση της πρότασης 5.6.3 προκειµένου να περιγράψουµε την παραγοντοποίηση
του P στο K1. Γνωρίζουµε ότι οι παράγοντες του P στο K1 είναι σε ένα προς ένα
αντιστοιχία µε τους κύκλους της δράσης του σ στα σύµπλοκα του [G,G]. Το µήκος
του κύκλου αντιστοιχεί στους �αθµούς αδρανείας των διαφορετικών πρώτων του
K1 που επεκτείνουν το P. Φυσικά στην περίπτωση µας η επέκταση K1/K είναι
Galois, οπότε όλοι οι �αθµοί αδρανείας ταυτίζονται και έστω f η κοινή τιµή τους.
∆ιατάσουµε τα σύµπλοκα του [G,G] ως εξής :

[G,G]τ1 [G,G]τ1σ . . . [G,G]τ1σ f−1

...
...

...
[G,G]τt [G,G]τtσ . . . [G,G]τtσ f−1

Οι πρώτοι παράγοντες του P(1) είναι λοιπόν οι Qj = τj(Q1) ∩ K1 και

P(1) = Q1 · · ·Qt .
Παρατηρούµε ότι [

K2/K1

Q1

]
=

[
K2/K

P

]f
= σ f

και συνεπώς
φK2/K1(Qj) = τjφK2/K1Q1τ

−1
j = τjσ

f τ−1
j .

Τέλος υπολογίζουµε ότι η σύνθεση της (5.4) είναι

σ 7→ [G,G]σ 7→ [P] 7→ [P(1)] 7→ [Q1 · · ·Qt ] 7→
∏

τjσ
f τ−1
j .
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Αν υπολογίσουµε την συνάρτηση transfer µε �άση τα σύµπλοκα που γράψαµε
παραπάνω έχουµε

V (σ) =
∏

τjσ
f τ−1
j ,

δηλαδή το ητούµενο.
Τώρα το ϑεώρηµα 5.6.2 µας δίνει ότι η transfer είναι η τετριµµένη συνάρτηση,

και η µοναδική συνάρτηση στην σύνθεση (5.4) µπορεί να είναι µόνο η [P] 7→ [P(1)].
∆ηλαδή η εικόνα του P στην οµάδα κλάσεων του K(1) είναι τετριµµένη, ή µε άλλα
λόγια το P(1) είναι κύριο.

5.7 Το ϑεώρηµα κυρίων ιδεώδων για κόµπους.

Κλείνουµε διατυπώνοντας µιά εικασία για το τι πρέπει να ισχύει για την περίπτωση
των κόµπων σε τρισδιάστατες πολλαπλότητες.

Εικασία. Ας είναι M µιά συµπαγής 3-πολλαπλότητα και ας είναι

M(1) = M̃/[π1(M), π1(M)]

η αντίστοιχη Hilbert πολλαπλότητα της. Κάθε κόµπος S1 → M όταν γίνει lift σε
κόµπο της M(1) είναι σύνορο επιφάνειας Seifert.
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