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Eisagwg Se aut  thn ergas�a prospajoÔme na d¸soume m�a efarmog  th
 algebrik 
 je-wr�a
 arijm¸n kai th
 akriboÔ
 jewr�a
 kl�sewn swm�twn sthn kruptograf�a.'Ena apotelesmatikì kruptosÔsthma e�nai autì pou bas�zetai sto prìblhma toudiakritoÔ logar�jmou se m�a peperasmènh om�da. Pollè
 peperasmène
 om�de
èqoun qrhsimopoihje� sthn bibliograf�a gia thn ulopoi sh th
 mejìdou tou dia-kritoÔ logar�jmou kai m�a apì ti
, kat� genik  paradoq , apotelesmatikìtere
e�nai oi om�de
 twn rht¸n shme�wn pou or�zontai p�nw apì peperasmèna s¸mata.Oi eidiko� th
 kruptoan�lush
 èqoun d¸sei m�a seir� apì {strathgikè
} oiopo�e
 qrhsimopoioÔntai gia thn apokruptogr�fish kruposusthm�twn pou bas�-zontai sto prìblhma tou diakritoÔ logar�jmou. Prokeimènou na kataskeu�soumeapotelesm�tika kruptosust mata basismèna sthn mèjodo tou diakritoÔ log�-rijmou h t�xh th
 om�da
 th
 elleiptik 
 kampÔlh
 ja prèpei na ikanopoie� m�aseir� apì sunj ke
. Ja prèpei loipìn na kataskeu�soume elleiptikè
 kampÔle
oi opo�e
 na èqoun ek twn protèrwn gnwst  t�xh.To prìblhma tou prosdiorismoÔ th
 t�xh
 twn shme�wn m�a
 elleiptik 
 ka-mpÔlh
 e�nai èna dÔskolo kai bajÔ prìblhma. Gia m�a eidik  kathgor�a elleipti-k¸n kampÔlwn, ti
 legìmene
 elleiptikè
 kampÔle
 me migadikì pollaplasiasmìto prìblhma autì èqei lÔsh.Pr�gmati h j-anallo�wth m�a
 elleiptik 
 kampÔlh
 me migadikì pollaplasia-smì par�gei to legìmeno s¸ma touHilbert enì
 migadikoÔ tetragwnikoÔ s¸mato
arijm¸n. Autì to anèlpisto je¸rhma ma
 d�nei thn dunatìthta na kataskeÔasou-me thn j-anallo�wth w
 r�za tou poluwnÔmou Hilbert kai na d¸soume sunj ke
sthn arijmhtik  twn idewd¸n enì
 migadikoÔ tetragwnikoÔ s¸mato
 arijm¸n, ¸-ste to polu¸numo Hilbert na èqei ìle
 tou ti
 r�ze
 se èna peperasmèno s¸ma
Fp. Prokeimènou na or�soume kai na qrhsimopoi soume ta parap�nw ergale�a,k�noume sta èxi pr¸ta kef�laia m�a eisagwg  se merik� stoiqe�a th
 algebrik 
jewr�a
 arijm¸n.Sto pr¸to kef�laio d�noume tou
 basikoÔ
 orismoÔ
 pou ja qrhsimopoi sou-me, ìpw
 enì
 akèraiou algebrikoÔ arijmoÔ, enì
 s¸mato
 arijm¸n K kai toudaktÔliou akera�wn tou DK . Ep�sh
 perigr�foume ton trìpo eÔresh
 th
 b�sh
akeraiìthta
 enì
 daktul�ou akera�wn. Tèlo
 g�netai kai idia�terh anafor� statetragwnik� migadik� s¸mata, dhlad  se epekt�sei
 tou Q th
 morf 
 Q(

√
d),ìpou d èna
 arnhtikì
 arijmì
 eleÔjero
 tetrag¸nwn. 'Ena
 daktÔlio
 akera�wnenì
 s¸mato
 arijm¸n, e�nai Noetherian akèraia perioq , epomènw
 e�nai dunat h an�lush se pr¸ta stoiqe�a, qwr�
 ìmw
 na apotele� PMA. Se tètoiou
 da-ktul�ou
 akera�wn ja prospaj soume na paragontopoi soume ide¸dh, k�nonta
qr sh th
 nìrma
 tou
. Me qr sh th
 jewr�a
 twn plegm�twn (lattice), ja or�-

iii



PERIEQ�OMENA ivsoume ton q¸ro Lst kai ja p�roume èna polutimìtato ergale�o, to je¸rhma tou
Minkowski, to opo�o ja ma
 exasfal�sei ìti k�je ide¸de
 a pou an kei ston DKe�nai isodÔnamo me èna ide¸de
 nìrma
 ≤ (2/π)t

√
∆, ìpou ∆ e�nai h diakr�nousath
 b�sh
 akeraiìthta
 tou DK . Autì to apotèlesma, e�nai pou ja ma
 d¸seith dunatìthta na broÔme thn t�xh th
 class group tou DK .Sth sunèqeia d�noume to je¸rhma an�lush
. An èqoume m�a epèktash Galois

K ⊂ L = K(α), kai p�roume èna pr¸to ide¸de
 p ∈ DK kai an to el�qistopolu¸numo tou α analÔetai pl rw
 modp, èqoume ìti to ide¸de
 p e�nai adia-kl�dwto ston DL kai mporoÔme eÔkola na to gr�youme san ginìmeno pr¸twnidewd¸n tou DL. H mègisth adiakl�dwth kai abelian  epèktash tou K, ono-m�zetai s¸ma kl�sewn tou Hilbert. Mèsw tou omomorfismoÔ tou Artin, jakatafèroume na ft�soume se èna apì ta jemeli¸dh gia th doulei� ma
 apote-l�smata, ìti h class group H tou DK e�nai isìmorfh me thn om�da Galois th
epèktash
 L/K. Ep�sh
 èna pr¸to ide¸de
 tou K ja diasp�tai pl rw
 sto L,an kai mìno an e�nai kÔrio.Sto èbdomo kef�laio d�nontai merik� basik� stoiqe�a th
 jewr�a
 twn ellei-ptik¸n kampÔlwn, kai or�zontai oi elleiptikè
 kampÔle
 me migadikì pollaplasia-smì. Oi elleiptikè
 kampÔle
 me migadikì pollaplasiasmì apoteloÔn m�a polÔidia�terh kl�sh elleiptik¸n kampÔlwn h opo�a sundèetai me thn akrib  kataskeu-  tou s¸mato
 kl�sewn tou Hilbert. AfoÔ or�soume ti
 elleiptikè
 kampÔle
me migadikì pollaplasiasmì, de�qnoume pw
 mporoÔme na ti
 qrhsimopoi soumegia na upolog�soume thn j-anallo�wth th
 elleiptik 
 kampÔlh
 pou jèloume nakataskeu�soume. H idèa e�nai na k�noume anagwg  modulo èna kat�lhlo kÔrioide¸de
 enì
 tetragwnikoÔ s¸mato
 arijm¸n sto polu¸numo tou Hilbert. Giana g�nei autì ja prèpei na upolog�soume thn tim  th
 j-anallo�wth
, thn opo�athn jewroÔme w
 m�a modular sun�rthsh
 th
 SL2(Z). To polu¸numo Hilbertkataskeu�zetai me thn qr sh twn tetragwnik¸n morf¸n oi opo�e
 eis�gontai stoìgdoo kef�laio.Ja prèpei na ton�soume, ìti h prosèggis  ma
 e�nai kajar� jewrhtik  kai denma
 apasqoloÔn probl mata ulopoi sh
 ìpw
 to mègejo
 twn suntelest¸n toupoluwnÔmou Hilbert, oÔte h meg�lh akr�beia kinht 
 upodiastol 
 pou apaite�-tai gia ton upologismì th
 tim 
 th
 modular sun�rthsh
 j p�nw sto plègmapou or�zei o daktÔlio
 twn akera�wn algebrik¸n tou migadikoÔ tetragwnikoÔs¸mato
.Ja  jela ed¸, na ekfr�sw ti
 euqarist�e
 mou ston d�skalo mou Ariste�dhKontoge¸rgh gia ton qrìno tou kai gia to kour�gio pou mou èdwse kat� thndi�rkeia th
 ekpìnhsh
 th
 ptuqiak 
 mou ergas�a
. Ep�sh
 jèlw na euqarist -sw ta upìloipa mèlh th
 epitrop 
, tou
 k. Metafts  B. kai k. Mpelhgi�nnh A.gia ton qrìno pou di�jesan. Tèlo
 euqarist�e
 ston Swt rh gia thn dhmiourg�atwn sqhm�twn kai fusik� gia ti
 ¸re
 pou diabazame maz� ìlon autìn ton kairì,kai sthn Qion�th gia thn paroq  tou hlektronikoÔ tou upologist .N�ko
 Gkerpin 
 , S�mo
 IoÔnio
2005.



Kef�laio 1Algebriko� arijmo�1.1 Algebriko� arijmo�K�ti pou ja ma
 apasqol sei se meg�lo bajmì se aut n thn ergas�a, e�naih paragontopo�hsh enì
 arijmoÔ. E�nai ep�sh
 kai to pou jèloume na ton para-gontopoi soume. Genik� douleÔoume se kat�llhlou
 upodaktÔliou
 tou C. JadoÔme ta dÔo pio basik� stoiqe�a th
 doulei�
 ma
, ta opo�a e�nai èna algebrikìs¸ma arijm¸n kai o daktÔlio
 twn algebrik¸n akera�wn autoÔ tou s¸mato
. Seènan tètoion daktÔlio ja y�xoume gia trìpo na paragontopoi soume. D�noumepr¸ta ton orismì enì
 algebrikoÔ arijmoÔ.Orismì
 1.1 'Ena
 migadikì
 arijmì
 a kale�tai algebrikì
 an e�nai algebrikì
p�nw apì to Q, to opo�o shma�nei ìti ikanopoie� k�poio polu¸numo me rhtoÔ
suntelestè
. IsodÔnama, an di¸xoume tou
 paranomastè
 mporoÔme na upojèsoumeìti oi suntelestè
 e�nai sto Z. Ja sumbol�zoume apì ed¸ kai pèra me A to sÔnolotwn algebrik¸n arijm¸n.Je¸rhma 1.1 To sÔnolo A twn algebrik¸n arijm¸n, e�nai èna upìswma tou
C. Apìdeixh. Gnwr�zoume ìti èna
 arijmì
 a e�nai algebrikì
, an kai mìno ano bajmì
 th
 epèktash
 [Q(a) : Q] e�nai peperasmèno
. 'Estw ìti èqoume dÔoalgebrikoÔ
 arijmoÔ
 a, b. Tìte ja èqoume

[Q(a, b) : Q] = [Q(a, b) : Q(a)][Q(a) : Q].AfoÔ o b e�nai algebrikì
 p�nw apì to Q, ja e�nai algebrikì
 kai p�nw apìto Q(a). Epomènw
 o [Q(a, b) : Q(a)] e�nai peperasmèno
. Ep�sh
, profan¸
o [Q(a) : Q] e�nai peperasmèno
, �ra telik� o [Q(a, b) : Q] e�nai peperasmèno
.All� k�je a+ b, a− b, ab, a|b, (b 6= 0) an kei sto Q(a, b). Dhlad  ìla aut� jaan koun sto A.Orismì
 1.2Ja kaloÔme èna s¸ma K, s¸ma arijm¸n an e�nai upìswma tou Ckai o bajmì
 epèktas 
 tou p�nw apì to Q e�nai peperasmèno
.Autì ma
 lèei ìti k�je stoiqe�o tou K e�nai algebrikì, opìte ja èqoume ìti
K ⊆ C. 1



KEF�ALAIO 1. ALGEBRIKO�I ARIJMO�I 2Je¸rhma 1.2 An K e�nai èna s¸ma arijm¸n, tìte K = Q(u) gia k�poion ualgebrikì arijmì.Apìdeixh. Ja upojèsoume ìti an K = K1(a, b) tìte K = K1(u). 'Estw ìti
p, q e�nai ta el�qista polu¸numa twn a, b ant�stoiqa p�nw apì to K1. 'Estw ìtih paragontopo�hsh aut¸n twn poluwnÔmwn p�nw apì tou
 migadikoÔ
 e�nai

p(t) = (t− a1)...(t− an)

q(t) = (t− b1)...(t − bm).Epilègw na e�nai a = a1, b = b1. Gnwr�zoume ep�sh
 ìti ìla ta ai e�nai diaforetik�metaxÔ tou
, ìpw
 kai ta bj . Epomènw
 gia k�je i kai k�je k 6= 1 up�rqeitoul�qiston èna stoiqe�o x sto K1, tètoio ¸ste ai + xbk = a1 + xb1. Apì thnstigm  pou up�rqoun peperasmène
 to pl jo
 tètoie
 exis¸sei
, mporoÔme naepilèxoume èna c ∈ K1 me c 6= 0, to opo�o na mhn e�nai �so me kanèna apì aut� ta
x kai tìte ja èqoume

ai + cbk 6= a1 + cb1.Jètoume u = a + cb. Ja apode�xoume ìti K1(u) = K1(a, b). To ìti K1(u) ⊆
K1(a, b) e�nai profanè
, �ra mènei na de�xoume ìti K1(u) ⊇ K1(a, b). Arke� nade�xoume ìti b ∈ Ku afoÔ a = u− cb. 'Eqoume p(u− cb) = p(a) = 0, kai or�zoumeto polu¸numo r(t) = p(u − ct) ∈ K1(u)[t]. Tìte to b e�nai r�za kai tou q(t)kai tou r(t). Aut� ta polu¸numa ja èqoun mìno m�a koin  r�za, giat� an e�qamekai m�a �llh r�za ξ, me q(ξ) = r(ξ) = 0 tìte to ξ ja e�nai èna ek twn bi kaiep�sh
 to u− cξ ja e�nai èna ek twn ai. E�nai plèon profanè
 ìti prèpei na e�nai
ξ = b. 'Estw h(t) to el�qisto polu¸numo tou b p�nw apì to K1(u). Tìte jae�nai h(t) | q(t), h(t) | r(t). Kai epeid  èqoume ìti ta q(t) kai r(t) èqoun mìnom�a koin  r�za sto C, prèpei na e�nai deg h(t) = 1, ètsi h(t) = t + l gia k�poio
l ∈ K1(u). Tèlo
 ja èqoume 0 = h(b) = b+ l ⇔ b = −l ∈ K1(u).A
 doÔme èna par�deigma th
 qrhsimìthta
 tou parap�nw.Par�deigma 1.1Ja de�xoume me el�qisto kìpo, ìti Q(

√
2, 3

√
5) = Q(

√
2+ 3

√
5).E�nai

a1 =
√

2, a2 = −
√

2

b1 =
3
√

5, b2 = ω
3
√

5, b3 = ω2 3
√

5me to ω na e�nai m�a migadik  kubik  r�za th
 mon�da
 ω = 1/2(−1+ 3
√
−3). Giathn tim  t¸ra tou c = 1 parathroÔme ìti

ai + cbj 6=
√

2 + c
3
√

5afoÔ to dex� mèlo
 e�nai pragmatikì
 arijmì
, en¸ to aristerì e�nai migadikìgia ìle
 ti
 peript¸sei
 (k 6= 1). Epomènw
, ìpw
 de�xame sthn apìdeixh touprohgoÔmenou jewr mato
 kai ft�nonta
 se autì pou zht same Q(
√

2, 3
√

5) =
Q(

√
2 + 3

√
5).1.2 Suzug  kai diakr�nouse
'Estw ìti èqoume èna s¸ma arijm¸n K = Q(u). To K mpore� na emfuteute�sto C me diaforetikoÔ
 trìpou
, mèsw twn monomorfism¸n σ : K → C. Giapar�deigma, an èqoume K = Q(i) tìte ja èqoume dÔo peript¸sei
.

σ(x + iy) = x+ iy



KEF�ALAIO 1. ALGEBRIKO�I ARIJMO�I 3
σ(x + iy) = x− iy, x, y ∈ Q.To sÔnolo aut¸n twn monomorfism¸n ja ma
 apasqol sei idia�tera sth sunèqeia.Je¸rhma 1.3 'Estw K = Q(u) s¸ma arijm¸n, me bajmì epèktash
 n p�nwapì to Q. Tìte up�rqoun akrib¸
 n diaforetiko� monomorfismo� σi : K → C.Ep�sh
, ta stoiqe�a σi(u) = ui, e�nai oi diaforetikè
 r�ze
 sto C, tou el�qistoupoluwnÔmou tou u p�nw apì to Q.Apìdeixh. 'Estw u1, ...un oi diaforetikè
 r�ze
 tou el�qistou poluwnÔmou ptou u. Tìte kai to k�je ui ja èqei el�qisto polu¸numo to p, epeid  to p e�naian�gwgo. Epomènw
 up�rqei monadikì
 isomorfismì
 swm�twn σi : Q(u) →

Q(ui), gia ton opo�o σi(u) = ui. Ousiastik�, an p�roume èna a ∈ Q(u) tìte jaèqoume a = r(u) gia k�poio monadikì polu¸numo r(t) ∈ Q[t], me deg r(t) < n.'Ara tìte ja èqoume σi(a) = r(ui). Ant�strofa, an o σ : K → C e�nai èna
monomorfismì
, tìte o σ e�nai o tautotikì
 sto Q. 'Ara ja e�nai
σ(p(u)) = σ(0) = 0 = p(σ(u)).Pr�gma to opo�o ma
 odhge� sto sumpèrasma ìti to σ(u) e�nai m�a ek twn uiriz¸n, �ra kai o σ e�nai èna
 ek twn σi.Orismì
 1.3 Gia k�je a ∈ K = Q(u) or�zoume san polu¸numo s¸mato
 tou ap�nw apì to K na e�nai to

fa(t) =

n
∏

i=1

(t− σi(a)).Me th bo jeia tou orismoÔ tou summetrikoÔ poluwnÔmou, ja diatup¸soumeèna pìrisma qwr�
 thn apìdeix  tou, to opo�o ja ma
 fane� qr simo sto epìmenoje¸rhma.Orismì
 1.4 'Estw R[t1, ..., tn] daktÔlio
 poluwnÔmwn. 'Estw Sn h summetri-k  om�da metajèsewn twn n stoiqe�wn. Gia k�je met�jesh σ ∈ Sn kai k�jepolu¸numo f ∈ R[t1, ..., tn], or�zoume to polu¸numo
fσ(t1, ..., tn) = f(tσ(1), ..., tσ(n)).'Ena polu¸numo onom�zetai summetrikì, an kai mìno an fσ = f gia k�je σ ∈ Sn.Pìrisma 1.1 'Estw ìti èqoume m�a epèktash L enì
 s¸mato
 K. Ep�sh
 èstwpolu¸numo p ∈ K[t], deg p(t) = n kai oi r�ze
 tou p e�nai oi u1, ..., un ∈ L. An

h(t1, ...tn) ∈ K[t1, ...tn] e�nai summetrikì, tìte h(u1, ..., un) ∈ K.Apìdeixh. Blèpe pìrisma 1.10 [1℄.Je¸rhma 1.4 Oi suntelestè
 tou poluwnÔmou s¸mato
 e�nai rhto� arijmo�,dhlad  fa(t) ∈ Q[t].Apìdeixh. 'Opw
 èqoume pei, èqoume a = r(u), r(t) ∈ Q[t] kai deg r(t) < n. Topolu¸numo s¸mato
 pa�rnei thn ex 
 morf :
fa(t) =

∏

i

(t− r(ui)).Oi suntelestè
 tou fa(t) e�nai th
 morf 
 h(u1, ..., un), ìpou to h(t1, ..., tn) e�naièna summetrikì polu¸numo sto Q[t1, ..., tn]. Tèlo
 kai me qr sh tou por�smato
1.1, oi suntelestè
 tou poluwnÔmou s¸mato
 h(t1, ..., htn) ∈ Q.



KEF�ALAIO 1. ALGEBRIKO�I ARIJMO�I 4Orismì
 1.5Ta stoiqe�a σi(a) onom�zontai K-suzug  tou a.Je¸rhma 1.51. To polu¸numo s¸mato
 fa e�nai m�a dÔnamh tou el�qistou poluwnÔmou pa.2. Ta K-suzug  tou a e�nai oi r�ze
 tou pa sto C, me thn kajemi� na epa-nalamb�netai n/m forè
, ìpou m e�nai o bajmì
 tou poluwnÔmou pa kaidiairèth
 tou n.3. To stoiqe�o a ∈ Q an kai mìno an ìla tou ta K-suzug , e�nai �sa.4. Ja èqoume Q(a) = Q(u), an kai mìno an ìla ta K-suzug  tou a e�naidiaforetik� metaxÔ tou
.Apìdeixh.Blèpe je¸rhma 2.5 [1℄.Orismì
 1.6 An èqoume loipìn thn epèktash tou Q, K = Q(u) bajmoÔ n,kai m�a b�sh tou (a1, ..., an) an to doÔme sa dianusmatikì q¸ro p�nw apì to Q,or�zoume sa diakr�nousa th
 b�sh
 aut 
 na e�nai:
∆[a1, ..., an] = [det(σi(aj))]

2'Estw ìti epilègoume m�a �llh b�sh (b1, ..., bn). Tìte ja e�nai:
bk =

n
∑

i=1

cikaigia cik ∈ Q, k = 1, ..., n kai det(cik) 6= 0. Apì thn stigm  pou k�je monomorfismì
σi, an ton perior�sw sto Q e�nai o tautotikì
, ja p�roume:

∆[b1, ..., bn] = [det(cik)]
2∆[a1, ..., an].Je¸rhma 1.6H diakr�nousa k�je b�sh
 gia to K = Q(u) e�nai rhtì
 arijmì
kai mh mhdenikì
. Ep�sh
 an ìla ta K-suzug  tou u e�nai pragmatiko� arijmo�,tìte h diakr�nousa k�je b�sh
 e�nai kai jetikì
 arijmì
.Apìdeixh. Epilègoume th b�sh thn opo�a ma
 boleÔei, (1, u, ..., un−1). Anta suzug  tou u e�nai oi u1, ..., un ja èqoume ∆[1, u, ..., un−1] = (detuji )

2. M�aor�zousa aut 
 th
 morf 
 onom�zetai Vandermonde or�zousa kai apodeiknÔetaiìti h tim  th
 d�netai apì
D =

∑

1≤i<j≤n
(ti − tj).Epomènw
 ja èqoume

∆ = ∆[1, u, ..., un−1] = [
∏

(ui − uj)]
2.ParathroÔme ìti to D san polu¸numo tou ti, e�nai antisummetrikì, �ra to D2ja e�nai summetrikì. Epomènw
, sÔmfwna me to pìrisma 1.1, to ∆ e�nai rhtì
arijmì
. Ep�sh
 afoÔ ta ui e�nai diaforetik� metaxÔ tou
, to ∆ ja e�nai kai
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 m�a opoiad pote b�sh (b1, ..., bn). Tìte sÔmfwname ton tÔpo pou de�xame prin ja e�nai
∆[b1, ..., bn] = (detcik)

2∆me cik rhtoÔ
 arijmoÔ
 kai detcik 6= 0, ètsi h ∆[b1, ..., bn] e�nai rhtì
 arijmì
kai di�foro
 tou mhdèn. Tèlo
 e�nai profanè
 ìti an ìla ta ui e�nai pragmatiko�arijmo�, to ∆ ja e�nai jetikì
 arijmì
 kai to �dio kai h diakr�nousa k�je �llh
b�sh
.1.3 Akèraioi algebriko� arijmo�Xekin�me thn par�grafo me ton orismì enì
 akèraiou algebrikoÔ arijmoÔ.Orismì
 1.7 'Ena
 migadikì
 arijmì
 u ja onom�zetai akèraio
 algebrikì
 anup�rqei èna monikì polu¸numo p(t) me akèraiou
 suntelestè
, tètoio ¸ste p(u) =
0. Dhlad  ja isqÔei un + an−1u

n−1 + ...+ a0 = 0 me ta ai ∈ Z.Par�deigma 1.2SÔmfwna loipìn me ton parap�nw orismì, o arijmì
 u =
√
−2e�nai akèraio
 algebrikì
 afoÔ u2+2 = 0. O arijmì
 t = 1/2(1+

√
5) e�nai ep�sh
akèraio
 algebrikì
 afoÔ t2 − t − 1 = 0. En¸ ant�jeta, o arijmì
 m = 23/2mpore� na ikanopoie� thn ex�swsh 2m−23 = 0, h opo�a den e�nai monikì polu¸numo.Ikanopoie� ep�sh
 thn m − 23/2 = 0, all� aut  den èqei akèraiou
 suntelestè
gia na kajistoÔn to m akèraio algebrikì arijmì.Apì ed¸ kai pèra ja sumbol�zoume me B to sÔnolo twn akèraiwn algebrik¸narijm¸n. O pr¸to
 stìqo
 ja e�nai na de�xoume ìti to B e�nai upodaktÔlio
 twnalgebrik¸n arijm¸n A. Gia na g�nei autì pr¸ta de�qnoume to akìloujo l mma.L mma 1.1'Ena
 migadikì
 arijmì
 u e�nai akèraio
 algebrikì
, an kai mìno anh prosjetik  om�da pou genn�tai apì ìle
 ti
 dun�mei
 1, u, u2, ... e�nai pepera-smèna paragìmenh.Apìdeixh. 'Estw pr¸ta ìti o arijmì
 u e�nai akèraio
 algebrikì
. TìtesÔmfwna me ton orismì pou d¸same ja e�nai

un + an−1u
n−1 + ...+ a0 = 0, ai ∈ Z. (1.1)Isqurizìmaste ìti k�je dÔnamh tou u br�sketai mèsa sthn prosjetik  om�da poupar�getai apì ta 1, u, u2, ..., un−1. Ja sumbol�zoume aut n thn om�da, G. Apìthn sqèsh 1.1, blèpoume ìti un ∈ Γ. Epagwgik�, an èqoume m ≥ n kai um ∈ Γ,ja e�nai

um+1 = um+1−nun = um+1−n(−an−1u
n−1 − ...− a0) ∈ Γ.Dhlad  k�je dÔnamh tou u br�sketai mèsa sthn G. T¸ra gia to ant�strofo. Upo-jètoume ìti k�je dÔnamh tou u zei mèsa se m�a peperasmèna paragìmenh prosje-tik  om�da G. H upoom�da Γ ≤ G pou par�getai apì ti
 dun�mei
 1, u, u2, ..., unprèpei kai aut  na e�nai peperasmèna paragìmenh. Opìte ja jewr soume ìti hom�da G èqei genn tore
 v1, v2, ..., vn. Blèpoume aut� ta vi, san polu¸numa tou
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u, me akèraiou
 suntelestè
. Epomènw
 kai to uvi ja e�nai polu¸numo. 'Etsiup�rqoun akèraioi arijmo� bij tètoioi ¸ste

uvi =
n

∑

j=1

bijvi.H parap�nw sqèsh ma
 odhge� se èna sÔsthma omogen¸n exis¸sewn gia to vi,pou èqei thn ex 
 morf .
(b11 − u)v1 + b12v2 + ...+ b1nvn = 0

b21v1 + (b22 − u)v2 + ...+ b2nvn = 0

.......

bn1v1 + ...+ (bnn − u)vn = 0.Apì thn stigm  pou up�rqei lÔsh v1, ..., un ∈ C, odhgoÔmaste sto sumpèrasmaìti h diakr�nousa pou sqhmat�zoun oi suntelestè
 twn vi sto parap�nw sÔsthmae�nai �sh me mhdèn. An thn ano�xoume, katal goume se èna polu¸numo monikì, meakèraiou
 suntelestè
 pou ikanopoie� to u. 'Etsi o u ja e�nai akèraio
 algebri-kì
 arijmì
.Je¸rhma 1.7Oi akèraioi algebriko� arijmo� sqhmat�zoun upodaktÔlio tou s¸-mato
 twn algebrik¸n arijm¸n.Apìdeixh. 'Estw l,m ∈ B. Prèpei na de�xoume ìti l +m ∈ B kai ìti lm ∈ B.Apì to l mma 1.1, xèroume ìti ìle
 oi dun�mei
 tou l zoun se m�a peperasmènaparagìmenh prosjetik  upoom�da Γl ≤ C kai ìti ìle
 oi dun�mei
 tou m zounse m�a peperasmèna paragìmenh prosjetik  upoom�da Γm ≤ C. Epomènw
, oidun�mei
 twn l+m, lm e�nai akèraioi grammiko� sunduasmo� stoiqe�wn th
 morf 

limj , ta opo�a zoun mèsa sthn ΓlΓm ⊆ C. An poÔme ìti h Γl èqei genn tore

v1, ..., vn kai h Γm ta w1, ..., ws, tìte h ΓlΓm e�nai h prosjetik  om�da poupar�getai apì ìla ta uiwj me 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ s. Epomènw
 ìle
 oi dun�mei
tou l +m kai tou lm zoun se m�a peperasmèna paragìmenh upoom�da tou C kaiètsi sÔmfwna me to l mma 1.1, ta l+m kai lm e�nai akèraioi algebriko� arijmo�.Akolouj¸nta
 per�pou thn �dia taktik  me thn prohgoÔmenh apìdeixh, jade�xoume to epìmeno je¸rhma.Je¸rhma 1.8 'Estw u èna
 migadikì
 arijmì
 o opo�o
 ikanopoie� èna moni-kì polu¸numo, me suntelestè
 akèraiou
 algebrikoÔ
 arijmoÔ
. Tìte o u e�naiakèraio
 algebrikì
.Apìdeixh. Upojètoume ìti

un + yn−1u
n−1 + ...+ y0 = 0,me ta yi ∈ B. Aut� ta yi gennoÔn ènan upodaktÔlio Y tou B. Apì to l mma1.1, xèroume ìti ìle
 oi dun�mei
 tou u zoun se èna peperasmèna paragìmeno

Y -submodule M tou C, to opo�o genn�tai apì ta 1, u, ..., un−1. Apì to je¸rhma1.7, ta yi kai oi dun�mei
 tou
 zoun se m�a peperasmèna paragìmenh prosjetik om�da Γi. 'Estw ìti aut  èqei genn tore
 gij , me 1 ≤ j ≤ ni. Epomènw
 to Mzei mèsa sthn prosjetik  om�da pou par�getai apì ìla ta stoiqe�a
gij1 , g2j2 ...gn−1,jn−1

uk, 1 ≤ ji ≤ ni, 0 ≤ k ≤ n− 1,



KEF�ALAIO 1. ALGEBRIKO�I ARIJMO�I 7to opo�o e�nai peperasmèno sÔnolo. 'Ara kai toM e�nai peperasmèna paragìmenosan prosjetik  om�da. SÔmfwna me to l mma 1.1, o u e�nai akèraio
 algebrikì
arijmì
.H qrhsimìthta twn dÔo teleuta�wn jewrhm�twn pou apode�xame, e�nai ìti mpo-roÔme na kataskeu�soume akèraiou
 algebrikoÔ
 arijmoÔ
 apì �llou
 gnwstoÔ
arijmoÔ
. A
 doÔme èna par�deigma. Xèroume ìti oi arijmo� √5 kai √7 e�nai a-kèraioi algebriko�. SÔmfwna t¸ra me to je¸rhma 1.7, akèraioi algebriko� jae�nai kai oi arijmo� √5+
√

7, 5
√

5 +57
√

7,
√

5
5
(1 +

√
7)2. Ep�sh
 sÔmfwna me toje¸rhma 1.8, oi r�ze
 enì
 monikoÔ poluwnÔmou to opo�o èqei suntelestè
 tou
parap�nw arijmoÔ
, ja e�nai kai autè
 akèraioi algebriko� arijmo�. Suneq�zoumeme ton orismì tou daktul�ou akera�wn enì
 s¸mato
 arijm¸n.Orismì
 1.8Gia k�je s¸ma arijm¸n K e�nai D = K ∩B, kai onom�zoume to DdaktÔlio twn algebrik¸n akera�wn touK. O sumbolismì
 pou ja qrhsimopoioÔmeja e�nai DK ,   ìtan e�nai fanerì gia poio s¸ma mil�me, apl� ja gr�foume D.Ep�sh
 afoÔ ta K,B e�nai upodaktÔlioi tou C, to D e�nai upodaktÔlio
 tou K.Epiplèon ja èqoume Z ⊆ Q ⊆ K kai Z ⊆ B, �ra Z ⊆ D.L mma 1.2 An K e�nai èna s¸ma arijm¸n kai a ∈ K, tìte gia k�poio c 6= 0, c ∈

Z ja èqoume ca ∈ D.Apìdeixh. H apìdeixh autoÔ tou l mmato
 e�nai tetrimmènh kai apl� ja to qrh-simopoi soume gia na de�xoume to akìloujo pìrisma.Pìrisma 1.2 An èqoume K èna s¸ma arijm¸n, tìte K = Q(u), gia u k�poionakèraio algebrikì arijmì.Apìdeixh. 'Opw
 èqoume de�xei sto je¸rhma 1.2, gia k�poion b ∈ A ja e�nai
K = Q(b). Apì to l mma 1.2 ja isqÔei ìti u = cb, c ∈ Z, c 6= 0. Epomènw
,e�nai plèon profanè
 ìti Q(b) = Q(u).Gia thn apìdeixh tou epìmenou l mmato
 ja diatup¸soume to parak�tw l mmapou to ofe�loume ston Gauss.L mma 1.3 'Estw polu¸numo p ∈ Z[t] kai èstw ìti p = gh, g, h ∈ Q[t]. Tìteup�rqei λ ∈ Q gia ton opo�o ja èqoume λg, λ−1h ∈ Z[t].Apìdeixh. Blèpe l mma 1.4 apì [1℄.L mma 1.4'Ena
 algebrikì
 arijmì
 a e�nai akèraio
 algebrikì
, an kai mìnoan to el�qisto polu¸numì tou p�nw apì to Q, èqei akera�ou
 suntelestè
.Apìdeixh. 'Estw p to el�qisto polu¸numo tou a p�nw apì to Q. Autì e�naimonikì kai an�gwgo sto Q[t]. An to p an kei sto Z[t], tìte ex orismoÔ o a e�naiakèraio
 algebrikì
. Ant�strofa, èstw a akèraio
 algebrikì
. Tìte gia k�poiomonikì polu¸numo q(t) ∈ Z[t] ja e�nai q(a) = 0 kai ep�sh
 p | q. K�poio rhtìpollapl�sio λp up�rqei sto Z[t] to opo�o diaire� to q. Kai epeid  ta dÔo aut�polu¸numa e�nai monik� ja èqoume ìti λ = 1, epomènw
 sÔmfwna me to l mma1.4, p(t) ∈ Z[t].L mma 1.5 'Ena
 akèraio
 algebrikì
 arijmì
 ja e�nai rhtì
, an kai mìno ane�nai akèraio
 arijmì
. Dhlad  B ∩ Q = Z.Apìdeixh. O egkleismì
 Z ⊆ B∩Q e�nai profan 
. 'Estw t¸ra k�poio a ∈ B∩Q.'Eqoume ìti a ∈ Q, �ra to el�qisto polu¸numì tou p�nw apì to Q ja e�nai to
t−a. AfoÔ e�nai kai akèraio
 algebrikì
, apì to l mma 1.5, prèpei oi suntelestè
tou na an koun sto Z. Dhlad  −a ∈ Z pou profan¸
 shma�nei ìti a ∈ Z.
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 akeraiìthta
'Estw ìti èqoume èna s¸ma arijm¸n K, me bajmì n p�nw apì to Q. Xèroumeìti K = Q(u), ìpou u èna
 akèraio
 algebrikì
. Tìte to el�qisto polu¸numo ptou u, èqei bajmì n kai m�a b�sh tou K e�nai h {

1, u, u2, ..., un−1
}. O daktÔlio
akera�wn D, tou K, e�nai abelian  om�da me pr�xh thn prìsjesh (ìla aut� jaapodeiqtoÔn sth sunèqeia). H {a1, ..., as} e�nai b�sh akeraiìthta
, an kai mìno anìla ta ai ∈ D kai ìla ta stoiqe�a touD gr�fontai monadik� sth morf  b1a1+...+

bsas, bi ∈ Z. Sth sunèqeia ja de�xoume ìti ìnto
 b�sh akeraiìthta
 up�rqei giak�je daktÔlio akera�wn, all� den e�nai aut  pou biastik� ja upojètame. Dhlad gia èna K = Q(u) me u akèraio algebrikì, m�a Q-b�sh e�nai h {

1, u, u2, ..., un−1
}all� den shma�nei apara�thta ìti aut  e�nai kai h b�sh akeraiìthta
 tou K. Anp�roume san par�deigma to K = Q(

√
5) kai to stoiqe�o autoÔ 1

2 + 1
2

√
5 to opo�oikanopoie� thn ex�swsh t2−t+1 = 0, blèpoume ìti en¸ e�nai �lgebrikì
 akèraio
,den an kei sto Z[

√
5]. ProqwroÔme t¸ra sig� sig� na ta apode�xoume ìla aut�kai na ta doÔme sthn pr�xh.L mma 1.6 'Estw K s¸ma arijm¸n kai {a1, ...an} m�a b�sh tou pou apotele�-tai apì akèraiou
 algebrikoÔ
. Tìte h diakr�nousa ∆[a1, ..., an] e�nai akèraio
arijmì
, di�foro
 tou mhdenì
.Apìdeixh. SÔmfwna me to je¸rhma 1.6 xèroume ìti h ∆ e�nai rhtì
 arijmì
.E�nai kai akèraio
 algebrikì
 afoÔ e�nai a ∈ B. Epomènw
, apì to l mma 1.5 jap�roume ìti e�nai akèraio
. Tèlo
, to ìti den e�nai mhdèn ma
 to exasfal�zei p�lito je¸rhma 1.6.Je¸rhma 1.9K�je daktÔlio
 D, enì
 s¸mato
 arijm¸nK, èqei b�sh akeraiì-thta
 kai h prosjetik  om�da tou D e�nai eleÔjerh abelian , t�xh
 n, �sh me tobajmì tou K.Apìdeixh. 'Estw u akèraio
 algebrikì
 kai K = Q(u). Up�rqei m�a b�sh tou

K, èstw h {

1, u, ..., un−1
}, h opo�a apotele�tai apì akèraiou
 algebrikoÔ
, al-l� qwr�
 na e�nai apara�thta b�sh akeraiìthta
. Apì to l mma 1.5, èqoume ìti

∆[1, ..., un−1] ∈ Z∗. Epomènw
, epilègoume m�a b�sh pou apotele�tai apì akè-raiou
 algebrikoÔ
 {ω1, ..., ωn} kai gia thn opo�a na isqÔei ìti h |∆[ω1, ..., ωn]|,na e�nai h el�qisth dunat . Isqurizìmaste ìti aut  e�nai m�a b�sh akeraiìthta
.'Estw ìti den e�nai. Tìte ja up�rqei k�poio
 algebrikì
 akèraio
 ω ∈ Q(u), oopo�o
 gr�fetai ω = a1ω1 + ...+ anωn me ta ai ∈ Q kai k�poia apì aut� ta xi,ìqi apara�thta ìla, na e�nai akèraioi. 'Estw ìti a1 /∈ Z. Tìte ja e�nai
a1 = a+ r, a ∈ Z, 0 < r < 1.Jètoume

y1 = ω − aω1, yi = ωi, i = 2, ..., n.Kai t¸ra h {y1, ..., yn}, e�nai m�a b�sh pou apotele�tai apì akèraiou
 algebrikoÔ
.H or�zousa pou e�nai sqetik  me thn allag  b�sh
 apì ta ω sta y, e�nai h
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 − a a2 a3 ... an
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
.. .. .. .. ..
0 0 0 ... 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= r.
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 ja èqoume
∆[y1, ..., yn] = r2∆[ω1, ..., ωn].Apì thn stigm  pou èqoume upojèsei ìti gia to r isqÔei 0 < r < 1, ft�noume se a-nt�jesh se ìti afor� thn epilog  ma
 gia th {ω1, ..., ωn}, ìti h |∆[ω1, ..., ωn]| e�naiel�qisth. Epomènw
 o isqurismì
 ma
  tan swstì
, dhlad  h b�sh {ω1, ..., ωn}e�nai b�sh akeraiìthta
. Opìte h (D,+) e�nai eleÔjerh abelian  om�da, t�xh


n. Met� thn apìdeixh autoÔ tou jewr mato
 ft�noume sto er¸thma th
 eÔresh
b�sh
 akeraiìthta
, gia peript¸sei
 ìpw
 aut  tou Q(
√

5), ìpou b�sh akeraiì-thta
 den e�nai h Q-b�sh {

1,
√

5
}. 'Estw èna stoiqe�o to opo�o na an kei sto

Q(
√

5). Autì ja èqei morf  p+ q
√

5, p, q ∈ Q. Autì to stoiqe�o èqei el�qistopolu¸numo
t = p+ q2 ⇔ t2 − 2pt+ p2 = 5q2 ⇔ t2 − 2pt+ (p2 − 5q2).O arijmì
 p+ q

√
5 ja e�nai akèraio
 algebrikì
, an kai mìno an oi suntelestè
autoÔ tou poluwnÔmou e�nai akèraioi arijmo�. Dhlad  p, p2−5q2 ∈ Z. Epomènw


p = 1/2P, P ∈ Z. Gia P �rtio, èqoume ìti o p2 e�nai akèraio
, pou shma�nei ìtikai o 5q2 e�nai akèraio
, pou k�nei ton q na e�nai akèraio ep�sh
. An o P e�naiperittì
 arijmì
, br�skoume ìti q = 1/2Q, ìpou Q e�nai ep�sh
 perittì
 akèraio
.Epomènw
 blèpoume ìti o daktÔlio
 akera�wn e�nai o D = Z[ 12 + 1
2

√
5] kai h b�shakeraiìthta
 e�nai h {

1, 1
2 + 1

2

√
5
}.L mma 1.7 'Estw G eleÔjerh abelian  om�da t�xh
 n, me b�sh {a1, ..., an}.'Estw ìti èqoume ton p�naka (bij) me bij ∈ Z. Tìte ta stoiqe�a
yi =

∑

i

bijajapoteloÔn m�a b�sh gia thn G, an kai mìno an o (bij) e�nai unimodular.Apìdeixh. Ta yi apoteloÔn b�sh gia thn G. 'Ara kai ta ai gr�fontai sangrammiko� sunduasmo� twn yi. E�nai
ai =

∑

j

cijyj .An (cij) o p�naka
 twn stoiqe�wn cij , parathroÔme ìti (bij)(cij) = Id, ètsi oip�nake
 auto� ja e�nai antistrèyimoi kai ja prèpei na èqoun antistrèyimh or�zousasto Z, dhlad  det (bij) = ±1.Je¸rhma 1.10 'Estw ìti {a1, ..., an} e�nai m�a Q-b�sh gia èna s¸ma arijm¸n
K. An h diakr�nousa ∆[a1, ..., an] e�nai arijmì
 eleÔjero
 tetrag¸nwn, tìte h
{a1, ..., an} ja e�nai b�sh akeraiìthta
.Apìdeixh. 'Estw m�a b�sh akeraiìthta
 {b1, ..., bn}. Tìte ja isqÔei

∆[a1, ..., an] = (detcij)
2∆[b1..., bn].AfoÔ h ∆[a1, ..., an] e�nai arijmì
 eleÔjero
 tetrag¸nwn apì thn upìjesh, japrèpei h or�zousa detcij = ±1, dhlad  o p�naka
 bij na e�nai unimodular. Epo-mènw
 apì to l mma 1.7 h b�sh {a1, ..., an} ja e�nai b�sh akeraiìthta
.



KEF�ALAIO 1. ALGEBRIKO�I ARIJMO�I 10Par�deigma 1.3 'Estw ìti èqoume to prohgoÔmeno par�deigma, dhlad  K =
Q(

√
5). 'Estw ep�sh
 h Q-b�sh tou {

1, 1
2 + 1

2

√
5
}. Pa�rnoume tou
 dÔo monomor-fismoÔ
 σi : Q(

√
5) → C, i = 1, 2. E�nai:

σ1(p+ q
√

5) = p+ q
√

5

σ2(p+ q
√

5) = p− q
√

5,gia p, q ∈ Q. Epomènw
 h diakr�nousa aut 
 th
 b�sh
 ja e�nai
∆[1,

1

2
+

1

2

√
5] =

∣

∣

∣

∣

1 1
2 + 1

2

√
5

1 1
2 − 1

2

√
5

∣

∣

∣

∣

2

= 5.'Opou to 5 e�nai arijmì
 eleÔjero
 tetrag¸nwn, epomènw
 sÔmfwna me to je¸rhma1.10 h b�sh {

1, 1
2 + 1

2

√
5
}, e�nai b�sh akeraiìthta
.Parat rhsh: Blèpoume ìti to ant�strofo tou jewr mato
 1.10 den isqÔei seaut n thn per�ptwsh.1.5 Nìrma kai �qno
Se aut  thn par�grafo ja asqolhjoÔme me th nìrma kai to �qno
 enì
 stoi-qe�ou a ∈ K. Xekin�me d�nonta
 tou
 orismoÔ
.Orismì
 1.9 Gia k�je a ∈ K or�zoume nìrma na e�nai h

N(a) =

n
∏

i=1

σi(a)kai �qno

T (a) =

n
∑

i=1

σi(a).Xèroume ìti to polu¸numo s¸mato
 e�nai m�a dÔnamh tou el�qistou poluw-nÔmou tou a. Epomènw
, kai sÔmfwna me aut� pou èqoume pei w
 t¸ra, o aja e�nai akèraio
 algebrikì
, an kai mìno an to polu¸numo s¸matì
 tou, èqeisuntelestè
 akèraiou
 arijmoÔ
. AfoÔ to polu¸numo s¸mato
 e�nai
fa(t) =

n
∏

i=1

(t− σi(a)),ja èqoume ìti an o a e�nai akèraio
 algebrikì
, tìte h nìrma tou kai to �qno
tou ja e�nai akèraioi arijmo�. E�nai ep�sh
 profanè
, ìti afoÔ oi σi e�nai mono-morfismo� èqoume, N(ab) = N(a)N(b), a, b ∈ K kai ìti an a 6= 0 tìte N(a) 6= 0.Prìtash 1.1 'Estw K = Q(u) èna s¸ma arijm¸n kai to u na èqei el�qi-sto polu¸numo p, deg p = n. Tìte h Q-b�sh {

1, u, ..., un−1
} èqei diakr�nousa

∆[1, u, ..., un−1] = (−1)n(n−1)/2N(Dp(u)), ìpou Dp e�nai h par�gwgo
 tou p.
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 èqoume dei sthn apìdeixh tou jewr mato
 1.6, e�nai
∆ = ∆[1, u, ..., un−1] =

∏

1≤i<j≤n
(ui − uj)

2,ìpou u1, ..., un−1 e�nai ta suzug  tou u. 'Eqoume
p(t) =

n
∏

i=1

(t− ui),

Dp(t) =

n
∑

j=1

n
∏

i=1,i6=j
(t− ui)epomènw


Dp(uj) =

n
∏

i,j=1,i6=j
(ui − uj).Pollaplasi�zoume t¸ra ìle
 autè
 ti
 exis¸sei
 gia j = 1, ..., n kai pa�rnoume

n
∏

j=1

Dp(uj) =
n

∏

i,j=1,i6=j
(uj − ui).To aristerì mèlo
 th
 ex�swsh
 e�nai h N(Dp(uj)). Gia to dex� mèlo
 èqoume tonpar�gonta ui−uj na emfan�zetai dÔo forè
, m�a san ui−uj kai m�a san uj −ui.To ginìmeno dÔo tètoiwn paragìntwn e�nai −(ui − uj)

2. 'Opw
 e�pame pio prinsthn apìdeixh, autì e�nai h diakr�nousa pollaplasiasmènh me (−1)s ìpou s e�naito pl jo
 twn zeug¸n (i, j) to opo�o e�nai s = 1
2n(n − 1). Katal xame loipìnsto zhtoÔmeno

∆[1, u, ..., un−1] = (−1)n(n−1)/2N(Dp(u)).1.6 DaktÔlioi akera�wnSe aut n thn par�grafo ja doÔme ton trìpo me ton opo�o ja br�skoume da-ktÔliou
 akera�wn, gia èna s¸ma arijm¸n. Autì apaite� arketè
 pr�xei
, al-l� me di�fore
 teqnikè
 ja ti
 mei¸soume ìso mporoÔme perissìtero. Ep�sh
ja doÔme ìti den èqoun ìla ta s¸mata arijm¸n b�sh akeraiìthta
 th
 morf 

{

1, u, ..., un−1
}.Je¸rhma 1.11K�je upoom�daH mia
 eleÔjerh
 abelian 
 om�da
G t�xh
 n,e�nai kai aut  eleÔjerh kai èqei t�xh s ≤ n. Epiplèon up�rqei m�a b�sh b1, ..., bnth
 G kai jetiko� akèraioi arijmo� a1, ..., an, tètoioi ¸ste h a1b1, ..., anbn na e�naim�a b�sh gia thn H .Apìdeixh. Blèpe je¸rhma 1.12 [1℄.Je¸rhma 1.12 'Estw G m�a prosjetik  upoom�da tou D, t�xh
 ìso o baj-mì
 tou K, me b�sh akeraiìthta
 {a1, ..., an}. Tìte h t�xh |D/G| diaire� thn

∆[a1, ..., an].



KEF�ALAIO 1. ALGEBRIKO�I ARIJMO�I 12Apìdeixh. SÔmfwna me to je¸rhma 1.11 ja up�rqei m�a b�sh akeraiìthta

{b1, ..., bn} gia to D, tètoia ¸ste h upoom�da th
 G na èqei b�sh akeraiìth-ta
 {m1b1, ...,mnbn}, gia kat�llhla mi ∈ Z. AfoÔ k�je allag  b�sh
 èqei
unimodular p�naka, ja isqÔei ìti ∆[a1, ..., an] = ∆[m1b1, ...,mnbn]. E�nai

∆[m1b1, ...,mnbn] = (m1...mn)2∆[b1, ..., bn] = (m1...mn)2∆,ìpou ∆ e�nai h diakr�nousa tou K dhlad  akèraio
 arijmì
. 'Eqoume ìmw
 kaiìti |m1...mn| = |D/G|. Epomènw
 h |D/G| diaire� thn ∆[a1, ..., an].ProqwroÔme me m�a prìtash h opo�a ousiastik� e�nai m�a gen�keush tou proh-goÔmenou jewr mato
.Prìtash 1.2 'Estw ìti D 6= G. Tìte up�rqei akèraio
 algebrikì
 arijmì
 th
morf 

1

p
(l1a1 + ...+ lnan)ìpou 0 ≤ li ≤ p − 1, li ∈ Z kai p e�nai pr¸to
 arijmì
, tètoio
 ¸ste to p2 nadiaire� ∆G.Apìdeixh. AfoÔ G 6= D tìte |D/G| > 1. Tìte apì th jewr�a twn peperasmènwnabelian¸n om�dwn, ja up�rqei èna
 p pr¸to
 o opo�o
 ja diaire� to |D/G| kaièna stoiqe�o u ∈ D/G tètoio ¸ste g = pu ∈ G. Apì to je¸rhma 1.12, èqoumeìti p2 diaire� thn ∆G. Epiplèon,

u =
1

p
g =

1

p
(l1a1 + ...+ lnan),afoÔ ta {ai} apoteloÔn b�sh akeraiìthta
 gia thn G.Me thn qr sh aut 
 th
 prìtash
, e�maste plèon ètoimoi na perigr�youme m�adiadikas�a me thn opo�a ja br�skoume akèraiou
 algebrikoÔ
. Arqik� profan¸
afoÔ upolog�soume thn ∆G kai thn broÔme na e�nai eleÔjerh tetrag¸nwn den jaup�rqei tètoio
 arijmì
 p opìte G = D. Alli¸
 k�noume ta ex 
 b mata.1. Pa�rnoume thn profan  epilog  gia thn G.2. Upolog�zoume thn ∆G.3. Gia k�je pr¸to arijmì tou opo�ou to tetr�gwno diaire� thn ∆G, dokim�-zoume ìlou
 tou
 arijmoÔ
 th
 morf 
 1

p (l1a1 + ... + lnan), gia na doÔmepoioi e�nai akèraioi algebriko�.4. An prokÔyei k�poio
 akèraio
 algebrikì
, megal¸noume thn G sthn G′,prosjètonta
 mèsa th
 ton nèo arijmì.5. Epanalamb�noume aut n thn diadikas�a, mèqri na mhn mporoÔme plèon nabroÔme nèou
 akèraiou
 algebrikoÔ
 arijmoÔ
.A
 doÔme t¸ra diexodik� èna par�deigma, to opo�o ja e�nai arket� diafwti-stikì kai ja anade�xei ìla ìsa èqoume pei mèqri t¸ra.Par�deigma 1.4H doulei� ma
 ja e�nai na broÔme ìlou
 tou
 akèraiou
 alge-brikoÔ
 tou Q( 3
√

5). 'Estw u ∈ R, u3 = 5. H pr¸th kai polÔ logik  epilog  ma
gia thn b�sh akeraiìthta
 tou daktul�ou akera�wn, e�nai h {

1, u, u2
}. 'Estw G



KEF�ALAIO 1. ALGEBRIKO�I ARIJMO�I 13h om�da pou par�getai apì aut n th b�sh kai ω = e2πi/3, m�a kubik  r�za th
mon�da
. Oi monomorfismo� σi : Q( 3
√

5) → C, i = 1, ..3 e�nai oi:
σ1(u) = u, σ2(u) = ωu, σ3(u) = ω2u.Epomènw
 me skopì na sqhmat�soume kai na upolog�soume thn or�zousa ∆G, jaèqoume
σ1(1) = 1, σ1(u) = u, σ1(u

2) = u2

σ2(1) = 1, σ2(u) = ωu, σ2(u
2) = ω2u2

σ3(1) = 1, σ3(u) = ω2u, σ3(u
2) = ωu2,afoÔ xèroume kai ìti ω3 = 1. Upolog�zoume t¸ra thn or�zousa.

∆G =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 u u2

1 ωu ω2u2

1 ω2u ωu2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

= u6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

= u6(ω2 − ω − ω + ω2 + ω2 − ω)2 = u6(3ω2 − 3ω)2

= u632(ω2 − ω)2 = 5332(−3) = −3352.SÔmfwna loipìn me thn prìtash 1.2, an up�rqei k�poio
 akèraio
 algebrikì
arijmì
 ja prèpei na èqei m�a apì ti
 dÔo morfè
 :1. a = 1
3 (l1 + l2u+ l3u

2), 0 ≤ li ≤ 22. a = 1
5 (l1 + l2u+ l3u

2), 0 ≤ li ≤ 4Ja doÔme mìno thn per�ptwsh ìpou p = 5, ìpou me th bo jeia tou �qnou
 jakatafèroume na mei¸soume aisjht� ti
 pr�xei
, ti
 opo�e
 de ja apofÔgoume sthnper�ptwsh tou p = 3. Arqik� autì pou ja k�noume, e�nai na upolog�zoume to�qno
 tou upoy fiou akèraiou algebrikoÔ kai na isquristoÔme ìti an kei sto Z.Xekin�me ton upologismì autìn me th shmantik , gia th me�wsh twn pr�xewnparat rhsh
ω3 = 1 ⇔ ω3 − 1 = 0 ⇔ (ω − 1)(ω2 + ω + 1) = 0 ⇔ ω2 + ω + 1 = 0.E�nai:

T (a) = T (
1

5
(l1 + l2u+ l3u

2)) =
1

5
(l1 + l2u+ l3u

2) +
1

5
(l1 + ωl2u+ ω2l3u

2)

+
1

5
(l1 + ω2l2u+ ωl3u

2) =
3l1
5

+
1

5
l2u(1 + ω + ω2) +

1

5
l3u

2(1 + ω + ω2) =
3l1
5
.Prèpei loipìn to �qno
 autoÔ tou arijmoÔ, an e�nai akèraio
 algebrikì
, na e�naiakèraio
 arijmì
. Epomènw
 ja prèpei na èqoume l1 ∈ 5Z. Tìte o arijmì


a′ = 1
5 (l2u + l3u

2), prèpei na e�nai ep�sh
 akèraio
 algebrikì
. Epìmeno b mae�nai na upolog�soume thn nìrma tou a′. E�nai:
N(l2u+ l3u

2) = (l2u+ l3u
2)(ωl2u+ ω2l3u

2)(ω2l2u+ ωl3u
2)
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= ω3(l2u+ l3u

2)(l2u+ ωl3u
2)(l2u+ ω2l3u

2)

= (l2u)
3 +(l3u

2)3 + l3l
2
2u

4(ω2 +ω+1)+ (l2l
2
3)u

5(ω2 +ω+1) = (l2u)
3 +(l3u

2)3.'Etsi, èqoume ìti gia na e�nai o a′ akèraio
 algebrikì
, ja prèpei h nìrma tou nae�nai akèraio
. Epomènw
 ja prèpei
(l2u)

3 + (l3u
2)3 = (5l32 + 25l33)/125 = (l32 + 5l33)/25.'Ena
 trìpo
 na doÔme an autì isqÔei, e�nai h qr sh th
 wm 
 b�a
. Na tse-k�roume dhlad  gia ta l2, l3, 0 ≤ l2, l3 ≤ 4, poia par�stash ja diaire� to 25.E�nai

l2 l3 l32 + 5l33 diaire�tai apì 25
0 1 5 ìqi
0 2 40 ìqi
0 3 135 ìqi
0 4 320 ìqi
1 0 1 ìqi
1 1 6 ìqi
1 2 41 ìqi
1 3 136 ìqi
1 4 321 ìqi
2 0 8 ìqi
2 1 13 ìqi
2 2 48 ìqi
2 3 143 ìqi
2 4 328 ìqi
3 0 27 ìqi
3 1 32 ìqi
3 2 67 ìqi
3 3 162 ìqi
3 4 347 ìqi
4 0 64 ìqi
4 1 69 ìqi
4 2 104 ìqi
4 3 199 ìqi
4 4 384 ìqiMe qr sh th
 wm 
 b�a
, de�xame ìti den up�rqoun �lloi akèraioi algebriko�arijmo�. Ti
 pr�xei
 pou k�name, se k�poie
 peript¸sei
 mporoÔme na ti
 apofÔ-goume me teqnikè
 ìpw
 h parak�tw. 'Estw l32 + 5l33 ≡ 0 mod 25. An e�qame

l2 ≡ 0 mod 5 tìte ja e�qame kai l3 ≡ 0 mod 5. Alli¸
 e�nai 5 ≡ (− l2
l3

)3 mod 25.Epomènw
 to 5 e�nai kubikì upìloipo mod25. Ex ait�a
 tou par�gonta 5, ja prè-pei na e�nai 5 ≡ (5k)3 mod 25. To opo�o ìmw
 shma�nei ìti 5 ≡ 0 mod 25, poufusik� e�nai �topo.Par�deigma 1.5Se autì to par�deigma ja prospaj soume na broÔme ton da-ktÔlio akera�wn, D, touK = Q( 3
√

175). 'Estw t = 3
√

175 = 3
√

25 · 7 =
3
√

52 · 7 kai
u =

3
√

5 · 72 = 3
√

245. Upolog�zoume k�poie
 posìthte
 oi opo�e
 ja ma
 fanoÔnqr sime
 sth sunèqeia. E�nai
ut =

3
√

52 · 7 3
√

5 · 72 =
3
√

53 · 73 = 35
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u2 =

3
√

52 · 74 = 7t

t2 =
3
√

54 · 72 = 5u.'Eqoume u = 35/t dhlad  u ∈ Q( 3
√

175). Ep�sh
 u3 − 245 = 0, dhlad  to uikanopoie� polu¸numo me akèraiou
 suntelestè
, pou shma�nei ìti e�nai akèraio
algebrikì
 arijmì
. Dhlad  u ∈ B ∩K = D. O u loipìn an kei ston daktÔlioakera�wn kai ètsi ja p�roume san arqik  ma
 upìjesh gia thn om�da G, thnabelian  om�da pou par�getai apì {1, t, u}. 'Opw
 k�name kai sto prohgoÔmenopar�deigma, ja upolog�soume thn ∆G. P�me loipìn na broÔme tou
 monomorfi-smoÔ
 σi : K → C, i = 1, ...3. me σ1(t) = t, σ2(t) = ωt, σ3(t) = ω2t me ω3 = 1.A
 doÔme ti k�noun auto� oi monomorfismo� to stoiqe�o u. E�nai:
σ1(u) = σ1(35/t) = 35σ1(1/t) = 35/t = u

σ2(u) = σ2(35/t) = 35σ2(1/t) = 35/ωt =
35ω−1

t
=

35ω2

t
= ω2u

σ3(u) = σ3(35/t) =
35

ω2t
=

u

ω2
= ωu.E�maste plèon se jèsh na dhmiourg soume thn

∆[1, t, u] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 t u
1 ωt ω2u
1 ω2t ωu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 32t2u2(ω2 − ω)2kai me thn bo jeia twn sqèsewn pou apode�xame prohgoumènw

∆[1, t, u] = 325272(−3) = −335272.Opìte sÔmfwna me thn prìtash 1.2, oi pijano� akèraioi algebriko� ja èqoun m�aapì ti
 ex 
 morfè

a =

1

3
(l1 + l2t+ l3u), 0 ≤ li ≤ 2,

a =
1

5
(l1 + l2t+ l3u), 0 ≤ li,≤ 4,

a =
1

7
(l1 + l2t+ l3u), 0 ≤ li ≤ 6.1.7 Tetragwnik� s¸mataOrismì
 1.10Or�zoume tetragwnikì s¸ma arijm¸n, èna s¸ma arijm¸n K, mebajmì 2 p�nw apì to Q. Aut 
 th
 morf 
 s¸mata arijm¸n e�nai pou ja apasqo-l soun pio polÔ. 'Etsi pio k�tw ja de�xoume pw
 ja br�skoume tou
 daktÔliou
akera�wn tètoiwn swm�twn.Ja èqoume loipìn, K = Q(u), me u ènan akèraio algebrikì arijmì kai fusik�o u ja e�nai r�za tou poluwnÔmou t2 + at+ b, a, b ∈ Z. Tìte
u =

−a±
√
a2 − 4b

2
.
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 arijmoÔ
 sto Z ja èqoume ìti a2−4b = r2d, r, d ∈ Zkai o d e�nai arijmì
 eleÔjero
 tetrag¸nwn. Epomènw

u =

−1 ± r
√
d

2kai blèpoume ìti Q(u) = Q(
√
d), ìpou d e�nai èna
 akèraio
 arijmì
, eleÔjero
tetrag¸nwn. Aut  e�nai ousiastik� kai h apìdeixh th
 parak�tw prìtash
.Prìtash 1.3Ta tetragwnik� s¸mata e�nai th
 morf 
 Q(

√
d), ìpou d akèraio
eleÔjero
 tetrag¸nwn.T¸ra ja doÔme autì pou uposqej kame prin, dhlad  na broÔme ton daktÔlioakera�wn enì
 tetragwnikoÔ s¸mato
 arijm¸n.Je¸rhma 1.13 'Estw d ∈ Z akèraio
 eleÔjero
 tetrag¸nwn. Tìte oi algebri-ko� akèraioi tou Q(

√
d) e�nai th
 morf 
1. Z[

√
d], an d 6≡ 1 mod 42. Z[ 12 + 1

2

√
d] an d ≡ 1 mod 4Apìdeixh. 'Eqoume to tetragwnikì s¸ma arijm¸n Q(

√
d). Ta stoiqe�a autoÔtou s¸mato
 e�nai th
 morf 
 x = r + s

√
d, r, s ∈ Q. Epomènw
 mporoÔme nagr�youme x = a+b

√
d

c , a, b, c ∈ Z kai na mhn up�rqei pr¸to
 arijmì
, o opo�o
na diaire� kai tou
 trei
 autoÔ
 arijmoÔ
. O x ja e�nai akèraio
 algebrikì
, ankai mìno an oi suntelestè
 tou el�qistou poluwnÔmou
(t− (

a+ b
√
d

c
))(t− (

a− b
√
d

c
)) = t2 − 2a

c
t+

a2 − b2d

c2
,e�nai akèraioi. Dhlad 

a2 − b2d

c2
∈ Z kai 2a

c
∈ Z.An oi c, a èqoun ènan koinì pr¸to par�gonta p, kai afoÔ o d e�nai eleÔjero
tetrag¸nwn, ja èqoume ìti o p prèpei na diaire� kai ton b. Autì ìmw
 e�nai�topo apì thn arqik  ma
 upìjesh. Epomènw
 2a
c ∈ Z kai oi a, c den èqoun koinìpar�gonta. Anagkastik� , c = 1,   c = 2. An c = 1 tìte faner� o x e�naiakèraio
 algebrikì
 se k�je per�ptwsh. P�me loipìn gia thn per�ptwsh ìpou

c = 2. Lìgw th
 epilog 
 pou èqoume k�nei, ja prèpei oi a, b na e�nai peritto�arijmo� kai a2−b2d
4 ∈ Z. 'Ara a2 − b2d ≡ 0 mod 4. 'Estw èna
 perittì
 arijmì


2k + 1. To tetr�gwnì tou e�nai 4k2 + 4k + 1 ≡ 1 mod 4. 'Ara, ja èqoume ìtiafoÔ a, b peritto� a2 ≡ b2 ≡ 1 mod 4 → d ≡ 1 mod 4. Epomènw
 katal goumesto ìti an
d 6≡ 1 mod 4 h b�sh akeraiìthta
 e�nai Z[

√
d],en¸ an

d ≡ 1 mod 4 h b�sh akeraiìthta
 e�nai Z[
1

2
+

1

2

√
d].Oi monomorfismo� t¸ra apì to K sto C e�nai oi

σ1(r + s
√
d) = r + s

√
d
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σ2(r + s

√
d) = r − s

√
dEpomènw
 ja mporoÔme plèon polÔ eÔkola na upolog�zoume ti
 diakr�nouse
 twntetragwnik¸n swm�twn, me th apìdeixh tou epìmenou jewr mato
.Je¸rhma 1.141. An d 6≡ 1 mod 4 tìte to Q(

√
d) èqei b�sh akeraiìthta
 thn {
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}kai diakr�nousa d.Apìdeixh. H apìdeixh e�nai tetrimmènh, all� a
 thn d¸soume san upenjÔmish giaton upologismì diakrinous¸n. Ja èqoume loipìn gia thn pr¸th per�ptwsh
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d)2 = d.Par�deigma 1.6A
 doÔme t¸ra èna par�deigma to opo�o anadeiknÔei thn sh-mas�a tou parap�nw jewr mato
. Gia istorikoÔ
 lìgou
 na shmei¸soume ìti e�naito pr¸to s¸ma arijm¸n pou melet jhke potè. 'Eqoume loipìn to s¸ma tou Gauss,

Q(
√
−1). E�nai d 6≡ 1 mod 4 �ra kai sÔmfwna me to parap�nw je¸rhma, h b�-sh akeraiìthta
 e�nai h Z[

√
−1] kai h diakr�nousa isoÔtai me ∆ = 4d = −4.Na shmei¸soume ìti se autì to par�deigma blèpoume ìti den douleÔei p�nta hant�strofh for� tou jewr mato
 1.10, afoÔ to -4 den e�nai arijmì
 eleÔjero
tetrag¸nwn, all� èqoume per�ptwsh b�sh
 akeraiìthta
.Gia mellontik  qr sh na d¸soume kai thn nìrma kai to �qno
 enì
 stoiqe�oupou an kei se tetragwnikì s¸ma,
N(r + s

√
d) = r2 − ds2

T (r + s
√
d) = 2r.Ja kle�soume thn par�grafo aut  ton orismì tou migadikoÔ tetragwnikoÔ s¸-mato
, ìpou kai me tètoia ja asqolhjoÔme.Orismì
 1.11 Ja kaloÔme migadikì tetragwnikì s¸ma arijm¸n, èna tetra-gwnikì s¸ma arijm¸n me d arnhtikì arijmì. En¸ an d jetikì
, pragmatikìtetragwnikì s¸ma arijm¸n.



Kef�laio 2An�lush se an�gwga2.1 Tetrimmènh an�lushSe autì to kef�laio ja genikeÔsoume thn an�lush se pr¸ta stoiqe�a sto Z,se an�lush mèsa se akèraie
 perioqè
 kai pio sugkekrimèna, mèsa se daktul�ou
akera�wn D tetragwnik¸n swm�twn arijm¸n. Se autè
 ti
 peript¸sei
, ant�jetaapì to Z, den èqoume p�nta monadik  an�lush twn stoiqe�wn kai autì e�nai pouprokale� k�poia sÔgqush, all� kai endiafèron. Xekin�me me m�a upenjÔmish th
ènnoia
 th
 mon�da
.Orismì
 2.1 KaloÔme mon�de
 u, se ènan daktÔlio R, ta stoiqe�a eke�na pouèqoun pollaplasiastikì ant�strofo, dhlad  an u mon�da ja up�rqei u−1 tètoio¸ste uu−1 = 1.Orismì
 2.2 'Ena stoiqe�o y ja onom�zetai sunetairikì me èna stoiqe�o x, an
x = uy me u mon�da.Ep�sh
, na upenjum�soume ìti m�a paragontopo�hsh x = yz kale�tai kanonik ,an kanèna ek twn y, z den e�nai mon�de
. En¸ mh kanonik ,   tetrimmènh, ìtan oèna
 par�gonta
 e�nai mon�da kai o �llo
 e�nai sunetairikì stoiqe�o me to x.Prìtash 2.1 Oi mon�de
 U(R), enì
 daktul�ou R, sqhmat�zoun om�da me tonpollaplasiasmì.A
 doÔme merik� parade�gmata.Par�deigma 2.11. R = Q. Oi mon�de
 e�nai ìloi oi rhto�, ektì
 apì to 0. Dhlad  to U(Q)e�nai �peirh om�da.2. R = Z. Oi mon�de
 ed¸ e�nai ta ±1. Fti�qnoun m�a kuklik  om�da t�xh
2.3. R = Z[i]. Dhlad  ta stoiqe�a th
 morf 
 a + bi, a, b ∈ Z, oi akèraioi tou

Gauss. 'Ena stoiqe�o a + bi e�nai mon�da an kai mìno an up�rqei stoiqe�o
c+ di, c, d ∈ Z, tètoio ¸ste

(a+ bi)(c+ di) = 1.18



KEF�ALAIO 2. AN�ALUSH SE AN�AGWGA 19Autì ma
 odhge� sto ìti ac− bd = 1, ad+ bc = 0 kai ja e�nai
c =

a2 + b2

a
, d = − b

a2 + b2
.Ed¸ ja èqoume akèraie
 lÔsei
 mìno an a2 +b2 = 1. Epomènw
 a = ±1, b =

0   a = 0, b = ±1. Dhlad  oi mon�de
 ja e�nai {1,−1, i,−i}. To U(R)loipìn e�nai kuklik  om�da t�xh
 4.Ja qrhsimopoi soume t¸ra thn ènnoia th
 nìrma
, gia na epekte�noume taapotelèsmata tou parap�nw parade�gmato
.Prìtash 2.2 H om�da twn mon�dwn twn daktul�wn akera�wn, se èna migadikìtetragwnikì s¸ma arijm¸n, e�nai1. Gia d = −1, U = {±1,±i}.2. Gia d = −3, U =
{

±1,±ω,±ω2
}

, ω = e2πi/3.3. Gia ìle
 ti
 �lle
 timè
 tou d, e�nai U = {±1}.Apìdeixh. 'Estw a mia mon�da ston daktÔlio akera�wn Q(
√
d), me ant�strofoto b. Tìte e�nai a−1 = b ⇔ ab = 1 ⇔ N(a)N(b) = 1 ⇔ N(a) = ±1, afoÔ hnìrma enì
 stoiqe�ou e�nai fusikì
 arijmì
. An èqoume a = x + y

√
d, x, y ∈ Q,tìte N(a) = N(x + y

√
d) = x2 − dy2 = 1. An x, y ∈ Z, kai d = −1 èqoume

x2 + y2 = 1, ìpou oi lÔsei
 e�nai x = ±1, y = 0   x = 0, y = ±1. 'Etsi de�xameto 1. Gia d < −3 upoqrewtik� ja prèpei b = 0. 'Ara oi mìne
 akèraie
 lÔsei
e�nai a = ±1, b = 0. An p�roume d ≡ 1 mod 4, tìte ja èqoume kai thn per�ptwshìpou a = A/2, b = B/2, me A,B peritto� akèraioi. 'Etsi A2 − dB2 = 4. Gia
d < −3 pa�rnoume B = 0, �ra den ja èqoume parap�nw lÔsei
. 'Etsi de�xame to3. Gia d = −3 br�skoume ti
 epiplèon lÔsei
 A = ±1, B = ±1. Gia A = 1, B = 1e�nai a = 1

2 (−1 +
√
−3) = e2πi/3, lÔsh thn opo�a shmei¸same san ω. Oi �lle
peript¸sei
 e�nai profan¸
 ta −ω, ω2,−ω2. Maz� me ti
 lÔsei
 pou br kame prin,oloklhr¸noume kai thn apìdeixh tou 2.P�me na de�xoume merikè
 basikè
 idiìthte
 twn mon�dwn, twn sunetairik¸nstoiqe�wn kai twn anag¸gwn.Prìtash 2.3 Gia m�a akèraia perioq  D, èqoume:1. To stoiqe�o x e�nai mon�da an kai mìno an x|1.2. Opoiad pote dÔo stoiqe�a pou e�nai mon�de
, e�nai sunetairik� kai k�jesunetairikì mon�da
 e�nai mon�da kai autì.3. DÔo stoiqe�a x, y e�nai sunetairik�, an kai mìno an x|y kai y|x.4. 'Ena stoiqe�o x e�nai an�gwgo, an kai mìno an k�je diairèth
 tou e�naisunetairikì stoiqe�o tou x   e�nai mon�da.5. 'Ena sunetairikì enì
 an�gwgou, e�nai kai autì an�gwgo.Apìdeixh. H apìdeixh twn perissotèrwn e�nai tetrimmènh kai èrqetai sqedìnap euje�a
 apì tou
 orismoÔ
. A
 apode�xoume to 3 pou apl� qrei�zetai nìmodiagraf 
. 'Eqoume ìti x|y kai y|x. Up�rqoun ètsi a, b ∈ D, tètoia ¸ste
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y = ax, x = by. Me antikat�stash pa�rnoume x = bax. T¸ra   x = 0 ìpouja e�nai kai y = 0, opìte e�nai sunetairik� stoiqe�a,   x 6= 0 kai apì ton nìmodiagraf 
 èqoume 1 = ba. Tìte a, b e�nai mon�de
. 'Ara x, y sunetairik� stoiqe�a.Ekfr�soume k�poie
 apì autè
 ti
 idiìthte
 me ide¸dh kai pa�rnoume thnparak�tw prìtash.Prìtash 2.4An D m�a akèraia perioq  kai x, y e�nai dÔo mh mhdenik� stoiqe�ath
 D, tìte:1. x|y an kai mìno an 〈x〉 ⊇ 〈y〉.2. Ta x kai y e�nai sunetairik�, an kai mìno an 〈x〉 = 〈y〉.3. To stoiqe�o x e�nai mon�da, an kai mìno an 〈x〉 = D.4. To stoiqe�o x e�nai an�gwgo, an kai mìno an to ide¸de
 〈x〉 e�nai mègistometaxÔ ìlwn twn kanonik¸n kÔriwn idewd¸n th
 D.Apìdeixh. Gia to 1 èqoume: An x|y ⇒ y = zx ∈ 〈x〉 , z ∈ D. Epomènw

〈x〉 ⊇ 〈y〉. Ant�strofa t¸ra an 〈y〉 ⊆ 〈x〉, tìte y ∈ 〈x〉 ⇒ y = zx, z ∈ D. To 2apodeiknÔetai �mesa apì to 1 kai thn prìtash 2.3. Sto 3 an x e�nai m�a mon�datìte xv = 1, v ∈ D. 'Etsi gia k�je y ∈ D e�nai y = xvy ∈ 〈x〉 kai �ra 〈x〉 = D.Ant�strofa an 〈x〉 = D, tìte afoÔ 1 ∈ D, 1 = zx kai �ra profan¸
 to x e�naimon�da. Gia thn teleuta�a idiìthta 4, èqoume ìti to x e�nai èna an�gwgo stoiqe�okai up�rqei stoiqe�o y tètoio ¸ste na isqÔei 〈x〉 ⊂ 〈y〉 ⊂ D. Tìte y|x all� apìthn epilog  tou den e�nai oÔte mon�da, oÔte sunetairikì stoiqe�o tou x. Autìèrqetai se ant�jesh me to apotèlesma 4 th
 prìtash
 2.3. To ant�strofo, anden up�rqei tètoio y, tìte k�je diairèth
 tou x e�nai   mon�da,   sunetairikì,epomènw
 to x e�nai an�gwgo.2.2 An�lush se an�gwga stoiqe�a'Estw ìti douleÔoume mèsa se m�a akèraia perioq  D kai èqoume èna mh mhdeni-kì kai mh an�gwgo stoiqe�o x. MporoÔme epomènw
 na to gr�youme san x = ab.'Estw ìti kai oi dÔo auto� nèoi par�gonte
 den e�nai an�gwga stoiqe�a. Tìte, su-neq�zoume aut n th diadikas�a mèqri na katal xoume na gr�youme x = p1p2...pm,ìpou ta pi aut� e�nai an�gwga.Orismì
 2.3Ja lème ìti h an�lush se an�gwga e�nai dunat  se m�a akèraiaperioq D, an k�je stoiqe�o th
 x, gr�fetai san peperasmèno ginìmeno an�gwgwnstoiqe�wn.Genik�, m�a tètoia an�lush mpore� na mhn e�nai dunat . Gia par�deigma, sqeti-kì kai me aut� pou èqoume pei mèqri t¸ra, sto sÔnolo twn akera�wn algebrik¸narijm¸n B, den e�nai dunat  h an�lush. Autì ìmw
 den sumba�nei kai ston daktÔ-lio akera�wn enì
 s¸mato
 arijm¸n, gegonì
 pou e�nai èna
 apì tou
 lìgou
 giatou
 opo�ou
 douleÔoume eke� mèsa. Xekin�me na apode�xoume ìti se daktÔliou
akera�wn e�nai dunat  h an�lush se an�gwga stoiqe�a, d�nonta
 ènan orismì pouèrqetai apì thn Emmy Noether(1882-1935).Orismì
 2.4Ja kaloÔme m�a akèraia perioq  Noetherian, an k�je ide¸de
 th
e�nai peperasmèna paragìmeno.



KEF�ALAIO 2. AN�ALUSH SE AN�AGWGA 21'Epeita ja d¸soume dÔo sunj ke
 oi opo�e
 ma
 e�nai apara�thte
 gia th sunèqeia.1. H sunj kh th
 aÔxousa
 alus�da
. An èqoume m�a aÔxousa alus�daapì ide¸dh, I0 ⊆ I1 ⊆ ... ⊆ In ⊆ ..., tìte up�rqei k�poio N tètoio ¸ste
In = IN gia k�je n ≥ N .2. H sunj kh meg�stou. K�je mh kenì sÔnolo apì ide¸dh, perièqei ènamègisto stoiqe�o.Prìtash 2.5Oi akìlouje
 sunj ke
 e�nai isodÔname
, gia m�a akèraia perioq 

D.1. H D e�nai Noetherian.2. H D ikanopoie� th
 sunj kh th
 aÔxousa
 alus�da
.3. H D ikanopoie� thn sunj kh mègistou stoiqe�ou.Apìdeixh. 'Estw arqik� ìti isqÔei to 1. 'Estw ep�sh
 I =
⋃∞
n=1 In. To Ie�nai profan¸
 ide¸de
 kai afoÔ h D e�nai Noetherian, e�nai kai peperasmènaparagìmeno dhlad  I = 〈x1, ...xm〉. K�je xi, ja an kei se k�poio In(i). 'Estwìti N = maxin(i), tìte ja èqoume I = IN kai fusik� In = IN gia k�je n ≥ N .A
 upojèsoume ìti isqÔei to 2. JewroÔme èna mh kenì sÔnolo apì ide¸dh, S.Ja p�me me �topo kai ja upojèsoume ìti to S den èqei mègisto stoiqe�o, giana apode�xoume to 3. Epilègoume èna I0 ∈ S. AfoÔ to I0 den e�nai mègisto,ja up�rqei èna stoiqe�o I1 ∈ S, tètoio ¸ste I0 ⊂ I1. ProqwroÔme epagwgik�,èqonta
 brei to In, to opo�o me th seir� tou den e�nai mègisto, opìte epilègoumeèna In+1 ∈ S me In ⊂ In+1. All� t¸ra èqoume m�a aÔxousa alus�da apì ide¸dh,h opo�a den stamat�ei potè. 'Ara katal goume se �topo. Tèlo
, èstw ìti isqÔeito 3. Pa�rnoume I èna opoiod pote ide¸de
. Jètoume S to sÔnolo ìlwn twnpeperasmèna paragìmenwn idewd¸n, ta opo�a perièqontai sto I. Tìte to {0} ∈ S,dhlad  to S den e�nai to kenì sÔnolo. 'Ara ja èqei èna mègisto stoiqe�o J me

J 6= I. Epilègoume x ∈ I/J . Tìte 〈J, x〉 peperasmèna paragìmeno ide¸de
kai austhr� megalÔtero apì to J . 'Atopo, epomènw
 J = I kai I peperasmènaparagìmeno. 'Ara h D e�nai Noetherian. De�xame loipìn kai to 1.Je¸rhma 2.1 An m�a akèraia perioq  D e�nai Noetherian, tìte h an�lush sean�gwga stoiqe�a e�nai dunat .Apìdeixh. 'Estw D Noetherian akèraia perioq  kai ìti up�rqei k�poio stoiqe�o
x ∈ D, to opo�o den e�nai mhdèn, all� oÔte kai mon�da. 'Estw ìti autì to
x den mpore� na grafe� san ginìmeno peperasmènwn an�gwgwn stoiqe�wn. Hepilog  tou x e�nai tètoia, ¸ste to ide¸de
 〈x〉 na e�nai mègisto, ìswn afor�ti
 sugkekrimène
 sunj ke
 gia to x, pr�gma to opo�o ma
 epitrèpei na to poÔmeh sunj kh tou meg�stou stoiqe�ou. 'Opw
 or�same loipìn to x, xèroume ìti dene�nai an�gwgo, epomènw
 x = yz, y, z den e�nai mon�de
. Tìte 〈x〉 ⊆ 〈y〉, apì thnprìtash 2.4.1. An èqoume 〈x〉 = 〈y〉, tìte ta x, y e�nai sunetairik�, pou apì thn2.4.2 shma�nei ìti to z e�nai mon�da. Epomènw
 èqoume 〈x〉 ⊂ 〈y〉 kai gia tou
�diou
 lìgou
 èqoume ep�sh
 ìti 〈x〉 ⊂ 〈z〉. Apì to gegonì
 ìti to ide¸de
 〈x〉e�nai mègisto, ja èqoume

y = p1...pr

z = q1...qs,



KEF�ALAIO 2. AN�ALUSH SE AN�AGWGA 22ìpou ta pi, qj e�nai an�gwga stoiqe�a. Pollaplasi�zonta
 autè
 ti
 dÔo sqèsei
metaxÔ tou
, ekfr�zoume to x san peperasmèno ginìmeno an�gwgwn stoiqe�wn.Katal goume loipìn se �topo. Epomènw
 h an�lush se an�gwga stoiqe�a e�naidunat .Je¸rhma 2.2 O daktÔlio
 akera�wn D enì
 s¸mato
 arijm¸n K, e�nai Noe-

therian.Apìdeixh. Autì pou prèpei na de�xoume e�nai ìti k�je ide¸de
 tou D e�nai pe-perasmèna paragìmeno. 'Eqoume thn (D,+), h opo�a e�nai eleÔjerh abelian t�xh
 n, ìso
 kai o bajmì
 th
 epèktash
 tou K. Epomènw
 kai h (I,+) e�naieleÔjerh abelian  , me t�xh èstw s ≤ n. 'Estw loipìn m�a Z-b�sh th
 (I,+),h {x1, ...xs}. Tìte profan¸
 to ide¸de
 I ja par�getai apì aut� ta stoiqe�-a. Dhlad  I = 〈x1, ..., xs〉. Epomènw
 to I e�nai peperasmèna paragìmeno, poushma�nei ìti de�xame autì pou jèlame, ìti dhlad  o D e�nai Noetherian.SummazeÔonta
 ìti de�xame sta teleuta�a jewr mata, èqoume to ex 
 pìrisma.Pìrisma 2.1H an�lush se an�gwga stoiqe�a, e�nai dunat  mèsa stou
 daktÔ-liou
 akera�wn twn swm�twn arijm¸n.T¸ra ja doÔme pw
 qrhsimopoioÔme thn nìrma, gia na br�skoume eÔkolamon�de
 kai an�gwga stoiqe�a, mèsa sto D.Prìtash 2.6 'Estw x, y ∈ D. Tìte e�nai:1. To x e�nai mon�da, an kai mìno an N(x) = ±1.2. An x, y sunetairik� stoiqe�a, tìte N(x) = ±N(y).3. An N(x) e�nai pr¸to
 arijmì
, tìte to x e�nai an�gwgo ston D.Apìdeixh.1. An x mon�da tìte xu = 1. Tìte N(x)N(u) = 1, N(x), N(u) ∈ Z. Epomè-nw
 ja prèpei N(x) = ±1. Ant�strofa, èstw ìti N(x) = ±1. Tìte apìton orismì th
 nìrma
 enì
 stoiqe�ou èqoume ìti
σ1(x)...σn(x) = ±1,ìpou σi oi monomorfismo� apì to K → C. Qwr�
 na bl�youme th genikìth-ta, èna
 apì autoÔ
 tou
 par�gonte
, èstw o σ1, e�nai �so
 me x. Jètoume

u = ±σ2(x)...σn(x) kai sunep¸
 ja èqoume
xu = 1 ⇔ u = x−1 ∈ K.Epomènw
 u ∈ K ∩ B = D, ètsi to x e�nai mon�da.2. An èqoume dÔo sunetairik� stoiqe�a x, y, ja e�nai x = uy, u ∈ U(D).E�nailoipìn N(x) = N(uy) = N(u)N(y) = ±N(y).3. 'Estw N(x) pr¸to
 arijmì
 kai x mh an�gwgo
, tètoio
 ¸ste, x = yz meta y, z na mhn e�nai mon�de
. Tìte ja èqoume N(x) = N(y)N(z), ìpouafoÔ N(x) pr¸to
, ja prèpei èna ek twn N(y), N(z) na e�nai ±N(x) kaito �llo ±1. All� to stoiqe�o pou h nìrma tou e�nai ±1 ja e�nai mon�da.'Atopo.



KEF�ALAIO 2. AN�ALUSH SE AN�AGWGA 23Ta ant�strofa twn 2 kai 3, genik� den isqÔoun. ProqwroÔme t¸ra sthnepìmenh par�grafo, ìpou ja mil soume gia monadik  kai mh monadik  an�lush sean�gwga, ìpou ja fanoÔn idia�tera qr sima ta apotelèsmata twn prohgoÔmenwnjewrhm�twn.2.3 Mh monadik  an�lush se an�gwga stoiqe�aOrismì
 2.5Ja lème ìti h an�lush se m�a akèraia perioq  D e�nai monadik ,an ìtan èqoume
p1...pr = q1...qsme pi, qj an�gwga stoiqe�a sthn D, isqÔei ìti r = s kai up�rqei m�a met�jesh πtou {1, ...r} tètoia ¸ste ta pi, qπ(i) na e�nai sunetairik�, gia k�je i = 1, ..., r.Ja lème ep�sh
 ìti èqoume monadik  an�lush se an�gwga, ìswn afor� thseir� twn paragìntwn kai thn Ôparxh mon�dwn. Stou
 daktÔliou
 akera�wnswm�twn arijm¸n, den èqoume monadik  an�lush. Autì genik� den e�nai kai polÔbolikì, all� sthn kruptograf�a ja fane� polÔ qr simo. Xekin�me d�nonta
 toepìmeno je¸rhma.Je¸rhma 2.3 H an�lush den e�nai monadik  stou
 daktÔliou
 akera�wn tou

Q(
√
d) gia ti
 (toul�qiston) parak�tw timè
 tou d:

−5,−6,−10,−13,−14,−15,−17,−21,−22,−23,−26,−29,−30.Apìdeixh. Gia ton Q(
√
−5), kai to stoiqe�o 6, èqoume ti
 ex 
 paragontopoi sei
.
6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5).Ja de�xoume loipìn ìti auto� oi par�gonte
 den e�nai an�gwga stoiqe�a. H nìrmad�netai apì ton tÔpo N(a+ b

√
−5) = a2 + 5b2, opìte ja èqoume

N(2) = 4, N(3) = 9, N(1 +
√
−5) = 6 = N(1 −

√
−5).'Estw ìti 2 = xy, x, y ∈ D kai na mhn e�nai mon�de
. Tìte 4 = N(x)N(y) ⇒

N(x) = ±2, N(y) = ±2. 'Omoia oi mh tetrimmènoi par�gonte
 tou 3 prèpei naèqoun nìrma ±3, en¸ twn 1 ±
√
−5 na e�nai ±2   ±3. SÔmfwna me to je¸rhma1.14, kai afoÔ −5 ≡ 3 mod 4 6= 1 mod 4 oi akèraioi algebriko� ja èqoun morf 

a+ b
√
−5, a, b ∈ Z. 'Etsi èqoume odhghje� sti
 exis¸sei


a2 + 5b2 = ±2   ± 3.'Eqoume t¸ra ìti |b| ≥ 1 ⇒ |a2 + 5b2| ≥ 5. Opìte ja prèpei |b| = 0. Jaèqoume loipìn a2 = ±2   ± 3, to opo�o e�nai adÔnato. Epomènw
 oi tèsseri
par�gonte
 e�nai an�gwga stoiqe�a. Apì thn stigm  t¸ra pou èqoume, N(2) =
4, N(1 ±

√
−5) = 6, apì thn prìtash 2.6.2, pa�rnoume ìti ta stoiqe�a aut�den e�nai oÔte sunetairik� metaxÔ tou
. Epomènw
 h paragontopo�hsh den e�naimonadik . Gia ti
 �lle
 timè
 tou d, douleÔoume me ton �dio akrib¸
 trìpo.Na prosèxoume mìno ìti se k�poie
 peript¸sei
 ìpou d ≡ 1 mod 4 all�zei odaktÔlio
 akera�wn.Akìma den e�maste se jèsh na apode�xoume ìti se ènan daktÔlio akera�wnèqoume monadik  an�lush, all� a
 shmei¸soume ìti sti
 timè
 tou d ìpou eke�ja doulèyoume, dhlad  arnhtikè
 kai eleÔjere
 tetrag¸nwn, èqoume monadik an�lush gia

d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.



KEF�ALAIO 2. AN�ALUSH SE AN�AGWGA 242.4 Paragontopo�hsh se pr¸ta stoiqe�aOrismì
 2.6Se m�a akèraia perioq  D èna stoiqe�o th
 x, ja kale�tai pr¸to,an 0 6= x /∈ U(D) kai epiplèon èqei thn ex 
 idiìthta
x | ab⇒ x | a   x | b.Prìtash 2.7 'Ena pr¸to stoiqe�o se m�a akèraia perioq , e�nai kai an�gwgo.Apìdeixh. 'Estw D akèraia perioq  kai x èna pr¸to stoiqe�o th
. An tìte

x = ab, e�nai x | ab⇒ x | a   x | b. An x | a tìte a = xc, c ∈ D kai �ra x = xcb.Diagr�foume to x kai pa�rnoume ìti cb = 1, dhlad  to stoiqe�o b e�nai mon�da.'Omoia kai ìtan x | b ja ft�soume sto sumpèrasma ìti a e�nai mon�da, epomènw
to pr¸to stoiqe�o x, e�nai kai an�gwgo.To ant�strofo th
 prohgoÔmenh
 prìtash
 den isqÔei. Up�rqoun akèraie
perioqè
, ìpou an�gwga stoiqe�a den e�nai pr¸ta. Gia par�deigma, a
 p�roumethn paragontopo�hsh pou e�dame l�go pio prin sto Z[
√
−5], ìpou e�qame

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5).Ed¸ to 2 e�nai an�gwgo stoiqe�o ìpw
 e�qame de�xei, all� den diaire� kanèna apìta 1 ±

√
−5, dhlad  den e�nai pr¸to.Je¸rhma 2.4 Se m�a akèraia perioq  ìpou h an�lush se pr¸ta e�nai dunat ,ja e�nai kai monadik , an kai mìno an k�je an�gwgo stoiqe�o e�nai kai pr¸to.Apìdeixh. 'Eqoume D m�a akèraia perioq . Ja ma
 bohj sei na gr�youme thnan�lush enì
 stoiqe�ou se an�gwga w
 ex 


x = up1...pr,ìpou u mon�da. 'Estw ìti h an�lush e�nai monadik  kai kai to stoiqe�o p e�naièna an�gwgo stoiqe�o. Eme�
 prèpei na de�xoume ìti e�nai kai pr¸to. An èqoume
p | ab, tìte ja e�nai pc = ab, c ∈ D. ParagontopoioÔme ta a, b, c, kai èqoume

a = u1p1...pn

b = u2q1...qm

c = u3r1...rs,ìpou ui e�nai mon�de
 kai ta stoiqe�a pi, qi, ri e�nai an�gwga. Tìte me antikat�-stash ja p�roume
pu3r1...rs = u1p1...pnu2q1...qm.To ìti èqoume monadik  an�lush, ma
 lèei ìti to p e�nai sunetairikì stoiqe�o mek�poio apì ta pi   qi. Dhlad  diaire� k�poio apì aut�, opìte diaire�   to a   to

b. Epomènw
 e�nai kai pr¸to stoiqe�o. Ant�strofa t¸ra, èstw ìti k�je an�gwgostoiqe�o e�nai kai pr¸to. Ja de�xoume ìti an
u1p1...pm = u2q1qn, (2.1)
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 kai pi, qi an�gwga stoiqe�a, tìte m = n kai ìti up�rqei m�amet�jesh π tou {1, ...,m}, tètoia ¸ste pi, qπ(i) na e�nai sunetairik� stoiqe�a.Autì e�nai profanè
 gia m = 0. Gia m ≥ 1, an isqÔei h (1), tìte pm | u2q1...qn.To pm e�nai ìmw
 pr¸toi stoiqe�o, �ra pm | u2   pm | qj , gia k�poio j. Sthnpr¸th per�ptwsh èqoume ìti pm e�nai mon�da, �ra ja èqoume ìti pm | qj . K�noumet¸ra m�a anakat�taxh sthn ar�jmhsh kai lème ìti n = j kai ja èqoume pm | qnkai qn = pmu, ìpou to u e�nai mon�da. 'Ara h sqèsh 2.1 ja p�rei thn morf 
u1p1...pm = u2q1...qn−1qnupm.Diagr�foume to pm kai ja èqoume
u1p1...pm−1 = (u2u)q1...qn−1.Suneq�zoume epagwgik� kai upojètoume ìti m − 1 = n − 1 kai up�rqei m�amet�jesh twn {1, ...,m− 1} tètoia ¸ste ta pi, qπ(i) na e�nai sunetairik� stoiqe�a.Epekte�noume t¸ra thn met�jesh sto {1, ...m} kai èqoume to apotèlesma pouzhtoÔsame.Orismì
 2.7M�a akèraia perioq  kale�tai perioq  monadik 
 an�lush
, (eme�
apì ed¸ kai pèra ja anaferìmaste se autè
 san PMA), an h an�lush se an�-gwga e�nai dunat  kai monadik . Na mhn xeqn�me ìti se m�a perioq  monadik 
an�lush
, ta an�gwga stoiqe�a e�nai kai pr¸ta, opìte mporoÔme na k�noume lìgokai gia an�lush se pr¸ta stoiqe�a.2.5 Eukle�deie
 perioqè
Orismì
 2.8 'Estw D m�a akèraia perioq . M�a eukle�deia sun�rthsh gia thnakèraia perioq  aut , e�nai m�a sun�rthsh φ : D − {0} → N tètoia ¸ste:1. An a, b ∈ D − {0} kai a|b, tìte φ(a) ≤ φ(b).2. An a, b ∈ D − {0} tìte up�rqoun q, r ∈ D, tètoia ¸ste a = bq + r, me

r = 0,   φ(r) < φ(b).Orismì
 2.9M�a akèraia perioq  h opo�a èqei Eukle�deia sun�rthsh ja thnonom�zoume, Eukle�deia perioq .O skopì
 ma
 e�nai na de�xoume ìti m�a Eukle�deia perioq  èqei monadik an�lush. Ja de�xoume loipìn ìti k�je an�gwgo stoiqe�o e�nai kai pr¸to. Arqik�de�qnoume ìti k�je ide¸de
 se m�a tètoia perioq  e�nai kÔrio, (tètoie
 perioqè
kaloÔntai perioqè
 kur�wn idewd¸n kai apì ed¸ kai pèra gia suntom�a, ja ti
gr�foume PKI), kai tèlo
 ìti aut  h idiìthta e�nai isodÔnamh me to ìti ìla taan�gwga e�nai kai pr¸ta stoiqe�a. Xekin�me me mia upenjÔmish tou orismoÔ toukur�ou ide¸dou
.Orismì
 2.10An èqoume a ∈ D tìte to ide¸de
 {ra, r ∈ D} , ìlwn twn polla-plas�wn tou a, e�nai to kÔrio ide¸de
 pou par�getai apì to a kai to sumbol�zoume
〈a〉.



KEF�ALAIO 2. AN�ALUSH SE AN�AGWGA 26Je¸rhma 2.5K�je Eukle�deia perioq  e�nai PKI.Apìdeixh. 'Estw D Eukle�deia akèraia perioq  kai I èna ide¸de
 mèsa se aut n.An e�nai I = 0 tìte to I e�nai kÔrio. 'Estw x 6= 0 ∈ D. Epilègoume autì to
x ètsi ¸ste h tim  tou φ(x) na e�nai h mikrìterh dunat . 'Estw ep�sh
 stoiqe�o
y ∈ I. Apì thn deÔterh idiìthta th
 Eukle�deia
 sun�rthsh
, ja èqoume ìti
y = qx + r me r = 0   φ(r) < φ(x). H deÔterh per�ptwsh apokle�etai lìgwth
 epilog 
 pou k�name gia to x. Epomènw
 ja èqoume r = 0 ⇒ y = qx. 'Ara
I = 〈x〉, dhlad  to I e�nai kÔrio ide¸de
 kai h D e�nai perioq  kÔriwn idewd¸n.Je¸rhma 2.6 K�je perioq  kÔriwn idewd¸n (PKI), e�nai perioq  monadik 
an�lush
 (PMA).Apìdeixh. 'Estw m�a akèraia perioq  D, h opo�a e�nai PKI. Autì fusik� ma
 lèeiìti e�nai kai Noetherian. Epomènw
 apì to je¸rhma 2.1, èqoume ìti h an�lush sean�gwga e�nai dunat . Prèpei na de�xoume ìti e�nai kai monadik . Ja de�xoume ìtik�je an�gwgo stoiqe�o e�nai kai pr¸to. 'Estw stoiqe�o p an�gwgo. To ide¸de

〈p〉 ja e�nai mègisto metaxÔ twn �llwn kÔriwn idewd¸n th
 D. A
 upojèsoumeìti to p | ab, all� na mhn diaire� to a. Tìte autì shma�nei ìti 〈p〉 ⊂ 〈p, a〉. Kaiepeid  to 〈p〉 e�nai mègisto, ja èqoume 〈p, a〉 = D. 'Eqoume ìti 1 ∈ D ⇒ 1 =
cp+ da, c, d ∈ D. Pollaplasi�zoume me b kai ja èqoume,

b = cpb+ dab,kai afoÔ p | ab ⇒ p | cpb+ dab ⇒ p | b. Epomènw
 to p e�nai pr¸to stoiqe�o kai�ra h D perioq  monadik 
 an�lush
.Sundu�zonta
 ta parap�nw jewr mata pa�rnoume to ex 
:Je¸rhma 2.7K�je Eukle�deia perioq , e�nai perioq  monadik 
 an�lush
.



Kef�laio 3Ide¸dh3.1 An�lush idewd¸n se pr¸ta ide¸dhJa d¸soume pr¸ta ton orismì mègistou kai pr¸tou ide¸dou
, enì
 daktul�ou
R.Orismì
 3.1 'Ena ide¸de
 a enì
 daktul�ou R lègetai mègisto, an den e�nai tomhdenikì ide¸de
 kai den up�rqei �llo ide¸de
 I tou R, tètoio ¸ste na isqÔei,

a ⊆ I ⊆ R.Orismì
 3.2 'Ena ide¸de
 a enì
 daktul�ou R lègetai pr¸to, an gia k�jeide¸dh b, c tou daktul�ou R gia ta opo�a isqÔei ìti bc ⊆ a na sunep�getai ìti
b ⊆ a   c ⊆ a.L mma 3.1 'Estw R daktÔlio
 kai a ide¸de
 autoÔ tou daktul�ou. Tìte jaèqoume ta ex 
:1. to a e�nai mègisto ide¸de
 an kai mìno an R/a e�nai s¸ma.2. to a e�nai pr¸to ide¸de
 an kai mìno an R/a e�nai akèraia perioq .Apìdeixh. Ta ide¸dh tou R/a e�nai se èna pro
 èna kai ep� antistoiq�a me tata ide¸dh tou R, ta opo�a br�skontai metaxÔ tou R kai tou a. 'Ara to a e�naimègisto, an kai mìno an o R/a den èqei mh mhdenik� tetrimmèna ide¸dh. Ep�sh
gnwr�zoume ìti an èna
 daktÔlio
 S, den èqei mh mhdenik� tetrimmèna ide¸dh, e�nais¸ma. Apode�xame to 1. 'Estw ìti a pr¸to ide¸de
. JewroÔme x, y ∈ R, tètoia¸ste ston R/a na èqoume: (a + x)(a + y) = 0 kai tìte xy ∈ a ⇒ 〈x〉 ⊆ a  
〈y〉 ⊆ a dhlad    x ∈ a   y ∈ a. Epomènw
 èna apì ta a + x kai a + y e�naimhdèn ston R/a, dhlad  o R/a den èqei diairète
 tou mhdenì
 kai e�nai akèraiaperioq . Ant�strofa, a
 upojèsoume ìti o R/a e�nai akèraia perioq . Tìte ht�xh tou R/a ja e�nai |R/a| 6= 1 ètsi a 6= R. T¸ra upojètoume ìti bc ⊆ a all�
b ⊂ a kai c ⊂ a. Tìte mporoÔme na broÔme stoiqe�a b ∈ b kai g ∈ c me b, g /∈ aall� bg ∈ a. Autì shma�nei ìti (a + b) kai (a + g) e�nai diairète
 tou mhdenì
ston R/a. 'Atopo giat� èqoume upojèsei ìti o R/a e�nai akèraia perioq .Shmei¸noume ep�sh
 kai to akìloujo pìrisma, pou prokÔptei eÔkola apì toparap�nw l mma. 27



KEF�ALAIO 3. IDE�WDH 28Pìrisma 3.1 K�je mègisto ide¸de
 e�nai pr¸to.Je¸rhma 3.1O daktÔlio
 akera�wn D enì
 s¸mato
 arijm¸n K èqei ti
 akì-louje
 idiìthte
:1. E�nai akèraia perioq  me s¸ma klasm�twn K.2. E�nai Noetherian akèraia perioq .3. An èna stoiqe�o a to opo�o an kei sto K ikanopoie� èna monikì polu¸numoston D, tìte a ∈ D.4. K�je mh mhdenikì pr¸to ide¸de
 tou D e�nai mègisto.Apìdeixh.1. Profanè
2. 'Opw
 xèroume h om�da (D,+) e�nai eleÔjerh abelian  t�xh
 n. Epomènw
an a èna ide¸de
 tou D tìte kai h (a,+) ja e�nai eleÔjerh abelian  met�xh |a| ≤ n. K�je b�sh akeraiìthta
 th
 (a,+) par�gei to a san ide¸de
,epomènw
 to a e�nai peperasmèna paragìmeno. 'Ara e�nai Noetherian.3. Apì to je¸rhma 1.8 èqoume ìti an èna θ ∈ C ikanopoie� èna monikì po-lu¸numo to opo�o èqei suntelestè
 akèraiou
 arijmoÔ
, tìte kai o θ e�naiakèraio
 algebrikì
. 'Ara, afoÔ èqoume ìti α ∈ K kai ikanopoie� monikìpolu¸numo sto D ja e�nai α ∈ B. Epomènw
 α ∈ D.4. 'Estw p èna mh mhdenikì pr¸to ide¸de
 tou D kai èna stoiqe�o tou α,di�foro tou mhdenì
. E�nai N = N(α) = α1...αn ∈ p (Autì giat� ta αie�nai ta suzug  stoiqe�a tou α) kai èstw ìti α = α1. Tìte 〈N〉 ⊆ p, kai �rao daktÔlio
 phl�ko D/p e�nai èna
 daktÔlio
 phl�ko tou D/ND, o opo�o
afoÔ e�nai peperasmèna paragìmenh abelian  om�da me k�je stoiqe�o th
 naèqei peperasmènh t�xh, e�nai peperasmèno
. Opìte afoÔ D/p e�nai akèraiaperioq  kai peperasmènh, e�nai s¸ma. Epomènw
 to ide¸de
 p e�nai mègisto.'Ena
 daktÔlio
 pou ikanopoie� ti
 parap�nw idiìthte
 onom�zetai daktÔ-lio
 Dedekind. 'Ena ide¸de
, ìpw
 gnwr�zoume, mporoÔme na to doÔme san D-
submodule tou D, �ra mporoÔme na douleÔoume koit¸nta
 ta D-submodules tous¸mato
K. Ta sugkekrimèna submodules ta opo�a ja ma
 qreiastoÔn, ja èqounthn ex 
 idiìthta:Orismì
 3.3 'Ena D-submodule a tou K ja kale�tai klasmatikì ide¸de
 tou Dan up�rqei k�poio mh mhdenikì stoiqe�o c ∈ D tètoio ¸ste na isqÔei: ca ⊆ D.Me �lla lìgia to sÔnolo b = ca, e�nai èna ide¸de
 tou D kai a = c−1b. Dhlad ta klasmatik� ide¸dh tou D e�nai uposÔnola tou K th
 morf 
 c−1b, ìpou be�nai èna ide¸de
 tou D kai c èna mh mhdenikì stoiqe�o tou D.Je¸rhma 3.2 Ta mh mhdenik� klasmatik� ide¸dh tou D sqhmat�zoun m�a a-belian  om�da me pr�xh ton pollaplasiasmì.Apìdeixh. Blèpe je¸rhma 5.5 [1℄.Je¸rhma 3.3 'Ola ta mh mhdenik� klasmatik� ide¸dh enì
 daktul�ou akera�wn
D, mporoÔn na grafoÔn sa ginìmeno pr¸twn idewd¸n, me monadikì trìpo, mèqrith seir� twn paragìntwn.



KEF�ALAIO 3. IDE�WDH 29Apìdeixh. Blèpe je¸rhma 5.5 [1℄.Prìtash 3.1 Gia ide¸dh a, b tou D, ja isqÔei:
a | b an kai mìno an a ⊇ b.Autì ma
 lèei ìti oi par�gonte
 enì
 ide¸dou
 tou D, e�nai akrib¸
 ta ide¸dhpou to perièqoun. 'Etsi o orismì
 tou pr¸tou ide¸dou
 g�netai an�logo
 me autìntou pr¸tou stoiqe�ou.'Eqoume dhlad :

p | ab ⇒ p | a   p | b.3.2 Nìrma ide¸dou
Ja or�soume thn ènnoia th
 nìrma
 enì
 ide¸dou
 N(a). 'Eqoume de�xei ìti ht�xh tou daktÔliou phl�kou D/a e�nai peperasmènh. 'Etsi or�zoume th nìrma w
ex 

N(a) = |D/a| .A
 doÔme thn sqèsh metaxÔ th
 nìrma
 enì
 ide¸dou
 kai enì
 stoiqe�ou.Je¸rhma 3.41. K�je ide¸de
 a 6= 0 tou D, san èna Z-module, èqei b�sh {α1, ..., αn} ìpou

n, ìpw
 sun jw
, o bajmì
 th
 epèktash
 K.2. H nìrma enì
 ide¸dou
 isoÔtai me
N(a) =

∣

∣

∣

∣

∆[α1, ..., αn]

∆

∣

∣

∣

∣

1/2

,ìpou ∆ h diakr�nousa tou K.Apìdeixh.1. Gnwr�zoume ìti h (D,+) e�nai eleÔjerh abelian  t�xh
 n. Ep�sh
 afoÔ o
D/a èqei peperasmènh t�xh ja èqoume ìti kai h (a,+) ja e�nai eleÔjerhabelian  t�xh
 n. Epomènw
 ja èqei b�sh th
 morf 
 {α1, ..., αn}.2. 'Estw {ω1, ..., ωn} m�a b�sh akeraiìthta
 gia ton D, kai upojètoume ìti
αi =

∑

cijωij Tìte èqoume ìti
N(a) = |D/a| = |det(cij)|(blèpe je¸rhma 1.13 [1℄). Gnwr�zoume loipìn ìti ja isqÔei

∆[α1, ..., αn] = (det(cij))
2∆[ω1, ..., ωn] = (N(a))2∆ ⇔ N(a) =

∣

∣

∣

∣

∆[α1, ..., αn]

∆

∣

∣

∣

∣

1/2Par�deigma 3.1A
 doÔme m�a efarmog . Ja paragontopoi soume to ide¸de

〈18〉 ston daktÔlio akera�wn Z[

√
−17]. Gnwr�zoume thn paragontopo�hsh toustoiqe�ou 18 sto Z[

√
−17] e�nai:

18 = 2 · 3 · 3 = (1 +
√
−17) · (1 +

√
−17)



KEF�ALAIO 3. IDE�WDH 30JewroÔme to ide¸de
 p1 =
〈

2, 1 +
√
−17

〉, tou opo�ou oi genn tore
 e�nai kai oidÔo par�gonte
 tou 18. Profan¸
 to 18 ∈ p1, �ra 〈18〉 ⊆ p1, to opo�o shma�neiìti to ide¸de
 p1 e�nai par�gonta
 tou 〈18〉. T¸ra ep�sh
 èqoume :
1 −

√
−17 = 2 − (1 +

√
−17) ∈ p1epomènw
: 18 = (1 +

√
−17) · (1 +

√
−17) ∈ p2

1 to opo�o me th seir� tou shma�neiìti 〈18〉 ⊆ p2
1 kai �ra p2

1 e�nai par�gonta
 tou 〈18〉. Ta stoiqe�a t¸ra tou p1èqoun thn ex 
 morf :
2x+ (1 +

√
−17)y me x, y ∈ Z[

√
−17].Dhlad  èqoume gia a, b, c, d ∈ Z:

2(a+ b
√
−17) + (1 +

√
−17)(c+ d

√
−17)

= (2a+ c− 17d) + (2b+ d+ c)
√
−17 = r + s

√
−17me r−s = 2a−2b−18d, dhlad  to r−s e�nai �rtio
 arijmì
. Autì ma
 odhge� stosumpèrasma ìti o r kai o s prèpei na e�nai kai oi dÔo �rtioi   kai oi dÔo peritto�.Epomènw
 to ide¸de
 p1 den mpore� na kalÔptei ìlon ton daktÔlio Z[

√
−17]. T¸raèqoume ìti to ide¸de
 p1 e�nai mègisto. Autì giat� an p�roume èna opoiod potestoiqe�o th
 morf 
 m+ n

√
−17 to opo�o na mhn an kei sto p1, tìte ja e�nai toèna apì tam,n �rtio kai to �llo perittì. Dhlad  ja e�nai : p1 = 〈m+n

√
−17〉 =

Z[
√
−17].'Omoia t¸ra, pa�rnoume ide¸de
 p2 =

〈

3, 1 +
√
−17

〉. 'Ena stoiqe�o tou
p2 e�nai th
 morf 
 r + s

√
−17 = (3a + c − 17d) + (3b + c + d)

√
−17, ìpou

r − s = 3(a + b − 6d). 'Ara ta r, s mporoÔn na e�nai opoioid pote akèraioi pouikanopoioÔn thn r = s mod 3. 'Omoia me prin to ide¸de
 p2 e�nai mègisto kai
18 = 2 · 3 · 3 ∈ p2

2, epomènw
 to p2
2 e�nai par�gonta
 tou 〈18〉.Tèlo
, ja p�roume p3 =

〈

3, 1 −
√
−17

〉, kai ètsi èqoume èna akìma pr¸to ide¸de
,tètoio ¸ste p2
3 na e�nai par�gonta
 tou 〈18〉. 'Omoioi upologismo� me prin, ja ma
d¸soun ìti r+ s

√
−17 ∈ p3 an kai mìno an r+ s = 0 mod 3. Epomènw
 sÔmfwname to je¸rhma an�lush
 ja èqoume:

p2
1p

2
2p

2
3 ⊇ 〈18〉 .H nìrma enì
 ide¸dou
 p, ìpw
 thn or�same prin N(p), e�nai �sh me thn t�xh touphl�kou D/p. M�a idiìtht� th
 pou ja qrhsimopoi soume e�nai,

N(ab) = N(a)N(b).'Eqoume t¸ra ìti k�je stoiqe�o sto daktÔlio akera�wn Z[
√
−17] ja e�nai th
morf 
 1 + x, x ∈ p1. Epomènw
 ja e�nai

N(p1) =
∣

∣Z[
√
−17]/p1

∣

∣ = 2.'Omoia èqoume gia ta �lla dÔo ide¸dh,
N(pi) =

∣

∣Z[
√
−17]/pi

∣

∣ = 3, gia i = 2, 3.Opìte t¸ra k�nonta
 qr sh th
 parap�nw idiìthta
 th
 nìrma
, èqoume ìti :
N(p2

1p
2
2p

2
3) = N(p1)

2N(p2)
2N(p3)

2 = 22 · 32 · 32 = 182.



KEF�ALAIO 3. IDE�WDH 31T¸ra zht�me th nìrma tou ide¸dou
 〈18〉. E�nai
N(〈18〉) =

∣

∣Z[
√
−17]/ 〈18〉

∣

∣ .K�je stoiqe�o tou Z[
√
−17] mporoÔme na to gr�youme :

a+ b
√
−17 + x me a, b = 0...17 kai x ∈ 〈18〉�ra èqoume 18 epilogè
 gia to a kai 18 epilogè
 gia to b. Epomènw
 e�nai

N(〈18〉) = 182.'Estw t¸ra ìti to 〈18〉 analÔetai se pr¸ta ide¸dh w
 ex 
:
〈18〉 = p2

1p
2
2p

2
3a,gia k�poio ide¸de
 a. Tìte ja èprepe na e�qame N(a) = 1 pou shma�nei ìti to ae�nai olìklhro
 o daktÔlio
. 'Ara katal goume ìti

〈18〉 = p2
1p

2
2p

2
3E�nai t¸ra apì thn an�lush tou stoiqe�ou 18, 2 · 3 · 3 = 18, epomènw


〈2〉 〈3〉2 = p2
1p

2
2p

2
3.Apì th monadikìthta th
 an�lush
 twn idewd¸n ja èqoume ìti kai to 〈2〉 kai to

〈3〉 ja e�nai ginìmena twn p1, p2, p3. ParathroÔme ìti 2 ∈ p1, 2 /∈ p2, 2 /∈ p3. 'Araja e�nai p1 | 〈2〉 kai p2 ∤ 〈2〉 , p3 ∤ 〈2〉 ètsi ja e�nai
〈2〉 = p

q
1.Omo�w
 gia to ide¸de
 〈3〉 e�nai

〈3〉 = pr2p
s
3.Sundu�zonta
 ti
 teleuta�e
 sqèsei
 pa�rnoume

p
q
1p

2r
2 p2s

3 = p2
1p

2
2p

2
3.kai lìgw th
 monadikìthta
 th
 an�lush
 prèpei na e�nai q = 2, r = 1, s = 1 ⇒

〈2〉 = p2
1, 〈3〉 = p2p3. Akrib¸
 �dia doulei� g�netai kai gia thn �llh an�lush toustoiqe�ou 18 ston Z[

√
−17]

18 = (1 +
√
−17)(1 −

√
−17).E�nai loipìn

〈18〉 =
〈

1 +
√
−17

〉 〈

1 −
√
−17

〉

= p2
1p

2
2p

2
3.ep�sh


1 +
√
−17 ∈ p1, 1 +

√
−17 ∈ p2, 1 +

√
−17 /∈ p3

1 −
√
−17 ∈ p1, 1 −

√
−17 ∈ p3, 1 −

√
−17 /∈ p2.Epomènw


〈

1 +
√
−17

〉

= pm1 pn2
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〈

1 −
√
−17

〉

= pr1p
s
3Epomènw
 me th bo jeia th
 sqèsh


〈18〉 =
〈

1 +
√
−17

〉 〈

1 −
√
−17

〉

= p2
1p

2
2p

2
3ja èqoume m = 1, r = 1, n = 2, s = 2, �ra

〈

1 +
√
−17

〉

= p1p
2
2,

〈

1 −
√
−17

〉

= p1p
2
3'Eqoume loipìn plèon brei dÔo analÔsei
 tou ide¸dou
 〈18〉. E�nai

〈18〉 = 〈2〉 〈3〉2 = p2
1(p2p3)

2 = (p1p
2
2)(p1p

2
3) =

〈

1 +
√
−17

〉 〈

1 −
√
−17

〉Blèpoume loipìn ìti oi dÔo autè
 diaforetikè
 analÔsei
 proèrqontai apì diafo-retikè
 omadopoi sei
 twn idewd¸n p1p2p3.Pìrisma 3.2 An a = 〈a〉, e�nai èna kÔrio ide¸de
, tìte N(a) = |N(a)|.Q�rh se autì to pìrisma mporoÔme na k�noume �mesou
 upologismoÔ
 gia thnìrma kur�wn idewd¸n.Par�deigma 3.2An èqoume ènan daktÔlio akera�wn D enì
 Q(
√
d), gia dakèraio arijmì kai eleÔjero tetrag¸nou, tìte e�nai

N(
〈

a+ b
√
d
〉

) =
∣

∣a2 − b2d
∣

∣kai sugkekrimèna gia to prohgoÔmeno par�deigma pou doulèyame, dhlad  D =
Z[
√
−17] kai ide¸de
 to 〈18〉 ja èqoume

N(〈18〉) = 182.Je¸rhma 3.5 An èqoume dÔo mh mhdenik� ide¸dh a, b enì
 D tìte
N(ab) = N(a)N(b).Apìdeixh. Lìgw monadikìthta
 th
 an�lush
 kai me epagwg  ston arijmì twnparagìntwn, arke� na de�xoume ìti
N(ap) = N(a)N(p)gia p pr¸to ide¸de
. Isqurizìmaste t¸ra to ex 


|D/ap| = |D/a| |a/ap| , (3.1)kai
|a/ap| = |D/p| . (3.2)Apì autè
 ti
 dÔo sqèsei
 kai ton orismì th
 nìrma
, odhgoÔmaste sto apotè-lesma. Gia thn sqèsh 3.1 ja doulèyoume w
 ex 
. Or�zoume ton omomorfismìdaktul�wn
φ : D/ap → D/ame
φ(ap + x) = a + x.
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 ep� omomorfismì
 daktul�wn me pur na, a/ap. Efarmìzou-me loipìn to je¸rhma isomorfismoÔ gia daktul�ou
 kai ja èqoume ìti up�rqeiisomorfismì

φ′ :

D/ap

a/ap
−→ D/aEpomènw
 oi t�xei
 aut¸n twn daktul�wn ja e�nai �se
. 'Etsi ja p�roume thnsqèsh 1.5.

|D/ap|
|a/ap| = |D/a| ⇐⇒ |D/ap| = |D/a||a/ap|Gia thn sqèsh 3.2, pr¸ta parathroÔme ìti lìgw monadik 
 an�lush
 ja èqoumeìti a 6= ap kai ètsi ja e�nai ap ⊂ a. Ja de�xoume ìti den up�rqei ide¸de
 b metaxÔtwn a kai ap. An up rqe tètoio ide¸de
 b tìte ja  tan

a ⊇ b ⊇ apkai tìte san klasmatik� ide¸dh
a−1a ⊇ a−1b ⊇ a−1ap ⇐⇒ D ⊇ a−1b ⊇ p.AfoÔ loipìn èqoume ìti D ⊇ a−1b, e�nai ìnto
 ide¸de
 kai ep�sh
 afoÔ to pe�nai pr¸to ston daktÔlio akera�wn D ja e�nai kai mègisto, ja e�nai a−1b = D  

a−1b = p. Dhlad  b = a   b = ap. Epomènw
 den up�rqei ide¸de
 b metaxÔ twn
a kai ap. Autì shma�nei ìti gia k�je stoiqe�o α ∈ a/ap ja èqoume

ap + 〈α〉 = a. (3.3)Pa�rnoume èna tètoio α kai or�zoume thn apeikìnish
θ : D −→ a/apme
θ(x) = ap + αx,h opo�a e�nai èna
 D − module omomorfismì
, kai ep� lìgw th
 sqèsh
 3.3. Opur na
 tou θ e�nai èna ide¸de
 to opo�o ikanopoie� thn p ⊆ kerθ. Ja de�xoumeìti p 6= kerθ. An  tan p = kerθ tìte sÔmfwna me to je¸rhma omomorfismoÔ jae�qame

0 = D/kerθ ∼= a/ap,kai tìte ja e�qame a = ap �topo, afoÔ èqoume upojèsei apì thn arq  ìti a 6=
ap. To ide¸de
 p e�nai mègisto, �ra p = kerθ. Epomènw
 me qr sh p�li toujewr mato
 omomorfismoÔ ja p�roume ìti

D/p ∼= a/ap.Exis¸noume ti
 t�xei
 kai pa�rnoume thn sqèsh 3.2. Me sunduasmì twn sqèsewn
2.1 kai 1.1

|D/ap| = |D/a||D/p|kai tèlo

N(ap) = N(a)N(p).



KEF�ALAIO 3. IDE�WDH 34Par�deigma 3.3Sto par�deigma pou e�qame daktÔlio akera�wn ton Z[
√
−17],e�qame ta ide¸dh p1 =

〈

2, 1 +
√
−17

〉

, p2 =
〈

3, 1 +
√
−17

〉

, p3 =
〈

3, 1 −
√
−17

〉.Epomènw
 ja èqoume
N(p2

1p
2
2p

2
3) = 223232 = 182Ja perigr�youme �llh m�a qr sh pou ja k�noume me ton ìro {dia�resh}. Anèqoume a ide¸de
 enì
 daktul�ou akera�wn D kai b èna stoiqe�o tou D tètoio¸ste a| 〈b〉 tìte ja mporoÔme na gr�foume kai a|b kai ja lème ìti to a ja diaire�to b. Profan¸
 a|b an kai mìno an b ∈ a. Autì
 o nèo
 sumbolismì
 èqei k�poiaepiplèon pleonekt mata, ìpw
 gia par�deigma ìti an èqoume p pr¸to ide¸de
 kai

p| 〈a〉 〈b〉, tìte ja prèpei na e�nai p| 〈a〉   p| 〈b〉. 'Ara gia p pr¸to ide¸de
 e�nai
p|ab⇒ p|a   p|b.Je¸rhma 3.6 'Estw a ide¸de
 enì
 daktul�ou akera�wn D, me a 6= 01. An N(a) e�nai pr¸to
 arijmì
 tìte kai to a e�nai pr¸to ide¸de
.2. H nìrma N(a) e�nai stoiqe�o tou a,   isodÔnama a | N(a).3. An a pr¸to ide¸de
,diaire� akrib¸
 ènan pr¸to arijmì p, kai e�nai N(a) =

pm, me m ≤ n, ìpou n o bajmì
 tou K.Apìdeixh. Blèpe je¸rhma 5.12 [1℄.Par�deigma 3.4An èqoume daktÔlio akera�wn ton Z[
√
−17] kai ide¸de
 to

p =
〈

2, 1 +
√
−17

〉, epeid  xèroume ìti h nìrma tou isoÔtai me 2 pou e�nai pr¸to
arijmì
, amèsw
 mporoÔme na sumper�noume ìti kai to ide¸de
 p e�nai pr¸to.Ep�sh
 parathroÔme ìti ìpw
 ma
 lèei to parap�nw je¸rhma N(p) = 2 ∈ p.Par�deigma 3.5Prèpei ep�sh
 na shmei¸soume, ìti up�rqoun peript¸sei
 ì-pou èna ide¸de
 e�nai pr¸to all� h nìrma tou den e�nai pr¸to
 arijmì
. Giapar�deigma èstw ìti èqoume D = Z[i], kai ide¸de
 a = 〈3〉. To 3 e�nai an�gwgostoiqe�o sto Z[i] kai epeid  e�maste se perioq  monadik 
 an�lush
, ja e�nai kaipr¸to stoiqe�o. Gnwr�zoume ìti èna pr¸to stoiqe�o par�gei kai pr¸to ide¸de
,epomènw
 to a e�nai pr¸to ide¸de
. Ep�sh
 èqoume ìti N(〈3〉) = 32, o opo�o
den e�nai pr¸to
 arijmì
. Bèbaia, h nìrma enì
 pr¸tou ide¸dou
, ja e�nai p�ntadÔnamh pr¸tou arijmoÔ.Je¸rhma 3.71. K�je mh mhdenikì ide¸de
 enì
 D èqei peperasmènou
 diairète
,2. 'Ena
 mh mhdenikì
 akèraio
 arijmì
 an kei mìno se peperasmèno arijmìidewd¸n tou D,3. Mìno peperasmèna to pl jo
 ide¸dh enì
 D èqoun thn �dia nìrma.Apìdeixh.1. E�nai �mesh sunèpeia tou jewr mato
 an�lush
 se pr¸ta ide¸dh.2. E�nai m�a eidik  per�ptwsh tou 1.3. E�nai �mesh sunèpeia tou 2.



KEF�ALAIO 3. IDE�WDH 35Par�deigma 3.6Pa�rnoume to prohgoÔmeno apotèlesma th
 an�lush
 tou i-de¸dou
 〈18〉 ston D = Z[
√
−17],

〈18〉 = p2
1p

2
2p

2
3me p1 =

〈

2, 1 +
√
−17

〉

, p2 =
〈

3, 1 +
√
−17

〉

, p3 =
〈

3, 1 −
√
−17

〉. 'Eqoume breiloipìn ìti oi mìnoi diairète
 tou 〈18〉 e�nai ta p1, p2, p3.(Gia to je¸rhma 3.7.1).'Eqoume ìti an to 18 an kei se k�poio ide¸de
 a, ìpou ja e�nai a/ 〈18〉 dhlad  a |
p2
1p

2
2p

2
3 tìte ja e�nai a = p

q
1p
r
2p
s
3, ìpou q, r, s profan¸
 ja e�nai 0,1,   2. 'Ara to18 an kei mìno se peperasmèna to pl jo
 ide¸dh. A
 doÔme pìsa ide¸dh èqounnìrma 18. Autì g�netai mìno ìtan a | 18, �ra an a = p

q
1p
r
2p
s
3 pou shma�nei ìti

N(a) = 2q3r3s. H N(a) ja e�nai 18 mìno an èqoume q = 1, r + s = 2, pou me thseir� tou shma�nei ìti to a e�nai p1p
2
2,   p1p2p3,   p1p

2
3.L mma 3.2 An a, b dÔo mh mhdenik� ide¸dh enì
 D, tìte up�rqei stoiqe�o a ∈ atètoio ¸ste

aa−1 + b = DPrin proqwr soume sthn apìdeixh tou l mmato
 ja d¸soume tou
 orismoÔ
tou mègistou koinoÔ diairèth kai tou el�qistou koinoÔ pollapl�siou, dÔo idew-d¸n.Orismì
 3.4DÔo mh mhdenik� ide¸dh a, b èqoun mègisto koinì diairèth g kaiel�qisto koinì pollapl�sio l me ti
 akìlouje
 idiìthte
.
g/a, g/bkai an gia k�poio g′ èqoume ìti g′ | a, g′ | b, tìte e�nai

g′/gkai an
a/l, b/lkai an gia k�poio l′ èqoume ìti a | l′, b | l′ tìte e�nai
l | l′.L mma 3.3 An a, b dÔo ide¸dh enì
 D, kai g, l o mègisto
 koinì
 diairèth
 kaito el�qisto koinì pollapl�sio ant�stoiqa, tìte ja èqoume

g = a + b, l = a ∩ bApìdeixh. Gnwr�zoume ìti gia èna ide¸de
 x èqoume x | a an kai mìno an a ⊆ x.Epomènw
 to g prèpei na e�nai to mikrìtero ide¸de
 pou perièqei ta a, b kai to lto megalÔtero ide¸de
 pou perièqetai sta a, b.T¸ra mporoÔme na d¸soume thn apìdeixh tou l mmato
 3.2. Apìdeixh. Pr¸taparathroÔme ìti an a ∈ a ja èqoume a/a epomènw
 to aa−1 e�nai ide¸de
 kai ìqiapl� klasmatikì ide¸de
. T¸ra sÔmfwna me to prohgoÔmeno l mma pou apode�-xame, o mègisto
 koinì
 diairèth
 twn aa−1 kai b ja e�nai to aa−1 + b, epomènw
arke� na epilèxoume a ∈ a tètoio ¸ste
aa−1 + pi = D, i = 1, ..., rme ta pi na e�nai ta diaforetik� metaxÔ tou
 pr¸ta ide¸dh, ta opo�a diairoÔn to

b.



KEF�ALAIO 3. IDE�WDH 36Je¸rhma 3.8 'Estw a èna mh mhdenikì ide¸de
 enì
 daktul�ou akera�wn D,kai èna stoiqe�o b ∈ a. Tìte up�rqei stoiqe�o a ∈ a tètoio ¸ste a = 〈a, b〉 .Apìdeixh. 'Estw ide¸de
 b = ba−1. Apì to l mma 3.2, ja up�rqei stoiqe�o a ∈ atètoio ¸ste
aa−1 +b = aa−1 + ba−1 = D ⇔ (〈a〉+ 〈b〉)a−1 = D ⇔ a = 〈a〉+ 〈b〉 ⇔ a = 〈a, b〉Autì to je¸rhma ma
 lèei ìti k�je ide¸de
, se ènan daktÔlio akera�wn enì
s¸mato
 arijm¸n, ja èqei to polÔ dÔo genn tore
.Je¸rhma 3.9H an�lush se an�gwga twn stoiqe�wn enì
 D e�nai monadik  ankai mìno an e�nai perioq  kur�wn idewd¸n.Apìdeixh. Gnwr�zoume ìti k�je perioq  kur�wn idewd¸n e�nai perioq  monadik 
an�lush
. Mènei loipìn na de�xoume to ant�strofo. Arke� na de�xoume ìti m�aperioq  ìpou h an�lush se an�gwga stoiqe�a e�nai monadik , e�nai kai perioq kur�wn idewd¸n. Dhlad  ìti k�je pr¸to ide¸de
 e�nai kÔrio, afoÔ k�je ide¸de
e�nai ginìmeno pr¸twn idewd¸n. 'Estw loipìn p ∈ D pr¸to ide¸de
, mh mhdenikì.Apì to je¸rhma 3.6.2, up�rqei èna
 akèraio
 arijmì
 N = N(p) tètoio
 ¸ste
p | N.MporoÔme na paragontopoi soume to N san ginìmeno anag¸gwn stoiqe�wntou D, w
 ex 
:

N = v1...vs.AfoÔ èqoume ìti p | N kai to p e�nai pr¸to ide¸de
, èqoume ìti
p | vi   isodÔnama p | 〈vi〉 .Epeid  e�maste se perioq  monadik 
 an�lush
, to an�gwgo stoiqe�o vi e�nai kaipr¸to stoiqe�o. 'Ara kai to kÔrio ide¸de
 pou par�gei to stoiqe�o autì, e�naipr¸to. Epomènw
 èqoume ìti p | 〈vi〉 ìpou kai ta dÔo aut� ide¸dh e�nai pr¸ta.'Etsi apì monadikìthta an�lush
 èqoume ìti

p = 〈vi〉 ,dhlad  to p e�nai kÔrio ide¸de
.



Kef�laio 4PlègmataSe autì to shme�o ja all�xei l�go to skhnikì, afoÔ ja qreiaste� na p�roumeplhrofor�e
 apì gewmetrikè
 teqnikè
, oi opo�e
 ja bohj soun ti
 algebrikè
mejìdou
 ma
. Ja anaptÔxoume k�poie
 idiìthte
 twn plegm�twn, ta opo�a e�naijemeli¸dh gia thn ènnoia mia
 elleiptik 
 kampÔlh
. Ja mil soume kai gia thnantistoiq�a mia
 jemeli¸dou
 perioq 
 kai enì
 tìrou me èna plègma. Xekin�meme ton orismì enì
 plègmato
 (lattice).Orismì
 4.1 'Estw e1, ..., em na e�nai èna sÔnolo apì grammik� anex�rthtadianÔsmata tou Rn,m ≤ n. H prosjetik  upoom�da tou (Rn,+) h opo�a par�-getai apì aut� ta dianÔsmata, onom�zetai plègma di�stash
 m, paragìmeno apìta e1, ..., em.MporoÔme na doÔme èna plègma san m�a eleÔjerh abelian  om�da, t�xh
 m.'Ara mporoÔme na efarmìsoume thn orolog�a twn om�dwn aut¸n, sta plègmata.A
 d¸soume t¸ra topologikì qarakthrismì sto plègma. 'Estw o Rn efodiasmè-no
 me th sun jh metrik , ìpou ||x − y|| e�nai h apìstash metaxÔ tou x kai tou
y. Ja sumbol�zoume ep�sh
 me Br[x], thn kleist  mp�la kèntrou x kai akt�na
 r.Orismì
 4.2Ja lème ìti èna sÔnolo X ⊆ Rn e�nai fragmèno, an X ⊆ Br[0],gia k�poio r.Orismì
 4.3Ja lème ìti èna sÔnolo X ⊆ Rn, to opo�o èqei dom  om�da
 e�naidiakritì, an kai mìno an to mhdèn den e�nai shme�o suss¸reush
, dhlad  k�jemp�la Br[0] ja tèmnei to sÔnolo X se peperasmèna to pl jo
 shme�a.E�maste ètoimoi t¸ra na d¸soume to parak�tw je¸rhma.Je¸rhma 4.1M�a prosjetik  upoom�da tou Rn ja e�nai plègma , an kai mìnoan e�nai diakrit .Apìdeixh. 'Estw L èna plègma di�stash
 n, to opo�o par�getai apì ta e1, ..., en.Aut� ta dianÔsmata tìte ja apoteloÔn m�a b�sh gia ton q¸ro Rn. K�je stoiqe�o
v ∈ Rn, ja gr�fetai san

v = λ1e1 + ...+ λnen, λi ∈ R.37



KEF�ALAIO 4. PL�EGMATA 38Or�zoume thn f : Rn → Rn na e�nai h
f(λ1e1 + ...+ λnen) = (λ1, ..., λn).Tìte to f(Br[0]) e�nai fragmèno, èstw ||f(v)|| ≤ k, v ∈ Rn. An t¸ra èqoumek�poio ∑

aiei ∈ Br[0], ai ∈ Z, tìte profan¸
 ja e�nai ||(a1, ..., an)|| ≤ k. A-nt�strofa, èstw G m�a diakrit  upoom�da tou Rn. Ja de�xoume me epagwg  sto
n, ìti h G e�nai plègma. 'Estw g1, ..., gm to mègisto grammik� anex�rthto upo-sÔnolo tou G. 'Estw V o upìqwro
 t¸ra, pou par�getai apì ta g1, ..., gm−1.JètoumeG0 = G∩V . Up�rqoun loipìn grammik� anex�rthta stoiqe�a h1, ..., hm′ta opo�a par�goun thn G0. AfoÔ ta stoiqe�a g1, ..., gm ∈ G0, tìte ja prèpeina èqoume m′ = m − 1. MporoÔme na antikatast soume ta g1, ..., gm−1 me ta
h1, ..., hm−1,   isodÔnama na upojèsoume ìti k�je stoiqe�o pou an kei sthn G0mpore� na grafe� san akèraio
 grammikì
 sunduasmì
 twn g1, ..., gm−1. 'Estwt¸ra T, to uposÔnolo ìlwn twn x ∈ G th
 morf 
,

x = a1g1 + ...+ amgm,me ai ∈ R tètoia ¸ste 0 ≤ ai < 1, i = 1, ...,m− 1 kai 0 ≤ am < 1. Tìte to T jae�nai fragmèno kai �ra peperasmèno afoÔ to G e�nai diakritì sÔnolo. MporoÔmeloipìn na epilèxoume x′ ∈ T me ton mikrìtero suntelest  am, èstw
x′ = b1g1 + ...+ bmgm.Profan¸
 ta g1, ..., gm−1, x

′ e�nai grammik� anex�rthta. Xekin¸nta
 me opoiod -pote di�nusma v ∈ G, mporoÔme na epilèxoume akèraiou
 suntelestè
 ci, tètoiou
¸ste to stoiqe�o
g′ = g − cmx

′ − c1g1 − ...− cm−1gm−1na an kei sto T kai o suntelest 
 tou gm sto g′ na e�nai mikrìtero
 tou bm, all�fusik� mh arnhtikì
. Apì thn epilog  tou x′ autì
 o suntelest 
 ja prèpei nae�nai mhdèn. Epomènw
 g′ ∈ G0. Tìte ìmw
 ta {x′, g1, ..., gm−1} par�goun thn
G, pou shma�nei ìti h G e�nai plègma.To uposÔnolo T pou or�same sthn prohgoÔmenh apìdeixh, e�nai h legìmenhjemeli¸dh
 perioq  kai d�noume ton akrib  orismì th
 amèsw
 t¸ra.Orismì
 4.4An èqoume L èna plègma pou par�getai apì ta e1, ..., en, or�zoumeth jemeli¸dh perioq  T na apotele�tai apì ìla eke�na ta stoiqe�a th
 morf 

∑

aiei, ai ∈ R, gia ta opo�a èqoume 0 ≤ ai < 1.L mma 4.1 K�je stoiqe�o tou Rn an kei se akrib¸
 èna apì ta sÔnola T+l, l ∈
L.4.1 O tìro
 phl�ko'Estw L èna plègma sto Rn kai di�stash
 n. Autì pou ja ma
 apasqol seie�nai h melèth th
 om�da
 phl�ko Rn/L. Ja sumbol�zoume me S to sÔnolo twnmigadik¸n arijm¸n me mètro 1. Autì to sÔnolo, efodiasmèno me ton pollapla-siasmì e�nai om�da kai onom�zetai om�da twn shme�wn tou kÔklou.L mma 4.2 H om�da phl�ko R/Z e�nai isìmorfh me thn om�da S.



KEF�ALAIO 4. PL�EGMATA 39Apìdeixh. Or�zoume thn apeikìnish φ : R → S me
φ(x) = e2πix.Autì
 o φ e�nai èna
 ep� omomorfismì
 kai èqei profan¸
 pur na to Z. Tèlo
apì to jemeli¸de
 omomorfismoÔ ja èqoume ìti up�rqei èna
 isomorfismì
 apìto R/Z sto S.Gia na suneq�soume prèpei na or�soume ton n-di�stato tìro T n. Autì e�naito eujÔ ginìmeno th
 om�da
 tou kÔklou S, n forè
. Gia par�deigma èqoume

T 2 = S × S, o opo�o
 kale�tai sun jh
 tìro
.Je¸rhma 4.2 'Estw plègma L tou Rn, di�stash
 n. Tìte to Rn/L e�naiisìmorfo me ton n-di�stato tìro T n.Apìdeixh. 'Estw oi genn tore
 tou L, {e1, ..., en}, oi opo�oi apoteloÔn kai m�ab�sh gia to Rn. Or�zoume ton φ : Rn → T n, me
φ(a1e1 + ...+ anen) = (e2πia1 , ..., e2πian).O φ e�nai èna
 ep� omomorfismì
 kai èqei pur na to L, opìte ìpw
 kai sthnprohgoÔmenh apìdeixh kai sÔmfwna me to jemeli¸de
 je¸rhma tou isomorfismoÔ,ja èqoume ìti Rn/L ∼= T n.A
 doÔme ti sumba�nei ìtan to L èqei di�stash m ≤ n.Je¸rhma 4.3 'Estw L plègma tou Rn, di�stash
 m ≤ n. Tìte to Rn/L e�naiisìmorfo me to Tm × Rn−m.Apìdeixh. 'Estw V o upìqwro
 pou par�getai apì to L. Epilègoume èna su-mpl rwm� touW , tètoio ¸ste Rn = V ⊕W . Tìte ja èqoume L ⊂ V, V/L ∼= Tmapì to je¸rhma 4.2, ja e�nai W ∼= Rn−m kai pa�rnoume to zhtoÔmeno.L mma 4.3 O omomorfismì
 φ pou or�same sto je¸rhma 4.2, an perioriste� sthjemeli¸dh perioq  T , ep�gei m�a èna pro
 èna kai ep� apeikìnish

φ : T → T n.

T T
nSq ma 4.1:Me th bo jeia tou l mmato
 4.3 ja d¸soume ènan orismì gia ton ìgko v(X),enì
 uposunìlou X tou T n. Genik� o ìgko
 v(X) enì
 uposunìlou X ⊆ Rn,or�zetai ìpw
 sun jw
, arke� dhlad  na up�rqei to pollaplì olokl rwma

v(X) =

∫

X

dx1...dxn.



KEF�ALAIO 4. PL�EGMATA 40'Estw plègma L ⊆ Rn, di�stash
 n, tètoio ¸ste Rn/L ∼= T n. 'Estw ep�sh
 ìtih jemeli¸dh
 perioq  tou L, na e�nai h T . SÔmfwna me to l mma 4.3, up�rqeiup�rqei m�a èna pro
 èna kai ep� apeikìnish φ : T → T n. Gia k�je X uposÔnolotou T n, or�zoume ton ìgko v(X) na e�nai
v(X) = v(φ−1(X)),o opo�o
 up�rqei mìno an to φ−1(X) èqei ìgko sto Rn.Je¸rhma 4.4 An X èna fragmèno uposÔnolo tou Rn kai up�rqei o v(X), kaian v(η(X)) 6= v(X), ìpou η : Rn → T n o fusikì
 omomorfismì
, tìte o η|X dene�nai èna pro
 èna.Apìdeixh. A
 upojèsoume loipìn ìti o η|X e�nai èna pro
 èna. AfoÔ t¸ra tosÔnolo X e�nai fragmèno ja tèmnei peperasmèna to pl jo
 sÔnola th
 morf 


T + l, ìpou l ∈ L kai T jemeli¸dh
 perioq . Jètoume Xl = X ∩ (T + l). Tìte jaèqoume X = Xl1∪...∪Xln . Gia k�je li or�zoume Yli = Xli −li, ètsi ¸ste Yli ⊆ T .Eme�
 isqurizìmaste ìti ta Yli e�nai xèna metaxÔ tou
. AfoÔ v(x − li) = v(x),gia k�je x ∈ Rn autì èpetai apì to ìti èqoume upojèsei ìti o η e�nai èna pro
èna. E�nai
v(Xli) = v(Yli),

η(Xli) = φ(Yli),ìpou φ h èna pro
 èna kai ep� sun�rthsh, T → T n. Kai èqoume
v(η(X)) = v(η(∪Xli)) = v(∪Yli) =

∑

v(Yli)afoÔ e�nai xèna. Suneq�zonta
, e�nai
v(Yli) =

∑

v(Xli) = v(X),ìpou erqìmaste se ant�jesh me thn arqik  ma
 upìjesh.
1

2 3

4

X

Y

h

X

X

X

1Y

3 Y2Y

4

R T
nnSq ma 4.2:4.2 To je¸rhma tou MinkowskiO skopì
 aut 
 th
 paragr�fou e�nai na apode�xoume to je¸rhma tou Minkow-

ski. Autì èqei na k�nei me thn Ôparxh enì
 mh mhdenikoÔ shme�ou enì
 plègmato
,mèsa se èna kat�llhlo sÔnoloX . Arke� o ìgko
 touX na e�nai arket� meg�lo
,sqetik� me autìn th
 jemeli¸dh
 perioq 
 tou plègmato
. D�noume dÔo orismoÔ
kai èpeita suneq�zoume me thn apìdeixh tou jewr mato
 tou Minkowski.
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 4.5 'Ena uposÔnolo X tou Rn, onom�zetai kurtì, an gia x, y ∈ X ,ìla ta shme�a pou an koun sthn euje�a pou ta en¸nei, na an koun kai aut� mèsasto X . Dhlad , èna sÔnolo X onom�zetai kurtì, an gia x, y ∈ X , to shme�o
λx+ (1 − λ)y, 0 ≤ λ ≤ 1, na an kei sto X .Orismì
 4.6 'EnaX ⊆ Rn onom�zetai summetrikì an x ∈ X èpetai ìti−x ∈ X .Je¸rhma 4.5 (To je¸rhma tou Minkowski). 'Estw L plègma di�stash
 n,tou Rn, me jemeli¸dh perioq  T . 'Estw ep�sh
 X èna fragmèno, kurtì kaisummetrikì uposÔnolo tou Rn. An v(X) > 2nv(T ), tìte to X perièqei èna mhmhdenikì shme�o tou L.Apìdeixh. Ja jewr soume to dipl�sio plègma 2L kai 2T h jemeli¸dh
 perioq tou, me ìgko 2nv(T ). 'Estw o tìro
 T n = Rn/2L. E�nai loipìn

v(T n) = v(2T ) = 2nv(T ).O fusikì
 omomorfismì
 η : Rn → T n den e�nai dunatìn na diathre� ton ìgkotou X , afoÔ apì thn upìjesh e�nai megalÔtero
 apì ton ìgko v(T n). 'Eqoumeep�sh
 ìti η(X) ⊆ T n, �ra ja e�nai
v(η(X)) ≤ v(T n) = 2nv(T < v(X)).SÔmfwna me to je¸rhma 4.4, o η|X den e�nai èna pro
 èna. Epomènw
 up�rqoun

x1, x2 ∈ X me x1 6= x2, tètoia ¸ste
η(x1) = η(x2) ⇔ x1 − x2 ∈ 2L.'Eqoume ìti afoÔ to X e�nai summetrikì x2 ∈ X ⇒ −x2 ∈ X kai apì kurtìthta

1

2
x1 +

1

2
(−x2) ∈ X ⇔ 1

2
(x1 − x2) ∈ X.All� afoÔ ìpw
 de�xame prin x1−x2 ∈ 2L ja èqoume ìti 1

2 (x1 −x2) ∈ L. Tèlo
afoÔ x1 6= x2 ja èqoume ìti 1
2 (x1 − x2) 6= 0.A
 doÔme m�a efarmog  tou jewr mato
 tou Minkowski, sth jewr�a arijm¸n.Je¸rhma 4.6 (To je¸rhma twn dÔo tetrag¸nwn.) An èqoume ènan pr¸toarijmì p = 4k + 1, tìte autì
 o pr¸to
 isoÔtai me to �jroisma dÔo tetrag¸nwnakèraiwn arijm¸n.Apìdeixh. Gnwr�zoume ìti h t�xh th
 G = (Zp, ·), e�nai p− 1 = 4k. Epomènw
 japerièqei s�goura èna stoiqe�o u t�xh
 4 kai s�goura to mìno stoiqe�o t�xh
 2 e�naito -1. Epomènw
 (−1)2 ≡ 1 mod p kai u4 ≡ 1 mod p. 'Ara u4 ≡ (−1)2 mod p ⇔

u2 ≡ (−1) mod p. 'Estw L ⊆ Z2 na e�nai to plègma tou R2, to opo�o apotele�taiapì ìla ta zeÔgh (a, b), a, b ∈ Z, tètoia ¸ste b ≡ ua mod p. Aut  e�nai miaupoom�da tou Z2 me de�kth p. Epomènw
 h jemeli¸dh
 om�da tou L ja èqei ìgko
p. Apì to je¸rhma tou Minkowski, an p�roume opoiond pote kÔklo me kèntrothn arq  twn axìnwn kai akt�na r, o opo�o
 èqei epif�neia πr2 > 4p, ja perièqeièna mh mhdenikì shme�o tou L. H tim  tou r2 gia na isqÔei autì, ja prèpei nae�nai �sh me 3p

2 . 'Eqoume loipìn, ìti ja up�rqei èna shme�o (a, b) ∈ L gia to opo�o
0 6= a2 + b2 ≤ r2 =

3p

2
< 2p.Pa�rnoume to a2+b2 mod p ≡ a2+u2a2 mod p ≡ a2−a2 ≡ 0 mod p pou shma�neiìti to a2 + b2 e�nai pollapl�sio tou p, all� s�goura megalÔtero tou mhdèn kaimikrìtero, ìpw
 de�xame prin, tou 2p. Epomènw
 a2 + b2 = p, to opo�o  tan kaito zhtoÔmeno.
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 L
stSe aut n thn par�grafo ja mil soume gia gewmetrikè
 apeikon�sei
 algebri-k¸n arijm¸n. Ja anaptÔxoume m�a mèjodo ìpou ja emfuteÔsoume èna s¸maarijm¸n K, se ènan pragmatikì dianusmatikì q¸ro, me di�stash ìso
 o bajmì
tou K. Autì ja g�nei me tètoion trìpo ¸ste ta ide¸dh tou K na apeikon�zo-ntai se plègmata mèsa ston dianusmatikì q¸ro. Ja qreiastoÔme th bo jeia twnmonomorfism¸n apì to K sto C, kai ja prèpei na diaqwr�soume autoÔ
 pou stèl-noun to K sto R, apì tou
 upìloipou
. 'Estw loipìn K = Q(θ), θ ∈ B, s¸maarijm¸n bajmoÔ n kai σ1, ..., σn oi monomorfismo� apì to K → C. An èqoumeìti σi(K) ⊆ R, to opo�o sumba�nei mìno ìtan to σi(θ) ∈ R ja lème ìti o σi e�naipragmatikì
, alli¸
 ìti e�nai migadikì
. 'Opw
 p�nta to migadikì suzugè
 ja tosumbol�zoume me mp�ra kai or�zoume

σi(a) = σi(a).AfoÔ to migadikì suzugè
 e�nai èna
 automorfismì
 tou C, ja èqoume ìti to
σi ja e�nai èna
 monomorfismì
 apì to K sto C kai ja e�nai �so me k�poio σj .Opìte oi migadiko� monomorfismo� e�nai se suzug  zeÔgh. Epomènw
 n = s+ 2t,ìpou s e�nai to pl jo
 twn pragmatik¸n monomorfism¸n kai 2t to pl jo
 twnmigadik¸n. Apì ed¸ kai pèra autì
 ja e�nai o trìpo
 me ton opo�o ja arijmoÔmetou
 monomorfismoÔ
 apì to K sto C. E�nai

σ1, ..., σs;σs+1, σs+1, ..., σs+t, σs+t.Profan¸
 ta σ1, ..., σs e�nai pragmatiko� kai oi upìloipoi e�nai oi migadiko�. E�-maste t¸ra se jèsh na or�soume ton q¸ro Lst.Orismì
 4.7Or�zoume
Lst = Rs × Ct,to sÔnolo ìlwn twn s+ t-�dwn

x = (x1, ..., xs;xs+1, ..., xs+t),ìpou x1, ..., xs ∈ R kai xs+1, ..., xs+t ∈ C. O q¸ro
 Lst loipìn e�nai èna
 dianu-smatikì
 q¸ro
 p�nw apì to R, di�stash
 s+ 2t = n.Or�zoume thn nìrma enì
 stoiqe�ou x ∈ Lst na e�nai h
N(x) = x1...xs|xs+1|2...|xs+t|2.'Eqoume dÔo profane�
 idiìthte
 aut 
 th
 nìrma
.1. N(x) ∈ R gia k�je x,2. N(xy) = N(x)N(y).Or�zoume thn apeikìnish σ : K → Lst me

σ(a) = (σ1(a), ..., σs(a);σs+1(a), ..., σs+t(a)), a ∈ K.Profan¸
 ja isqÔei
σ(a+ b) = σ(a) + σ(b)
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σ(ab) = σ(a)σ(b),gia k�je a, b ∈ K. Opìte o σ e�nai omomorfismì
 daktul�ou. Epiplèon ja èqoume

N(σ(a)) = N(a), afoÔ èqoume or�sei
N(a) = σ1(a)...σs(a)σs+1(a)σs+1(a)...σs+t(a)σs+t(a).A
 doÔme èna par�deigma.Par�deigma 4.1 'Estw K = Q(θ) me to θ na ikanopoie� to θ3 − 2 = 0. Tasuzug  stoiqe�a tou θ e�nai θ, ωθ, ω2θ, me ω m�a kubik  r�za th
 mon�da
. Oimonomorfismo� σi : K → C e�nai oi

σ1(θ) = θ, σ2(θ) = ωθ, σ2(θ) = ω2θ.Epomènw
 se aut n thn per�ptwsh ja e�nai s = 1, t = 1. 'Ena stoiqe�o x ∈ K me
x = q + rθ + sθ2, q, r, s ∈ Q, ja apeikon�zetai ston L1,1 sÔmfwna me

σ(x) = (q + rθ + sθ2, q + rωθ + sω2θ2)Je¸rhma 4.7 An a1, ..., an e�nai m�a b�sh gia to K p�nw apì to Q, tìte ta
σ(a1), ..., σ(an) e�nai grammik� anex�rthta p�nw apì to R.Apìdeixh. 'Eqoume

σk(αl) = x
(l)
k ,

σs+j(αl) = y
(l)
j + iz

(l)
jme k = 1, ..., s, j = 1, ..., t kai x(l)

k , y
(l)
k , z

(l)
k ∈ R. Tìte ja e�nai

σ(αl) = (x
(l)
1 , ..., x(l)

s ; y
(l)
1 + iz

(l)
1 , ..., y

(l)
t + z

(l)
t ),kai arke� na de�xoume ìti h diakr�nousa

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
(1)
1 ...x

(1)
s y

(1)
1 z

(1)
1 ...y

(1)
t z

(1)
t

....
x

(n)
1 ...x

(n)
s y

(n)
1 z

(n)
1 ...y

(n)
t z

(n)
t

∣

∣

∣

∣

∣

∣na e�nai di�forh tou mhdenì
. Jètoume :
E =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
(1)
1 ...x1

s y
(1)
1 + iz

(1)
1 y

(1)
1 − iz

(1)
1 ...

...
x

(n)
1 ...x

(n)
s y

(n)
1 + iz

(n)
1 y

(n)
1 − iz

(n)
1 ...

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σ1(α1)... σs(α1) σs+1(α1) σ̄s+1(α1) ...
...

σ1(αn) ... σs(αn)σs+1(αn) σ̄s+1(αn) ...

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Tìte apì ton orismì th
 diakr�nousa
 kai to je¸rhma 1.6, èqoume E 6= 0. Tèlo
apì idiìthte
 diakrinous¸n, ja p�roume ìti telik� e�nai
E = (−2i)tD,epomènw
 D 6= 0.Pìrisma 4.1Q-grammik� anex�rthta stoiqe�a tou K, apeikon�zontai mèsw tou

σ se R-grammik� anex�rthta stoiqe�a tou Lst.Pìrisma 4.2An G m�a peperasmèna paragìmenh upoom�da tou (K,+) me b�shakeraiìthta
 {a1, ..., am}, tìte h eikìna th
 G sto Lst, e�nai èna plègma megenn tore
 σ(a1), ..., σ(a)m.



Kef�laio 5Om�da kl�sewn kai arijmì
kl�sewn.Se autì to kef�laio ja melet soume thn class group enì
 s¸mato
 arijm¸n.Aut  e�nai to phl�ko th
 om�da
 twn klasmatik¸n idewd¸n pro
 thn upoom�datwn kÔriwn klasmatik¸n idewd¸n. Class number ja kaloÔme thn t�xh aut 
 th
om�da
. Ousiastik� h om�da aut  metr�ei pìsa ide¸dh mpore� na mhn e�nai kÔria,dhlad  se poion bajmì h paragontopo�hsh e�nai monadik . Pio sugkekrimèna,ìpw
 ja doÔme kai parak�tw, h an�lush twn stoiqe�wn enì
 D e�nai monadik  anh class number e�nai �sh me 1. All� a
 ta doÔme ìla aut� pio analutik�.5.1 H om�da kl�sewnOrismì
 5.1 'Estw K s¸ma arijm¸n kai D o daktÔlio
 twn akera�wn tou.Ja sumbol�zoume me F thn om�da twn klasmatik¸n idewd¸n tou, me pr�xh tonpollaplasiasmì. 'Estw ep�sh
 P h om�da twn kÔriwn klasmatik¸n idewd¸n.Or�zoume san class group tou D na e�nai h om�da phl�ko
H = F/P .H t�xh aut 
 th
 om�da
 ja sumbol�zetai me h = h(D).Ja d¸soume ton orismì th
 class group qrhsimopoi¸nta
 l�go diaforetikoÔ
ìrou
. Ja lème ìti dÔo klasmatik� ide¸dh e�nai isodÔnama, an kai ta dÔo stèl-noun thn eikìna tou
 sto �dio stoiqe�o th
 F/P . An loipìn dÔo klasmatik�ide¸dh a, b e�nai isodÔnama ja èqoume a ∼ b kai ja sumbol�zoume thn kl�shisodunam�a
 tou a, me [a]. H H e�nai to sÔnolo ìlwn aut¸n twn kl�sewn isodu-nam�a
. An èqoume a klasmatikì ide¸de
 ja e�nai b = ca, c ∈ D kai b ide¸de
.E�nai b = 〈c〉 a. Apì thn stigm  t¸ra pou to 〈c〉 ∈ P , ja èqoume ìti ta a kai be�nai isodÔnama. Me l�ga lìgia, opoiad pote kl�sh isodunam�a
, ja perièqei ènaide¸de
.'Estw ìti èqoume dÔo isodÔnama ide¸dh x, y. Tìte ja e�nai x = cy me c ènakÔrio klasmatikì ide¸de
, èstw c = d−1e, d ∈ D, e èna kÔrio ide¸de
. Epomènw
ja e�nai x 〈d〉 = ye. Ant�strofa, an upojèsoume ìti èqoume xd = ye me d, e kÔriaide¸dh, tìte profan¸
 ja e�nai x ∼ y. Autì ma
 epitrèpei na perigr�youme thn

H w
 ex 
: pa�rnoume ìla ta ide¸dh F kai or�zoume thn sqèsh ∼ me x ∼ y, an44



KEF�ALAIO 5. OM�ADA KL�ASEWN KAI ARIJM�OS KL�ASEWN. 45kai mìno an xd = ye. Tìte h H ja e�nai to sÔnolo twn kl�sewn isodunam�a
 [x],me pr�xh om�da
 h opo�a or�zetai apì thn [x][y] = [xy]. Autì
 e�nai kai o lìgo
pou h H onom�zetai class group.Je¸rhma 5.1 H paragontopo�hsh ston D e�nai monadik , an kai mìno an ht�xh th
 H e�nai �sh me 1.Apìdeixh. 'Opw
 èqoume  dh de�xei, h paragontopo�hsh e�nai monadik  an kaimìno an k�je ide¸de
 tou D, e�nai kÔrio, dhlad  an k�je klasmatikì ide¸de
e�nai kÔrio. Dhlad  F = P , pou shma�nei ìti h = |H| = 1.Apì ed¸ kai pèra ja analwjoÔme sto na de�xoume ìti h t�xh th
 om�da
 kl�-sewn, e�nai peperasmènh. Se autì ja ma
 bohj sei to je¸rhma tou Minkowski.5.2 'Ena je¸rhma Ôparxh
L mma 5.1 An M èna plègma ston Lst, me di�stash s+2t, jemeli¸dh perioq ìgkou V , kai c1, ..., cs+t na e�nai jetiko� pragmatiko� arijmo� me ginìmeno
c1...cs+t > (

4

π
)tV,tìte up�rqei èna mh mhdenikì stoiqe�o mèsa sto M

x = (x1, ..., xs+t),tètoio ¸ste
|x1| < c1, ..., |xs| < cs;

|xs+1|2 < cs+1, ..., |xs+t|2 < cs+t.Apìdeixh. 'Estw X to sÔnolo twn shme�wn tou Lst gia ta opo�a isqÔei tosumpèrasma tou jewr mato
. 'Eqoume
v(X) =

∫ c1

−c1
dx1...

∫ cs

−cs

dxs ×
∫

y2

1

+z2
1 < cs+1dy1dz1

×
∫

y2

t

+z2
t < cs+tdytdzt

= 2c1 · 2c2...2csπcs+1...πcs+t = 2sπtc1...cs+t.To X e�nai èna sÔnolo apì grammik� tm mata kai kuklikoÔ
 d�skou
, dhlad  jae�nai fragmèno, summetrikì kai kurtì. Opìte apì to je¸rhma tou Minkowski jap�roume to apotèlesma, afoÔ prèpei na isqÔei
v(X) = 2sπtc1...cs+t > 2s+tV ⇔ c1...cs+t >

(

4

π

)t

V.L mma 5.2 'Estw L èna plègma tou Rn, di�stash
 n. H b�sh tou e�nai h
{e1, ..., en}. Upojètoume ìti ei = (a1i, ..., ani). Tìte o ìgko
 th
 jemeli¸dh
perioq 
 T tou L, e�nai

v(T ) = |detaij |.
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∫

T dx1...dxn. Or�zoume nèe
 metablhtè
 w
 ex 
: xi =
∑

j aijyj . H Iakwbian  or�zousa th
 allag 
 metablht¸n sthn per�ptws  ma
,e�nai detaij kai xèroume ìti to T e�nai ìla ta shme�a ∑

biyi me 0 ≤ bi < 1. 'Arat¸ra ja èqoume
v(T ) =

∫

T

|detaij |dy1...dyn

= |detaij |
∫ 1

0

dy1...

∫ 1

0

dyn = |detaij |.Je¸rhma 5.2 'Estw èna s¸ma arijm¸n K, me bajmì n = s+ 2t kai daktÔlioakera�wn D. 'Estw ep�sh
 èna mh mhdenikì ide¸de
 a tou D. Tìte o ìgko
 mia
jemeli¸dou
 perioq 
 tou σ(a) ston Lst, e�nai
v(T ) = 2−tN(a)

√

|∆|,me ∆ thn diakr�nousa tou K.Apìdeixh. 'Estw m�a akèraia b�sh tou a na e�nai h a1, ..., an. Akolouj¸nta
t¸ra ton sumbolismì th
 apìdeixh
 tou jewr mato
 4.7, m�a b�sh akeraiìthta
gia to σ(a) sto Lst e�nai h
(x

(1)
1 , ..., x(1)

s , y
(1)
1 , z

(1)
1 , ..., y

(1)
t , z

(1)
t )

..........

(x
(n)
1 , ..., x(n)

s , y
(n)
1 , z

(n)
1 , ..., y

(n)
t , z

(n)
t ).Epomènw
 apì to l mma 5.2, ja èqoume gia T th jemeli¸dh perioq  tou σ(a)

v(T ) = |D|,ìpou D h or�zousa tou jewr mato
 4.7. Suneq�zoume kai èqoume sto nou ma
p�nta thn apìdeixh tou jewr mato
 4.7, ja èqoume D = (−2i)−tE ⇔ |D| =

2−t|E|. AfoÔ E2 = ∆[a1, ..., an] kai N(a) = |∆[a1,...,an]
∆ |1/2. Me sunduasmìaut¸n twn sqèsewn ja èqoume

|D| = v(T ) = 2−tN(a)
√

|∆|.Sundu�zoume to l mma 5.1 kai to je¸rhma 5.2, gia na apode�xoume to ex 
je¸rhma :Je¸rhma 5.3 An èqoume èna mh mhdenikì ide¸de
 a, tou D, tìte autì toide¸de
 ja perièqei ènan akèraio arijmì α me
|N(α)| ≤

(

2

π

)t

N(a)
√

|∆|.Apìdeixh. 'Estw èna tuqa�o ǫ > 0, kai epilègoume pragmatikoÔ
 jetikoÔ
 arij-moÔ
 c1, ..., cs+t gia tou
 opo�ou
 ja èqoume
c1...cs+t =

(

2

π

)t

N(a)
√

|∆| + ǫ.



KEF�ALAIO 5. OM�ADA KL�ASEWN KAI ARIJM�OS KL�ASEWN. 47Apì to l mma 5.1 kai to je¸rhma 5.2, up�rqei èna mh mhdenikì stoiqe�o α ∈ atètoio ¸ste
|σ1(α)| < c1, ..., |σs(α)| < cs, |σs+1(α)|2 < cs+1, ..., |σs+t(α)|2 < cs+t.Pollaplasi�zoume t¸ra autè
 ti
 anis¸sei
 kai pa�rnoume

|N(α)| < c1...cscs+1...cs+t =

(

2

π

)t

N(a)
√

|∆| + ǫ.Xèroume ìti èna plègma e�nai diakritì, opìte to sÔnolo Aǫ aut¸n twn α, e�naipeperasmèno. Ep�sh
 Aǫ 6= 0 ètsi ¸ste A = ∩ǫAǫ 6= 0. An dialèxoume α ∈ A jae�nai
|N(α)| ≤

(

2

π

)t

N(a)
√

|∆|.Pìrisma 5.1K�je mh mhdenikì ide¸de
 a, tou D e�nai isodÔnamo me èna ide¸de
tou opo�ou h nìrma e�nai ≤ (2/π)t
√

|∆|.Apìdeixh. H kl�sh twn klasmatik¸n idewd¸n pou e�nai isodÔnama me to a−1 japerièqei èna ide¸de
 c, tètoio ¸ste ac ∼ D. Me qr sh tou jewr mato
 5.3, jaèqoume ìti gia ènan akèraio γ ∈ c ja isqÔei ìti
|N(γ)| ≤

(

2

π

)t

N(c)
√

|∆|.Apì thn stigm  pou èqoume c|γ ja e�nai 〈γ〉 = cb, gia k�poio ide¸de
 b. Pa�rno-nta
 ti
 nìrme
 ja èqoume
N(c)N(b) = N(cb) = N(〈γ〉) = |N(γ)|.Epomènw


N(b)N(c) ≤ (2/π)tN(c)
√

|∆| ⇔ N(b) ≤ (2/π)t
√

|∆|.Isqurizìmaste tèlo
, ìti b ∼ a. Autì e�nai alhjè
, giat� a−1 ∼ c kai b ∼ c−1.H epìmenh efarmog  ulolog�zei thn class group tou Q(
√
−5).Par�deigma 5.1 'Estw K = Q(

√
−5), me D = Z[

√
−5] o opo�o
 den e�naiPMA, �ra h > 1. Oi monomorfismo� σi : Q(

√
−5) → C, e�nai oi σ1, σ2 me

σ1 6= σ2 kai σ̄1 = σ2. 'Ara t = 1. Xèroume ep�sh
 apì prohgoÔmenh doulei� ma
,ìti ∆ = −20, �ra e�nai
2

π

√
20 < 2.85.Opìte kai sÔmfwna me to parap�nw je¸rhma, ja èqoume ìti k�je ide¸de
 tou Dja e�nai isodÔnamo me èna ide¸de
 nìrma
 1   2. Ta ide¸dh me nìrma 1 e�nai ìlo
o daktÔlio
 akera�wn D. 'Ena ide¸de
 t¸ra a, to opo�o èqei nìrma 2, ikanopoie�thn a|2, dhlad  to a e�nai par�gonta
 tou 〈2〉. 'Eqoume dei ìmw
 ìti

〈2〉 =
〈

2, 1 +
√
−5

〉2
,ìpou 〈

2, 1 +
√
−5

〉 e�nai èna pr¸to ide¸de
 me nìrma 2. 'Ara ìla ta ide¸dh tou
D e�nai isodÔnama me ton D   me to ide¸de
 〈

2, 1 +
√
−5

〉. 'Ara h = 2.



KEF�ALAIO 5. OM�ADA KL�ASEWN KAI ARIJM�OS KL�ASEWN. 485.3 H class group èqei peperasmènh t�xh.Je¸rhma 5.4 H om�da kl�sewn enì
 s¸mato
 arijm¸n e�nai peperasmènh a-belian  om�da.Apìdeixh. 'Estw K s¸ma arijm¸n me diakr�nousa ∆ kai bajmì n = s + 2t.Gnwr�zoume ìti h H e�nai abelian , �ra mènei na de�xoume ìti e�nai peperasmènh.Autì ja isqÔei, an kai mìno an o arijmì
 twn kl�sewn isodunam�a
 twn kla-smatik¸n idewd¸n, e�nai peperasmèno
. 'Estw [c] m�a tètoia kl�sh isodunam�a
,h opo�a ja perièqei èna ide¸de
 a. Apì to pìrisma 5.1, ja èqoume ìti to a e�naiisodÔnamo me èna ide¸de
 b, to opo�o èqei nìrma N(b) ≤ (2/π)t
√

|∆|. Xèroumeìti mìno peperasmèna to pl jo
 ide¸dh, mporoÔn na èqoun sugkekrimènh nìrma,apì to je¸rhma 3.7.3. Epomènw
, up�rqoun peperasmène
 epilogè
 gia to ide-¸de
 b. Tèlo
, afoÔ e�nai [c] = [a] = [b], ja èqoume kai peperasmène
 kl�sei
isodunam�a
 [c], pou shma�nei ìti h om�da kl�sewn H e�nai peperasmènh
 t�xh
.Prìtash 5.1 'Estw K s¸ma arijm¸n, me class number h. 'Estw ep�sh
 ènaide¸de
 a tou D. Tìte ja e�nai:1. ah e�nai kÔrio ide¸de
.2. An q pr¸to
 w
 pro
 to h kai aq e�nai kÔrio ide¸de
, tìte kai to a ja e�naikÔrio.Apìdeixh. 'Eqoume [a]h = [D], gia k�je [a] ∈ H, giat� h [D] e�nai to tautotikìstoiqe�o th
 H. Ja e�nai [ah] = [a]h = [D], dhlad  ta ah kai D, e�nai isodÔnama,opìte to ah e�nai kÔrio ide¸de
. Autì de�qnei to 1. tou jewr mato
. Gia to 2.èqoume: èstw v, u ∈ Z. Tìte afoÔ (q, h) = 1 ja e�nai uh+ vq = 1. 'Eqoume kaiìti [ah] = [D], epomènw
 ja e�nai
[a] = [a]uh+vq = ([a]h)u([a]q)v = [D]u[D]v = [D],dhlad  to ide¸de
 a e�nai kÔrio.



Kef�laio 6Nìmo
 an�lush
6.1 An�lush enì
 pr¸tou stoiqe�ouAn èqoume ènan p pr¸to sto Z, den e�nai apara�thto ìti kai to ide¸de
 〈p〉ja e�nai pr¸to ston daktÔlio akera�wn D enì
 s¸mato
 arijm¸n K. E�nai polÔshmantikì na mporoÔme na br�skoume tou
 pr¸tou
 par�gonte
 tou 〈p〉. Gia thnper�ptwsh ìpou o D par�getai apì èna mìno stoiqe�o, dhlad  gia par�deigma tatetragwnik� s¸mata, èqoume to epìmeno je¸rhma pou ofe�loume ston Dedekind.Je¸rhma 6.1 'Estw K èna s¸ma arijm¸n bajmoÔ n kai D = Z[θ], o opo�o
par�getai apì to θ ∈ D. 'Estw ìti èqoume ènan rhtì pr¸to arijmì p kai toel�qisto polu¸numo f tou θ sto Q, èqei an�lush se an�gwga p�nw apì to Zp,

f = fe11 ...fer

r .Tìte an fi èna opoiod pote apì aut� ta polu¸numa modp, to ide¸de
 pi = 〈p〉+
〈fi(θ)〉 ja e�nai pr¸to ide¸de
 kai h an�lush tou 〈p〉 se pr¸ta ide¸dh ston De�nai

〈p〉 = pe11 ...p
er

r .Apìdeixh. 'Estw θi na e�nai m�a r�za tou fi sto Zp[θi] ∼= Zp[t]/ 〈fi〉. Up�rqeifusikì
 omomorfismì
 vi(p(θ)) : Z[θ] → Zp(θi), ìpou e�nai
vi(p(θ)) = p̄(θi).H eikìna tou vi e�nai to Zp(θi), to opo�o e�nai s¸ma, epomènw
 o pur na
 kervie�nai pr¸to ide¸de
 tou Z[θ] = D. Profan¸
 ja èqoume

〈p〉 + 〈fi(θ)〉 ⊆ kervi.An g(θ) ∈ kervi, tìte ḡ(θi) = 0, �ra ḡ = fih̄, h̄ ∈ Zp[t]. To opo�o me th seir�tou shma�nei ìti to g − fih ∈ Z[t], èqei suntelestè
 pou diairoÔntai apì to p.Epomènw
 ja èqoume
g(θ) = g(θ) − fi(θ)h(θ) + fi(θ)h(θ)

∈ 〈p〉 + 〈fi(θ)〉 .49
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 e�nai
kervi = 〈p〉 + 〈fi(θ)〉 .'Estw pi = 〈p〉+〈fi(θ)〉, tìte gia k�je fi to ide¸de
 pi e�nai pr¸to kai ikanopoie�to 〈p〉 ⊆ pi kai pi| 〈p〉. Gia ìla ta ide¸dh a, b1, b2, èqoume (a + b1)(a + b2) ⊆

a + b1b2. Epagwgik�
pe11 ...p

er

r ⊆ 〈p〉 + 〈f1(θ)e1 ...fr(θ)er 〉

⊆ 〈p〉 + 〈f(θ)〉 = 〈p〉 .'Ara 〈p〉 |pe11 ...per
r , kai ètsi oi mìnoi pr¸toi par�gonte
 tou ide¸dou
 〈p〉 e�nai ta

p1, ..., pr. 'Etsi ja èqoume
〈p〉 = pk11 ...p

kr

r , 0 < ki ≤ ei, 1 ≤ i ≤ r.Pa�rnoume t¸ra th nìrma tou pi kai e�nai
N(pi) = |D/pi|kai e�nai

D/pi = Z[θ]/pi ∼= Zp[θi] ⇔ N(pi) = |Zp[θi]| = pdi ,ìpou di = ∂fi. Ep�sh
 h nìrma tou 〈p〉 e�nai
N(〈p〉) = |D/ 〈p〉 | = pn.Exis¸noume ti
 dÔo autè
 nìrme
 kai pa�rnoume

N(〈p〉) = N(pk11 )...N(pkr

r ) ⇔ pn = pd1k1+...+drkr

⇔ n = d1k1 + ...+ drkr,kai epeid  ìpw
 e�pame pio p�nw 0 < ki ≤ ei, jètoume ki = ei kai pa�rnoume tozhtoÔmeno.Par�deigma 6.1 'Estw ìti èqoume Q(
√
−1) ìpou e�nai D = Z[θ] me to θ naèqei el�qisto polu¸numo t2 + 1. A
 poÔme ìti jèloume na paragontopoi soumeto ide¸de
 〈2〉. Pr¸ta paragontopoioÔme to el�qisto polu¸numo mod2. E�nai

t2 + 1 = (t + 1)(t + 1) = (t + 1)2. 'Ara to 〈2〉 = p2 me p = 〈2〉 + 〈f1(θ1)〉 =
〈2〉 +

〈√
−1 + 1

〉

=
〈

1 +
√
−1

〉, giat� xèroume ìti 2 = (1 +
√
−1)(1 −

√
−1).Genikìtera t¸ra a
 jewr soume thn per�ptwsh ìpou jèloume na paragontopoi- soume to p ∈ Z, ston Z[

√
−1]. 'Eqoume trei
 peript¸sei
:1. t2 + 1 na e�nai an�gwgo polu¸numo modulo p,2. t2 + 1 = (t+ l)(t− l) mod p, me l2 ≡ −1 mod p, l 6= −l,3. t2 + 1 = (t+ 1)2 mod 2, p = 2.Sto 1 ja èqoume to ide¸de
 p na e�nai pr¸to, en¸ sto 2 ja e�nai 〈p〉 = p1p2, p1 6=

p2. Tèlo
 sto 3, 〈p〉 = p2
1, p1 pr¸to ide¸de
.
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 GaloisSe aut n thn par�grafo ja doÔme pw
 analÔontai ta pr¸ta ide¸dh tou K, seepekt�sei
 Galois. Gia na g�nei autì, ja prèpei arqik� na eis�goume ton ìro th
diakl�dwsh
. 'Estw K èna s¸ma arijm¸n kai L m�a peperasmènh epèktas  tou.Ja gr�foume apì ed¸ kai pèra me DK , DL, tou
 daktÔliou
 akera�wn twn Kkai L ant�stoiqa. 'Estw èna p, pr¸to ide¸de
 tou DK . To pDL tìte, ja e�naiide¸de
 tou DL, opìte ja analÔetai se pr¸ta ide¸dh
pDL = Be1

1 ...B
eg

g .Ta Bi, e�nai pr¸ta ide¸dh tou DL kai perièqoun to p. Oi akèraioi arijmo� ei,tou
 opo�ou
 tou
 sumbol�zoume kai eBi|p, onom�zontai de�kte
 diakl�dwsh
 tou
p sto Bi. K�je Bi d�nei m�a epèktash s¸mato
 DK/p ⊂ DL/Bi, me bajmì fi  
fBi|p pou ton onom�zoume bajmì adr�neia
 tou p sto Bi.Je¸rhma 6.2 'Estw K ⊂ L kai p pr¸to sto K. An ei, fi ìpw
 ta or�sameprin, tìte ja e�nai

g
∑

i=1

eifi = [L : K].Apìdeixh. Blèpe je¸rhma 21 [3℄.Ja lème ìti èna ide¸de
 p tou K diaklad�zetai, an k�poio
 apì tou
 de�kte
diakl�dwsh
 ei e�nai megalÔtero
 apì 1. Oi perissìtere
 epekt�sei
 pou ja ma
apasqol soun e�nai Galois epekt�sei
, opìte kai ja èqoume ta akìlouja.Je¸rhma 6.3 'Estw K ⊂ L Galois epèktash kai p pr¸to ide¸de
 tou K.1. H om�da Galois Gal(L/K), èqei metabatik  dr�sh sta pr¸ta stoiqe�a tou
L pou perièqoun to p, dhlad  an B, B′ pr¸ta ide¸dh tou L pou perièqounto p, tìte ja up�rqei èna
 σ ∈ Gal(L/K), tètoio
 ¸ste σ(B) = B′.2. Ta pr¸ta ide¸dh Bi tou L pou perièqoun to p, èqoun ìla to �dio e kai to�dio f , ètsi to je¸rhma 6.3 g�netai

efg = [L : K].Apìdeixh. To 2 e�nai sunèpeia tou 1. Gia to 1 t¸ra, èqoume: èstw ìti σ(B) 6= B′,gia ìlou
 tou
 σ ∈ Gal(L/K). Tìte sÔmfwna me to kinèziko je¸rhma ja up�rqeim�a lÔsh gia to sÔsthma
x ≡ 0 mod B′

x ≡ 1 mod σ(B),gia ìlou
 tou
 σ. 'Estw α ∈ DL h lÔsh tou sust mato
. Ja e�nai N(α) ∈
DK ∩ B′, afoÔ apì to sÔsthma èqoume ìti α ∈ B′ = p. Ep�sh
 e�nai α /∈
σ(B) ⇔ σ−1(α) /∈ B. MporoÔme t¸ra na ekfr�soume thn nìrma tou α sanginìmeno ìlwn twn σ−1(α). Kanèna apì aut� ta stoiqe�a den an kei sto B, �ra
N(α) /∈ B. Autì ìmw
 e�nai �topo, afoÔ prin de�xame ìti N(α) ∈ p ⊂ B. 'Etsi
σ(B) = B′, gia k�poio σ.An èqoume epèktash Galois L/K, ja lème ìti to ide¸de
 p tou K, diaklad�-zetai an e > 1 kai e�nai adiakl�dwto an e = 1. An e = 1 kai epiplèon èqoume ìti
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f = 1, tìte ja lème ìti to ide¸de
 p, diasp�tai pl rw
 sto L. Tìte to pDL jae�nai to ginìmeno [L : K] pr¸twn idewd¸n.D�noume tou
 orismoÔ
 dÔo om�dwn, th
 om�da
 diakl�dwsh
 (decomposition
group) kai th
 om�da
 adr�neia
 (inertia group), enì
 ide¸dou
 B.Orismì
 6.11. Om�da diakl�dwsh
 e�nai h om�da DB = {σ ∈ Gal(L/K) : σ(B) = B}.2. Om�da adr�neia
 e�nai h om�da IB = {σ ∈ Gal(L/K) : σ(α) ≡ a mod

B, gia k�je α ∈ DL}.ParathroÔme ìti isqÔei IB ⊂ DB. Autì giat� to σ(B) = B mpore� naekfraste� san σ(α) ≡ 0 mod B, an kai mìno an α ≡ 0 mod B, pou shma�neiìti α ∈ B. An p�roume èna stoiqe�o σ ∈ DB, autì ja ep�gei automorfismì
σ̄ sto DL/B, o opo�o
 e�nai o tautotikì
 sto DK/p. Sumbol�zoume me G̃ thnom�da Galois th
 epèktash
 DK/p ⊂ DL/B. 'Ara sÔmfwna me ta parap�nw
σ̄ ∈ G̃. Epomènw
 o σ 7→ σ̄ ep�gei omomorfismì DB → G̃. O pur na
 autoÔ touomomorfismoÔ e�nai akrib¸
 h om�da adr�neia
 IB. Sunoy�zoume sthn akìloujhprìtash.Prìtash 6.1 'Estw DB, IB, G̃, ìpw
 ta or�same prin. Ja e�nai1. O omomorfismì
 DB → G̃ e�nai ep�. Epomènw
 DB/IB ∼= G̃.2. |IB| = eB|p, kai |DB| = eB|pfB|p.Apìdeixh. Blèpe je¸rhma 28 [3℄.H epìmenh prìtash ja ma
 bohj sei sto an èna pr¸to ide¸de
 e�nai adiakl�-dwto,   diasp�tai pl rw
 se m�a epèktash Galois.Prìtash 6.2 'Estw epèktash Galois K ⊂ L, me L = K(α), α ∈ DL kai f(x)to el�qisto polu¸numo tou α p�nw apì to K, tètoio ¸ste f(x) ∈ DK [x]. An to
p e�nai pr¸to sto DK kai to f(x) analÔetai pl rw
 modp, tìte èqoume:1. To p e�nai adiakl�dwto sto L.2. An f(x) ≡ f1(x)...fg(x) mod p, ìpou ta fi(x) e�nai an�gwga modp tìte to

Bi = pDL + fi(α)DL e�nai pr¸to ide¸de
 tou DL me Bi 6= Bj , i 6= j, kai
pDL = B1...Bg. Epiplèon ìla ta fi(x), èqoun ton �dio bajmì, o opo�o
 e�naio bajmì
 adr�neia
 f .3. To p diasp�tai pl rw
 sto L, an kai mìno an h f(x) ≡ 0 mod p èqei lÔshsto DK .Apìdeixh. Blèpe prìtash 5.11 [4℄.6.3 To s¸ma kl�sewn tou Hilbert.



KEF�ALAIO 6. N�OMOS AN�ALUSHS 53Eis�goume m�a polÔ shmantik  ènnoia gia thn doulei� ma
, aut  tou s¸mato
kl�sewn tou Hilbert. A
 d¸soume dÔo orismoÔ
, oi opo�oi e�nai apara�thtoi giana to or�soume.Orismì
 6.2 M�a epèktash K ⊂ L e�nai abelian , an e�nai epèktash Galoiskai h om�da G = Gal(L/K) e�nai abelian .Orismì
 6.3M�a epèktash K ⊂ L onom�zetai adiakl�dwth (unrumified), ank�je pr¸to stoiqe�o tou K e�nai adiakl�dwto sth L.Je¸rhma 6.4An èqoume èna s¸ma arijm¸n K, tìte up�rqei m�a peperasmènhepèktash Galois L, gia thn opo�a ja e�nai:1. H L e�nai adiakl�dwth abelian  epèktash tou K.2. K�je adiakl�dwth abelian  epèktash tou K, br�sketai mèsa sthn L.'Ena tètoio s¸ma L, lègetai s¸ma kl�sewn tou Hilbert, gia to K. E�nai h mègisthabelian  epèktash gia to K kai profan¸
 e�nai kai monadik .Apìdeixh. Blèpe je¸rhma 5.7 [6℄.L mma 6.1 'Estw epèktash Galois K ⊂ L, kai p èna pr¸to ide¸de
 tou DK ,adiakl�dwto sto L. An to B e�nai pr¸to tou DL kai to opo�o na perièqei toide¸de
 p, tìte up�rqei èna monadikì stoiqe�o σ ∈ G, tètoio ¸ste gia k�je α ∈ DLna e�nai,
σ(α) = αN(p) mod B,ìpou N(p) = |DK/p|, h nìrma tou ide¸dou
 p.Apìdeixh. 'Estw DB, IB, G̃, ìpw
 ta or�same sthn prohgoÔmenh par�grafo.'Eqoume loipìn de�xei ìti DB/IB ∼= G̃. Ep�sh
 afoÔ to ide¸de
 p e�nai adiakl�-dwto sto L, sÔmfwna me thn prìtash 6.1 ja èqoume ìti |IB| = eB|p = 1. 'Etsitelik� ja èqoume ìti o σ 7→ σ̄ or�zei isomorfismì DB

∼= G̃. H epèktash Galois
DK/p ⊂ DL/B, èqei om�da thn G̃ h opo�a san om�da Galois, èqei genn tora tonautomorfismì Frobenius x 7→ xq, ìpou q e�nai h |DK/p|. Epomènw
, ja up�rqeièna
 monadikì
 σ ∈ DB, o opo�o
 apeikon�zei sto stoiqe�o tou Frobenius. 'E-qoume ep�sh
 apì ton orismì th
 nìrma
 enì
 ide¸dou
, ìti |DK/p| = N(p) = q,�ra e�nai

σ(α) = αN(p) mod B,gia k�je α ∈ DL.Orismì
 6.4To monadikì stoiqe�o σ tou prohgoÔmenou l mmato
, kale�tai sÔm-bolo tou Artin kai ja to sumbol�zoume apì ed¸ kai pèra (

L/K
B

). 'Eqei ti
 akì-louje
 idiìthte
.Pìrisma 6.1'Estw K ⊂ L epèktash Galois, p èna adiakl�dwto pr¸to ide¸de
tou K. An èqoume èna B, pou na perièqei to p, ja e�nai:1. An σ ∈ G = Gal(L/K) tìte
(

L/K

σ(B)

)

= σ

(

L/K

B

)

σ−1



KEF�ALAIO 6. N�OMOS AN�ALUSHS 542. H t�xh tou ((L/K)/B) e�nai o bajmì
 adr�neia
 f = fB|p.3. To p diasp�tai pl rw
 sto L, an kai mìno an ((L/K)/B) = 1Apìdeixh. To 1 e�nai profanè
 kai bga�nei �mesa apì thn monadikìthta tousÔmbolou Artin, kai to gegonì
 ìti h G e�nai abelian . To 2 t¸ra. 'Eqoumeìti to p e�nai adiakl�dwto, epomènw
 ìpw
 èqoume xanape�, ja e�nai DB
∼= G̃.Na jumhjoÔme ìti h G̃ e�nai h om�da Galois th
 DK/p ⊂ DL/B, h opo�a e�naiepèktash bajmoÔ f . 'Ara kai h t�xh th
 G̃ ja e�nai f . Tèlo
, to sÔmbolo Artin,apeikon�zetai se genn tora, epomènw
 h t�xh tou ja prèpei na e�nai f . To 3 e�naitetrimmèno. AfoÔ to ide¸de
 p diasp�tai pl rw
 ìtan e = f = 1 kai ed¸ èqoumeupojèsei ìti e = 1, sÔmfwna kai me to 2, pa�rnoume to zhtoÔmeno.Parat rhsh: To sÔmbolo Artin e�nai �dio gia ìla ta pr¸ta ide¸dh p mìnoan h epèktash e�nai abelian . Epomènw
, ja exart�tai mìno apì to ide¸de
 p.MporoÔme loipìn na to gr�foume san (

L/K
p

).'Estw h om�da twn klasmatik¸n idewd¸n F tou DK . Xèroume ìti k�je a ∈ Fèqei an�lush se pr¸ta,
a =

r
∏

i=1

pri

i , ri ∈ Z.To sÔmbolo Artin ja e�nai :
(

L/K

a

)

=
r

∏

i=1

(

L/K

pi

)ri

.Epomènw
 to sÔmbolo Artin ep�gei omomorfismì, ton opo�o onom�zoume Artinapeikìnish:
(

L/K

·

)

: F → Gal(L/K).Na shmei¸soume ìti autì
 o omomorfismì
 èqei nìhma, mìno gia adiakl�dwte
epekt�sei
.Je¸rhma 6.5 'Estw L to s¸ma kl�sewn tou Hilbert enì
 s¸mato
 arijm¸n,
K. Tìte o omomorfismì
 Artin

(

L/K

·

)

: F −→ Gal(L/K),e�nai ep� kai èqei pur na thn om�da twn kÔriwn klasmatik¸n idewd¸n P . Epomè-nw
, sÔmfwna me to jemeli¸de
 je¸rhma twn isomorfism¸n, ja èqoume:
H ∼= Gal(L/K).Pìrisma 6.2 An èqoume èna s¸ma arijm¸n K, tìte up�rqei m�a èna pro
 ènaantistoiq�a metaxÔ twn adiakl�dwtwn abelian¸n epekt�sewn tou K, kai twnupoom�dwn H th
 om�da
 kl�sewn idewd¸n H. Dhlad  an m�a epèktash M ,antistoiqe� se m�a upoom�da H ⊂ H, h Artin apeikìnish ja ep�gei isomorfismì

H/H ∼= Gal(M/K).



KEF�ALAIO 6. N�OMOS AN�ALUSHS 55Pìrisma 6.3 'Estw L to s¸ma kl�sewn tou Hilbert, enì
 s¸mato
 arijm¸n K.'Estw ep�sh
 èna pr¸to ide¸de
 tou K, p. Tìte to p ja diasp�tai pl rw
 sto L,an kai mìno an e�nai kÔrio ide¸de
.Apìdeixh. Xèroume  dh apì to pìrisma 6.1, ìti to p diasp�tai pl rw
, an kaimìno an ((L/K)/p) = 1. AfoÔ o Artin ep�gei ton isomorfismì H ∼= Gal(L/K)ja èqoume ((L/K)/p) = 1, an kai mìno an èqoume thn tetrimmènh kl�sh idewd¸n.Dhlad  ìla ta klasmatik� ide¸dh e�nai kÔria, k�ti pou fusik� kajist� kai to pkÔrio ide¸de
.



Kef�laio 7Elleiptikè
 KampÔle
.H jewr�a twn elleiptik¸n kampÔlwn, e�nai aut  h opo�a ja ma
 apasqol seiapì ed¸ kai pèra. Arqik� ja d¸soume k�poia basik� stoiqe�a gia ti
 elleiptikè
kampÔle
 kai èpeita ja doÔme k�poie
 efarmogè
 tou
 sthn kruptograf�a kaiton trìpo me ton opo�o sundèetai me ìla ta prohgoÔmena pou èqoume pei. Jaxekin soume, qt�zonta
 sig� sig� ton orismì mia
 elleiptik 
 kampÔlh
, qwr�
na e�maste idia�tera austhro�.7.1 Jewr�a twn elleiptik¸n kampÔlwnTi
 elleiptikè
 kampÔle
 ti
 or�zoume p�nw apì èna s¸ma K. Autì mpore� giapar�deigma na e�nai to R, C, Fp, Q. Sun jw
 ta R, C qrhsimopoioÔntai giagewmetrik� probl mata, to Q gia diofantik� probl mata, en¸ sthn per�ptwshth
 kruptograf�a
 blèpoume ti
 elleiptikè
 kampÔle
, p�nw apì peperasmènas¸mata Fp.Orismì
 7.1Ja or�zoume me V (f) enì
 poluwnÔmou f(x, y) ∈ K[x, y], to sÔ-nolo twn shme�wn mhdenismoÔ tou. Ja to kaloÔme algebrikì sÔnolo tou f sto
K. E�nai dhlad 

V (f) =
{

(x, y) ∈ K2 : f(x, y) = 0
}

.Orismì
 7.2Or�zoume gèno
 g mia
 epif�neia
, ton arijmì twn {trup¸n} th
.Sth sunèqeia, d�noume m�a perigraf  gia ton probolikì q¸ro Pn(K) tou K.Ja e�nai to sÔnolo
{

(x0, ..., xn) ∈ Kn+1
}

,me toul�qiston k�poio apì ta xi 6= 0 kai efodiasmèno me thn sqèsh isodunam�a

∼, sÔmfwna me thn opo�a

(x0, ..., x1) ∼ (y0, ..., yn)k,an up�rqei èna λ ∈ K∗ tètoio ¸ste xi = λyi gia k�je i. Dhlad  gia par�deigma,h probolik  euje�a P1(K) e�nai
P1(K) =

{

(x, y) ∈ K2 \ (0, 0)
}

/ ∼,56



KEF�ALAIO 7. ELLEIPTIK�ES KAMP�ULES. 57ìpou èqoume
(x, y) ∼ (x′, y′) an (x, y) = λ(x′, y′).E�nai dhlad  to sÔnolo twn eujei¸n tou K2 pou pern�ne apì to shme�o (0, 0),efodiasmène
 fusik� me thn sqèsh isodunam�a
 ∼. H euje�a ìmw
 x = 0, denmpore� na grafte� sth morf  y = λx. Xèroume ìti kaj¸
 to λ aux�nei, tìso heuje�a aut  ja plhsi�zei thn x = 0. Epomènw
 ja èqoume ìti P1(K) = K ∪{∞}me λ ∈ K ìtan èqw euje�a y = λx kai gia thn euje�a x = 0 ja èqoume λ = ∞.Ep�sh
 ja èqoume to probolikì ep�pedo,
P2(K) = {(x, y, z) \ (0, 0, 0)} / ∼,me (x, y, z) ∼ (x′, y′, z′) an (x, y, z) = λ(x′, y′, z′). To P2(K) ja e�nai, to sÔno-lo twn eujei¸n pou pern�ne apì to shme�o (0, 0, 0), me thn sqèsh isodunam�a
pou èqoume or�sei prohgoumènw
. Oi euje�e
 pou an koun sto ep�pedo z = 0antistoiqoÔn se dianÔsmata th
 morf 
 (x, y, 0), dhlad  apoteloÔn èna P1(K).Epomènw
 ja e�nai

P2(K) = K2 ∪ P1(K) = K2 ∪K ∪ {∞} .Oi tri�de
 pou apoteloÔn aut� ta shme�a, onom�zontai probolikè
 suntetagmène
kai sumbol�zontai me (x : y : z).Orismì
 7.3Ja kaloÔme omogenè
 polu¸numo, èna polu¸numo f to opo�o e�nai�jroisma monwnÔmwn tou �diou bajmoÔ.Gia par�deigma to f(x, y, z) = xy2z3 + x2y4 + x3yz2 e�nai èna omogenè
 po-lu¸numo. An èqoume èna omogenè
 polu¸numo f , kai (x : y : z) = (x′ : y′ :
z′) ⇔ (x : y : z) = λ(x′, y′, z′), tìte f(x, y, z) = 0 ⇔ f(x′, y′, z′) = 0 kai
f(x, y, z) = λdf(x′, y′, z′) me d = deg f, λd 6= 0.Pìrisma 7.1 Omogen  polu¸numa se probolikì q¸ro, or�zoun algebrik� sÔ-nola:

V (f) =
{

(x : y : z) ∈ P2 : f(x : y : z) = 0
}

.Orismì
 7.4 'Estw f ∈ K[x, y, z] omogenè
 polu¸numo. To V (f) ja kale�taiomalì sto (x0 : y0 : z0) an kai mìno an f(x0, y0z0) = 0 kai (∂f∂x , ∂f∂y , ∂f∂z ) 6= (0, 0, 0).Orismì
 7.5M�a elleiptik  kampÔlh orismènh sto K, e�nai to sÔnolo V (f)enì
 f omogenoÔ
 poluwnÔmou bajmoÔ deg f = 3, tètoio ¸ste to V (f) na e�naipantoÔ omalì.Orismì
 7.6M�a elleiptik  kampÔlh ja kale�tai mh idiìmorfh (non-singular),an gia kanèna shme�o th
 den isqÔei
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
) = (0, 0, 0).Orismì
 7.7 'Estw K èna s¸ma kai K h algebrik  kleistìtht� tou. M�aelleiptik  kampÔlh p�nw apì to K or�zetai na e�nai to sÔnolo twn lÔsewn stoprobolikì ep�pedo P2(K), th
 omogenoÔ
 ex�swsh
 tou Weierstrass,

E : Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3.me a1, a2, a3, a4, a6 ∈ K. H ex�swsh aut  onom�zetai makr� ex�swsh tou Weier-

strass.
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 7.8 'Estw s¸ma K gia to opo�o na èqoume K ⊆ K̃ ⊆ K. 'E-na shme�o (X,Y, Z) th
 E ja kale�tai K̃-rhtì shme�o th
 E, an (X,Y, Z) =
α(X̃, Ỹ , Z̃), α ∈ K̃, (X̃, Ỹ , Z̃) ∈ K̃3 \ (0, 0, 0). Ta K̃-rht� shme�a th
 kampÔlh

E ja ta sumbol�zoume E(K), gia eukol�a kai ja ta onom�zoume rht� shme�a th
kampÔlh
.H kampÔlh èqei èna mìno shme�o me thn Z-suntetagmènh tou na e�nai mhdèn.E�nai to (0, 1, 0). Ja to onom�zoume shme�o sto �peiro kai ja to sumbol�zoumeme O. Genik� ja qrhsimopoioÔme thn afinik  morf  th
 ex�swsh
 Weierstrass hopo�a e�nai

E : Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6.Ta rht� shme�a th
 kampÔlh
 sthn afinik  per�ptwsh e�nai oi lÔsei
 th
 sto K̃2kai to shme�o sto �peiro O. Ja d¸soume t¸ra k�poie
 stajerè
, ti
 opo�e
 jaqrhsimopoi soume sth sunèqeia. 'Eqoume:

b2 = a2
1 + 4a2, b4 = a1a3 + 2a4, b6 = a2

3 + 4a6,

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4,

c4 = b22 − 24b4, c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6.Orismì
 7.9Or�zoume diakr�nousa ∆, mia
 elleiptik 
 kampÔlh
 E, na e�nai:
∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6.Se peript¸sei
 ìpou h qarakthristik  tou s¸mato
 K e�nai char(K) 6= 2, 3 tìteèqoume

∆ = (c34 − c26)/1728.M�a k�mpÔlh ja e�nai mh idiìmorfh, an kai mìno an h diakr�nous� th
 e�nai di�forhtou mhdèn. An t¸ra e�nai ∆ 6= 0 or�zoume thn j-anallo�wth th
 kampÔlh
 nae�nai
j(E) =

c34
∆H j-anallo�wth èqei �mesh sqèsh me thn isomorf�a dÔo elleiptik¸n kampÔ-lwn. Pio sugkekrimèna, an èqoume elleiptikè
 kampÔle
 E kai E′, orismène
p�nw apì èna algebrik� kleistì s¸ma, tìte ja e�nai isìmorfe
, an kai mìno anoi j-anallo�wtè
 tou
 e�nai �se
. Ja lème ìti oi E kai E′ orismène
 me thn ex�-swsh tou Weierstrass e�nai isìmorfe
 p�nw apì to K, an kai mìno an up�rqounstajerè
 r, s, t ∈ K kai u ∈ K∗ tètoie
 ¸ste oi metablhtè


X = u2X ′ + r, Y = u3Y ′ + su2X ′ + tna metatrèpoun thn E sthn E′. E�maste ètoimoi plèon, na or�soume ton nìmoom�da
 se m�a elleiptik  kampÔlh. An g�nei h allag  metablht¸n
X = X ′ − b2

12
, Y = Y ′ − a1

2
(X ′ − b2

12
) − a3

2
,sthn ex�swsh tou Weierstrass, tìte ja p�roume thn ex 
 isìmorfh elleiptik kampÔlh:

E : Y 2 = X3 + aX + b, a, b ∈ K. (7.1)
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 P,Q dÔo diaforetik� rht� shme�a th
 E. H euje�a pou en¸neiaut� ta dÔo shme�a, afoÔ tèmnei m�a kubik  kampÔlh, ja prèpei na thn tèmneikai se �llo èna shme�o, èstw R. Pa�rnoume to summetrikì shme�o tou R ston�xona twn x. To shme�o pou ja broÔme e�nai to �jroisma twn shme�wn twn Pkai Q. ApodeiknÔetai, ìti h pr�xh aut , or�zei prosjetik  abelian  om�da mestoiqe�a ta rht� shme�a th
 E kai oudètero stoiqe�o, to shme�o sto �peiro O.(Gia leptomèreie
 sth dom  om�da
 kai sto nìmo om�da
 twn rht¸n shme�wn mia
elleiptik 
 kampÔlh
, blèpe [8℄). To epìmeno l mma efarmìzetai gia elleiptikè
kampÔle
 p�nw apì s¸mata me opoiad pote qarakthristik .L mma 7.1 'Estw h elleiptik  kampÔlh me ex�swsh
E : Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X

2 + a4X + a6,kai èstw P1 = (x1, y1) kai P2 = (x2, y2) dÔo shme�a th
 kampÔlh
. Tìte
−P1 = (x1,−y1 − a1x1 − a3).Jètoume

λ =
y2 − y1
x2 − x1

, µ =
y1x2 − y2x1

x2 − x1
, x1 6= x2kai ep�sh


λ =
3x2

1 + 2a2x1 + a4 − a1y1
2y1 + a1x1 + a3

, µ =
−x3

1 + a4x1 + 2a6 − a3y1
2y1 + a1x1 + a3an x1 6= x2 kai P2 6= −P1. An e�nai P3 = (x3, y3) = P1 + P2 6= O tìte oisuntetagmène
 tou P3 ja d�nontai apì

x3 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2,

y3 = −(λ+ a1)x3 − µ− a3.'Allh m�a ènnoia pou ja ma
 qreiaste� e�nai aut  th
 apeikìnish
 mèsw tou mpollaplasiasmoÔ. Aut  pa�rnei èna shme�o P kai to stèlnei sto shme�o P +P +
...+P , m forè
. Aut  h apeikìnish e�nai ousiastik� h b�sh gia thn kruptograf�ame elleiptikè
 kampÔle
.7.2 Elleiptikè
 kampÔle
 p�nw apì peperasmè-na s¸mata.Apì ed¸ kai sto ex 
 ja douleÔoume p�nw apì peperasmèna s¸mata Fq, eke�dhlad  pou èqoume ti
 efarmogè
 sthn kruptograf�a. K�ti pou ja ma
 apasqo-l sei arket�, e�nai h eÔresh th
 t�xh
 twn rht¸n shme�wn th
 E(Fq). 'Estwelleiptik  kampÔlh E orismènh p�nw apì èna s¸ma Fq. Or�zoume ton endomor-fismì tou Frobenius na e�nai h ex 
 apeikìnish

φ :







E(Fq) −→ E(Fp)
(x, y) 7−→ (xq , yq)
O 7−→ OTo epìmeno je¸rhma pou apode�qjhke apì ton Hasse, d�nei èna fr�gma th
t�xh
 th
 E.



KEF�ALAIO 7. ELLEIPTIK�ES KAMP�ULES. 60Je¸rhma 7.1 'Estw E(Fq). Tìte ja e�nai
|E(Fq)| − q − 1| ≤ 2

√
q.Apìdeixh. Blèpe [8℄   kef�laio 5, je¸rhma 1.1 [2℄.'Estw E(Fq) me q perittì arijmì. H elleiptik  kampÔlh tìte ja e�nai

Y 2 = X3 + aX + b.Autì pou jèloume gia thn |E(Fq)| ousiastik� e�nai ta shme�a gia ta opo�a to
X3 + aX + b e�nai tetragwnikì upìloipo modulo q. 'Estw to sÔmbolo tou
Legendre, me

(

X3 + aX + b

q

)

.Gia k�je x pou tou d�noume ja ma
 d�nei ±1, an�loga me to an èqoume   ìqitetragwnikì upìloipo. Epomènw
 an p�roume to �jroisma
∑

q

(

1 +

(

X3 + aX + b

q

))

,ja èqoume ìti h |E(Fq)| an l�boume upìyh kai to �peiro shme�o, isoÔtai me
|E(Fq)| = 1 +

∑

q

(

1 +

(

X3 + aX + b

q

))

= 1 + q +
∑

q

(

X3 + aX + b

q

)

.An sundu�soume to apotèlesma autì kai to je¸rhma 7.1, tìte ja p�roume toex 
 pìrisma:Pìrisma 7.2
∣

∣

∣

∣

∣

∑

q

(

X3 + aX + b

q

)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2
√
q.H t�xh loipìn mia
 elleiptik 
 kampÔlh
 ja e�nai �sh me

|E(Fq)| = 1 + q − t,ìpou to t autì, onom�zetai �qno
 tou Frobenius. O upologismì
 tou �qnou
tou Frobenius e�nai arket� dÔskolo
. E�nai k�ti pou ja ma
 apasqol sei sthsunèqeia, afoÔ to na xèroume sthn kruptograf�a thn t�xh th
 om�da
 twn rht¸nshme�wn m�a
 kampÔlh
, e�nai exairetik 
 shmas�a
. To t ikanopoie� thn epìmenhex�swsh, h opo�a e�nai h basik  idèa gia ton algìrijmo tou Schoof, pou ja doÔmeargìtera kai o opo�o
 upolog�zei akrib¸
 autì to t. E�nai loipìn gia èna shme�o
P (x, y) th
 kampÔlh


φ2(P ) − [t]φ(P ) + [q]P = [0] ⇐⇒

(xq
2

, yq
2

) − [t](xq , yq) + [q](x, y) = O.Na shmei¸soume ep�sh
 ìti up�rqoun k�poia e�dh elleiptik¸n kampÔlwn, ì-pou prèpei na apofeÔgetai h kruptogr�fhsh afoÔ e�nai eu�lwte
 se epijèsei
,k�poie
 apì ti
 opo�e
 ja doÔme argìtera. An èqoume t = 1 ja lème ìti h E e�nai



KEF�ALAIO 7. ELLEIPTIK�ES KAMP�ULES. 61an¸malh, afoÔ ja e�nai |E(Fq)| = q. En¸, ìtan èqoume thn per�ptwsh ìpou hqarakthristik  p diaire� to �qno
 t, tìte ja kaloÔme thnE supersingular. Apodei-knÔetai ìti ìti m�a E ja e�nai supersingular an èqoume p = 2   p = 3 kai j(E) = 0  an p ≥ 5 kai t = 0. Eme�
 ja asqolhjoÔme me s¸mata qarakthristik 
 2,  megalÔterh
 tou 3.'Estw loipìn K = Fq me q = pn kai p > 3. 'Eqoume thn E(K) me
E : Y 2 = X3 + aX + b.Ja èqoume ìti ∆ = −16(4a3 + 27b2), en¸ h j-anallo�wth j(E) = −1728 4a3

∆ . OitÔpoi gia ton nìmo om�da
 ja e�nai −P1 = (x1,−y1) kai an e�nai x1 6= x2 tìte
λ =

y2 − y1
x2 − x1

.An e�nai x1 = x2 ja èqoume
λ =

3x2
1 + a

2y1
.'Etsi an jèloume na broÔme to shme�o P3 = P1 +P2 ja prèpei na k�noume qr shtwn tÔpwn

P3 = (x3, y3) = (λ2 − x1 − x2, (x1 − x3)λ − y1).An t¸ra èqoume s¸mata me qarakthristik  2, dhlad  q = 2n, n ≥ 1 ja e�nai
j(E) =

a12

1

∆ . H elleiptik  kampÔlh tìte ja èqei ex�swsh
E : Y 2 +XY = X3 + a2X

2 + a6.Ja èqoume t¸ra
−P1 = (x1, x1 + y1)kai an x1 6= x2

λ =
y1 + y2
x1 + x2

, µ =
y1x2 + y2x1

x1 + x2
,en¸ an x1 = x2

λ =
x2

1 + y1
x1

, µ = x2
1.'Etsi loipìn gia to (x3, y3) = P3 = P1 + P2 ja e�nai

x3 = λ2 + λ+ a2 + x1 + x2,

y3 = (λ+ 1)x3 + µ.7.3 Polu¸numa dia�resh
.Ta polu¸numa dia�resh
 ja ta sunant soume ston algìrijmo tou Schoof, ìpouja broÔme thn t�xh mia
 elleiptik 
 kampÔlh
. Ed¸ ja ta or�soume kai jaanafèroume k�poie
 basikè
 tou
 idiìthte
.L mma 7.2 'Estw E elleiptik  kampÔlh, orismènh p�nw apì to s¸ma K kai
m ∈ Z+. Up�rqoun polu¸numa ψm, θm, ωm ∈ K[x, y] tètoia ¸ste gia P = (x, y)shme�o th
 kampÔlh
 me [m]P 6= O, èqoume

[m]P =

(

θm(x, y)

ψm(x, y)2
,
ωm(x, y)

ψm(x, y)3

)
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 th
 kampÔlh
E. D�noumeton anadromikì tÔpo pou ja qrhsimopoioÔme gia thn eÔresh tou poluwnÔmoudia�resh
.
ψ0 = 0, ψ1 = 1,

ψ2 = 2y + a1x+ a3,

ψ3 = 3x4 + b2x
3 + 3b4x

2 + 3b6x+ b8,

ψ4 = (2x6 + b2x
5 + 5b4x

4 + 10b6x
3 + 10b8x

2 + (b2b8 − b4b6)x+ b4b8 − b26)ψ2,

ψ2m+1 = ψm+2ψ
3
m − ψm−1ψ

3
m+1, m ≥ 2,

ψ2m =
(ψm+2ψ

2
m−1 − ψm−2ψ

2
m+1)ψm

ψ2
, m > 2.Oi upologismo� tou poluwnÔmou dia�resh
 ja g�nontai p�nta modulo thn kampÔlhma
, afoÔ mil�me gia shme�a p�nw se aut n. Ta polu¸numa θm kai ωm, or�zontaisunart sei tou ψm. E�nai dhlad  :

θm = xψ2
m − ψm−1ψm+1,

4yωm = ψm+2ψ
2
m−1 − ψm−2ψ

2
m+1.H apìdeixh tou l mmato
 7.2, èrqetai apì autoÔ
 tou
 orismoÔ
, ton nìmo om�da
kai fusik� arketè
 pr�xei
.Orismì
 7.10An èqoume K peperasmèno s¸ma, tìte to E(K) e�nai èna torsion

group dhlad  k�je shme�o P th
 E èqei peperasmènh t�xh. An èqoume arijmì
m ∈ Z+, tìte to sÔnolo twn m-torsion shme�wn th
 E, to opo�o ja sumbol�zoumeme E[m], e�nai to

E[m] = {P ∈ E(K) : [m]P = O} .E�nai to sÔnolo twn shme�wn th
 E, t�xh
 m.Je¸rhma 7.2 'Estw èna shme�o P ∈ E(K) \ {0} kai m ≥ 1. Tìte P ∈ E[m]an kai mìno an ψm(P ) = 0.Or�zoume to polu¸numo
fm =

{

ψm, m perittì
 ,
ψm

ψ2

, m �rtio
ParathroÔme ìti aut� ta polu¸numa, den èqoun kajìlou mèsa tou
 ton ìro y,dhlad  exart¸ntai mìno apì to x. Oi tÔpoi ìpou ja qrhsimopoioÔme gia napa�rnoume ta f , e�nai:
f0 = 0, f1 = 1, f2 = 1, f3 = ψ3, f4 =

ψ4

ψ2
,

f2m+1 =

{

fm+2f
3
m − F 2fm−1f

3
m+1, m perittì


F 2fm+2fm3 − fm−1f
3
m+1, m �rtio


f2m = (fm+2f
2
m−1 − fm−2f

2
m+1)fmìpou Y 2 = F (X), h ex�swsh th
 elleiptik 
 kampÔlh
. (Gia pio analutikoÔ
tÔpou
 xeqwrist� gia s¸mata qarakthristik 
 dÔo kai megalÔterh
 tou tr�ablèpe kef�laio 3 [5℄.)



KEF�ALAIO 7. ELLEIPTIK�ES KAMP�ULES. 637.4 To prìblhma tou diakritoÔ log�rijmou sti
elleiptikè
 kampÔle
'Estw m�a elleiptik  kampÔlh E p�nw apì èna peperasmèno s¸ma Fq, kai Pèna shme�o th
. To prìblhma tou diakritoÔ log�rijmou gia elleiptikè
 kampÔle
(PDLEK), e�nai ìti an èqoume èna shme�o Q ∈ 〈P 〉, na breje� akèraio
 arijmì

m, tètoio
 ¸ste

Q = [m]P.Autì pou ofe�lei èna
 kruptogr�fo
 na k�nei, e�nai na katafèrei na brei ka-t�llhle
 elleiptikè
 kampÔle
, ¸ste to PDLEK, na e�nai upologistik� adÔnatona luje� gia autè
. Mèqri stigm 
, trei
 e�nai oi sunj ke
 pou epib�lletai naplhre� m�a elleiptik  kampÔlh gia na e�nai anjektik  se epijèsei
. Ja ti
 anafè-roume apl¸
, qwr�
 na ti
 analÔsoume kai na doÔme ti
 mejìdou
 ep�jesh
 pouqrhsimopoioÔntai. (Gia leptomèreie
 anafor� kef�laio 5 [5℄).1. H pr¸th ep�jesh ofe�letai stou
 Pohlig-Hellman, oi opo�oi parat rhsanìti to PDL se mia om�da G, mpore� na anaqje� se PDL upoom�dwn aut 
th
 G, oi opo�e
 èqoun t�xh dun�mei
 pr¸twn arijm¸n kai h telik  lÔsh naèrjei me m�a efarmog  sto kinèziko je¸rhma. H lÔsh gia na apofÔgoumeaut n thn ep�jesh, e�nai na epilèxoume tètoia elleiptik  kampÔlh, ¸ste ht�xh th
 na èqei ènan meg�lo pr¸to diairèth. O ìro
 meg�lo
 e�nai bèbaiasqetikì
, afoÔ èqei na k�nei me thn upologistik  isqÔ twn H/U.2. M�a kampÔlh ja prèpei na mhn e�nai an¸malh, dhlad  na mhn èqei �qno
 �some 1. Tìte ja èqoume t = 1 kai h t�xh th
 ja e�nai �sh me thn t�xh tous¸mato
 Fq. Autì k�nei ti
 kampÔle
 idia�tere
 kai ètsi pio eu�lwte
 seepijèsei
.3. Tèlo
, prèpei na ikanopoie�tai h sunj kh MOV h opo�a p re to ìnom�th
 apì tou
 Menezes, Okamoto, Vanstone. Ed¸ apaitoÔme h mikrìterhtim  tou l gia thn opo�a na isqÔei ql ≡ 1 mod n, na e�nai arket� meg�lh.Me autìn ton trìpo exairoÔme ti
 kampÔle
 oi opo�e
 èqoun �qno
 mhdènkai dÔo p�nw apì to Fp, kaj¸
 kai ti
 supersingular kampÔle
, ìpou hqarakthristik  diaire� to �qno
.Na doÔme kai pw
 efarmìzetai to PDLEK, se èna kruptosÔsthma dhmos�oukleidioÔ, gia par�deigma sto El Gamal. Ja upojèsoume ìti o B jèlei na ste�leièna mÔnhma P sthn A. DhmosiopoioÔn èna pr¸to p kai m�a elleiptik  kampÔlh
E(Fp). Ep�sh
 epilègetai kai èna shme�o Q ∈ E(Fp), to opo�o e�nai kai autìdhmìsio. Epilègoun ant�stoiqa akèraiou
 n kai m, pou ta kratoÔn mustik� kaiupolog�zoun ta nQ kai mQ, ta opo�a koinopoioÔntai. O B epilègei ènan tuqa�o,mustikì akèraio r kai upolog�zei to zeÔgo
 (rQ, P + r(mQ)). H A lamb�neiaut� kai upolog�zei to mrQ, to opo�o ja e�nai �so me to rmQ. Tèlo
 k�nei apl�m�a afa�resh kai pa�rnei to mÔnhma P , sta qèria th
.

P + rmQ− rmQ = P.7.5 T�xh om�da
 elleiptik 
 kampÔlh
Ja melet soume k�poie
 teqnikè
, pou qrhsimopoioÔntai gia ton upologismìth
 t�xh
 th
 om�da
 twn rht¸n shme�wn mia
 elleiptik 
 kampÔlh
, p�nw apì



KEF�ALAIO 7. ELLEIPTIK�ES KAMP�ULES. 64èna peperasmèno s¸ma. Aut  h diadikas�a e�nai polÔ shmantik  sti
 efarmogè
sthn kruptograf�a.Prokeimènou na par�goume elleiptikè
 kampÔle
 me dedomènh t�xh mporoÔme:1. Par�goume tuqa�e
 kampÔle
 kai met� upolog�zoume ti
 t�xei
 om�dwn,mèqri na broÔme thn katallhlìterh.2. Par�goume kampÔle
, me prokajorismènh t�xh om�da
, kai èna
 apodotikì
trìpo
 e�nai k�nonta
 qr sh th
 jewr�a
 tou migadikoÔ pollaplasiasmoÔ.A
 upojèsoume pw
 èqoume m�a kampÔlh me morf 
Y 2 = X3 + aX + b,kai jèloume na upolog�soume ta rht� shme�a th
, p�nw apì s¸mata qarakthri-stik 
 p. Autì pou èqoume na k�noume, e�nai na upolog�soume to

p+ 1 +

p−1
∑

x=0

(

x3 + ax+ b

p

)

,ìpou ( ·
p ) e�nai to sÔmbolo tou Legendre. Autì
 o trìpo
 e�nai arket� gr goro
gia mikrè
 timè
 tou p, sugkekrimèna gia p < 10000, all� gia meg�le
 timè
 e�naiadÔnaton na g�noun oi upologismo� pou apaitoÔntai.H mèjodo
 aut n thn stigm  pou jewre�tai pio anjektik  se epijèsei
, e�naipr¸ta na epilèxoume èna meg�lo peperasmèno s¸ma kai èpeita na dialèxoumetuqa�e
 elleiptikè
 kampÔle
 p�nw apì autì, twn opo�wn oi om�de
 twn rht¸nshme�wn na ikanopoioÔn ti
 sunj ke
 pou or�same prohgoumènw
 gia thn t�xhom�da
. H diadikas�a fusik�, pro�pojètei na mporoÔme na broÔme thn t�xh th
elleiptik 
 kampÔlh
. Ja perigr�youme sthn epìmenh par�grafo ton algìrij-mo tou Schoof, o opo�o
 k�nei akrib¸
 aut n thn doulei�, dhlad  upolog�zeikat�llhle
 t�xei
 om�dwn.'Allh mèjodo, thn opo�a ja doÔme me arketè
 leptomèreie
, e�nai aut  toumigadikoÔ pollaplasiasmoÔ. Ed¸ k�nonta
 qr sh aut 
 th
 jewr�a
, twn el-leiptik¸n kampÔlwn me migadikì pollaplasiasmì, ja par�goume kampÔle
 pouja diajètoun m�a kuklik  upoom�da me t�xh ènan meg�lo pr¸to. Oi upologismo�pou apaitoÔntai ed¸, e�nai arket� ligìteroi apì ti
 upìloipe
 mejìdou
.7.6 'Elegqo
 th
 t�xh
 om�da
'Ena koinì qarakthristikì gia arketoÔ
 algìrijmou
, e�nai ìti emfan�zoun sanapotèlesma arketè
 timè
 m, gia thn t�xh om�da
. Se aut n thn par�grafo,ja doÔme pw
 mporoÔme na k�noume thn swst  epilog  th
 t�xh
 pou y�qnoume.Apì to je¸rhma 7.1 èqoume ìti gia m�a elleiptik  kampÔlh E, p�nw apì ènas¸ma me q stoiqe�a kai t�xh om�da
 m, ja ikanopoie� thn

|q + 1 −m| ≤ 2
√
q.Arqik� loipìn, pa�rnoume apì ton algìrijmo thn pijan  tim  th
 t�xh
 om�-da
, m. H pr¸th kai profan 
 dokimas�a pou prèpei na per�sei to m e�nai kaisÔmfwna me to je¸rhma 7.1,

q + 1 − 2
√
q ≤ m ≤ q + 1 + 2

√
q.



KEF�ALAIO 7. ELLEIPTIK�ES KAMP�ULES. 65AfoÔ doÔme ìti isqÔei autì, èpeita ja dialèxoume tuqa�a èna shme�o P p�nw sthnelleiptik  kampÔlh kai ja elègxoume thn sunj kh
[m]P = O.Fusik� an aut  den isqÔei, to m pou èqoume brei den e�nai to swstì. K�noumeaut  thn diadikas�a gia arket� shme�a th
 kampÔlh
 kai ètsi br�skoume telik�to m. Sti
 efarmogè
 th
 kruptograf�a
 t¸ra, ta pr�gmata e�nai l�go pio apl�.Oi timè
 oi opo�e
 ma
 endiafèroun gia thn asf�leia tou kruptosust mato
, e�naioi m = sr, ìpou s èna
 mikrì
 akèraio
 arijmì
 kai r èna
 pr¸to
. Autì denèqei idia�terh upologistik  duskol�a na elegqje�, afoÔ mporoÔme gr gora nak�noume diairèsei
 kai test pr¸tou arijmoÔ, gia na doÔme an ìnto
 to m èqeiaut n th morf . An sth sunèqeia doÔme ìti e�nai [m]P = O, tìte ja k�noumekai ton èlegqo [s]P = O. An isqÔei, pet�me to shme�o autì kai epilègoume èna�llo tuqa�o p�li, an kai h pijanìthta na sumbe� autì e�nai polÔ mikr .A
 d¸soume t¸ra ènan algìrijmo pou par�gei elleiptikè
 kampÔle
, kat�l-lhle
 gia kruptograf�a.

Input: 'Ena meg�lo peperasmèna s¸ma Fq kai ènan mikrì jetikì akèraio s.
Output: M�a elleiptik  kampÔlh p�nw apì to Fq, me |E(Fq)| = rs, me r ènanmeg�lo pr¸to.1. Di�lexe m�a tuqa�a E.2. Bre
 m = |E(F)q |.3. 'Elegxe ti
 sunj ke
 MOV kai anwmal�a
.4. Paragontopo�hse to m, mèsa se logikì qrìno. An apotÔqei
 p gaine stob ma 1.5. An m = rs d¸se thn E, alli¸
 p gaine sto b ma 1.'Opw
 eÔkola katalaba�nei kane�
, h duskol�a ed¸ ègkeitai sto na broÔme thnt�xh th
 elleiptik 
 kampÔlh
. 'Ena
 apì tou
 pio apotelesmatikoÔ
 algìrij-mou
 pou up�rqoun aut  thn stigm , e�nai autì
 pou ja perigr�youme amèsw
kai ton ofe�loume ston Schoof.7.7 O algìrijmo
 tou Schoof.Upenjum�zoume ìti gia s¸mata me qarakthristik  2, endiaferìmaste mìno giamh idiìmorfe
 kampÔle
 me morf 

Y 2 +XY = X3 + a2X
2 + a6.Gia s¸mata me qarakthristik  perittì arijmì oi kampÔle
 pou ja asqolhjoÔmee�nai

Y 2 = X3 + aX + b, a, b ∈ Fq.H idèa tou algìrijmou tou Schoof, sthr�zetai sto je¸rhma tou Hasse 7.1.E�nai na broÔme timè
 t mod l, ìpou l pr¸toi arijmo� me l ≤ lmax, me to lmax nae�nai o mikrìtero
 pr¸to
 gia ton opo�o
∏

2≤l≤lmax

l > 4
√
q.
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 me èna kinèziko je¸rhma upolog�zoume thn monadik  tim  tou t kai fusik�thn t�xh th
 elleiptik 
 kampÔlh
. A
 doÔme loipìn l�go pio analutik� taparap�nw. Arqik� parathroÔme ìti h eÔresh tou t mod 2 e�nai eÔkolh kai giati
 dÔo peript¸sei
 swm�twn me qarakthristik  perittì   dÔo. 'Otan èqoumeqarakthristik  perittì, ja e�nai m ≡ q + 1 − t mod 2 ⇔ m ≡ t mod 2 kaiapodeiknÔetai ìti m = 1 mod 2 an kai mìno an to X3 + aX + b e�nai an�gwgop�nw apì to Fq. Gia qarakthristik  2 t¸ra, apì thn stigm  pou h kampÔlh ma
den e�nai idiìmorfh, e�nai t ≡ 1 mod 2. Opìte ousiastik�, èqoume na k�noume mepr¸tou
 l > 2. Ja qreiastoÔme ton endomorfismì φ tou Frobenius, o opo�o

φ :







E(Fq) −→ E(Fp)
(x, y) 7−→ (xq , yq)
O 7−→ OAutì
 ja ikanopoie� thn ex�swsh

φ2(P ) − [t]φ(P ) + [q]P = O.JewroÔme t¸ra thn ex�swsh aut  gia shme�a pou an koun sto
E[l]∗ = {P ∈ E(Fq), [l]P = O, P 6= O}.Sumbol�zoume ep�sh
 tl ≡ t mod l, ql ≡ q mod l na e�nai oi mikrìteroi jetiko�antiprìswpoi th
 kl�sh
 isodunam�a
. Autì pou k�nei o Schoof e�nai to ex 
.Br�skei èna shme�o P (x, y) ∈ E(Fq). Autì ja ikanopoie� thn

(xq
2

, yq
2

) + [ql](x, y) = [τl(x
q, yq)].Pa�rnoume ìla ta τ apì to {0, ..., l− 1}, ta b�zoume sthn ex�swsh kai tsek�rou-me poio ja thn ikanopoie�. 'Epeita epilègoume �llo τ kai k�noume to �dio. Aut�ta τ pou ja broÔme, ja apotelèsoun to sÔsthm� ma
, to opo�o ìpw
 e�pame jaluje� me kinèziko je¸rhma kai ja ma
 d¸sei thn lÔsh tou t pou zht�me kai su-nep¸
 thn t�xh th
 om�da
. O algìrijmo
 bèbaia apaite� k�poie
 pr�xei
. Jaqrhsimopoi soume tou
 tÔpou
 gia thn prìsjesh shme�wn apì thn par�grafo 7.2kai gia ta [κ]P apì to l mma 7.2 th
 paragr�fou 7.3. Pr¸ta upolog�zoume ti
 xsuntetagmène
 kai sta dÔo mèlh. Autè
 ja ja e�nai poluwnumikè
 exis¸sei
 twn

x, y kai ja perièqoun kai ta polu¸numa dia�resh
. Epeid  douleÔoume modulothn kampÔlh ma
, o megalÔtero
 bajmì
 pou ja èqoun oi ìroi me y, ja e�nai èna.Ft�noume ètsi se m�a ex�swsh th
 morf 
 y = a(x)/b(x) kai thn antikajistoÔmesthn ex�swsh th
 kampÔlh
. Sto tèlo
 loipìn, ja e�nai hX(x) = 0. M�a parat -rhsh h opo�a ja bohj sei arket� sti
 pr�xei
, e�nai ìti afoÔ ta shme�a P ∈ E[l],mporoÔme na k�noume ti
 ti
 poluwnumikè
 pr�xei
 modulo fl. Gia thn eÔresht¸ra mia
 lÔsh
 th
 hX(x) = 0, prèpei na broÔme ton mègisto koinì diairèth twn
hX(x) kai fl. An gcd(hX(x), fl) = 1, tìte den up�rqei lÔsh kai dokim�zoumethn epìmenh tim  tou τ . An o mègisto
 koinì
 diairèth
 e�nai di�foro
 tou èna,tìte ja up�rqei èna shme�o sto E[l]∗ tètoio ¸ste

(xq
2

, yq
2

) + [ql](x, y) = ±[τ ](xq, yq).AfoÔ h diadikas�a elègqei ti
 timè
 ±τ , arke� o èlegqo
 na g�nei mìno gia
τ ∈ {0, ..., (l − 1)/2}. To epìmeno b ma e�nai na k�noume thn �dia diadikas�akai gia thn y-suntetagmènh, me ton �dio trìpo. Tèlo
, aut  h doulei� ja g�nei ki
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 forè
 gia na katal xoume se èna sÔsthma apì isodunam�e
 modulo pr¸-toi arijmo�, kai lÔnont�
 to me kinèziko je¸rhma br�skoume thn tim  tou �qnou
tou Frobenius t, pou shma�nei ìti èqoume thn t�xh th
 elleiptik 
 kampÔlh
,
m = q + 1 − t.Sthn epìmenh par�grafo, ja perigr�youme m�a �llh mèjodo paragwg 
 ka-mpÔlwn, aut n tou migadikoÔ pollaplasiasmoÔ.7.8 H jewr�a tou MigadikoÔ PollaplasiasmoÔ.Orismì
 7.11 'Estw ìti èqoume dÔo elleiptikè
 kampÔle
 E1, E2. 'Ole
 oiapeikon�sei


φ : E1 → E2,pou stèlnoun to tautotikì stoiqe�o th
 E1 sto tautotikì th
 E2, ja kaloÔntaiisogèneie
. H apeikìnish pou stèlnei k�je stoiqe�o th
 E1 sto mhdenikì th
 E2e�nai kai aut  m�a isogèneia kai kale�tai h isogèneia tou mhdenì
.Orismì
 7.12 'Ole
 oi isogèneie
 apì m�a elleiptik  kampÔlh E ston eautìth
, maz� me thn isogèneia tou mhdenì
, sqhmat�zoun daktÔlio. Autì
 e�nai odaktÔlio
 twn endomorfism¸n th
 E, kai ja ton sumbol�zoume End(E).Orismì
 7.13 'Estw K m�a epèktash tou Q. M�a order R tou K, e�nai èna
upodaktÔlio
 tou K, peperasmèna paragìmeno
 san Z-module kai o opo�o
 naikanopoie�
R ⊗ Q = K.Par�deigma 7.1Gia par�deigma, an èqoume K = Q(

√
−d), kai D o daktÔlio
twn akera�wn tou, tìte gia k�je k ∈ Z o daktÔlio
 Z + kD e�nai m�a order tou

Q(
√
−d).H dom  pou ma
 endiafèrei tou End(E), e�nai aut  th
 order enì
 tetragwni-koÔ migadikoÔ s¸mato
 arijm¸n. Tìte o End(E) e�nai austhr� megalÔtero
 apìto Z kai se aut n thn per�ptwsh ja lème ìti h elleiptik  kampÔlh èqei migadikìpollaplasiasmì.M�a elleiptik  kampÔlh E, e�nai isìmorfh me to C modulo L, ìpou L ènaplègma. K�je plègma tou C par�getai apì ta dianÔsmata 〈w1, w2〉. DÔo o-mìjeta plègmata Λ1,Λ2, dhlad  dÔo plègmata gia ta opo�a up�rqei migadikì


z tètoio
 ¸ste Λ1 = zΛ2, d�noun isìmorfe
 elleiptikè
 kampÔle
 kai mporoÔmena jewr soume plègmata pou na par�gontai apì ta {1, τ}, me τ ∈ H, ìpou Hsumbol�zei to uperbolikì ep�pedo:
H = {z ∈ C : Im(z) > 0}.ParathroÔme ìti gia na par�goun dÔo b�sei
 {1, τ1}, {1, τ2} to �dio plègma,prèpei kai arke� na diafèroun kat� antistrèyimo 2× 2-p�naka me stoiqe�a apì to

Z, dhlad  me stoiqe�o th
 SL2(Z). Dhlad  to sÔnolo twn plegm�twn pou d�nounmh isìmorfe
 elleiptikè
 kampÔle
 taut�zetai me ton q¸ro
Y := H/SL2(Z).
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 tou q¸rou twn elleiptik¸n kampÔlwn kaimporoÔme na doÔme ìti or�zei merìmorfh sun�rthsh
Y → Cpou na stèlnei thn kl�sh tou z mod SL2(Z) ston j(z). ApodeiknÔetai, ìti h jsun�rthsh ep�gei m�a migadik  analutik  sun�rthsh j : H → C, h opo�a e�naianallo�wth k�tw apì ta stoiqe�a th
 SL2(Z), dhlad 

j(γz) = j(z), gia k�je γ ∈ SL2(Z). (7.2)ParathroÔme ìti to stoiqe�o (

1 1
0 1

) stèlnei to H ∋ z 7→ z + 1 ∈ H, sunep¸
h ex�swsh (7.2) d�nei ìti h j-sun�rthsh e�nai periodik  kai dèqetai m�a an�lush
Fourier

j(q) =
1

q
+

∞
∑

ν=0

c(n)qn,ìpou q = e2πiz. Oi suntelestè
 c(n) mporoÔn na upologistoÔn kai gia par�deigmaèqoume ìti
j(q) =

1

q
+ 744 + 19688q+ 21493760q2 + 864299970q3 + 20245856256q4 (7.3)

+333202640600q5+4252023300096q6+44656994071935q7+401490886656000q8

+3176440229784420q9 + 22567393309593600q10 + 146211911499519294q11

+874313719685775360q12 + 4872010111798142520q13'Estw End(E), o daktÔlio
 twn endomorfism¸n mia
 elleiptik 
 kampÔlh
 E, mhidiìmorfh
. Tìte o daktÔlio
 autì
 ja e�nai �so
 me to Z,   me m�a order enì
tetragwnikoÔ migadikoÔ s¸mato
 arijm¸n. An isqÔei to teleuta�o, ìpou èqoumeper�ptwsh migadikoÔ pollaplasiasmoÔ, ja e�nai End(E) ∼= Z + Zτ .Par�deigma 7.2 'Estw s¸ma K qarakthristik 
 diaforetik 
 tou 2, kai a
jewr soume thn elleiptik  kampÔlh orismènh sto K me ex�swsh
E : y2 = x3 − x.Se k�je elleiptik  kampÔlh to Z e�nai upodaktÔlio
 tou daktul�ou twn endomor-fism¸n afoÔ to tuqa�o m ∈ Z, or�zei ton endomorfismì

[m] : E → E,

P 7→ mP = P + . . .+ PEpiplèon h E epidèqetai kai ton endomorfismì
[i] : (x, y) 7→ (−x, iy),ìpou i e�nai m�a prwtarqik  tètarth r�za th
 mon�da
. E�nai safè
 ìti [i] ◦

[i] = [−1], sunep¸
 to [i] den e�nai endomorfismì
 tou Z, kai h mègisth t�xh
Z[i] ⊆ End(E), �ra End(E) = Z[i].
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 migadikì
 algebrikì
 arijmì
 bajmoÔ2. Tìte an jèsoumeEτ = C

Z+τZ
, èqoume ìti h elleiptik  kampÔlhEτ èqei migadikìpol/smì, kai ìti to j(τ) e�nai akèraio
 algebrikì
. Epiplèon to s¸ma K(j(τ))e�nai to Hilbert class field tou s¸mato
 K.Par�deigma 7.3E�nai gnwstì ìti up�rqoun 9 mìno migadik� tetragwnik� s¸-mata arijm¸n me class number 1, ta

Q(
√
−1),Q(

√
−2),Q(

√
−3),

Q(
√
−7),Q(

√
−11),Q(

√
−19),

Q(
√
−43),Q(

√
−67),Q(

√
−163).To parap�nw  tan m�a eikas�a tou Gauss kai apode�qthke apì ton Heegner.To je¸rhma 7.3 ma
 exasfal�zei ìti

j

(

1 +
√
−163

2

)

∈ Z.Pr�gmati an antikatast soume ston tÔpo (7.3) thn tim  τ = 1+
√
−163
2 èqoume 1

?\p 100

%1 realprecision = 105 significant digits (100 digits displayed)

? t=(1+sqrt(-163))/2

%2 = 1/2 + 6.38357266740185233085547600489044617369118

18901506294256063014919243630864451196297797117419337

65936*I

?x=2*Pi*I*t

%3 = -40.109169991132519755350083622904140053900534812

24587344061070154047010878924830850858787688518964943 +

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058

20974944592307816406286208998628034825342117068*I

?? y=exp(x)

%4 = -3.808980937007652338226231516478005437619629319

380597300879006360910620456366645711876492304809962556 E-18 +

4.9823194709407332451152918416189002713812702505761935765

50495294464796671295458176238078356187261087 E-123*IDhlad  h tim  q = e2∗π∗i∗τ ∼= −3.8089 ∗ 10−18 Sthn sunèqeia parathroÔme ìtigia mikrè
 timè
 h suneisfor� sto an�ptugma Fourier ston tÔpo (7.3) e�nai apìto 1/q. Upolog�zoume kai p�li ìti
? 1/y

%5 = -262537412640768743.9999999999992500725971981856

888793538563373369908627075374103782106479101186073129 -rare se fnm

3.434108189257855572773640382466514643819410392802921

231010082353528515643600406171384239278930629331 E-88*I1Oi parak�tw pr�xei
 èginan sto prìgramma gp-pari
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 ìti to j(τ) e�nai èna
 akèraio
 algebrikì
 sto Q,dhlad  èna
 akèraio
) èqoume ìti h pragmatik  tim  tou j(τ) e�nai
j(τ) − 262537412640768744.Parat rhsh: O arijmì
 1/q pou qrhsimopoi same gia na upolog�zoume m�aprosèggish tou j(τ), e�nai uperbatikì
 afoÔ mporoÔme na upolog�soume ìti

1

q
= eπ

√
163,kai to je¸rhma Gel’fond-Schneider lèei ìti eπa e�nai uperbatikì
 an o a algebri-kì
 bajmoÔ toul�qiston 2. To j(τ) e�nai akèraio
, q�rh sthn suneisfor� twnupìloipwn �peirwn prosjeta�wn tou anaptÔgmato
 Fourier.Parat rhsh: 'Ena �llo jèma pou prèpei na ma
 apasqol sei ed¸, e�nai ìtigia na k�noume apotelesmatik� pr�xei
 me thn sun�rthsh j, ja prèpei na mpo-roÔme na k�noume pr�xei
 kinht 
 upodiastol 
 me meg�lh akr�beia. Autì e�naièna empodio sthn ulopo�hsh twn algor�jmwn aut 
 th
 morf 
 se sust mata memikr  upologistik  isqÔ, ìpw
 hand held devices, smart cards kinht� thlefwna.Par�deigma 7.4A
 k�noume t¸ra èna par�deigma se èna tetragwnikì migadikìs¸ma arijm¸n pou na èqei class number megalÔtero th
 mon�da
. To s¸ma

Q(
√
−15) , to opo�o èqei daktÔlio akairèwn D = Z[ 1+

√
−15

2 ]. O arijmì
 kl�sewne�nai �so
 me 2, ìpw
 mporoÔme na upolog�soume me to qèri   me to gp-pari.
? qfbclassno(-15)

%6 = 2K�nonta
 qr sh tou nìmou an�lush
, parathroÔme ìti to s¸ma
H = Q(

√
5,
√
−3),den diaklad�zetai poujen� p�nw apì to K, �ra e�nai to Hilbert class field tou K.To Hilbert class field e�nai to K(j(D)), ìpote to Q(j(D)) e�nai mia tetragwnik epèktash tou Q pou perièqetai sto H , all� den e�nai to K. Sunep¸
, to Q(j(D))e�nai to Q(

√
5),   to Q(

√
−3).Ja qreiastoÔme to parak�twL mma 7.3 'Estw a èna klasmatikì ide¸de
 tou D kai èstw E m�a elleiptik kampÔlh pou na antistoiqe� sto a. Tìte isqÔei ìti

ā2 = 1 sthn Cl(D) ⇔ j(a) ∈ R.Apìdeixh. Blèpe �skhsh 2.9 [10℄.Me b�sh to prohgoÔmeno l mma èqoume ìti Q(j(D)) = Q(
√

5). 'Ena ide¸de
pou den e�nai kÔrio ston D e�nai to a = 2Z + aZ.A
 upojèsoume ìti
j(D) = A+B

√
5tìte

j(a) = A−B
√

5,
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A =

j(D) + j(a)

2
kai B =

j(D) − j(a)

2
√

5
.Upolog�zoume ìti

j(D) = j(Z+aZ) = j(−e−
√

15π) ∼= j(−5.19748331238·10−6) ∼= −191657.832863.Ep�sh
 upolog�zoume ìti
j(a) = j(2Z + aZ) = j

(

Z +
1

2
aZ

)

= j(e−
√

15π/2i)

∼= j(2.27979896315 · 10−3i) = 632.83286254K�nonta
 qr sh twn parap�nw èqoume
A = −95512.5000002 kai B = −42997.5000001,sunep¸

j(D) = −52512− 85995

1 +
√

5

2
∈ Z

[

1 +
√

5

2
.

]Xèroume ìti dÔo elleiptikè
 kampÔle
 E1, E2 orismène
 p�nw apì èna s¸ma Kpou e�nai isìmorfe
 èqoun thn �dia j-anallo�wto. Antistrìfw
, an dÔo ellei-ptikè
 kampÔle
 èqoun thn �dia j-anallo�wto, tìte e�nai isìmorfe
, all� o iso-morfismì
 or�zetai p�nw apì m�a tetragwnik  en gènei epèktash tou K. Dhlad an to K e�nai èna mh algebrik� kleistì s¸ma èqoume dÔo to polÔ elleiptikè
kampÔle
 me thn �dia j-anallo�wto.'Estw p èna
 pr¸to
 tou Z, o opo�o
 analÔetai pl rw
 sthn epèktash K/Q,dhlad  pDK = P1P2. JewroÔme to polu¸numoHilbert, HD(x) ∈ Z[x]. SÔmfwname ton nìmo an�lush
, to polu¸numo HD(x) analÔetai pl rw
 modulo p, an kaimìno an ta ide¸dh Pi analÔwntai pl rw
 sthn epèktash H/K. Autì ìmw
shma�nei ìti e�nai kÔria afoÔ to H e�nai to s¸ma Hilbert. 'Ara Pi = aiDK kaiep�sh
 a1 = ā2. 'Ara to �qno
 tou Frobenious e�nai �so me a1 + ā2 = tr(ai) kai hnìrma e�nai a1a2 = p.'Eqoume dÔo idia�tere
 timè
 tou j, gia j = 0   gia j = 1728. H morf  pouja èqoun oi kampÔle
 ma
, gia ti
 di�fore
 timè
 tou j, ja e�nai:1. An j = 0, tìte Y 2 = X3 − 12. An j = 1728, tìte Y 2 = X3 −X3. An j 6= 0, 1728 tìte jètoume c = j
j−1728 kai oi dÔo elleiptikè
 kampÔle
ma
 e�nai Y 2 = X3 − 3cX + 2c kai Y 2 = X3 − 3ca2X + 2ca3, ìpou to aden e�nai tetr�gwno sto K.Je¸rhma 7.4 An to K e�nai to peperasmèno s¸ma Fp, kai j0 ∈ Fp, j 6=

0, 1728 mod p, tìte oi dÔo elleiptikè
 kampÔle
 E1, E2 pou èqoun j-annalo�wto
j0 ja èqoun t�xei


|E1| = p+ 1 − t, |E2| = p+ 1 + t.Apìdeixh: Blèpe l mma V III.3, [5℄.
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 or�sthke prin kai me diakr�nousa −D. Dhlad 
−D e�nai h diakr�nousa th
 prwtarqik 
 tetragwnik 
 morf 
 Q(x, y), h opo�aèqei to τ san r�za th
 Q(x, 1) = 0. 'Estw hD o arijmì
 kl�sewn th
 orderme diakr�nousa −D. Tìte to j(τ) e�nai akèraio
 algebrikì
 kai to el�qistopolu¸numì tou d�netai apì

HD(x) =
∏

(x − j(α)),ìpou to α diatrèqei ìlou
 tou
 migadikoÔ
 arijmoÔ
 tètoiou
 ¸ste, to (α, 1) nae�nai m�a r�za mia
 ek twn hD to pl jo
 anhgmènwn prwtarqik¸n morf¸n diakr�-nousa
 −D.Parat rhsh: O upologismì
 tou polu¸numou Hilbert me b�sh to parap�nwje¸rhma apaite� pr�xei
 kinht 
 upodiastol 
 me meg�lh akr�beia kai en gènei oisuntelestè
 tou poluwnÔmou Hilbert e�nai p�ra polÔ meg�loi.7.9 H mèjodo
 kataskeu 
 elleiptik¸n kampÔ-lwnParathroÔme ìti to je¸rhma tou Hasse exasfal�zei ìti h posìthta 4p− (p+1−
m)2 e�nai jetik , �ra mporoÔme na gr�youme

4p = u2 +Dv2, (7.4)gia k�poion akèraio u pou ikanopoie�
m = p+ 1 ± u.K�nonta
 sÔkrish me to je¸rhma 7.4, parathroÔme ìti an kataskeu�soume m�aelleiptik  kampÔlh me migadikì pollaplasiasmì ìpou to plègma kataskeu 
 nae�nai o daktÔlio
 akera�wn algebrik¸n Q(

√
−D), tìte h anagwg  th
 modulo pja d¸sei dÔo elleiptikè
 kampÔle
 me t�xei
 m = p + 1 ± u. Epiplèon h lÔshth
 (7.4), kataskeu�zei tou
 genn tore
 ai = ±(u +

√
−Dv)/2 twn idewd¸n Pitou DK th
 prohgoÔmenh
 parag�fou.H ulopo�hsh tou algor�jmou èqei w
 ex 
1. Xekin�me me èna meg�lo pr¸to.2. Dialègoume thn mikrìterh diakr�nousa kai akèraiou
 u, v ¸ste na èqei lÔshh (7.4).3. 'Elegqoume an k�poia apì ti
 p+1±u e�nai ikanopoihtik  t�xh elleiptik 
kampÔlh
, an ìqi epanalamb�noume thn diadikas�a apì to st�dio epilog 
pr¸tou.4. An nai, upolog�zoume to polu¸numo Hilbert kai m�a r�za tou modulo p,èstw j0. H r�za aut  e�nai h j-anallo�wto
 pou y�qnoume.5. Kataskeu�zoume ti
 dÔo elleiptikè
 kampÔle
 me j-anallo�wto �sh me j0kai dialègoume aut  pou na èqei thn epijumht  t�xh.A
 doÔme merik� parade�gmata kataskeu 
 elleiptik¸n kampÔlwn, me migadikìpollaplasiasmì.



KEF�ALAIO 7. ELLEIPTIK�ES KAMP�ULES. 73Par�deigma 7.5Estw ìti èqoume D = 7. Jèloume ènan arijmì p, tètoion¸ste h 4p = u2 +Dv2 na èqei m�a lÔsh. Br�skoume ìti gia
p = 781221660082682887337352611537,èqoume lÔsh (u, v), opìte ja prospaj soume na broÔme m�a elleiptik  kampÔlhp�nw apì to Fp, me t�xh om�da
 �sh me

m = p− 1 ± u = 781221660082681210712714541668

= s · r = 4 · 195305415020670302678178635417,ìpou r e�nai èna
 pr¸to
 arijmì
. Gnwr�zoume ìti h class number tou Q(
√
−7)e�nai �sh me èna, epomènw
 o bajmì
 tou poluwnÔmou Hilbert e�nai kai autì
 �so
me èna. 'Epeita upolog�zoume to polu¸numo Hilbert, to opo�o e�nai

HD(x) = x+ 3375,kai profan¸
 èqei m�a r�za modp. 'Ara zht�me m�a elleiptik  kampÔlh me j-anallo�wto, �sh me
j(E) ≡ −3375 ≡ 781221660082682887337352608162 mod p.'Eqoume dÔo kampÔle
 E1, E2 me thn �dia j, oi opo�e
 e�nai
E1 : Y 2 = X3 + 3844106581135923325515205253294X

+777088212145737475235038576554kai thn
E2 : Y 2 = X3 + 586337137088968521507562977329X

+470612877688284093511930750213.H E2 e�nai aut  h opo�a èqei t�xh m.Par�deigma 7.6A
 doÔme kai èna par�deigma ìpou h class group e�nai mega-lÔterh tou èna. 'Estw D = 292. Upolog�zoume thn class group tou Q(
√
−292)kai thn br�skoume �sh me 4. 'Opw
 kai sto prohgoÔmeno par�deigma, y�qnoumena broÔme gia poio p èqei lÔsh h 4p = u2 +Dy2 kai e�nai gia

p = 471064017714648581743716115253.Br�skoume thn t�xh om�da
 th
 elleiptik 
 kampÔlh
 �sh me
m = 471064017714647630725498582802.To polu¸numo Hilbert ja èqei bajmì 4, kai upolog�zetai na e�nai

HD(x) = x4 − 206287709860428304608000x3

−93693622511929038759497066112000000x2

+45521551386379385269629968384000000000x

−380259461042512404779990642688000000000000,
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 modp. Autè
 oi r�ze
 e�nai oi 4 j-anallo�wte
 twn elleipti-k¸n kampÔlwn me t�xh m p�nw apì to Fp. M�a tètoia analo�wto
 e�nai h
j = 95298163105585542899076823435,apì thn opo�a pa�rnoume ti
 ex 
 elleiptikè
 kampÔle
:

E1 : Y 2 = X3 + 469268436428246725781035134277X

+155824285047281623272784717767kai
E2 : Y 2 = X3 + 354618739573347813123389093324X

+314551778593054362590879954574.H E2 e�nai p�li h kampÔlh pou èqei t�xh m, epomènw
 e�nai aut  pou ja qrh-simopoi soume. Fusik� kai apì ti
 upìloipe
 r�ze
 tou HD(x), oi opo�e
 e�nai oi
j-anallo�wte
 �llwn elleiptik¸n kampul¸n, mporoÔme na p�roume kampÔle
 met�xh m.



Kef�laio 8Tetragwnikè
 morfè
Emfan�zetai loipìn h an�gkh gia th melèth twn tetragwnik¸n morf¸n. Giathn akr�beia ja melet soume ti
 akèraie
 tetragwnikè
 morfè
 dÔo metablht¸n
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, a, b, c ∈ Z.Aut  h jewr�a pr¸ta anaptÔqjhke apì ton Lagrange o opo�o
 eis gage ti
ènnoie
 th
 diakr�nousa
, th
 isodunam�a
 kai th
 anhgmènh
 morf 
 (reduced

form). Se sunduasmì me thn ènnoia tou Gauss th
 gn sia
 isodunam�a
, olo-klhr¸nontai ta basik� stoiqe�a pou qreiazìmaste gia thn melèth th
 basik 
jewr�a
 twn tetragwnik¸n morf¸n. Xekin�me d�nonta
 merikoÔ
 basikoÔ
 ori-smoÔ
.Orismì
 8.1M�a morf  ax2+bxy+cy2, kale�tai prwtarqik , an oi suntelestè

a, b, c e�nai pr¸toi metaxÔ tou
.H melèth ma
 ja perioriste� mìno sti
 prwtarqikè
 morfè
. Na shmei¸soume,ìti k�je tetragwnik  morf  e�nai to akèraio pollapl�sio k�poia
 prwtarqik 
.Orismì
 8.2Ja lème ìti èna
 akèraio
 arijmì
m apeikon�zetai apì m�a morf ,an h ex�swsh

m = f(x, y)èqei akèraia lÔsh (x, y). An oi x kai y e�nai kai auto� pr¸toi metaxÔ tou
, tìteja lème ìti o m apeikon�zetai gn sia apì thn f(x, y).Orismì
 8.3DÔo morfè
 f(x, y) kai g(x, y) ja lègontai isodÔname
 an up�r-qoun akèraioi p, q, r, s tètoioi ¸ste
f(x, y) = g(px+ qy, rx+ sy) kai ps− pr = ±1ParathroÔme ìti h or�zousa

∣

∣

∣

∣

p q
r s

∣

∣

∣

∣

= ±1,dhlad  o p�naka
 [

p q
r s

] ja an kei sthn om�da GL(2,Z). SÔmfwna loipìn metou
 orismoÔ
 pou èqei d¸sei o Gauss, ja èqoume ta exh
75
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 8.4M�a isodunam�a ja kale�tai gn sia isodunam�a, an ps − qr = 1,dhlad  o p�naka
 [

p q
r s

]

∈ SL(2,Z). M�a isodunam�a ja kale�tai mh gn siaisodunam�a an ps− qr = −1.L mma 8.1 M�a morf  f(x, y) apeikon�zei gn sia ènan akèraio arijmì m, ankai mìno an h f(x, y) e�nai gn sia isodÔnamh me th morf  mx2 + bxy + cy2 giak�poiou
 akèraiou
 b, c.Apìdeixh. 'Eqoume ìti f(x, y) = m me (p, q) = 1. MporoÔme epomènw
 na broÔme
r, s ∈ (Z), tètoiou
 ¸ste ps− qr = 1 kai tìte ja e�nai
f(px+ry, qx+sy) = f(p, q)x2+(f(p, s)+f(r, q))xy+f(r, s)y2 = mx2+bxy+cy2.Gia to ant�strofo parathroÔme ìti h mx2 + bxy + cy2 apeikon�zei gn sia to mpa�rnonta
 (x, y) = (1, 0).D�noume sthn sunèqeia ton orismì th
 diakr�nousa
.Orismì
 8.5Diakr�nousa loipìn D th
 morf 
 ax2 + bxy+ cy2, or�zoume thnposìthta D = b2 − 4ac.Gia na doÔme pw
 aut  h posìthta èqei na k�nei me thn ènnoia th
 isodunam�a
,a
 upojèsoume ìti oi dÔo tetragwnikè
 morfè
 f(x, y), g(x, y) èqoun diakr�nouse

D,D′ ant�stoiqa. Ep�sh
 f(x, y) = g(px+ qy+ rx+ sy), p, q, r, s ∈ Z. Tìte jae�nai D = (ps− qr)2D′, epomènw
 oi dÔo morfè
 ja èqoun ti
 �die
 diakr�nouse
mìno an ps− qr = ±1, dhlad  prèpei na e�nai isodÔname
.To prìshmo t¸ra th
 diakr�nousa
 mia
 morf 
 e�nai polÔ shmantikì gia thsumperifor� th
 morf 
. An èqoume th morf  f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, tìteisodÔnama ja èqoume
4af(x, y) = 4a2x2 + 4abxy + 4acy2 + b2y2 − b2y2 = (2ax+ by)2 − y2(b2 − 4ac)

⇐⇒ 4af(x, y) = (2ax+ by)2 −Dy2.An èqoume D > 0, tìte h tetragwnik  ma
 morf  apeikon�zei kai jetikoÔ
 kaiarnhtikoÔ
 arijmoÔ
 kai thn kaloÔme aprosdiìristh, en¸ an D < 0 tìte jaèqoume apeikìnish   mìno jetik¸n,   mìno arnhtik¸n arijm¸n, pr�gma to opo�oexart�tai apì to prìshmo tou a. Se aut n thn per�ptwsh h morf  ja onom�zetaijetik� orismènh,   arnhtik� orismènh ant�stoiqa. Eme�
 ja asqolhjoÔme mìnome ti
 jetik� orismène
 tetragwnikè
 morfè
. H diakr�nousa èqei akìma ènashmantikì qarakthristikì. AfoÔ èqoume D = b2 − 4ac ⇐⇒ D = b2mod4,sunep¸
 o suntelest 
 b ja e�nai �rtio
 an kai mìno an D = 0 mod 4,   ja e�naiperittì
 an kai mìno an D = 1 mod 4.L mma 8.2 'Estw ìti èqoume D = 0, 1 mod 4 kai m èna
 perittì
 akèraio
gia ton opo�o isqÔei ìti (D,m) = 1. Tìte o m ja apeikon�zetai gn sia apìm�a prwtarqik  morf  diakr�nousa
 D, an kai mìno an h D e�nai tetragwnikìupìloipo modm.Apìdeixh. Gia thn orj  for�, a
 upojèsoume ìti h f(x, y) apeikon�zei gn siato m. Tìte, ìpw
 gnwr�zoume apì ta prohgoÔmena ja e�nai f(x, y) = mx2 +
bxy + cy2, opìte D = b2 − 4mc dhlad  D ≡ b2 mod m. Gia to ant�strofo,
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, tìte ta D kai b e�naikai oi dÔo �rtioi,   kai oi dÔo peritto�. 'Etsi, kai sÔmfwna me thn prohgoÔmenhparat rhsh e�nai D ≡ 0, 1 mod 4, epomènw
 ja e�nai D ≡ b2 mod 4m. Autìprofan¸
 shma�nei ìti gia k�poio c ja e�nai D = b2 − 4mc. To opo�o me th seir�tou, shma�nei ìti h morf mx2+bxy+cy2 me diakr�nousaD, ja apeikon�zei gn siatom. Gia thn olokl rwsh th
 apìdeixh
 na shmei¸soume ìti oi suntelestè
 e�naipr¸toi metaxÔ tou
, apì thn stigm  pou oim kaiD e�nai sqetik� pr¸toi. Dhlad èqoume na k�noume me prwtarqik  morf .ProqwroÔme t¸ra sth diatÔpwsh enì
 por�smato
, to opo�o e�nai �meso su-mpèrasma tou l mmato
 pou mìli
 apode�xame.Pìrisma 8.1 'Estw n ∈ Z kai p perittì
 pr¸to
, o opo�o
 de diaire� to n. Tìteja e�nai (−n/p) = 1, an kai mìno an o p apeikon�zetai apì m�a prwtarqik  morf ,diakr�nousa
 D = −4n.Apìdeixh. To pìrisma e�nai �meso sumpèrasma apì to prohgoÔmeno l mma afoÔto −4n e�nai tetragwnikì upìloipo modp an kai mìno an (−4n/p) = (−n/p) =
1. To er¸thma pou ja ma
 apasqol sei, ja e�nai na broÔme pr¸tou
 diairète
th
 morf 
 x2+ny2 me (x, y) = 1. Me to parap�nw pìrisma, d¸same m�a pr¸th a-p�nthsh sto er¸thma autì, afoÔ jèloume pr¸tou
 pou ikanopoioÔn (−n/p) = 1,dhlad  pr¸tou
 pou apeikon�zontai apì prwtarqikè
 morfè
 diakr�nousa
 −4n.To prìblhma pou parousi�zetai e�nai ìti èqoume pollè
 morfè
 me thn �dia diakr�-nousa. Epomènw
 ja prospaj soume na apode�xoume ìti k�je morf  isoduname�ma m�a �llh.Mèqri t¸ra miloÔsame genik� gia tetragwnikè
 morfè
, all� apì ed¸ kaipèra ja asqolhjoÔme mìno me ti
 jetik� orismène
, oi opo�e
 èqoun kai idia�teroendiafèron. Pio sugkekrimèna a
 doÔme ti
 anhgmène
 morfè
 (reduced forms).Orismì
 8.6M�a prwtarqik , jetik� orismènh tetragwnik  morf  ax2+bxy+
cy2, ja kale�tai anhgmènh an

|b| ≤ a < c, kai b ≥ 0   alli¸
 |b| = a   a = c.Je¸rhma 8.1 K�je prwtarqik , jetik� orismènh morf , e�nai gn sia isodÔ-namh me m�a anhgmènh morf .Met� thn diatÔpwsh autoÔ tou jewr mato
, mporoÔme na k�noume saf  dia-qwrismì metaxÔ twn ennoi¸n th
 isodunam�a
 kai th
 gn sia
 isodunam�a
. Giapar�deigma a
 doÔme thn per�ptwsh 3x2±2xy+5y2 ìpou oi dÔo morfè
 e�nai e�naiisodÔname
, all� afoÔ e�nai kai oi dÔo anhgmène
, to prohgoÔmeno je¸rhma ma
lèei ìti den e�nai gn sia isodÔname
. En¸ an èqoume 2x2 ± 2xy + 3y2, blèpoumeìti mìno h 2x2+2xy+3y2 e�nai anhgmènh, afoÔ a = |b|. 'Ara oi dÔo autè
 morfè
e�nai kai gn sia isodÔname
.ProqwroÔme t¸ra se m�a teleuta�a parat rhsh h opo�a ja kle�sei to pèrasm�ma
 sthn jewr�a twn tetragwnik¸n morf¸n. A
 upojèsoume ìti èqoume m�aanhgmènh morf  ax2 + bxy + cy2 me diakr�nousa D < 0. Tìte ja e�nai b2 ≤
a2, a ≤ c, epomènw


−D = 4ac− b2 ≥ 4a2 − a2 = 3a2 ⇐⇒ a ≤
√

−D/3.



KEF�ALAIO 8. TETRAGWNIK�ES MORF�ES 78An loipìn èqoume fix�rei to D tìte |b| ≤ a kai h sqèsh pou mìli
 katal xamema
 lèei ìti èqoume peperasmène
 epilogè
 gia ta a, b. Ep�sh
 afoÔ D = b2−4acto �dio ja isqÔei kai gia to c. 'Etsi èqoume peperasmèno pl jo
 anhgmènwnmorf¸n me doje�sa diakr�nousa D. SÔmfwna me to je¸rhma 8.1, ja èqoumekai peperasmèno pl jo
 kl�sewn gn siwn isodunami¸n. Autìn ton arijmì, twnkl�sewn twn prwtarqik¸n jetik� orismènwn morf¸n, diakr�nousa
 D ja tonsumbol�zoume me h(D). O opo�o
 sÔmfwna me to je¸rhma 8.1, e�nai to pl jo
twn anhgmènwn morf¸n. Sunoy�zonta
, mporoÔme na diatup¸soume to parak�twje¸rhma.Je¸rhma 8.2 'Estw ìti èqoume epilèxei D < 0. O arijmì
 h(D) twn kl�sewnisodunam�a
 twn prwtarqik¸n, jetik� orismènwn morf¸n, diakr�nousa
 D, e�naipeperasmèno
 kai isoÔtai me to pl jo
 twn anhgmènwn morf¸n diakr�nousa
 D.
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