
ΕΜΜΑΝΟΥΗΛ ΤΖΩΡΤΖΑΚΗΣ

Η ɫɨɻɴɬɤ ɶɻɰ DĊĘĘĎēĘ
ĉ’ĊēċĆēęĘ ɶɲɷ GėĔęčĊēĉĎĊĈĐ

Δɬɳɮɻɯɤɶɬɭɪ Εɴɦɤɵɬɤ

Εθνικοʆ και Καποδιστριακοʆ Πανεπιστηʆ μιο Αθη-
νωʆ ν, Τμηʆ μα Μαθηματικωʆ ν





Εισηγητηʆ ς: Αριστειʆδης Κοντογεωʆ ργης

Επιτροπηʆ

Ολυμπιʆα Ταλεʆλλη

Μιχαʆ λης Μαλιαʆ κας





Στην οικογένεια μου



“This discovery made a very strong impression on me, and it represents a shift in
particular ofmy centre of interest inmathematics. I donot believe that amathematical
fact has ever struckmequite so strongly as this one, nor hada comparable psychological
impact. This is surely because of the very familiar, non-technical nature of the objects
considered, of which any child’s drawing (dessin d’enfant) scrawled on a bit of paper
gives a perfectly explicit example.”

-Alexander
Grothendieck-



Περιεχόμενα

Εισαγωγή ix

1 Βασικές Έννοιες 1
1.1 Βασικοιʆ Ορισμοιʆ 1
1.2 Τοπολογιʆα Επιφανειωʆ ν 5
1.3 Μιγαδικεʆς Καμπυʆ λες 11

2 Η Απόλυτη Ομάδα Galois 15
2.1 Εισαγωγικαʆ 15
2.2 Προπεπερασμεʆνες ομαʆ δες 17

3 Το Θεώρημα του Belyi 21
3.1 Σωʆ ματα ορισμουʆ 21
3.2 Η κατευʆ θυνση (a)⇒ (b) 22
3.3 Αλγεβρικοʆ ς χαρακτηρισμοʆ ς ολομοʆ ρφων συναρτηʆ σεων 25
3.4 Δραʆ ση Galois 27
3.5 Σημειʆα και Διακριτεʆς Εκτιμηʆ σεις 28
3.6 Αναλλοιʆωτες της δραʆ σης τηςGal(C) 33
3.7 Κριτηʆ ριο ορισιμοʆ τητας παʆ νω απ΄τοQ 35
3.8 Η κατευʆ θυνση (b)⇒ (a) 38
3.9 Που κολλαʆ ει η Εικασιʆα abc? 39

4 Τα Παιδιά Ζωγραφίζουν 43
4.1 Dessins και μεταθεʆσεις 43
4.2 Αντιστοιχιʆα μεταξυʆ Dessins και ζευγωʆ ν Belyi 46
4.3 Δραʆ ση Galois 51
4.4 Πιστοʆ τητα της δραʆ σης Galois στο γεʆνος 0 54
4.5 Πιστοʆ τητα της δραʆ σης για g ≥ 1 56

Βιβλιογραφία 59





Εισαγωγή

Αυτοʆ το κειʆμενο αποτελειʆ μια προσπαʆ θεια εισαγωγηʆ ς στον παιχνιδιαʆ ρικο κοʆ -
σμο των Dessins d’Enfants. Η θεωριʆα των dessins ανηʆ κει στον ευρυʆ τερο κλαʆ δο
των Γεωμετρικωʆ ν Δραʆ σεων Galois , o οποιʆος (χονδρικαʆ μιλωʆ ντας) βριʆσκεται καʆ -
που στην τομηʆ της Θεωριʆας Αριθμωʆ ν και της Αλγεβρικηʆ ς Γεωμετριʆας.

Το παραμυʆ θι αυτοʆ ξεκιναʆ ει αποʆ την διαβοʆ ητη αποʆ λυτη ομαʆ δα GaloisGQ . Η τε-
ρατωʆ δης αυτηʆ ομαʆ δα αποτελειʆται αποʆ τις συμμετριʆες των αλγεβρικωʆ ν αριθμωʆ ν
και κωδικοποιειʆ οʆ λη την “Galois πληροφοριʆα” του σωʆ ματος των ρητωʆ ν. Πολλαʆ εν-
διαφεʆροντα ερωτηʆ ματα αριθμητικηʆ ς φυʆ σεως σχετιʆζονται αʆ μεσα ηʆ κωδικοποιουʆ -
νται μεʆσω της ομαʆ δας αυτηʆ ς σε βαθμοʆ που καʆ ποιοι (υπερβολικοιʆ) την αποκαλουʆ ν
τοπιο ενδιαφεʆρον αντικειʆμενοσταΜαθηματικαʆ ! Καʆ ποιοι αʆ λλοι (πιοπροσγειωμεʆ-
νοι) την αποκαλουʆ ν απλωʆ ς το πιο ενδιαφεʆρον αντικειʆμενο στη Θεωριʆα Αριθμωʆ ν.
Η μελεʆτη και η βαθυʆ τερη κατανοʆ ηση της αποʆ λυτης ομαʆ δας Galois αποτελειʆ ενοʆ ς
ειʆδους Ιεροʆ Δισκοποʆ τηρο για πολλουʆ ς μαθηματικουʆ ς!

Η μελεʆτη της αποʆ λυτης ομαʆ δας Galois αποδειʆχτηκε ιδιαιτεʆρα γοʆ νιμη, και διαʆ -
φοροι κλαʆ δοι αναπτυʆ χθηκαν στην προσπαʆ θεια κατανοʆ ησης της (Συνομολογιʆα
Galois, Αναπαρασταʆ σεις Galois κτλ) . Μια αποʆ τις προσεγγιʆσεις αυτεʆς ηʆ ταν η ευʆ -
ρεση δραʆ σεων της GQ σε αʆ λλα μαθηματικαʆ αντικειʆμενα, η προσπαʆ θεια δηλαδηʆ
να την δουʆ με ως συμμετριʆες αʆ λλων αντικειμεʆνων. Έτσι αναπτυʆ χθηκε ο κλαʆ δος
των Γεωμετρικωʆ ν Δραʆ σεων Galois, δηλαδηʆ δραʆ σεων τηςGQ παʆ νω σε γεωμετρικαʆ
αντικειʆμενα. Τα dessins ειʆναι εʆνα αποʆ αυταʆ τα γεωμετρικαʆ αντικειʆμενα.¹

Μια προφανηʆ ς δραʆ ση της αποʆ λυτης ομαʆ δας Galois ειʆναι αυτηʆ στα πολυωʆ νυμα
με συντελεστεʆς στο Q . Συνεπωʆ ς επαʆ γεται μια δραʆ ση στις αλγεβρικεʆς καμπυʆ λες
που οριʆζονται παʆ νωαποʆ τοQ . Οι καμπυʆ λες οʆ μως αυτεʆς παραμεʆνουν εʆνα δυʆ σβατο
και δυσνοʆ ητο αντικειʆμενο. Για την ευρυʆ τερη κλαʆ ση τωνκαμπυλωʆ ν παʆ νωαπ΄το το
C , ηʆ ταν γνωστοʆ οʆ τι αντιστοιχουʆ ν στις συμπαγειʆς και συνεκτικεʆς επιφαʆ νειες Rie-
mann, ειʆχαν δηλαδηʆ μια γεωμετρικηʆ ερμηνειʆα. Άραγε οι καμπυʆ λες /Q μπορουʆ σαν
να ξεδιαλεχτουʆ ν με καʆ ποιο τροʆπο αναʆ μεσα στις επιφαʆ νειες Riemann ;

Η απαʆ ντηση στο ερωʆ τημα αυτοʆ δοʆ θηκε αποʆ τον Genady Belyi το 1979 [2]. Ο
Belyi εʆδωσε εʆναν καθαραʆ αναλυτικοʆ χαρακτηρισμοʆ των συμπαγωʆ ν επιφανειωʆ ν
που αντιστοιχουʆ ν σε καμπυʆ λες παʆ νω αποʆ τοQ ! (θεωʆ ρημα 3.1)

Το τελικοʆ συʆ νθημα οʆ μως εʆδωσε εʆνας συνηʆ θης υʆ ποπτος του δευʆ τερου μισουʆ
του 20ου αιωʆ να , o θρυλικοʆ ς Alexander Grothendieck. Ο Grothendieck, στο πε-
ριʆφημο Esquisse d’un Programme (1984) [6], παρατηʆ ρησε οʆ τι ο χαρακτηρισμοʆ ς
του Belyi μπορουʆ σε να περιγραφειʆ με συνδυαστικοʆ τροʆπο. Όρισε λοιποʆ ν την αντι-
στοιχιʆα Grothendieck, μια περιγραφηʆ του χαρακτηρισμουʆ τουBelyi με διχρωματι-
σμεʆνα γραφηʆ ματα παʆ νω σε συμπαγειʆς επιφαʆ νειες. Το γεγονοʆ ς οʆ τι αθωʆ α σχηʆ ματα,
που μοιαʆ ζουν με ζωγραφιεʆς παιδιωʆ ν (dessins d’enfants στα Γαλλικαʆ ), μπορουʆ σαν

¹Για περισσοʆ τερες γεωμετρικεʆς δραʆ σεις βλεʆπε [22], [23].
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να αποτελεʆσουν το μεʆσο για να “δει” καʆ ποιος με απτοʆ τροʆπο τη δραʆ ση της GQ
στις καμπυʆ λες εʆκανε τοʆ σο μεγαʆ λη εντυʆ πωση στον Grothendieck ωʆ στε να γραʆψει
το αποʆσπασμα που βριʆσκεται πριν τα περιεχοʆ μενα, στο Esquisse.

Εξ’ αρχηʆ ς η θεωριʆα των dessins ειʆχε σκοποʆ την δραʆ ση Galois και την μελεʆτη
των επιφανειωʆ ν Riemann αλλαʆ με τον καιροʆ εʆχει αποκτηʆ σει διασυνδεʆσεις με διαʆ -
φορους κλαʆ δους και αντικειʆμενα στα Μαθηματικαʆ οʆ πως η διαʆ σημη Εικασιʆας abc
(βλεʆπε κεφαʆ λαιο 3) , αλλαʆ και καʆ ποιες απροσδοʆ κητες γεʆφυρες με κλαʆ δους της
Φυσικηʆ ς, οʆ πως η Κβαντικηʆ Θεωριʆα Πεδιʆου [13]. Σηʆ μερα αποτελειʆ μια ενεργηʆ πε-
ριοχηʆ συʆ γχρονης εʆρευνας με τα δικαʆ της προβληʆ ματα και κατευθυʆ νσεις.

Ως προς τη σειραʆ παρουσιʆασης, στο κεφαʆ λαιο 1 οριʆζουμε τις βασικεʆς εʆννοιες
τοπολογιʆας και επιφανειωʆ ν Riemann που θα χρειαστουʆ με στην συνεʆχεια και ανα-
φεʆρουμε την αντιστοιχιʆα μεταξυʆ συμπαγωʆ ν επιφανειωʆ ν Riemann και μιγαδικωʆ ν
καμπυλωʆ ν . Στο κεφαʆ λαιο 2 , οριʆζουμε τις αποʆ λυτες ομαʆ δες Galois και αναδει-
κνυʆ ουμε την τοπολογικηʆ υφηʆ τους. Στο κεφαʆ λαιο 3 διατυπωʆ νουμε το θεωʆ ρημα
του Belyi και διʆνουμε μια στοιχειωʆ δη αποʆ δειξη του. Το κεφαʆ λαιο 4 ειʆναι το ση-
μειʆο που τα dessins καʆ νουν την εμφαʆ νιση τους και παρουσιαʆ ζονται η αντιστοιχιʆα
Grothendieck με τα ζευʆ γη Belyi καθωʆ ς και εʆνας χαρακτηρισμοʆ ς τους μεʆσω μετα-
θεʆσεων. Τεʆλος, οριʆζεται η δραʆ ση Galois στα dessins και αποδεικνυʆ ονται καʆ ποια
αποτελεʆσματα για την πιστοʆ τητα της δραʆ ση αυτηʆ ς σε συγκεκριμεʆνες κλαʆ σεις των
dessin.

Στο ευχαʆ ριστοκομμαʆ τι των ευχαριστιωʆ ν, θεʆλωναευχαριστηʆ σωθερμαʆ ταμεʆλη
της επιτροπηʆ ς, Ολυμπιʆα Ταλεʆλλη και Μιχαʆ λη Μαλιαʆ κα, οι οποιʆοι οʆχι μοʆ νο συνεʆ-
βαλλαν σημαντικαʆ στην μαθηματικηʆ μου εκπαιʆδευση αλλαʆ και μου προσεʆφεραν
προʆ θυμακαι γενναιοʆ δωρατηνυποστηʆ ριξη τουςοποτεδηʆποτε τηχρειαʆ στηκα. Επιʆ-
σης θεʆλω μεʆσα αποʆ την καρδιαʆ μου να ευχαριστηʆ σω το δαʆ σκαλο μου και φιʆλο,
Αριστειʆδη Κοντογεωʆ ργη, ο οποιʆος μου προσεʆφερε απλοʆχερα το χροʆ νο του και
την ενεʆργεια του, καʆ ποιες φορεʆς καʆ τω αποʆ αντιʆξοες συνθηʆ κες. Δεν μπορωʆ να μην
επαινεʆσω την ικανοʆ τητα του να μας ανοιʆγει παραʆ θυρα σε συναρπαστικουʆ ς μαθη-
ματικουʆ ς κοʆ σμους. Το παροʆ ν κειʆμενο δεν ειʆναι τιʆποτα αʆ λλο παραʆ μια ματιαʆ μεʆσα
αποʆ εʆνα τεʆτοιο παραʆ θυρο. Τεʆλος, να ευχαριστηʆ σω το αγαπητοʆ μας Ίδρυμα Κρα-
τικωʆ ν Υποτροφιωʆ ν (ΙΚΥ) μιας και η ολοκληʆ ρωση της εργασιʆας αυτηʆ ς εʆγινε στο
πλαιʆσιο της υλοποιʆησης του μεταπτυχιακουʆ προγραʆ μματος το οποιʆο συγχρημα-
τοδοτηʆ θηκε μεʆσω της Πραʆ ξης « Προʆγραμμα χορηʆ γησης υποτροφιωʆ ν ΙΚΥ με δια-
δικασιʆα εξατομικευμεʆνης αξιολοʆγησης ακαδ. εʆτους 2012-2013 » αποʆ ποʆ ρους του
Ε.Π. « Εκπαιʆδευση και Δια Βιʆου Μαʆ θηση » του Ευρωπαϊκουʆ Κοινωνικουʆ Ταμειʆου
(ΕΚΤ) και του ΕΣΠΑ (2007-2013).



Κεφάλαιο 1

Βασικές Έννοιες

Στοκεφαʆ λαιοαυτοʆ θα εισαʆ γουμε εʆννοιες και θαδιατυπωʆ σουμεαποτελεʆσματα
που θα μας χρειαστουʆ ν στη συνεʆχεια. Θα μιληʆ σουμε για την θεμελιωʆ δη εʆννοια
της επιφαʆ νειας Riemann και θα επεκτειʆνουμε τις βασικεʆς εʆννοιες της Μιγαδικηʆ ς
Αναʆ λυσης σε αυτεʆς. Μεταʆ θα αναφερθουʆ με στην τοπολογιʆα των επιφανειωʆ ν για
να καταληʆ ξουμε στην συγκεκριμεʆνη τοπολογικηʆ φυʆ ση των ολομοʆ ρφων απεικονιʆ-
σεων.Τεʆλος θα αποκαλυʆψουμε τον λοʆγο που τα καʆ νουμε οʆ λα αυταʆ , οʆ τι δηλαδηʆ οι
συμπαγειʆς επιφαʆ νειες Riemann εʆχουν μια συʆ μφυτη αλγεβρικηʆ υφηʆ και θα διατυ-
πωʆ σουμε μια αντιστοιχιʆα τους με αλγεβρικαʆ αντικειʆμενα .

1.1 Βασικοί Ορισμοί

Ορισμός 1.1 Μια (τοπολογική) επιφάνεια (topological surface) είναι έναςHaus-
dorff τοπολογικός χώρος S εφοδιασμένος με ένα ανοιχτό κάλυμμα {Ui}i∈I και συ-
νεχείς απεικονίσεις (που καλούνται χάρτες (charts))

ϕi : Ui → C

έτσι ώστε

i) Η ϕ να είναι ομοιομορφισμός Ui → ϕ(UI), i ∈ I
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ii) Οι απεικονίσεις

ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj)→ ϕi(Ui ∩ Uj), i, j ∈ I

οι οποίες λέγονταιαπεικονίσειςμεταφοράς (transitionmaps) να είναι ομοιο-
μορφισμοί. Μια τέτοια συλλογή απεικονίσεων μαζί με το ανοιχτό κάλυμμα
{Ui} θα λέγεται άτλαντας.

(Είναι δηλαδή αυτό που αποκαλούμε 2-διάστατη τοπολογική πολλαπλότητα) Μια
επιφάνεια θα λέγεται επιφάνεια Riemann αν επιπλέον οι απεικονίσεις μεταφοράς
είναι αμφιολόμορφες (μιγαδική πολλαπλότητα διάστασης 1). Όλες οι επιφάνειες θα
θεωρούνται συνεκτικές.

Παραδείγματα 1.2 (i) Το μιγαδικό επίπεδο με μοναδικό χάρτη την ταυτοτική
απεικόνιση

id : C→ C

είναι η πιο απλή επιφάνεια Riemann.

(ii) Ομοίως οποιοδήποτε ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο τουC είναι επιφάνεια
Riemann με χάρτη την ταυτοτική απεικόνιση.

Π.χ. τα σύνολα
H = {z ∈ C|Imz > 0}

D = {z ∈ C||z| < 1}

(iii) θαδώσουμε δομή επιφάνειας RiemannστησφαίραS2 , αρχικά την ταυτίζουμε
ως σύνολο με το C̃ ∪ {∞} μέσω της στερεογραφικής προβολής. Έπειτα θεω-
ρούμε το ανοικτό κάλυμμα {U = C, V = C̃ \ {0}} και τους χάρτες

ϕU : U → C

z 7→ z

ϕV : V → C

z 7→

{
1/z, z ̸=∞
0, z =∞

εύκολα βλέπουμε ότι οι απεικονίσεις μεταφοράς είναι αμφιολόμορφες.

Ένας άλλος τρόπος να βλέπουμε την σφαίρα είναι ως την προβολική μιγα-
δική ευθεία P1C και από δω και στο εξής αυτός θα είναι ο συμβολισμός της.
Υπενθυμίζουμε ότι

P1C = C2 \ {(0, 0)}/ ∼

όπου [z1, z2] ∼ [w1, w2] αν υπάρχει c ∈ C \ {0} με (z1, z2) = c(w1, w2) και
άρα

P1C = {[1, z]|z ∈ C} ∪ {[0, 1]} = C ∪ {∞}

Με εντελωʆ ς φυσιολογικοʆ τροʆπο μπορουʆ ν να οριστουʆ ν εʆννοιεςΜιγαδικηʆ ς Αναʆ -
λυσης στις επιφαʆ νειες Riemann.
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Ορισμός 1.3 Μια απεικόνιση f : S → C από μια επιφάνεια Riemann S θα λέγεται
ολόμορφη (αντ. μερόμορφη) όταν για κάθε χάρτη ϕ η απεικόνιση f ◦ ϕ−1 είναι
ολόμορφη (αντ. μερόμορφη) με την συνήθη έννοια. Μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ
δυο επιφανειών Riemann S, S′

f : S → S′

θα λέγεται ολόμορφη ή μορφισμός αν για κάθε δυο χάρτες ϕ1, ϕ2 η απεικόνιση
ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 είναι ολόμορφη με την συνήθη έννοια.
Αμφιμονοσήμαντοι μορφισμοί θα λέγονται ισομορφισμοί, ενώ ισομορφισμοί

από μια επιφάνεια στον εαυτό της θα λέγονται αυτομορφισμοί. Για μια επιφάνεια
Riemann S οι αυτομορφισμοί της αποτελούν ομάδα, την οποία συμβολίζουμε με
Aut(S). Οι μορφισμοί ανάμεσα σε δυο επιφάνειες θα συμβολίζονται μεMor(S, S′),
ενώ οι μερόμορφες μεM(S).

Από εδώ και πέρα όταν αναφερόμαστε σε μορφισμούς θα εννοούμε μη σταθε-
ρούς εκτός αν δηλώνεται σαφώς κάτι άλλο.

Παρατήρηση 1.4 (i) Είναι γνωστό από την Μιγαδική Ανάλυση ότι κάθε (μη-
σταθερή) ολόμορφη απεικόνιση ορισμένη σε ένα ανοιχτό και συνεκτικό είναι
ανοιχτή¹ (Openmapping theorem). Εύκολα επαληθεύει κανείς ότι αυτό ισχύει
και για τις επιφάνειες Riemann. Δηλαδή αν f : S → S′ είναι ένας μορφισμός
μεταξύ επιφανειών Riemann τότε είναι ανοιχτός.

(ii) Αν f : S → S′ ένας μορφισμός με την S να είναι συμπαγής τότε ο f είναι επί.
Πράγματι, από το i) το f(S) είναι ανοιχτό και ταυτόχρονα είναι συμπαγές άρα
κλειστό, από συνεκτικότητα έχουμε ότι f(S) = S′.

Παραδείγματα 1.5 Οι επιφάνειεςH,D είναι ισόμορφες μέσω του ισομορφισμού

H→ D

z 7→ z − i
z + i

Γενικότερα υπενθυμίζουμε ότι το Riemann mapping theorem μας πληροφορεί
ότι κάθε ανοιχτό και συνεκτικό γνήσιο υποσύνολο του C (ανοιχτή υποπολλαπλό-
τητα) που είναι απλά συνεκτικό (για τον ορισμό του απλά συνεκτικού βλέπε 1.14),
είναι ισόμορφο με τον D. Από την άλλη κάθε μορφισμός απ΄το C στον D είναι στα-
θερός απ΄το θεώρημα του Liouville² και άρα ως επιφάνειες Riemann τα C,D δεν
είναι ισόμορφα (ενώ είναι αμφιδιαφορικά). Επιπλέον η σφαίρα P1C είναι συμπα-
γής και άρα δεν είμαι ισόμορφη με κανένα απ΄τα C,D. Αυτές οι τρεις επιφάνειες
C,D = H,P1C όπως θα δούμε στην συνέχεια είναι κατά μια έννοια πρωταρχικές
(θεώρημα 1.36) .

Παρατήρηση 1.6 Υπενθυμίζουμε ακόμα ότι από Μιγαδική Ανάλυση είναι γνωστό
ότιM(P1C) = C(z), το σώμα των ρητών συναρτήσεων μιας μεταβλητής.

Στη συνεʆχεια θα υπολογιʆσουμε τις ομαʆ δες αυτομορφισμωʆ ν για τις τρεις πρωταρ-
χικεʆς επιφαʆ νειες Riemann.

¹Μια απεικοʆ νιση λεʆγεται ανοιχτή αν απεικονιʆζει ανοιχταʆ σε ανοιχταʆ .
²Το Θεωʆ ρημα Liouville λεʆει οʆ τι μια φραγμεʆνη ολοʆ μορφη συναʆ ρτηση ειʆναι σταθερηʆ .
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Πρόταση 1.7 Για τις ομάδες αυτομορφισμών των C,D,H,P1C έχουμε

Aut(C) ={z 7→ az + b, a ∈ C \ {0}, b ∈ C}

Aut(D) ={z 7→ eit
z − a
1− az

a ∈ C, |a| < 1, t ∈ R} =

= {z 7→ az + b

bz + a
, a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1}

Aut(H) ={z 7→ az + b

cz + d
, ab, c, d ∈ R, ad− bc = 1} = PSL(2,R)

Aut(P1C) ={z 7→ az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0} =

= PSL(2,C), η ομάδα των μετασχηματισμών Möbious

Απόδειξη: Για την S = P1C έχουμε για μια f ∈ Aut(P1C) ότι είναι ρητή συνάρ-
τηση (από παρατήρηση 1.7) και επειδή είναι 1-1 και επί έπεται ότι και ο αριθμητής
και ο παρονομαστής της έχουν βαθμό 1. Άρα

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C

και επιπλέον πρέπει
ad− bc ̸= 0

διότι αλλιώς η f θα ήταν σταθερή. Επιπλέον, πολλαπλασιασμός με μια σταθερά των
a, b, c, d θα όριζε πάλι την ίδια απεικόνιση f και άρα συμπεραίνουμε ότι υπάρχει μια
αντιστοιχία

PGL(2,C) → Aut(P1C)(
a b
c d

)
7→ az + b

cz + d

που εύκολα βλέπουμε ότι είναι ισομορφισμός ομάδων.
Για την S = C, θεωρούμε πάλι έναν f ∈ Aut(C). Τότε είτε επεκτείνεται σε

έναν f̃ ∈ Aut(P1C) με f̃(∞) = ∞, είτε το∞ είναι ουσιώδης ανωμαλία της f . Αν
επεκτείνεται τότε η επέκταση είναι της μορφής az+bcz+d και επειδή στέλνει το∞ στο∞
έχουμε ότι c = 0. Αν είναι πάλι το∞ είναι ουσιώδης ανωμαλία τότε από θεώρημα
Casorati-Weierstrass ³ η εικόνα μέσω της f μιας περιοχής του∞ θα είναι πυκνή το
οποίο είναι άτοπο.

Για τον S = D, έστω f ∈ Aut(D) και a := f(0). Θεωρούμε τον μετασχηματι-
σμό Möbius M(z) = z−a

1−az και παρατηρούμε ότι M(D) = D. Τώρα ορίζουμε την
απεικόνιση

h :=M ◦ f
και εφαρμόζουμε για τις h, h−1 το Λήμμα του Schwarz ⁴ . Συνεπώς συμπεραίνουμε
ότι |h(z)| = |z| για z ∈ D και ότι h = eiθz για κάποιο θ ∈ R. Συνεπώς

f(z) = h ◦M−1 =
eiθz + a

1 + aeiθz
= eiθ

z + e−iθa

1 + aeiθz

³Το θεωʆ ρημα Casorati-Weierstrass ειʆναι θεωʆ ρημα τηςΜιγαδικηʆ ς Αναʆ λυσης και μας πληροφορειʆ οʆ τι
μια ολοʆ μορφη απεικοʆ νιση ορισμεʆνη σε εʆνα U \ {P} οʆπου το P δεν ειʆναι ουʆ τε επουσιωʆ δης ανωμαλιʆα
ουʆ τε ποʆ λος (ειʆναι ουσιωʆ δης δηλαδηʆ ) τοʆ τε η εικοʆ να μεʆσω της f καʆ θε περιοχηʆ ς του P ειʆναι πυκνηʆ .

⁴Το ληʆ μμα του Schwarz λεʆει οʆ τι για μια ολοʆ μορφηαπεικοʆ νιση f ορισμεʆνη στον διʆσκοD με f(0) = 0
και |f(z) ≤ 1 ισχυʆ ει οʆ τι |f ′(0)| ≤ 1και |f(z)| ≤ |z| . Αν επιπλεʆον |f ′(0)| = 1ηʆ |f(z)| = |z|γιακαʆ ποιο
z ̸= 0, τοʆ τε υπαʆ ρχειw ∈ C με |w| = 1 εʆτσι ωʆ στε f(z) = wz .
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το οποίο είναι όπως το θέλαμε. Για την δεύτερη περιγραφή αρκεί να γράψουμε

eiθ =
eiθ/2

e−iθ/2

και μετάδιαιρούμεαριθμητήκαιπαρονομαστήμε τονπραγματικόαριθμό
√
1− |a|2.

Τέλος για την S = H, παρατηρούμε ότι τα στοιχεία της PSL(2,R) είναι αυ-
τομορφισμοί ως περιορισμοί μετασχηματισμών Möbius που διατηρούν το H. Αντί-
στροφα, αν f ∈ Aut(H) και T (z) = z−i

z+i ο ισομορφισμός μεταξύH καιD, έχουμε ότι
ο T ◦f ◦T−1 είναι στοιχείο τηςAut(D) και άρα μετασχηματισμός Möbius. Συνεπώς
και ο f είναι μετασχηματισμός Möbius, και επειδή διατηρεί την πραγματική ευθεία
ανήκει στην PSL(2,R).

Ορισμός 1.8 Έστω ένας μορφισμός f : S → S′, ορίζουμε τον δείκτη διακλάδω-
σης ef (P ) της f σ’ένα σημείο P ∈ S ως εξής: θεωρούμε έναν χάρτη ϕ γύρω απ΄το
P , με ϕ(P ) = 0 και έναν χάρτη ψ γύρω απ΄το f(P ) με ψ(f(P )) = 0

ef (P ) := ordψ◦f◦ϕ−1(0)

είναι δηλαδή η τάξη της ρίζας της ψ ◦ f ◦ ϕ−1 στο 0. Διαισθητικά είναι η πολ-
λαπλότητα με την οποία η f παίρνει την τιμή f(P ) στο σημείο P . Ένα P ∈ S
με ef (P ) > 1 θα λέγεται σημείο διακλάδωσης (ramiϔication/branch point) ή
κρίσιμο σημείο (critical point)της f , ενώ το f(P ) λέγεται κρίσιμη τιμή (critical
value). Οποιαδήποτε τιμή δεν είναι κρίσιμη λέγεται φυσιολογική τιμή (regular
value). Μια απεικόνιση με τουλάχιστον ένα σημείο διακλάδωσης θα λέμε ότι δια-
κλαδίζεται (ramiϔies).

Παρατήρηση 1.9 Εύκολα βλέπει κανείς ότι οι παραπάνω ορισμοί δεν εξαρτώνται
από την επιλογή των χαρτών. Τα σύνολα των σημείων διακλάδωσης και των κρί-
σιμων τιμών είναι διακριτά (από την ιδιότητα των ολομόρφων συναρτήσεων να
έχουν μεμονωμένες ρίζες) και άρα είναι πεπερασμένα στις συμπαγείς επιφάνειες.

1.2 Τοπολογία Επιφανειών

Σαυτηʆ ν τηνπαραʆ γραφοθααναφερθουʆ με επιγραμματικαʆ στην τοπολογιʆα των
επιφανειωʆ ν οριʆζοντας τις εʆννοιες της θεμελιωʆ δους ομαʆ δας, των χωʆ ρων επικαʆ λυ-
ψης και της δραʆ σης μονοδρομιʆας.

Ορισμός 1.10 Έστω μια επιφάνεια S, ένα μονοπάτι στην S θα είναι μια συνεχής
απεικόνιση

γ : I = [0, 1]→ S

Θα ταυτίζουμε συχνά την απεικόνιση γ με την εικόνα της γ(I).
Αν γ(0) = γ(1) = P τότε θα λέμε ότι το γ είναι βρόγχος (loop) με βάση το P .

Δυο βρόγχοι γ0 και γ1 με βάσηP θα λέγονται ομοτοπικοί (homotopical) αν υπάρχει
μια ομοτοπία μεταξύ τους που να διατηρεί τα άκρα σταθερά, δηλαδή μια συνεχής
απεικόνιση

H : I × I → S

με H(0, t) = γ0(t), H(1, t) = γ1(t), ∀t ∈ I και H(s, 0) = H(s, 1) = P, ∀s ∈ I .
Διαισθητικά, αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να παραμορφώσουμε με συνεχή τροπο
το γ0 μέχρι να ταυτιστεί με το γ1.
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H σχέση ομοτοπικότητας είναι σχέση ισοδυναμίας και άρα το σύνολο των βρόγ-
χων σ’ένα σημείο P διαμερίζεται σε κλάσεις ισοδυναμίας που τις συμβολίζουμε με
[γ].

Για δυο βρόγχους γ, γ′ με βάση το ίδιο σημείο P μπορούμε να ορίσουμε μια έν-
νοια σύνθεσης γγ′ να είναι το μονοπάτι που διατρέχει πρώτα το γ και μετά το γ′.
Φορμαλιστικά:

γγ′ : I → S, γγ′(t) =

{
γ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

γ′(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

Ακόμη για ένα σημείο P συμβολίζουμε τον σταθερό βρόγχο γ(t) = P, t ∈ [0, 1]
πάλι με P . Επίσης ορίζουμε για έναν βρόγχο γ τον αντίστροφο του γ−1 με γ−1(t) =
γ(1− t), διαισθητικά δηλαδή την ίδια διαδρομή ξεκινώντας απ’το τέλος.

Έχουμε τωʆ ρα την παρακαʆ τω προʆ ταση

Πρόταση 1.11 Με τους παραπάνω συμβολισμούς ισχύουν

i) Η πράξη της σύνθεσης βρόγχων είναι καλά ορισμένη στις κλάσεις ομοτοπίας,
δηλαδή αν θέσουμε

[γ][γ′] = [γγ′]

τότε το δεξί μέλος δεν εξαρτάται από τους αντιπροσώπους στο αριστερό.

ii) Το σύνολο των κλάσεων ομοτοπίας βρόγχων με βάση ένα συγκεκριμένο P , με
πράξη τη σύνθεση που ορίστηκε στο i) αποτελεί ομάδα με ταυτοτικό στοιχείο
την κλάση του σταθερού βρόγχου και αντίστροφο μιας κλάσης [γ] την κλάση
[γ−1].
Αυτή η ομάδα συμβολίζεταιπ1(S, P ) και λέγεταιθεμελιώδης ομάδα της επι-
φάνειας S με βάση P . (Ο δείκτης 1 απλώς υπονοεί ότι υπάρχουν και άλλες
τέτοιες ομάδες, οι λεγόμενες ανώτερες ομάδες ομοτοπίας που αποτελούνται
από βρόγχους μεγαλύτερων διαστάσεων)

iii) Αν P,Q είναι δυο διακεκριμένα σημεία μιας επιφάνειας S, και έστω β ένα μο-
νοπάτι από το P στο Q, δηλαδή με β(0) = P, β(1) = Q (πάντα υπάρχουν
τέτοια μονοπάτια στις συνεκτικές πολλαπλότητες). Τότε η απεικόνιση

π1(S, P )→ π1(S,Q)

[γ] 7→ [β−1γβ]

είναι ισομορφισμός ομάδων. Με άλλα λόγια η θεμελιώδης ομάδα είναι ανε-
ξάρτητη του σημείου βάσης και συμβολίζεται επίσης με π1(S).

Πρόταση 1.12 Αν f : S1 → S2 είναι μια συνεχής απεικόνιση καιP ∈ S με f(P ) =
Q. Τότε επάγεται ένας μορφισμός μεταξύ των θεμελιωδών ομάδων ως εξής

π1(f) : π1(S1, P )→ π1(S2, Q)

[γ] 7→ [f ◦ γ]

και ισχύουν
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i) Αν S2
g−→ S3 με g(Q) = R τότε

π1(g ◦ f) = π1(g) ◦ π1(f)

δηλαδή ο π1 είναι συναρτητής.

ii) Αν ο f είναι ομοιομορφισμός τότε o π1(f) είναι ισομορφισμός. Δηλαδή η θε-
μελιώδης ομάδα είναι μια αναλλοίωτη που εξαρτάται από την τοπολογία του
χώρου.

Ορισμός 1.13 Μια επιφάνεια S λέγεται απλά συνεκτική αν έχει τετριμμένη θε-
μελιώδη ομάδα, δηλαδή π1(S) = 1.

Παραδείγματα 1.14 Παραδείγματααπλάσυνεκτικών επιφανειών είναι το επίπεδο
C, η σφαίρα P1C ο δίσκος D και γενικότερα άλλα υποσύνολα του επιπέδου “χωρίς
τρύπες”.

Ορισμός 1.15 Μια επιφάνεια λέγεται προσανατολίσιμη αν οι απεικονίσεις με-
ταφοράς έχουν θετικές ορίζουσες Jacobi. Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι μπορεί να
οριστεί πάνω στην επιφάνεια μια έννοια δεξιόστροφης περιστροφής γύρω από ένα
σημείο (προσανατολισμός). Μια προσανατολίσιμη επιφάνεια, επιδέχεται ακριβώς
δυο προσανατολισμούς.

Πρόταση 1.16 Οι επιφάνειες Riemann είναι προσανατολίσιμες.
Απόδειξη:Οι ολόμορφεςσυναρτήσεις έχουνθετικές Jacobianορίζουσες λόγωτων

εξισώσεων Cauchy-Riemann.

Ειʆναι γνωστηʆ ηπαρακαʆ τωταξινοʆ μησητωνπροσανατολισιʆμωνσυμπαγωʆ ν επι-
φανειωʆ ν:

Πρόταση 1.17 Κάθε συμπαγής (και συνεκτική) προσανατολίσιμη επιφάνεια είναι
ομοιομορφική με έναν “λουκουμά με g τρύπες” (για g = 0 είναι απλά μια σφαίρα) .
Ο αριθμός g λέγεται γένος (genus) της επιφάνειας (Σχήμα 1.1)

...

Σχηʆ μα 1.1: Οι συμπαγειʆς προσανατολιʆσιμες επιφαʆ νειες

Παρατήρηση 1.18 Άρατοπολογικά κάθεσυμπαγής επιφάνειαRiemann είναι ένας
λουκουμάς με g τρύπες, αλλά κάθε λουκουμάς με g τρύπες δεν επιδέχεται μοναδική
δομή επιφάνειας Riemann όπως θα δούμε, εκτός από την ίδια την σφαίρα (g = 0).
Ήδη για g = 1 έχουμε μια μεγάλη οικογένεια επιφανειών Riemann, όλες ομοιομορ-
φικές με τον torus, τις λεγόμενες ελλειπτικές καμπύλες.

Στην συνεʆχεια οριʆζουμε την θεμελιωʆ δη εʆννοια του τοπολογικουʆ καλυʆ μματος,
που θα μας βοηθηʆ σει να κατανοηʆ σουμε καλυʆ τερα την δομηʆ των ολομοʆ ρφωναπει-
κονιʆσεων.
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Ορισμός 1.19 Έστω μια συνεχής απεικόνιση f : S → S′ μεταξύ δυο επιφανειών
λέγεται προβολή κάλυψης (covering projection) αν για κάθε P ∈ S′ υπάρχει ανοι-
κτή γειτονιά U του P έτσι ώστε το p−1(U) να είναι ξένη ένωση ανοικτών Ui, i ∈ I
με την p|Ui να είναι ομοιομορφισμός. Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι η S′ είναι
χώρος κάλυψης (covering space) της S.

Τοπολογικαʆ μονοπαʆ τια σ’εʆνα χωʆ ρο μπορουʆ ν να “ανυψωθουʆ ν” στα καλυʆ μματα
του.

Ορισμός 1.20 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, ένα μονοπάτι γ : I → S
λέγεται ανύψωση (lifting) ενός μονοπατιού γ′ στην S′ αν ισχύει f ◦ γ = γ′ δηλαδή
το

..
..I ..S

. ..S′

.

γ

.γ′. f

είναι μεταθετικό.

Πρόταση 1.21 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, ένα μονοπάτι γ : I → S′

με γ(0) = P και ένα Q ∈ f−1(P ). Τότε υπάρχει μοναδική ανύψωση γ′ του γ, με
γ′(0) = Q.

Πρόταση 1.22 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, με f(Q) = P . Τότε ο
επαγόμενος μορφισμός

π1(f) : π1(S,Q)→ π1(S
′, P )

είναι μονομορφισμός και η εικόνα Im(π1(f)) αποτελείται από τους βρόγχους με
βάση τοP πουανυψώνονται σε βρόγχους με βάση τοQ. Αυτή ηπρότασημας λέει ότι
ένας χώρος κάλυψης είναι ένα “ξετύλιγμα” της επιφάνειας S′ όπου κάποιοι βρόγχοι
έχουν ξετυλιχτεί σε μονοπάτια μεταξύ διαφορετικών προ-εικόνων του P .

Πρόταση 1.23 Έστω f : S → S′ μια προβολή κάλυψης, τότε ο αριθμός |f−1(P )|
είναι σταθερός και ίσος με τον δείκτη [π1(S′) : π1(S)], και λέγεται βαθμός (degree)
του καλύμματος και συμβολίζεται deg f . Δηλαδή η S είναι ένα “ξετύλιγμα” της S′ σε
deg f αντίτυπα της.

Θεώρημα 1.24 Για κάθε επιφάνεια S υπάρχει ένας χώρος κάλυψης S̃ με π1(S̃) =
1. O S̃ λέγεται καθολικός χώρος κάλυψης (universal covering space) της S. Δη-
λαδή κάθε επιφάνεια μπορεί να “ξετυλιχτεί” πλήρως.

Στη συνεʆχεια θα διατυπωʆ σουμε μια οʆ μορφη αντιστοιχιʆα μεταξυʆ υποομαʆ δων
της θεμελιωʆ δους ομαʆ δας και των καλυμμαʆ των, αρχιʆζουμε με την προʆ ταση:

Πρόταση 1.25 Για κάθε υποομάδα H ≤ π1(S), υπάρχει χώρος κάλυψης fH :
SH → S τέτοιος ώστε Im(π1(f)) = H .

Χρειαζοʆ μαστε εʆναν τροʆπο να συγκριʆνουμε καλυʆ μματα :
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Ορισμός 1.26 Έστω δυο χώροι κάλυψης f1 : S1 → S, f2 : S2 → S μια συνεχής
απεικόνιση f : S1 → S2 θα λέγεται μορφισμός χώρων κάλυψης αν f2 ◦ f = f1
δηλαδή το παρακάτω διάγραμμα είναι μεταθετικό

..
..S1 ..S2

. ..S

.

f

. f1. f2

έναςμορφισμόςθαλέγεται ισομορφισμόςχώρωνκάλυψηςαν επιπλέον είναι ομοιο-
μορφισμός και αυτομορφισμός χώρων κάλυψης αν επιπλέον S1 = S2.

Μπορουʆ με πλεʆον να διατυπωʆ σουμε το ακοʆ λουθο στοιχειωʆ δες θεωʆ ρημα Αλγε-
βρικηʆ ς Τοπολογιʆας:

Θεώρημα 1.27 Υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ χώρων κάλυ-
ψης και κλάσεων συζυγίας υποομάδων της θεμελιώδους ομάδας. (οι κλάσεις συζυ-
γίας αντανακλούν το γεγονός ότι αλλάζοντας σημείο βάσης καταλήγουμε σε συζυγή
υποομάδα.)

Επιπλεʆον, καταʆ αντιστοιχιʆα με την θεωριʆα Galois, η πληροφοριʆα που χαʆ νεται
αποʆ την μεταφοραʆ στην θεμελιωʆ δη ομαʆ δα ενοʆ ς καλυʆ μματος, διατηρειʆται μεʆσω
των μετασχηματισμωʆ ν καʆ λυψης.

Ορισμός 1.28 Έστω f : S → S′ μια απεικόνιση κάλυψης, οι αυτομορφισμοί χώ-
ρων κάλυψης g : S → S λέγονται και μετασχηματισμοί κάλυψης (deck transfor-
mations), συμβολίζουμε την ομάδα των αυτομορφισμών αυτών μεG(S).

Ορισμός 1.29 Ένας χώρος κάλυψης f : S → S′ λέγεται κανονικός αν για κάθε
Q ∈ S′ και για κάθε P1, P2 ∈ f−1(Q) υπάρχει g ∈ G(S) τέτοιο ώστε gP1 = P2.

Οι κανονικοιʆ χωʆ ροι καʆ λυψης ειʆναι για τα καλυʆ μματα οʆ τι ειʆναι οι επεκταʆ σεις
Galois για τις πεπερασμεʆνες επεκταʆ σεις .

Πρόταση 1.30 Έστω ένας χώρος κάλυψης f : S → S′ με f(P ) = Q, και H =
Imπ1(f) ≤ π1(S′, Q). Τότε:

(i) O S είναι κανονικός αν και μόνο ανH ◁ π1(S
′, Q)

(ii) G(S) = N(H)/H όπουN(H) είναι η κανονικοποιούσατηςH στηνπ1(S′, Q).
Ειδικότερα αν ο S είναι κανονικός τοτεG(S) = π1(S

′, Q)/H .

Η σχεʆση μεταξυʆ των τοπολογικωʆ ν καλυμμαʆ των και των ολομοʆ ρφων απεικο-
νιʆσεων γιʆνεται φανερηʆ αποʆ την παρακαʆ τω προʆ ταση :

Πρόταση 1.31 Έστω μια ολόμορφη (μη-σταθερή) απεικόνιση f : S → S′ μεταξύ
δυο συμπαγών επιφανειών Riemann και critf είναι το σύνολο των κρίσιμων τιμών
της. Τότε ισχύουν

(i) ο περιορισμός
f | : S \ f−1(critf)→ S′ \ critf

είναι τοπολογικό κάλυμμα. Οι απεικονίσεις που είναι τοπολογικά καλύμματα
μετά την αφαίρεση πεπερασμένων σημείων θα λέγονται διακλαδιζόμενα
καλύμματα (ramiϔied coverings).
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(ii) Για κάθε σημείοP ∈ S, f(P ) = Q υπάρχουν ανοικτές γειτονιέςU, V τωνP,Q
αντίστοιχα, και χάρτες ϕ, ψ, έτσι ώστε

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(z) = zef (P )

(iii) O αριθμός ∑
P∈f−1(Q)

ef (P )

δεν εξαρτάται από τοQ ∈ S′ και λέγεται βαθμός (degree) της f και είναι ίσος
με τον βαθμό του καλύμματος στο (i).

Ορισμός 1.32 Έστω ένα διακλαδιζόμενο κάλυμμα f : S → S′ μεταξύ δυο συμπα-
γών επιφανειών και y ∈ S′ μια κανονική τιμή και μια αρίθμηση των προ-εικόνων
του {x1, x2, . . . xd} , τότε ένας βρόγχος a ∈ π1(S′ \ critf) ανυψώνεται με μοναδικό
τρόπο σε ένα μονοπάτι με αρχή κάποιο xi και τέλος κάποιο xσ(i), έχουμε δηλαδή
ένα στοιχείο σ = σa ∈ Sd την συμμετρική ομάδα σε d σύμβολα. Θεωρούμε τον
μορφισμό

Mf : π1(S
′ \ (critf))→ Sd

a 7−→ σ−1
a

οοποίος ονομάζεταιμορφισμόςμονοδρομίας (monodromymorphism)που επάγει
η f . Έχουμε δηλαδή μια δράση της θεμελιώδους ομάδας στο f−1(y). Εύκολα επα-
ληθεύουμε ότι αν και ο μορφισμός μονοδρομίας εξαρτάται από την αρίθμηση, είναι
καλά ορισμένος ως προς συζυγία.

Το εποʆ μενο θεωʆ ρημα μας χαρακτηριʆζει τα καλυʆ μματα με ιʆδιες κριʆσιμες τιμεʆς
μεʆσω μονοδρομιʆας.

Θεώρημα 1.33 Έστω f1 : S1 → S και f2 : S2 → S δυο μορφισμοί, με ίδιες
κρίσιμες τιμές (critf1 = critf2) . Τότε οι μορφισμοί μονοδρομίας τους είναι οι ίδιοι
(συζυγείς) αν και μόνο αν είναι ισόμορφοι ως διακλαδιζόμενα καλύμματα.

Τα σημειʆα διακλαʆ δωσης και οι κριʆσιμες τιμεʆς συμπεριφεʆρονται καλαʆ ως προς
την συʆ νθεση απεικονιʆσεων :
Πρόταση 1.34 Έστω δυο μορφισμοί f : S → S′, g : S′ → S′′ τότε ισχύουν

(i) Για ένα P ∈ S,
eg◦f (P ) = ef (P )eg(f(P ))

(ii) crit(g ◦ f) = crit(g) ∪ g(crit(f))

Για μια ολοʆ μορφη απεικοʆ νιση οʆπως παραπαʆ νω μπορουʆ με συγκριʆνοντας τις
χαρακτηριστικεʆς Euler των δυο επιφανειωʆ ν να καταληʆ ξουμε στην πολυʆ χρηʆ σιμη
ταυτοʆ τητα Riemann-Hurwitz.

Θεώρημα 1.35 (Ταυτότητα Riemann-Hurwitz) Έστω ένας μορφισμός f : S →
S′ με βαθμό deg f και gS , gS′ τα γένη των επιφανειών, τότε ισχύει

2gS − 2 = deg f(2gS′ − 2) +
∑
P∈S

(ef (P )− 1)

Το άθροισμα στο δεξί μέλος είναι πεπερασμένο αφού υπάρχουν μόνο πεπερασμένα
σημεία διακλάδωσης.
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Φυσικαʆ μια εʆστω και συʆ ντομη αναφοραʆ στις επιφαʆ νειες Riemann δε θα μπο-
ρουʆ σε να μην περιεʆχει το Θεωʆ ρημα Uniformization το οποιʆο ταξινομειʆ πληʆ ρως τις
απλαʆ συνεκτικεʆς επιφαʆ νειες Riemann.
Θεώρημα 1.36 (Uniformization) Αν S είναι μια απλά συνεκτική επιφάνεια Rie-
mann τότε:

S ≃ P1C ή S ≃ C ή S ≃ H ≃ D

Τεʆλος καταγραʆφουμε μια προʆ ταση που θα χρειαστειʆ σε εποʆ μενο κεφαʆ λαιο και
αφοραʆ τις ολοʆ μορφες με συγκεκριμεʆνες κριʆσιμες τιμεʆς.
Πρόταση 1.37 Έστω S μια συμπαγής επιφάνεια Riemann, B ⊂ S ένα πεπερα-
σμένο υποσύνολο της καιd ≥ 1 έναςφυσικός αριθμός. Τότε υπάρχουνπεπερασμένα
ζεύγη (S′, f), με S′ συμπαγή επιφάνεια Riemann, και f : S′ → S μορφισμό βαθμού
d που να έχει crit(f) = B.

Αναλυτικοʆ τερα για την Τοπολογιʆα θα μπορουʆ σε να συμβουλευτειʆ κανειʆς το
[9], ενωʆ για τις επιφαʆ νειες Riemann το [4].

1.3 Μιγαδικές Καμπύλες

Στην παραʆ γραφο αυτηʆ θα διατυπωʆ σουμε μια οʆ μορφη τριπληʆ αντιστοιχιʆα με-
ταξυʆ συμπαγωʆ ν επιφανειωʆ ν Riemann, μιγαδικωʆ ν καμπυλωʆ ν και σωμαʆ τωνσυναρ-
τηʆ σεων.

Στηνπραγματικοʆ τηταησωστηʆ διατυʆ πωσηθαηʆ τανπροβολικωʆ ν, non-singular
μιγαδικωʆ ν καμπυλωʆ ν αλλαʆ για λοʆγους απλοʆ τητας θεʆλουμε να μην μπλεʆξουμε με
ορολογιʆαΑλγεβρικηʆ ς Γεωμετριʆας. Για εμαʆ ς μιαμιγαδικήκαμπύλη (complex curve)
θα ειʆναι το “συʆ νολο ριζωʆ ν ενοʆ ς αναʆ γωγου πολυωνυʆ μου δυο μιγαδικωʆ ν μεταβλη-
τωʆ ν F (X,Y ) ∈ C[X,Y ]”. Ο λοʆγος για τον οποιʆο χρησιμοποιουʆ με τα εισαγωγικαʆ
ειʆναι οʆ τι η καμπυʆ λη δεν θα ειʆναι ακριβωʆ ς αυτοʆ το συʆ νολο αλλαʆ θα εξαιρουʆ νται
καʆ ποια σημειʆα (που ενδεχομεʆνως να δημιουργουʆ ν singularities) και επισυναʆ πτο-
νται καʆ ποια αʆ λλα “σημειʆα στο∞ ” (στην πραγματικοʆ τητα ειʆναι τα εʆξτρα σημειʆα
στον προβολικοʆ χωʆ ρο) . Μια μιγαδικηʆ καμπυʆ λη που προεʆρχεται αποʆ εʆνα πολυωʆ -
νυμο F (X,Y ) ∈ C[X,Y ] θα την συμβολιʆζουμε με {F = 0/C}.
Λήμμα 1.38 Έστω ένα αλγεβρικά κλειστό σώμα K ≤ C, και δυο (ανάγωγα) πο-
λυώνυμα F (X,Y ), G(X,Y ) ∈ K[X,Y ]. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) (ΑσθενήςμορφήτουΘεωρήματος τουBezout)Αν ταF,G είναι σχετικάπρώτα,
τότε οι καμπύλες {F = 0/C}, {G = 0/C}, τέμνονται σε τοπολύπεπερασμένο
πλήθος σημείων τα οποία έχουν συντεταγμένες στοK .

(ii) (Ασθενής μορφή του Nullstelensatz) Αν {F = 0/C} ⊂ {G = 0/C}, τότε το F
διαιρεί τοG.

Θεώρημα 1.39 Έστω ένα ανάγωγο πολυώνυμο δυο μεταβλητών

F (X,Y ) = p0(X)Y n + p1(X)Y n−1 + · · ·+ pn(X)

= q0(Y )Xm + q1(Y )Xm−1 + · · ·+ qm(Y )

ανm ≥ 1 ορίζουμε

SXF := {(x, y) ∈ C2|F (x, y) = 0, FX(x, y) ̸= 0, p0(x) ̸= 0}

όμοια αν n ≥ 1 ορίζουμε SYF και ισχύουν :
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(i) ΤασύνολαSXF , SYF είναι συνεκτικές επιφάνειεςRiemannκαι οι συντεταγμένες
απεικονίσεις (coordinate functions)

x : SXF → C y : SF → C

(x, y) 7→ x (x, y) 7→ y

είναι ολόμορφες.

(ii) Υπάρχει μοναδική συμπαγής επιφάνεια RiemannSF που περιέχει τιςSXF , SYF .

(iii) Οι απεικονίσεις x, y επεκτείνονται σε μερόμορφες στην SF .

(iv) Τα σημεία διακλάδωσης της των x, y περιέχονται στα SF \SXF , SF \SYF αντί-
στοιχα.

Έχουμε λοιποʆ ν εʆνα κανοʆ να για να αντιστοιχουʆ με αναʆ γωγα πολυωʆ νυμα (κα-
μπυʆ λες) σε συμπαγειʆς επιφαʆ νειες Riemann, τονF 7→ SF . Στη συνεʆχεια εισαʆ γουμε
το τριʆτο συστατικοʆ τα σωʆ ματα συναρτηʆ σεων.

Ορισμός 1.40 Μια πεπερασμένη επέκταση του C(z) θα λέγεται σώμα συναρτή-
σεων (function ϔield).

Παρατήρηση 1.41 Αν υπάρχει μια (μη-τετριμμένη) ολόμορφη f : S → P1C τότε
το σώμαM(S) των μερομόρφων είναι ένα σώμα συναρτήσεων αφού έχουμε τον
μορφισμό σωμάτων

g ∈ C(z) 7→ g ◦ f
και τέτοιες υπάρχουν όπως μας πληροφορεί το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 1.42 Έστω δυο σημεία P,Q μιας συμπαγούς επιφάνειας Riemann, τότε
υπάρχει μια μερόμορφη απεικόνιση f με f(P ) = 0, f(Q) =∞. Δηλαδή οι μερόμορ-
φες απεικονίσεις διαχωρίζουν σημεία.

Το παραπαʆ νω θεωʆ ρημα ειʆναι ουσιωδωʆ ς μη-τετριμμεʆνο, για παραʆ δειγμα υπενθυ-
μιʆζουμε οʆ τι δεν υπαʆ ρχουν μη-τετριμμεʆνες ολοʆ μορφες f : S → C .

Θεώρημα 1.43 ΈστωM(S) = C(f, g) καιF (X,Y ) ένα ανάγωγο πολυώνυμο έτσι
ώστε F (f, g) = 0 τότε η παρακάτω απεικόνιση είναι ισομορφισμός

Φ : S → SF

P 7→ (f(P ), g(P ))

Πόρισμα 1.44 Έστω (F ) το ιδεώδες που παράγει το πολυώνυμοF (F όπως παρα-
πάνω) τότε ισχύουν:

(i) Η αντιστοιχία
X 7→ f Y 7→ g

ορίζει έναν ισομορφισμόC-αλγεβρώναπό το σώμαπηλίκων τηςC[X,Y ]/(F )
στηνM(S)

(ii) H αντιστοιχία
X 7→ x, Y 7→ y

ορίζει έναν ισομορφισμόC-αλγεβρώναπό το σώμαπηλίκων τηςC[X,Y ]/(F )
στηνM(SF ), συγκεκριμέναM(SF ) = C(x, y).
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(iii) ΤοπολυώνυμοF (x, Y ) ∈ C(x)[Y ] (αντ.F (f, Y ) είναι το ελάχιστο πολυώνυμο
του y πάνω από το C(x) (αντ. του h πάνω από το C(f)).

(iv) deg f = [M(S) : C(f)].

Συνεπωʆ ς εʆχουμε καταληʆ ξει στο

Θεώρημα 1.45 Υπάρχει μια τριπλή αντιστοιχία μεταξύ των ακόλουθων αντικειμέ-
νων:

(i) Συμπαγείς επιφάνειες Riemann

(ii) Σώματασυναρτήσεωνμιαςμεταβλητής, δηλαδήπεπερασμένες επεκτάσεις του
C(z).

(iii) Μιγαδικές καμπύλες {F (X,Y ) = 0}.

Από το (i) στο (ii): S 7→ M(S).
από το (ii) στο (iii):M = C(f, h)/C(z) 7→ F , όπου F (f, h) = 0 και F ανάγωγο.
(αυτή η αντιστοιχία είναι συναρτητικής φύσεως)
από το (iii) στο (i) : F 7→ SF .

Μπορουʆ με πλεʆον να χρησιμοποιηʆ σουμε την αντιστοιχιʆα αυτηʆ για να οριʆσουμε
ποʆ τε δυο καμπυʆ λες ειʆναι ισοʆ μορφες, οʆ ταν οι αντιʆστοιχες επιφαʆ νειες Riemann ειʆ-
ναι ισοʆ μορφες.

Παραδείγματα 1.46 Οι καμπύλες που ορίζονται από τα πολυώνυμα F (X,Y ) =
Y 2 −X3 + π3 καιG(X,Y ) = Y 2 −X3 + 1 είναι ισόμορφες, δηλαδή οι επιφάνειες
SF , SG είναι ισόμορφες ως επιφάνειες Riemann και ο ισομορφισμός δίνεται από
την

SF −→ SG

(x, y) 7→
(
x

π
,

y

π
√
π

)





Κεφάλαιο 2

Η Απόλυτη Ομάδα Galois

Η αποʆ λυτη ομαʆ δα Galois ενοʆ ς σωʆ ματος κουβαλαʆ ει την πληροφοριʆα οʆ λων των
πεπερασμεʆνωνGalois επεκταʆ σεωνκαι συνεπωʆ ς παιʆζει πολυʆ σημαντικοʆ ροʆ λο στην
μελεʆτη του εν λοʆγω σωʆ ματος. Τεʆτοιες ομαʆ δες πολλεʆς φορεʆς ειʆναι συναρπαστικεʆς
και μυστηριωʆ δεις, ειδικαʆ η αποʆ λυτη ομαʆ δα των ρητωʆ ν αριθμωʆ ν . Πολλαʆ ανοιχταʆ
προβληʆ ματα και εικασιʆες σχετιʆζονται αʆ μεσα με τις αποʆ λυτες ομαʆ δες.

2.1 Εισαγωγικά

Για αρχηʆ υπενθυμιʆζουμε καʆ ποιες εʆννοιες αποʆ την θεωριʆα Galois.

Ορισμός 2.1 Ένα σώμα λέγεται K αλγεβρικά κλειστό (algebraically closed) αν
κάθε πολυώνυμο με συντελεστές από το K γράφεται ως γινόμενο πρωτοβάθμιων
πολυωνύμων με συντελεστές στοK . Χρησιμοποιώντας το Λήμμα του Zorn, μπορεί
να δείξει κανείς ότι κάθε σώμαL έχει μια (μοναδική) ελαχιστική επέκταση που είναι
αλγεβρικά κλειστή η οποία ονομάζεται αλγεβρική θήκη (algebraic closure) του L
και συμβολίζεται L ή Lalg . Ένα σώμα L είναι αλγεβρικά κλειστό αν και μόνο αν
L = Lalg .

Ορισμός 2.2 Ένα ανάγωγο πολυώνυμο λέγεται p(X) ∈ K[X] με συντελεστές σε
ένα σώμαK λέγεται διαχωρίσιμο (separable) αν γράφεται ως γινόμενο διακεκρι-
μένων πρωτοβάθμιων πολυωνύμων με συντελεστές στηνKalg . Ένα στοιχείο τουK
λέγεται διαχωρίσιμο αν είναι ρίζα διαχωρίσιμου πολυωνύμου. Το σύνολο των δια-
χωρισίμων στοιχείων αποτελεί υπόσωμα της Kalg και συμβολίζεται με Ksep. Ένα
σώμα λέγεται διαχωριστικά κλειστό (separably closed) αν L = Lsep .

Ορισμός 2.3 ΈστωK ένασώμα, ηαπόλυτηομάδαGalois (absoluteGalois group)
ορίζεται ως η Gal(Ksep/K) όπου Ksep είναι η διαχωρίσιμη θήκη του K , και συμ-
βολίζεται μεGK .

Στην καθημερινηʆ ζωηʆ σχεδοʆ ν οʆ λα τα σωʆ ματα (χαρακτηριστικηʆ ς 0, πεπερα-
σμεʆνα κτλ) ειʆναι τέλεια (perfect), δηλαδηʆ οʆ λες οι αλγεβρικεʆς επεκταʆ σεις τους ειʆ-
ναι διαχωριʆσιμες και συνεπωʆ ς ηKsep ταυτιʆζεται με τηνKalg την αλγεβρικηʆ θηʆ κη.
Στην περιʆπτωση αυτηʆ η αποʆ λυτη ομαʆ δα Galois ειʆναι ιʆση μεGal(Kalg/K) και για
αυτοʆ το λοʆγο καμιαʆ φοραʆ οριʆζεται στη βιβλιογραφιʆα κατευθειʆαν με αυτοʆ ν τον
τροʆπο.
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Παραδείγματα 2.4 (i) Αν τοK είναι αλγεβρικά κλειστό, τότεGK = 1.

(ii) ΓιαK = R είναιGR = Gal(C/R) = {1, s} όπου s είναι η μιγαδική συζυγία.
Από τα προηγούμενα φαίνεται ότι οι απόλυτες ομάδες Galois μπορεί να είναι
πεπερασμένες, όμως μπορεί να αποδειχτεί ότι τα 1, 2 είναι οι μοναδικοί δυνα-
τοί πεπερασμένοι πληθάριθμοι.

Θεώρημα 2.5 (Artin-Screier) ΈστωK ένα σώμα, ώστε ηGK να είναι πεπε-
ρασμένη, τότε είτε τοK είναι διαχωριστικά κλειστό ( και άρα GK = 1), είτε
τοK είναι πραγματικά κλειστό¹ και τότε ηGK είναι κυκλική τάξης 2. [14]

(iii) Αν το F είναι πεπερασμένο σώμα, τότε GF = Ẑ (= lim←−Z/nZ, βλέπε ορισμό
πιο κάτω), από αυτό τοπαράδειγμαφαίνεται ότι μη ισόμορφασώματαμπορεί
να έχουν την ίδια απόλυτη ομάδα Galois. Αυτό όμως δεν μπορεί να συμβεί στα
σώματα αριθμών όπως μας πληροφορεί το ακόλουθο θεώρημα τωνNeukirch-
Ushida.

Θεώρημα 2.6 (Neukirch-Ushida) ΈστωL,K πεπερασμένες επεκτάσεις του
Q, μεGK ≃ GL τότεK ≃ L . [16]

Η Απόλυτη Ομάδα Galois των Ρητών: H GQ, η αποʆ λυτη ομαʆ δα Galois των
ρητωʆ ν ειʆναι σιʆγουρα η διασημοʆ τερη τεʆτοια ομαʆ δα, και οʆπως ειʆπαμε και στην ει-
σαγωγηʆ , αποτεʆλεσε κιʆνητρο για την αναʆ πτυξη διαφοʆ ρων κλαʆ δων τωνΜαθηματι-
κωʆ ν. Πολυʆ λιʆγα πραʆ γματα ειʆναι γνωσταʆ για αυτηʆ ν την ομαʆ δα στην πραγματικοʆ -
τητα δεν μπορουʆ με να γραʆψουμε ουʆ τε εʆνα μη τετριμμεʆνο στοιχειʆο της εκτοʆ ς αποʆ
την μιγαδικηʆ συζυγιʆα!

Εκ πρωʆ της οʆψεως αυτοʆ φαιʆνεται παραʆ ξενο. Για παραʆ δειγμα καʆ ποιος θα μπο-
ρουʆ σε να προσπαθηʆσει την εξηʆ ς προσεʆγγιση: ας θεωρηʆσουμε οʆ λα τα αναʆ γωγα
πολυωʆ νυμα στοQ[X]. Ένα στοιχειʆο τηςGQ πρεʆπει να απεικονιʆζει καʆ θε ριʆζα ενοʆ ς
αναʆ γωγου πολυωνυʆ μου σε ριʆζα του ιʆδιου πολυωʆ νυμου, συνεπωʆ ς δεν θα μπορουʆ -
σαμε να θεωρηʆσουμε εʆνα στοιχειʆο της σ ∈ GQ ως μια αʆ πειρη ακολουθιʆα μετα-
θεʆσεων; Η απαʆ ντηση ειʆναι οʆχι μιας και η σ πρεʆπει να ειʆναι και ομομορφισμοʆ ς και
αʆ ρα οι επιλογεʆς σε καʆ θε αναʆ γωγο δεν ειʆναι ανεξαʆ ρτητες μεταξυʆ τους.

Μερικοιʆ λεʆνε οʆ τι αυτηʆ η ομαʆ δα κρυʆ βει μεʆσα της οʆ λη τη Θεωριʆα Αριθμωʆ ν, για
αυτοʆ και αποκαλειʆται το πιο ενδιαφεʆρον μαθηματικοʆ αντικειʆμενο στον κλαʆ δο
αυτοʆ ! Πραʆ γματι μπορειʆ να παρατηρηʆ σει κανειʆς οʆ τι αν εʆχουμε μια πεπερασμεʆνη
επεʆκταση Galois των ρητωʆ ν L/Q, τοʆ τε η ομαʆ δα Galois της ειʆναι πηλιʆκο της αποʆ -
λυτης ομαʆ δας Galois, αφουʆ

Gal(L/Q) ≃ GQ/Gal(Q/L)

Υποʆ αυτηʆ ν την εʆννοια εμπεριεʆχει μεʆσα της οʆ λη την “Galois πληροφοριʆα” των σω-
μαʆ των αριθμωʆ ν και αʆ ρα οʆ λη την Αλγεβρικηʆ Θεωριʆα Αριθμωʆ ν. Ένα επιπλεʆον προʆ -
βλημα που σχετιʆζεται με την αποʆ λυτη ομαʆ δα Galois ειʆναι το Αντιʆστροφο Προʆ -
βλημα της Θεωριʆας Galois ( Inverse Galois Problem).

ΑντίστροφοΠρόβλημαΘεωρίαςGalois: Θεωρουʆ με μιαπεπερασμεʆνη ομαʆ δα
G, υπαʆ ρχει αʆ ραγε πεπερασμεʆνη επεʆκταση Galois L/Q μεGal(L/Q) = G;

¹Εννοια της Θεωριʆας Μοντεʆλων, εʆνα σωʆ μα λεʆγεται πραγματικαʆ κλειστοʆ (real closed ϐield) αν εʆχει
τις ιʆδιες ιδιοʆ τητες στην πρωτοβαʆ θμια λογικηʆ με το σωʆ μα των πραγματικωʆ ν αριθμωʆ ν.
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Ισοδυʆ ναμα, μπορουʆ με να προσδιοριʆσουμε οʆ λα τα πεπερασμεʆνα πηλιʆκα της
GQ; Η απαʆ ντηση στο Αντιʆστροφο Προʆβλημα της Θεωριʆας Galois ειʆναι θετικηʆ αν η
G ειʆναι επιλυʆ σιμη οʆπως εʆδειξε ο Shafarevitch στο [18] και εʆχουν κατασκευαστειʆ
τεʆτοιες επεκταʆ σεις για διαʆφορες συγκεκριμεʆνες ομαʆ δες (π.χ. για οʆ λες τις σποραδι-
κεʆς εκτοʆ ς αποʆ την ομαʆ δα MathieuM23 [11]) αλλαʆ το γενικοʆ προʆ βλημα παραμεʆνει
ανοιχτοʆ . Η στοιχειωʆ δης διατυʆ πωση του παραπαʆ νω προβληʆ ματος και η δυσκολιʆα
του ειʆναι ενδεικτικηʆ της μυστηριωʆ δους φυʆ σης της αποʆ λυτης ομαʆ δας Galois.

Ειʆναι συνηʆ θης πρακτικηʆ , οʆ ταν δεν καταλαβαιʆνουμε μια ομαʆ δα να βριʆσκουμε
δραʆ σεις της παʆ νω σε αʆ λλα, ενδεχομεʆνως απλουʆ στερα, αντικειʆμενα προκειμεʆνου
να αποκτηʆ σουμε μια καλυʆ τερη διαισθητικηʆ εικοʆ να της δομηʆ ς της και να χρησιμο-
ποιηʆ σουμε τεχνογνωσιʆα αποʆ αʆ λλους κλαʆ δους στην μελεʆτη της . Διαʆ φοροι κλαʆ δοι
εʆχουν γεννηθειʆ με αυτοʆ ν τον τροʆπο οʆπως οι αναπαρασταʆ σεις Galois. Ένας αποʆ
αυτουʆ ς ειʆναι και η Θεωριʆα των Dessins που διαπραγματευοʆ μαστε σε αυτοʆ το κειʆ-
μενο. Στο κεφαʆ λαιο 4 θα οριʆσουμε μια δραʆ ση της αποʆ λυτης ομαʆ δας Galois στα
dessins και θα αποδειʆξουμε οʆ τι ειʆναι πιστηʆ δηλαδηʆ δεν “χαʆ νεται πληροφοριʆα ”
μεʆσω της δραʆ σης αυτηʆ ς.

2.2 Προπεπερασμένες ομάδες

Όπωςθαδουʆ μεστησυνεʆχεια, οι αποʆ λυτες ομαʆ δεςGalois ανηʆ κουνπαʆ ντασεμια
συγκεκριμεʆνη οικογεʆνεια τοπολογικωʆ ν ομαʆ δων, τις προπεπερασμεʆνες ομαʆ δες.

Ορισμός 2.7 Έστω μια οικογένεια από ομάδες Gi, i ∈ I , όπου το I είναι ένα κα-
τευθυνόμενο σύνολο, έχει δηλαδή μια σχέση ≤ αυτοπαθή, μεταβατική και με την
ιδιότητα ότι κάθε δυο στοιχεία έχουν άνω φράγμα.

Έστω ακόμα μια οικογένεια μορφισμών fij : Gi → Gj αν i ≥ j. Το ζεύγος
(Gi, fij)I θα λέγεται ένααντίστροφο (ή προβολικό) σύστημα ομάδων (inverse
or projective system of groups) αν ισχύουν:

(i) fii = idGi

(ii) fijofjk = fik για όλα τα k ≤ j ≤ i.

Δηλαδή όλα τα διαγράμματα :

..
..Gi ..Gj

. ..Gk

.

fij

.fik. fjk

να είναι μεταθετικά.

Ορισμός 2.8 Έστωτώρα ένααντίστροφοσύστημα (Gi, fij)I , ένα ζεύγος (G, (gi)I)
μιας ομάδας G και μιας οικογένειας ομομορφισμών gi : G → Gi λέγεται αντί-
στροφο (ή προβολικό) όριο (inverse or projective limit) του (Gi, fij)I αν ικανο-
ποιεί την ακόλουθη καθολική συνθήκη:

(i) fij o gi = gj , για όλα τα j ≤ i .

(ii) Για κάθε άλλο τέτοιο ζεύγος (G′, g′i)I με fij o g′i = g′j υπάρχει μοναδικός g :
G′ → G με giog = g′i, για όλα τα i ∈ I .
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Σχηματικά:

..

. . ..Gi

..G′ ..G

. . ..Gj

.
gi

.g .
gj

. fij.

g′i

.

g′j

Η ομάδα G συμβολίζεται με lim←−Gi , εύκολα μπορούμε να δούμε ότι το ζεύγος
(lim←−Gi, gi) είναι μοναδικό ως προς φυσικό ισομορφισμό. Ανάλογα μπορούν να ορι-
στούν αντίστροφα συστήματα και αντίστροφα όρια για άλλες κατηγορίες π.χ. δα-
κτυλίους, πρότυπα κτλ.

Πρόταση 2.9 Έστωένααντίστροφοσύστημαομάδων (Gi, fij)I , τότε τοαντίστροφο
όριο υπάρχει και είναι:

lim←−Gi = {(ai)I ∈
∏
I

Gi|aj = fij(ai), i ≥ j}

Ορισμός 2.10 Μιαομάδαλέγεταιπροπεπερασμένη (proϔinite) αν είναι αντίστροφο
όριο ενός αντίστροφου συστήματος που οιGi είναι όλες πεπερασμένες.
(Αντίστοιχα για δακτυλίους, πρότυπα κτλ.)

Παραδείγματα 2.11 (i) Οι πεπερασμένες ομάδες είναι προπεπερασμένες κατά
τετριμμένο τρόπο.

(ii) Θεωρούμε το σύστημα των φυσικών μορφισμών Z/pmZ → Z/pnZ,m ≥ n,
όπου p ένας πρώτος αριθμός. Από την Πρόταση 2.9, μπορούμε να περιγρά-
ψουμε το αντίστροφο όριο αυτού του συστήματος με τον ακόλουθο τρόπο:

lim←−
m∈N

Z/pmZ =

{ ∞∑
i=1

aip
i|0 ≤ ai ≤ p− 1

}

Πρόκειται δηλαδή για τον (προπεπερασμένο) δακτύλιο των τυπικών δυνα-
μοσειρών στον πρώτο p ο οποίος καλείται ο δακτύλιος των ακεραίων p-
αδικών και συμβολίζεται με Zp. Οι p-αδικοί ακέραιοι παίζουν κεντρικό ρόλο
στη Θεωρία Αριθμών και αποτελούν τυπικό παράδειγμα προπεπερασμένης
ομάδας.

(iii) Έστω τώρα το σύστημα των φυσικών μορφισμών Z/gmZ→ Z/gnZ,m ≥ n,
όπουg έναςαυθαίρετοςφυσικόςαριθμός. ΣυμβολίζουμεμεZg := lim←−m∈N Z/gmZ
και παρατηρούμε ότι

Zg =
∏
p|g

Zp

(ως τοπολογικοί δακτύλιοι).
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(iv) Για το σύστημα: Z/mZ→ Z/nZ, n|m ορίζουμε το

Ẑ := lim←−Z/mZ.

Όπως και στα παραπάνω παραδείγματα έχουμε έναν καλό τρόπο να περιγρά-
ψουμε τα στοιχεία του Ẑ :

Ẑ = {a1 + a22! + · · ·+ ann! + . . . |0 ≤ ai ≤ i}

αλλά και να τον δούμε ως
Ẑ ≃

∏
p πρώτος

Zp

(v) Ο βασικός λόγος όμως που αρχίσαμε να μιλάμε για προπεπερασμένες ομάδες
είναι ότι οι απόλυτες ομάδες Galois είναι τέτοια παραδείγματα. Έστω σώμα
K και το σύστημα όλων των

Gal(L/K)→ Gal(M/K).

s 7−→ s|M
γιαK ⊆ M ⊆ L καιM/K,L/K πεπερασμένες Galois επεκτάσεις. Τότε βλέ-
πουμε ότι

GK = lim←−Gal(L/K)

Το 1974 ο Waterhouse στο [26] εʆδειξε οʆ τι οʆ λες οι προπεπερασμεʆνες ομαʆ δες
ειʆναι ομαʆ δες Galois καʆ ποιας επεʆκτασης Galois παʆ νω αποʆ καʆ ποιο σωʆ μαK , χωριʆς
οʆ μως να μπορεʆσει να ελεʆγξει τοK , αποʆ την αʆ λλη δεν ειʆναι σωστοʆ οʆ τι καʆ θε προπε-
περασμεʆνη ομαʆ δα εμφανιʆζεται ως αποʆ λυτη ομαʆ δα Galois (π.χ. λοʆγω του θεωρηʆ -
ματος Artin-Scheier). Για δοσμεʆνοK δεν ειʆναι γνωστοʆ ποιες ομαʆ δες εμφανιʆζονται
ως ομαʆ δες Galois παʆ νω αποʆ αυτοʆ , ουʆ τε καν ποιες πεπερασμεʆνες ομαʆ δες εμφανιʆ-
ζονται με αυτοʆ τον τροʆπο (Inverse Galois Problem) .

Παρατήρηση 2.12 Μια πεπερασμένη ομάδα μπορεί να θεωρηθεί ως τοπολογικός
χώροςμε την διακριτή τοπολογία, άρακαι το γινόμενο τέτοιων εφοδιάζεται με τοπο-
λογία και μάλιστα είναι συμπαγές από το θεώρημα Tychonoff. Συμπεραίνουμε λόγω
της Πρότασης 2.9 ότι οι προπεπερασμένες ομάδες εφοδιάζονται με την σχετική το-
πολογία και είναι συμπαγείς ως κλειστά υποσύνολα συμπαγούς.

Στην μελεʆτη των προπεπερασμεʆνων ομαʆ δων η τοπολογιʆα τους “παʆ ει πακεʆτο”
με την ομαδοθεωρητικηʆ δομηʆ τους. Στην πραγματικοʆ τητα υπαʆ ρχει εʆνας καθαραʆ
τοπολογικοʆ ς χαρακτηρισμοʆ ς.

Πρόταση 2.13 ΈστωG μια τοπολογική ομάδα, τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) ΗG είναι προπεπερασμένη.

(b) ΗG είναι Hausdorff, συμπαγής και εντελώς ασυνεκτική (totally disconnected,
δηλαδή οι συνεκτικές συνιστώσες της είναι σημεία).

Ένας τοπολογικός χώρος που ικανοποιεί τη συνθήκη (b) λέγεται και χώρος του
Stone.

Ας δουʆ με την τοπολογιʆα σε μερικαʆ απ’ τα παραπαʆ νω παραδειʆγματα
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Παραδείγματα 2.14 (i) Η τοπολογία του Zp ως προπεπερασμένη ομάδα, συ-
μπίπτει με την τοπολογία που ορίζει η p-αδική απόλυτη τιμή:

|x|p =

{
p−ordpx, x ̸= 0

0, x = 0

όπου ordpx = max{n ∈ N; pn|x}.

(ii) Η τοπολογία τηςGK είναι η λεγόμενη τοπολογία Krull και μια ανοιχτή βάση
περιοχών ενός s ∈ GK είναι η UM (s) = {t ∈ GK ; t|M = s|M} όπου τοM
τρέχει στις πεπερασμένες επεκτάσεις Galois τουK . Δηλαδή δυο στοιχεία της
GK είναι κοντά στην τοπολογία Krull αν συμφωνούν σε μεγάλες πεπερασμέ-
νες επεκτάσεις τουK .

Θα δουʆ με τωʆ ρα πως αποʆ μια αυθαιʆρετη ομαʆ δα μπορουʆ με “πληρωʆ νοντας τη”
να φτιαʆ ξουμε μια προπεπερασμεʆνη ομαʆ δα.

Ορισμός 2.15 Έστω G ομάδα, θεωρούμε το αντίστροφο σύστημα πάνω στα πη-
λίκα G/N , όπου N κανονική υποομάδα της G πεπερασμένου δείκτη, και τους φυ-
σικούς μορφισμούςG/N → G/K ότανN ⊆ K . Το αντίστροφο όριο αυτού του συ-
στήματος τοονομάζουμεπροπεπερασμένηπλήρωσητηςG (proϔinite completion),
και το συμβολίζουμε

Ĝ := lim←−
N�fG

G/N

Από την καθολική συνθήκη του αντίστροφου ορίου υπάρχει ένας φυσικός μορφι-
σμός f : G → Ĝ του οποίου η εικόνα είναι πυκνή στην Ĝ, για αυτό το λόγο η Ĝ
λέγεται “πλήρωση”. Όμως ο f δεν είναι πάντα μονομορφισμός. Συγκεκριμένα είναι
1-1 ανν η G είναι προσεγγιστικά πεπερασμένη. ² Ο f ικανοποιεί την ακόλουθη κα-
θολική συνθήκη:
Για οποιαδήποτε προπεπερασμένη ομάδα H, και ομομορφισμό g : G→ H , υπάρχει
μοναδικός συνεχής μορφισμός h : Ĝ → H έτσι ώστε g = h of , δηλαδή έχουμε το
διάγραμμα:

..
..G .

..̂G ..H

.f .g.
h

Ο συμβολισμοʆ ς αυτοʆ ς ειʆναι συμβιβαστοʆ ς με την ομαʆ δα που οριʆσαμε πιο παʆ νω
ως Ẑ μιας και πραʆ γματι αποτελειʆ την προπεπερασμεʆνη πληʆ ρωση του Z.

Η πληʆ ρωση μιας ομαʆ δας ειʆναι αρκεταʆ πιο περιʆπλοκη αποʆ την ιʆδια την ομαʆ δα.
Για παραʆ δειγμα η F̂2 η πληʆ ρωση της ελευʆ θερης ομαʆ δας σε δυο γεννηʆ τορες παρα-
μεʆνει δυσνοʆ ητη και παρουσιαʆ ζει ιδιαιʆτερο ενδιαφεʆρον αποʆ την σκοπιαʆ της αποʆ -
λυτης ομαʆ δας Galois μιας και μπορειʆ να αποδειχτειʆ [7] οʆ τι υπαʆ ρχει εʆνας μονομορ-
φισμοʆ ς:

GQ ↪→ Out(F̂2) = Aut(F̂2)/Inn(F̂2)

²Μια ομαʆ δα G λεʆγεται προσεγγιστικά πεπερασμένη (residually ϐinite), αν για καʆ θε στοιχειʆο της
g ∈ G, υπαʆ ρχει μορφισμοʆ ς f : G → F με f(g) ̸= 1 και F πεπερασμεʆνη ομαʆ δα. Ισοδυʆ ναμα οʆ ταν
∩N = 1 οʆ λων των κανονικωʆ ν υποομαʆ δων πεπερασμεʆνου δειʆκτη.



Κεφάλαιο 3

Το Θεώρημα του Belyi

Σε αυτοʆ το κεφαʆ λαιο θα παρουσιαʆ σουμε και θα αποδειʆξουμε το περιʆφημο Θε-
ωʆ ρημα του Belyi, το οποιʆο αποτελειʆ και το εʆναυσμα για τη θεωριʆα των dessins.
Αρχικαʆ θα οριʆσουμε τις εʆννοιες που χρειαζοʆ μαστε και θα διατυπωʆ σουμε το Θε-
ωʆ ρημα του Belyi. Στη συνεʆχεια θα δωʆ σουμε την αποʆ δειξη της μιας κατευʆ θυνσης,
η οποιʆα ειʆναι στοιχειωʆ δης και ειʆναι αυτοʆ που απεʆδειξε ο G. Belyi. Για την αʆ λλη
κατευʆ θυνση θα χρειαστουʆ με καʆ ποια προεργασιʆα. Τεʆλος, θα καταγραʆψουμε μια
συʆ νδεση με την περιʆφημη εικασιʆα abc.

3.1 Σώματα ορισμού

Όπως ειʆδαμε συμπαγειʆς επιφαʆ νειες Riemann αντιστοιχουʆ ν σε μιγαδικεʆς κα-
μπυʆ λες. Όμως τα πολυωʆ νυμα που οριʆζουν τις καμπυʆ λες μπορειʆ να εʆχουν συντελε-
στεʆς μεʆσα σε εʆνα σωʆ μα αριθμωʆ ν και αʆ ρα θα δρα παʆ νω τους η αποʆ λυτη ομαʆ δα
Galois! Συνεπωʆ ς οι επιφαʆ νειες που θα προκυʆ πτουν αποʆ τεʆτοια πολυωʆ νυμα θα
πρεʆπει να εʆχουν αριθμητικηʆ σημασιʆα.

Μια επιφαʆ νεια Riemann S θα λεʆμε οʆ τι ορίζεται πάνω από το (deϐined over)
σωʆ μαK ηʆ οʆ τι το σωʆ μαK ειʆναι εʆνα σώμα ορισμού (ϐield of deϐinition) της S αν
υπαʆ ρχει πολυωʆ νυμο F (X,Y ) ∈ K[X,Y ] εʆτσι ωʆ στε S = SF (βλεʆπε θεωʆ ρημα
1.40). Παρατηρουʆ με οʆ τι μια επιφαʆ νεια που οριʆζεται μεʆσω ενοʆ ς πολυωνυʆ μου με
υπερβατικουʆ ς συντελεστεʆς, ενδεʆχεται στην πραγματικοʆ τητα να μπορειʆ να ορι-
στειʆ παʆ νω αποʆ τοQ.

π.χ. H SF με F = Y 2−X3+π3 ειʆναι ισοʆ μορφη (οʆπως ειʆδαμε στο παραʆ δειγμα
1.47) με την SG οʆπουG = Y 2 −X3 + 1 και αʆ ρα οριʆζεται παʆ νω αποʆ τοQ.

Το θεωʆ ρημα του Belyi χαρακτηριʆζει τις επιφαʆ νειες που οριʆζονται παʆ νω αποʆ
τοQ με εʆναν απροσδοʆ κητα κομψοʆ τροʆπο. [2]

Θεώρημα 3.1 (Belyi,1979) ΈστωX μια συμπαγής και συνεκτική επιφάνεια Rie-
mann, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Η Χ ορίζεται πάνω απ τοQ (ισοδύναμα πάνω από ένα σώμα αριθμών) .

(b) ΥπάρχειX t−→ P1C ολόμορφη με το πολύ 3 κρίσιμες τιμές. (Ισοδύναμα με τις
κρίσιμες τιμές της να περιέχονται στο {0, 1,∞} .)

Λοʆγω του θεωρηʆ ματος διʆνουμε τον ακοʆ λουθο ορισμοʆ :
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Ορισμός 3.2 (i) ΑνX είναι μια επιφάνειαRiemannκαι μιαX t−→ P1Cολόμορφη
με το πολύ 3 κρίσιμες τιμές τότε η t θα λέγεται απεικόνιση Belyi, ενώ το
(X, t) θα λέγεται ζεύγος Belyi.

(ii) Ένας μορφισμός (αντ. ισομορφισμός) Belyi ζευγών (X1, t1)
f−→ (X2, t2)

είναι μια ολόμορφη (αντ. αμφιολόμορφη) απεικόνιση f : X1 → X2 έτσι ώστε
το διάγραμμα

..
..X1 ..X2

. ..P1C

.

f

.t1. t2

να είναι μεταθετικό.

H υʆπαρξη των Belyi pairs ηʆ ταν γνωστηʆ στον Riemann και στον Klein τον 19ο
αιωʆ να, αλλαʆ οʆχι του θεωρηʆ ματος και παραδοʆ ξως πεʆρασαν παʆ νω αποʆ εκατοʆ χροʆ -
νια μεʆχρι να ανακαλυφθειʆ.

3.2 Η κατεύθυνση (a)⇒ (b)

Η κατευʆ θυνση (a) ⇒ (b) ειʆναι σαφωʆ ς πιο ευʆ κολη και ειʆναι το αποτεʆλεσμα
που απεʆδειξε ο Belyi το 1979. Αποτελειʆται στην ουσιʆα αποʆ εʆναν αλγοʆ ριθμο που
κατασκευαʆ ζει μια ολοʆ μορφη απεικοʆ νιση f με το πολυʆ 3 κριʆσιμες τιμεʆς αποʆ μια
επιφαʆ νεια Riemann που οριʆζεται παʆ νω αποʆ το Q. Η αποʆ δειξη χωριʆζεται σε τριʆα
σταʆ δια:

1) Κατασκευαʆ ζουμε μια ολοʆ μορφη f : X → P1C εʆτσι ωʆ στε οι κριʆσιμες τιμεʆς
της να ανηʆ κουν στο P1Q.

2) Τη συνθεʆτουμε με μια απεικοʆ νιση g : P1C → P1C εʆτσι ωʆ στε η συʆ νθεση να
εʆχει τις κριʆσιμες τιμεʆς της στο P1Q.

3) Τεʆλος καʆ νουμε μια ακοʆ μη συʆ νθεση με μια h : P1C → P1C εʆτσι ωʆ στε οι
κριʆσιμες τιμεʆς ολοʆ κληρης της συʆ νθεσης να ανηʆ κουν στο {0, 1,∞}.

Αρκειʆ δηλαδηʆ να αποδειʆξουμε τα ακοʆ λουθα Ληʆ μματα:

Λήμμα 3.3 Έστωμια επιφάνειαRiemannX πουορίζεταιπάνωαπ’τοQ, τότε υπάρ-
χει μια ολόμορφη απεικόνιση f : X → P1C με crit(f) ⊂ P1Q.

Απόδειξη: Έστω ότι η X είναι ισόμορφη με την XF όπου F [X,Y ] ∈ Q[X,Y ],
και έστω χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι ο βαθμός του F ως προς Y είναι θετικός.
Τότε το F γράφεται F (X,Y ) = pn(X)Y n + · · ·+ p1(X)Y + p0(X). Θεωρούμε τον
μορφισμό

XF
x−→ P1C

(x, y) 7→ x

που ξέρουμε ότι είναι ολόμορφη απεικόνιση (Θεώρημα 1.40). Τότε πάλι από Θεώ-
ρημα 1.40 κάθε κρίσιμη τιμή αυτής της απεικόνισης είναι είτε ρίζα του pn(X), είτε
∞ είτε κοινή ρίζα των FY , F . Από Λήμμα 1.39 όλες οι κρίσιμες τιμές βρίσκονται στο
P1Q
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Λήμμα 3.4 Έστω ένα πεπερασμένο σύνολο S = {s1, s2, . . . sk} ⊂ Q τότε υπάρχει
μια ολόμορφη απεικόνιση g : P1C→ P1C έτσι ώστε crit(g) ∪ g(S) ⊂ P1Q.

Απόδειξη : Θεωρούμε το ελάχιστο πολυώνυμοm1 = mS,Q του συνόλου S πάνω
απ’ τοQ , δηλαδή το γινόμενο των διακεκριμένων ελαχίστωνπολυωνύμων τωνστοι-
χείων του S. Τότεm1(S) = {0} ⊂ P1Q ενώ για τις κρίσιμες τιμές του έχουμε

crit(m1) = m1({a ∈ C)|m′
1(a) = 0}

Θεωρούμε το σύνολο :

B1 := critm1 ∪ {0}

Προφανώς για ένα a ∈ Q είναι

Q(m1(a)) ⊂ Q(a)⇒ [Q(a) : Q] ≥ [Q(m1(a)) : Q]

και συνεπώς degma,Q ≥ degmm1(a),Q. Επιπλέον το πλήθος κλάσεων συζυγίας δεν
αυξάνεται μιας και αν a = σb για μια σ ∈ GQ τότεm1(a) = σm1(b). Άρα τελικά

degmB1,Q ≤ degm′
1 < degm1

θέτουμεBn = mn(a ∈ C|m′
n−1(a) = 0) καιmn+1(x) = mBn,Q, οπότε έχουμε

degmn+1 < degmn < . . .degm1

Άρα κάποια στιγμή μετά από πεπερασμένα βήματα το σύνολοBn θα πέσει μέσα
στο Q μιας και ο “βαθμός” του ως προς Q μικραίνει συνεχώς. Για κάποιο n0 θα
έχουμεBn0 ⊂ Q και τότε η απεικόνιση

g := mn0 ◦mn0−1 ◦ · · · ◦m1

κάνει τη δουλειά.

Λήμμα 3.5 Έστω ένα πεπερασμένο σύνολο T = {t1, t2, . . . tk} ⊂ Q τότε υπάρχει
μια ολόμορφη απεικόνιση h : P1C→ P1C έτσι ώστε crit(h) ∪ h(T ) ⊂ {0, 1,∞}.

Απόδειξη:Υποθέτουμε ότι {0, 1,∞} ⊂ T , μιας και θα περιγράψουμε μια διαδι-
κασία κατά την οποία το σύνολο μας θα μικραίνει και άρα θα τερματίζει σε πεπε-
ρασμένα βήματα. Συνθέτοντας με κατάλληλο μετασχηματισμόMöbius μπορούμε να
υποθέσουμε ότι t1 ∈ (0, 1). Συνεπώς μπορεί να γραφτεί στη μορφή t1 = m/m +
n,m, n ∈ N. Θεωρούμε τώρα το πολυώνυμο

Pm,n(X) = Pt1(X) =
(m+ n)m+n

mmnn
Xm(1−X)n

και παρατηρούμε ότι

Pm,n(0) = Pm,n(1) = 0, Pm,n

(
m

m+ n

)
= 1, Pm,n(∞) =∞

ενώ τα σημεία διακλάδωσης του είναι οι ρίζες του P ′
m,n, οι οποίες είναι οι ρίζες του

Xm−1(1−X)n−1((m+ n)X −m) = 0

δηλαδή οι 0, 1,∞, m
m+n . Έχουμε δηλαδή ότι

Pt1({0, 1,∞, t1}) ∪ crit(Pt1) ⊂ {0, 1,∞}



24 · Το Θεωʆ ρημα του Belyi

Συνεχίζοντας συνθέτοντας με το Pt2 κτλ, επαγωγικά καταλήγουμε στο {0, 1,∞}.
2η απόδειξη: Το 1997 πάλι ο Belyi [3] παρατήρησε ότι η απόδειξη αυτή θα μπο-

ρούσε να γίνει και σε ένα βήμα, δηλαδή συνθέτοντας μόνο με έναν μορφισμό. Συνθέ-
τοντας με έναν κατάλληλο μετασχηματισμό Möbius z 7→ Nz για απαλείψουμε τους
παρονομαστές μπορούμε να υποθέσουμε ότι ti ∈ Z με t1 < t2 < · · · < tk . Για
i = 1, 2, . . . k θέτουμε

bi =
1∏

j,j ̸=i(ti − tj)
και ai = V (t1, . . . tk)bi

Υπενθυμίζουμε ότι ισχύει:

V (t1, . . . tk) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t1 · · · tk−1

1

1 t2 · · · tk−1
k

...
...

. . .
...

1 tk · · · tk−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
j>i

(tj − ti)

και η V (t1, . . . tk) λέγεται ορίζουσα Vandermonde των ti.
Θεωρούμε τώρα την ρητή συνάρτηση

G(x) =
∏
i

(x− ti)ai ∈ Q(x)

Προφανώς
G({t1, . . . tk,∞}) = {0,∞, G(∞)}

Για τα σημεία διακλάδωσης έχουμε ότι

G(x)

G′(x)
=

∑
i

ai
x− ti

=
∑
i

V bi
x− ti

=
V∏

i(ti − x)

και άρα τα σημεία διακλάδωσης της G περιέχονται στο {t1, . . . tk,∞} Τέλος δεί-
χνουμε ότιG(∞) = 1. Πράγματι έχουμε ότι

G(∞) = 1⇔
∑
i

ai = 0

αλλά είναι: ∑
i

ai =
∑
i

V bi =
∑
i

(−1)i−1V (t1, . . . ti−1, ti+1, . . . tk)

Το τελευταίο άθροισμα είναι 0 μιας και είναι ίσο με το ανάπτυγμα της ακόλουθης
ορίζουσας αν την αναπτύξουμε ως προς την πρώτη στήλη:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 t1 · · · tk−2
1

1 1 t2 · · · tk−2
k

...
...

...
. . .

...
1 1 tk · · · tk−2

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(είναι 0 αφού έχει δυο ίσες στήλες).
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Αποʆ δειξη (a)⇒ (b) του Θεωρηʆ ματος 3.1:
Χρησιμοποιωʆ ντας τα Ληʆ μματα και την Προʆ ταση 1.35 η αποʆ δειξη ειʆναι αʆ μεση.

Αποʆ το Ληʆ μμα 3.3 υπαʆ ρχει μια f με crit(f) ⊂ P1Q. Εφαρμοʆ ζουμε το Ληʆ μμα 3.4 για
το S = crit(f) και εʆχουμε οʆ τι crit(gf) = critg ∪ g(critf) ⊂ P1Q. Τεʆλος εφαρμοʆ -
ζουμε το Ληʆ μμα 3.5 για το συʆ νολο T = crit(gf) και εʆτσι

crit(h ◦ g ◦ f) = h(critg ◦ f) ∪ crith = h(T ) ∪ crith ⊂ {0, 1,∞}

Άρα το ζευʆ γος (X,hgf) ειʆναι εʆνα ζευʆ γος Belyi.
Το εποʆ μενο βηʆ μα ειʆναι να αποδειʆξουμε την κατευʆ θυνση (b) ⇒ (a). Για να το καʆ -
νουμε αυτοʆ θα χρειαστειʆ να καʆ νουμε μια σειραʆ αποʆ βηʆ ματα το πρωʆ το εκ των
οποιʆων ειʆναι να δωʆ σουμε μια αλγεβρικηʆ περιγραφηʆ των ολομοʆ ρφων συναρτηʆ -
σεων μεταξυʆ δυʆ ο συμπαγωʆ ν επιφανειωʆ ν Riemann.

3.3 Αλγεβρικός χαρακτηρισμός ολομόρφων συναρτήσεων

Η αλγεβρικηʆ υφηʆ των συμπαγωʆ ν επιφανειωʆ ν Riemann θα μας επιτρεʆψει να
μιληʆ σουμε για τις ολοʆ μορφες συναρτηʆ σεις στη γλωʆ σσα των πολυωνυʆ μων. Όπως
εʆχουμε ηʆ δη δει στην Παραʆ γραφο 1.3, αν δυο μεροʆ μορφες συναρτηʆ σεις f1f2 μιας
επιφαʆ νειας Riemann X ικανοποιουʆ ν μια πολυωνυμικηʆ ταυτοʆ τητα

G(f1, f2) ≡ 0

για καʆ ποιο αναʆ γωγο πολυωʆ νυμοG(X,Y ) ∈ C[X,Y ], τοʆ τε οριʆζουν εʆνα μορφισμοʆ

f = (f1, f2) : X → XG

Αντιʆστροφα, εʆνας (μη-σταθεροʆ ς) μορφισμοʆ ς f : X → XG καθοριʆζεται αποʆ το
ζευʆ γος μερομοʆ ρφων (f1, f2) που προκυʆ πτουν απ’ τη συʆ νθεση της f με τις συντε-
ταγμεʆνες συναρτηʆ σεις τηςXG.

Έστω τωʆ ρα εʆνα (αναʆ γωγο) πολυωʆ νυμο F (X,Y ) ∈ C[X,Y ] μεX ≃ XF , αʆ ρα
M(X) = C(x,y) και αʆ ρα μπορουʆ με να γραʆψουμε

f1 = R1(x,y) =
P1(x,y)
Q1(x,y)

, f2 = R2(x,y) =
P2(x,y)
Q2(x,y)

για καʆ ποια πολυωʆ νυμα Pi, Qi ∈ C[X,Y ] μεQi /∈ (F ).
Συνεπωʆ ς εʆχουμε τον ακοʆ λουθο χαρακτηρισμοʆ

Πρόταση 3.6 Ο προσδιορισμός μιας ολόμορφης απεικόνισης f : XF → XG είναι
ισοδύναμος με τον προσδιορισμό 2 ρητών συναρτήσεων (R1, R2) όπου

R1(X,Y ) =
P1(X,Y )

Q1(X,Y )
, R2(X,Y ) =

P2(X,Y )

Q2(X,Y )

όπου P1(X,Y ), Q1(X,Y ), P2(X,Y ), Q2(X,Y ) ∈ C[, ], Qi /∈ (F ) και

Qn1Q
m
2 G(R1, R2) = HF

για κάποιοH ∈ C[X,Y ] και n = degX G,m = degY G.
Απόδειξη: Απαλείφοντας τους παρονομαστές στην ταυτότητα

G(R1, R2) = 0
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παίρνουμε την
Qn1Q

m
2 G(R1, R2) = 0

η οποία από Λήμμα 1.39 είναι ισοδύναμη με την

Qn1Q
m
2 G(R1, R2) = HF

Καʆ νοντας μερικεʆς ακοʆ μα πραʆ ξεις καταληʆ γουμε στο ακοʆ λουθο Θεωʆ ρημα, που
κωδικοποιειʆ στη γλωʆ σσα τωνπολυωνυʆ μων τις συνθηʆ κες υποʆ τις οποιʆες εʆνας μορ-
φισμοʆ ς ειʆναι ισομορφισμοʆ ς:

Θεώρημα 3.7 Οι επιφάνειεςRiemannXF , XG είναι ισόμορφεςανκαι μόνοανυπάρ-
χουν πολυώνυμα Pi, Qi, Ui, Vi,Hi,H, T έτσι ώστε να ισχύουν οι ταυτότητες:

(3.1) Qn1Q
m
2 G(R1, R2) = HF

(3.2) V s1 V
t
2F (W1,W2) = TG

(3.3) Qd1Q
k
2(U1(R1, R2))−XV1(R1, R2)) = H1F

(3.4) Qd1Q
k
2(U2(R1, R2)− Y V2(R1, R2)) = H2F

όπου s = degX F, t = degY F, d = degX(Ui − XVi), k = degY (Ui − XVi) και
Wi = Ui/Vi . O ισομορφισμός δίνεται απ΄το ζεύγος (P1/Q1, P2, Q2).

Παρατήρηση 3.8 Θα μας χρειαστεί αργότερα να ξέρουμε τι συμβαίνει με την πα-
ραγοντοποίηση ενός μορφισμού ως σύνθεση δυο άλλων. Για μορφισμούς

f : SF → SGh : SG → SDu : SF → SD

όπου δίνονται από τα ζεύγη

f = (R1, R2) = (P1/Q1, P2/Q2)

h = (W1,W2) = (U1/V1, U2/V2)

u = (Z1, Z2) = (L1/M1, L2/M2)

το να είναι το διάγραμμα :

..
..SF ..SG

. ..SD

.

f

.u. h

μεταθετικό, είναι ισοδύναμο με την ύπαρξη δυο ταυτοτήτων της μορφής :

Qd1Q
k
2(U1(R1, R2)M1 − V1(R1, R2)L1) = H1

1F

Qd
′

1 Q
k′

2 (U2(R1, R2)M2 − V2(R1, R2)L2) = H2
1F

Παρατηρούμε ότι για u = (X,Y ) αυτές οι σχέσεις γίνονται οι σχέσεις του Θεωρή-
ματος 3.7.
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3.4 Δράση Galois

Θα συμβολιʆζουμε μεGal(C) την ομαʆ δα Aut(C) = Gal(C/Q) των αυτομορφι-
σμωʆ ν του C.

Παρατήρηση 3.9 HGal(C) είναι μια “τεράστια” ομάδα, για παράδειγμα παρατη-
ρούμε ότι για κάθε υπόσωμαK του C, κάθε a ∈ C και μονομορφισμό σ : K → C
υπάρχει επέκταση σ : K(a)→ C.

Αν το a είναι αλγεβρικό , τότε για κάθε ρίζα b του ελαχίστου πολυωνύμου του a
πάνω απ΄το K, μπορούμε να απεικονίσουμε το a στο σ(b), κι έτσι έχουμε έναν μονο-
μορφισμό σ : K(a)→ C.

Από την άλλη αν το a είναι υπερβατικό πάνω απ ’το K τότε K(a) ≃ K(X)
και άρα μπορούμε να ορίσουμε μια επέκταση σ : K(a) → C στέλνοντας το a σε
οποιονδήποτε υπερβατικό.

Ισχυροʆ τερα, μπορουʆ με να αποδειʆξουμε το ακοʆ λουθο:

Πρόταση 3.10 ΈστωK ≤ C υπόσωμα, και σ : K → C μονομορφισμός. Τότε ο σ
επεκτείνεται σε

(i) αυτομορφισμό τουK .

(ii) αυτομορφισμό του C.

Απόδειξη: Θεωρούμε το σύνολο

{(L, t) : K ≤ L ≤ K, t : L→ C, t|k = σ}

με την διάταξη
(L1, t1) ≤ (L2, t2)⇔ L1 ≤ L2, t2|L1 = t1

και παρατηρούμε ότι είναι επαγωγικό. Άρα από Λήμμα του Zorn περιέχει μεγιστικό
στοιχείο (L, t). Έστω ότι υπάρχει a ∈ K − L τότε από Παρατήρηση 3.9 o t επε-
κτείνεται στο L(a) το οποίο αντιφάσκει την μεγιστικότητα του L. Τελικά L = K.
Εντελώς όμοια αποδεικνύεται το ii).

Ορισμός 3.11 Αν σ ∈ Gal(C) θα γράφουμε aσ αντί για σ(a). Επιπλέον:

(i) Για ένα πολυώνυμο

P =
∑
i,j

aijX
iY j ∈ C[X,Y ]ορίζουμε Pσ :=

∑
i,j

aσijX
iY j .

Αντίστοιχα για ρητές συναρτήσεις

R = P (X,Y )/Q(X,Y ), Rσ = Pσ(X,Y )/Qσ(X,Y )

Έτσι η σ επάγει αυτομορφισμούς στους δακτυλίους C[X,Y ],C(X,Y ).

(ii) Για μια επιφάνεια Riemann S ≃ SF ορίζουμε Sσ = SFσ .

(iii) Για έναν μορφισμό f : SF → SG που δίνεται από το ζεύγος (R1, R2) ορίζουμε
fσ : SFσ → SGσ = (Rσ1 , R

σ
2 ).

(iv) Για μια κλάση ισοδυναμίας (S, f) διακλαδιζόμενα καλυμμάτων της σφαίρας
ορίζουμε (Sσ, fσ).
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Διατυπωʆ νουμε τωʆ ρα υποʆ τη μορφηʆ ληʆ μματος το καλαʆ ορισμεʆνο της δραʆ σης
αυτηʆ ς.

Λήμμα 3.12 (i) ΑνQ(x, y) ∈M(SF ), τότεQ ̸≡ 0⇒ Qσ ̸≡ 0.

(ii) Αν
P1(x, y)

Q1(x, y)
=
P2(x, y)

Q2(x, y)
∈M(SF )

τότε
Pσ1 (x, y)

Qσ1 (x, y)
=
Pσ2 (x, y)

Qσ2 (x, y)
∈M(SFσ )

(iii) Αν f : SF → SG είναι ένας μορφισμός (αντ. ισομορφισμός) που μετατρέπει
την R2(x, y) ∈ M(SG) στην R1(x, y) ∈ M(SF ) τότε ο fσ είναι ένας μορ-
φισμός (αντ. ισομορφισμός) που μετατρέπει την Rσ2 (x, y) ∈ M(SGσ ) στην
R2(x, y) ∈M(SFσ ).

Απόδειξη: (i) Από Λήμμα 1.39,Q ≡ 0 αν και μόνο ανQ(X,Y ) = HF για κάποιο
H(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Αλλά τότεQσ = HσFσ το ποίο είναι ισοδύναμο με τοQσ ≡ 0.

(ii)Όμοια με το (i), μια σχέση της μορφής

P1(x, y)Q2(x, y)− P2(x, y)Q1(x, y) ≡ 0

στην SF , αν και μόνο αν

P1(x, y)Q2(x, y)− P2(x, y)Q1(x, y) = HF

(iii)Όμοια εφαρμόζουμε την σ στις σχέσεις του Θεωρήματος 3.7 και την Παρα-
τήρηση 3.8 .

3.5 Σημεία και Διακριτές Εκτιμήσεις

Σ’ αυτηʆ την παραʆ γραφο θα εισαʆ γουμε εʆνα σημαντικοʆ εργαλειʆο της Αριθμητι-
κηʆ ς Γεωμετριʆας, τις διακριτεʆς εκτιμηʆ σεις. Το σημαντικοʆ αποτεʆλεσμα που θα απο-
δειʆξουμε ειʆναι μια αντιστοιχιʆα μεταξυʆ των σημειʆων μιας επιφαʆ νειας Riemann και
των διακριτωʆ ν εκτιμηʆ σεων στο function ϐield της. Αυτοʆ θα μας επιτρεʆψει αργοʆ -
τερα να επεκτειʆνουμε την δραʆ ση Galois σε οʆ λα τα σημειʆα μιας επιφαʆ νειας Rie-
mann.

Ορισμός 3.13 Έστω L μια πεπερασμένη επέκταση του C(x), μια απεικόνιση v :
L× → Z, θα λέγεται διακριτή εκτίμηση (discrete valuation) αν για κάθε a, b ∈
L×

i) v(ab) = v(a) + v(b)

ii) v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b))

iii) Η v δεν είναι τετριμμένη , δηλαδή v(L) ̸= 0.

iv) v(z) = 0, c ∈ Cx

Συνήθως επεκτείνουμε την v σε όλο το L θέτοντας v(0) =∞.

Πρόταση 3.14 Ισχύουν τα ακόλουθα
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i) Το σύνολοO = {f ∈ L : v(f) ≥ 0} αποτελεί δακτύλιο.

ii) f ∈ O αντιστρέφεται⇔ v(f) = 0.

iii) Τα μη-αντιστρέψιμα στοιχεία τουMv = {f ∈ L : v(f) > 0} αποτελούν ένα
ιδεώδες τουO και άρα οO είναι τοπικός δακτύλιος (δηλαδή έχει μοναδικό
μεγιστικό ιδεώδες).

iv) Αν v(L×) = mvZ, τότε fO = M ⇔ v(f) = m. To f θα λέγεται μια unifor-
mizing parameter τουO.

Αποδειξη: Εύκολη

Συχναʆ ειʆναι βολικοʆ οι εκτιμηʆ σεις που χρησιμοποιουʆ με να ειʆναι επιʆ, για το λοʆγο
αυτοʆ αποʆ μια εκτιʆμηση v μπορουʆ με να οριʆσουμε την κανονικοποιʆηση της ως v∗ =
v/mv . Προφανωʆ ς αυτηʆ η κανονικοποιʆηση δεν αλλαʆ ζει τον τοπικοʆ δακτυʆ λιο ουʆ τε
το μεγιστικοʆ του ιδεωʆ δες. Θα λεʆμε οʆ τι 2 εκτιμηʆ σεις ειʆναι ισοδύναμες αν οι κανο-
νικοποιηʆ σεις τους συμπιʆπτουν. Η εποʆ μενηπροʆ τασημας δειʆχνει πως εμφανιʆζονται
φυσιολογικαʆ οι εκτιμηʆ σεις στη μελεʆτη των επιφανειωʆ ν Riemann:
Πρόταση 3.15 ΚάθεσημείοP μιαςσυμπαγούς και συνεκτικής επιφάνειαςRiemann
ορίζει μια κανονικοποιημένη εκτίμηση vP στοσώμαM(S), μέσωτουτύπου vP (f) =
ordP (f). Δηλαδή παίρνει τιμήm αν η f έχει ρίζα τάξηςm στο P , −m αν έχει πόλο
τάξηςm και 0 αλλιώς.

Απόδειξη: Άμεση από της ιδιότητες της τάξης και το γεγονός ότι για κάθε σημείο
P υπάρχει μερόμορφη με ρίζα στο P .

Εποʆ μενος στοʆχος μας μας ειʆναι να δειʆξουμε και το αντιʆστροφο αυτηʆ ς της προʆ -
τασης, δηλαδηʆ οʆ τι οʆ λες οι εκτιμηʆ σεις τουM(S) προκυʆ πτουν με αυτοʆ ν τον τροʆπο.
Έτσι θα εʆχουμε δημιουργηʆ σει μαι αντιστοιχιʆα μεταξυʆ σημειʆων και εκτιμηʆ σεων και
θα μπορεʆσουμε επιτεʆλους να επεκτειʆνουμε την δραʆ ση τηςGal(C) σ’οʆ λα τα P ∈ S
μεʆσω του τυʆ που

vPσ (fσ) = vP (f)

Πριν την γενικηʆ περιʆπτωση θα αποδειʆξουμε την αντιστοιχιʆα για την S = P1C.
Πρόταση 3.16 Κάθε εκτίμηση τουM(P1C) = C(x) είναι ισοδύναμη με μια της
μορφής vz για κάποιο z ∈ P1C.

Απόδειξη:Έστω v μια εκτίμηση και f ∈M(P1C), τότε είναι της μορφής

f = c

∏
i(x− ai)ni∏
j(x− bj)mj

και άρα
v(f) =

∑
i

niv(x− ai)−
∑
j

mj(x− bj)

συνεπώς η v καθορίζεται πλήρως από την τιμή της στα πρωτοβάθμια πολυώνυμα
x− a. Διακρίνουμε τώρα 2 περιπτώσεις

i) Για κάθε a ∈ C, v(x − a) ≥ 0. Αφού η v δεν είναι τετριμμένη υπάρχει b ∈ C,
έτσι ώστε v(x− b) = k > 0. Τότε ισχυριζόμαστε ότι v = kvb. Πράγματι αρκεί
να παρατηρήσουμε ότι αν a ̸= b τότε v(x − a) = 0, διότι διαφορετικά θα
είχαμε

k = v(x− b) = v(x− a+ a− b) = min(v(x− a), 0) = 0

το οποίο είναι άτοπο αφού υποθέσαμε ότι k > 0.
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ii) Υπάρχει ένα a ∈ C, v(x− a) = k < 0. Τότε ισχυριζόμαστε ότι

v = −kv∞

Πράγματι, έστω b ̸= a τότε

k = v(x− a) = v(x− b+ b− a) ≥ min(v(x− b), 0)

άρα αν v(x − b) = 0 ⇒ k ≥ 0, άτοπο. Συνεπάγεται ότι v(x − b) = k =
−kv∞(x− b).

Το εποʆ μενο βηʆ μα ειʆναι να δειʆξουμε οʆ τι οʆ πως οι μεροʆ μορφες συναρτηʆ σεις δια-
χωριʆζουν τα σημειʆα μιας επιφαʆ νειας (Θεωʆ ρημα 1.43), το ιʆδιο καʆ νουν και οι εκτι-
μηʆ σεις.

Λήμμα 3.17 Έστω δυο κανονικοποιημένες εκτιμήσεις v1, v2 ενός σώματοςL. Τότε

v1 = v2 ⇔ Ov1 = Ov2

Απόδειξη:ΑνOv1 = Ov2 , τότεMv1 =Mv2 = (f)⇔ v1(f) = v2(f) = 1. Για ένα
οποιοδήποτε στοιχείο g του L×, έχουμε

v1(g) = n⇔ v1(f
n/g) = 0⇔ fn/g ∈ Oxv1 ⇔

fn/g ∈ Oxv2 ⇔ v2(f
n/g) = 0⇔ v2(g) = n.

Πρόταση 3.18 Για κάθε δυο διακεκριμένες εκτιμήσεις v1, v2, υπάρχει f ∈ L , έτσι
ώστε v1(f) ≥ 0, v2(f) < 0.

Απόδειξη:Έστω ότι δεν ισχύει η πρόταση, αυτό θα σήμαινε ότιOv1 ⊂ Ov2 . Από
το προηγούμενο Λήμμα αρκεί να δείξουμε ότιOv1 = Ov2 .

Αρχικά θα δείξουμε ότι τα μεγιστικά τους ιδεώδη είναι ίσα,Mv1 = Mv2 . Έστω
ένα y ∈ Mv2/Mv1 και άρα v2(y) > 0 ⇒ v2(1/y) < 0 ⇒ 1/y /∈ Ov2 . Από την άλλη
v1(y) ≤ 0⇒ v1(y) ≥ 0⇒ 1/y ∈ Ov2 , το οποίο είναι άτοπο. ΤελικάMv2 ⊂Mv1.

Τώρα θα δείξουμε ότι μια uniformizing parameter f ∈ Ov1 , ανήκει στοMv2 και
άρα

Mv1 = fOv1 ⊂ Ov2 =Mv2

Έστω ότι f ∈ Ov2 \M2, δηλαδή είναι αντιστρέψιμο στοιχείο τουOv2 . Αλλά τότε για
ένα μη μηδενικό y ∈ M2 θα είχαμε ότι y = ufk όπου το u είναι αντιστρέψιμο στον
O1 άρα και στονO2, το οποίο είναι άτοπο.

Τέλος αν u είναι ένα αντιστρέψιμο στοιχείο του Ox2/Ox1 τότε v1(u) < 0 ⇒
v1(1/u) > 0 και άρα 1/u ∈M1 =M2 το οποίο αποτελεί αντίφαση.

Πόρισμα 3.19 Έστω v1, v2, . . . vn, n ≥ 2 διακεκριμένες εκτιμήσεις ενός σώματος
L. Τότε:

i) ∃y ∈ L έτσι ώστε v1(y) > 0 και vi(y) < 0 για i ≥ 2.

ii) ∃w ∈ L έτσι ώστε v1(w) = 0 και vk(w) είναι οσοδήποτε μεγάλο για k ≥ 2.

Απόδειξη:
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i) Με επαγωγή. Για n = 2, από την Πρόταση 3. 18 υπάρχει μια y1 και μια y2, έτσι
ώστε

v1(y1) ≥ 0, v2(y1) < 0, v2(y2) < 0, v2(y2) ≥ 0

Συνεπώς, v1(y1/y2) > 0 ενώ v2(y1/y2) < 0.
Για την επαγωγή, έστω f ∈ L, με v1(f) > 0, vi < 0, i = 2, 3 . . . n − 1. Επι-
πλέον, υπάρχει g ∈ L με v1(g) > 0, vn(g) < 0. θέτουμε y = f + grκαι τότε
για αρκετά μεγάλο r έχουμε

vn(y) = vn(f + gr) = min(vn(f), vn(g
r)) = rvn(z) < 0

και όμοια v1(y) > 0 και vk(y) < 0 για k = 2, 3, . . . n− 1, όλα με κατάλληλο r.

ii) Έστω ένα y όπως στο i), τότε θέτουμε z = 1 + yd. Τότε, v1(1/z) = −v1(z) =
v1(1) = 0.Ενώ, για k ≥ 2,

vk(1/z) = −vk(z) = −vk(1 + yd) = −vk(yd) = d(−vk(y))

το οποίο γίνεται οσοδήποτε μεγάλο μεγαλώνοντας το d.

Έστω L1 ⊂ L2 μια πεπερασμεʆνη επεʆκταση ενοʆ ς function ϐield L1. Μια εκτιʆ-
μηση v στο L2 επαʆ γει μια εκτιʆμηση στο L1 με την v|L1 . Η τελευταιʆα βεʆβαια δεν
ειʆναι κανονικοποιημεʆνη παʆ ντα, ακοʆ μα και αν η v ειʆναι κανονικοποιημεʆνη. Στην
πραγματικοʆ τητα, για μια κανονικοποιημεʆνη v εʆχουμε οʆ τι v(Lx1)) = mZ οʆπου
m = [v(Lx2 : v(L1)

x].

Θεώρημα 3.20 Έστω μια επέκτασηL1 ⊂ L2 όπως πριν και v1, v2, . . . vn διακεκρι-
μένες κανονικοποιημένες εκτιμήσεις στοL2, έτσι ώστε οι περιορισμοί τους να είναι
ισοδύναμες στο L1. Και έστω ek := [Z : vk(L

x
1)]. Τότε:∑

k

ek ≤ [L2 : L1]

Απόδειξη: Έστω f1, . . . fn uniformizing parameters των εκτιμήσεων v1, . . . vn.
Από το Πόρισμα 3.19 υπάρχουν y1, . . . yn ∈ L2 ώστε vk(yk) = 0 καιui(yj) ≥
Nij , i ̸= j για οποιαδήποτε επιλογή Nij. Για να αποδείξουμε το ζητούμενο αρκεί
να δείχναμε ότι τα

∑
k ek στοιχεία

y1f1, y1f
2
1 , . . . , y1f

e1
1

y2f2, y2f
2
2 , . . . , y2f

e2
2

...

ynfn, ynf
2
n, . . . , ynf

en
n

είναι γραμμικάανεξάρτηταπάνωαπότοL1. Έστωένας γραμμικόςσυνδυασμός τους∑
cijyif

j
i

και έστω crs οσυντελεστήςπουη v παίρνει ελάχιστητιμή. Διαιρώντας τουςσυντελε-
στές με crs, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο c11 είναι 1 και οι υπόλοιποι ικανοποιούν
v(ckl) ≥ 0. Τότε έχουμε

v1(y1f1) = 1
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v1(c12y1f
2
1 ) = v(c12) + 2

...
v1(c1e1y1f

e1
1 ) = v(c1e1) + e1

που είναι διαφορετικές ανά δυο τιμές και άρα v1(
∑
c1jy1f

j
1 ) = v1(y1f1) = 1. Επι-

πλέον , είναι για k ≥ 2

v1(ckjykf
j
k) = v1(ckj) + v1(yk) + jv1(fk) ≥ N1k + jv1(fk) ≥ 2

για κατάλληλη επιλογήNjk . Άρα εφαρμόζοντας v1 στην ταυτότητα∑
c1jy1f

j
1 = −

∑
k≥2

ckjykf
j
k

έχουμε

1 = v1(
∑

c1jy1f
j
1 ) = v1(

∑
k≥2

ckjykf
j
k) ≥ mink(v1(ckjykf

j
k))) ≥ 2

που είναι άτοπο.

Ειδικοʆ τεραστηνπεριʆπτωσηπουL1 =M(P1C)και η επεʆκτασηL2 =M(S)/L1

προεʆρχεται αποʆ εʆναν μορφισμοʆ f :→ P1C, εʆχουμε την εμφυʆ τευση
f∗ : P1C→M(S)

r 7→ r ◦ f
Όπως εʆχουμε δει αποʆ το κεφαʆ λαιο 1 η επεʆκταση ειʆναι βαθμουʆ deg f . Αν επιλεʆ-
ξουμε εʆνα σημειʆο a ∈ P1C και εʆστω P1, P2, . . . Pr οι προ-εικοʆ νες του με δειʆκτες
διακλαʆ δωσηςm1, . . .mr . Τοʆ τε η τιμηʆ μιας εκτιʆμησης vPi σε μια r ∈ L1 υπολογιʆζε-
ται μεʆσω της εμφυʆ τευσης

vPi(r) = vPi(f
∗(r)) = vPi(r ◦ f) = ordPi(f)orda(r) = miorda(r)

και καταληʆ γουμε στο οʆ τι vPi | = miva. Συμπερασματικαʆ , o περιορισμοʆ ς καʆ θε vPi |
ειʆναι εκτιʆμηση ισοδυʆ ναμη με την va και ο δειʆκτης ei = [vPi(L

x
2) : vPi(L

x
1)] ειʆναι

ιʆσος μεmi. Έχουμε σχεδοʆ ν αποδειʆξει το ακοʆ λουθο:
Θεώρημα 3.21 Για μια επιφάνεια Riemann S η απεικόνιση

P ∈ S 7→ vP

είναι αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ των σημείων τηςS και των εκτιμήσεων
τουM(S).

Απόδειξη: Το 1-1 είναι άμεσο απ΄το γεγονός ότι οι μερόμορφες απεικονίσεις δια-
χωρίζουν σημεία (Πρόταση 1.43), άρα μένει να δείξουμε ότι είναι επί.

Έστω μια αυθαίρετη εκτίμηση v και ένας μορφισμός f : S → P1C . Συνεπώς
έχουμε μια εμφύτευση τουM(S) στο C(x). Έτσι η v περιορίζεται σε μια εκτίμηση
στοM(P1C). Από Πρόταση 3.16 η v| είναι της μορφής va για κάποιο a ∈ P1C. Ισχυ-
ριζόμαστε ότι ∃i : v = vPi όπου P1, P2, . . . είναι οι προ-εικόνες του a. Αρκεί να
δείξουμε ότι οι vPi είναι οι μόνες επεκτάσεις της va. Πράγματι από Θεώρημα 3.20,∑

i

mi +
∑

(δείκτες από άλλες επεκτάσεις) ≤ deg(f)

Αλλά ξέρουμε από Πρόταση 1.32, ότι ήδη deg f =
∑
imi και άρα άλλες επεκτάσεις

δεν υπάρχουν.
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Παρατήρηση 3.22 Υπενθυμίζουμεότι ησυμπαγής επιφάνειαSF , κατασκευάστηκε
από μια μη-συμπαγή επιφάνεια SXF με την επισύναψη πεπερασμένων σημείων με
έναν “παράξενο” τρόπο. Για ένα P = (a, b) ∈ SXF ⊂ C2 μπορούμε να ορίζουμε
εύκολα την δράση της Gal(C), θέτοντας Pσ = (a, b)σ = (aσ, bσ). Εύκολα ελέγχει
κανείς ότι αυτός ο κανόνας δημιουργεί μια αντιστοιχία μεταξύ της SXF και της SXFσ .

Χρησιμοποιωʆ ντας το Θεωʆ ρημα 3. 21 για τις εκτιμηʆ σεις μπορουʆ με να επεκτειʆ-
νουμε την δραʆ ση αυτηʆ και στα επιπλεʆον σημειʆα.

Ορισμός 3.23 Αν v είναι μια εκτίμηση στοM(S) τότε ορίζουμε μια εκτίμηση vσ
στοM(Sσ) ως εξής

vσ := v ◦ σ−1

οπότε
vσ(fσ) = v(f), f ∈M(S)×

Ανάλογα, ορίζουμε για ένα σημείο P ∈ S το Pσ ως το μοναδικό σημείο Q της Sσ
έτσι ώστε (vP )σ = vQ.

Πρόταση 3.24 i) Για κάθε σ ∈ Gal(C), η απεικόνιση P 7→ Pσ είναι αμφιμο-
νοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ S και Sσ .

ii) Στα σημεία P ∈ SXF ο παραπάνω ορισμός συμφωνεί με τον ορισμό της Παρα-
τήρησης 3.22.

iii) Ειδικότερα, aσ = a για όλα τα a ∈ Q ∪ {∞} ⊂ P1C και κάθε σ ∈ Gal(C).
Απόδειξη:i) H αντίστροφη δίνεται από τον τύποQ 7→ Qσ

−1

.
ii)Θεωρούμε την εμφύτευση C(x) ↪→ C(x, y) Έστω ένα σημείο P = (a, b) ∈ SXF ,
τότε έχουμε

(vP )
σ(x− aσ) = vP (x− a) = 1

και άρα ο περιορισμός της (vP )σ συμπίπτει με την vaσ . Αυτό σημαίνει, όπως και
στην απόδειξη του 3.21 ότι η (vP )

σ είναι μια από τις n = degY F εκτιμήσεις που
αντιστοιχούν στις προ-εικόνες του aσ , σημεία δηλαδή της μορφής (aσ, y). Η μονα-
δική από αυτές που παίρνει θετική τιμή στο y − bσ είναι αυτή που αντιστοιχεί στο
(aσ, bσ).
iii)Μένει να το δείξουμε για a =∞, είναι

vσ∞(x− a) = v∞(x− aσ) = −1 = v∞(x− a)

3.6 Αναλλοίωτες της δράσης τηςGal(C)

Οι επιφαʆ νειεςS καιSσ δεν ειʆναι κατ’ αναʆ γκη ισοʆ μορφες, μιας και ηαντιστοιχιʆα
που οριʆζει μια σ δεν ειʆναι ολοʆ μορφη, στην πραγματικοʆ τητα δεν ειʆναι καν συνεχηʆ ς
αν εξαιρεʆσει κανειʆς την μιγαδικηʆ συζυγιʆα. Παρ’ οʆ λα αυταʆ , υπαʆ ρχουν διαʆφορα χα-
ρακτηριστικαʆ που μεʆνουν αναλλοιʆωτα μεʆσω της δραʆ σης στα καλυʆ μματα (S, f)
της σφαιʆρας.

Θεώρημα 3.25 Για την δράση της Gal(C) στα καλύμματα (S, f)σ = (Sσ, fσ),
ισχύουν

i) deg(fσ) = deg(f).
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ii) (f(P ))σ = fσ(Pσ).

iii) ordPσ (fσ) = ordP (f).

iv) a ∈ P1C είναι κρίσιμη του f ανν aσ ∈ crit(fσ).

v) g(S) = g(Sσ), δηλαδή οι S, Sσ είναι ομοιομορφικές.

vi) Η απεικόνιση
Aut(S, f)→ Aut(Sσ, fσ)

h 7→ hσ.

ειναι ισομορφισμός ομάδων.

vii) Οι αντίστοιχες ομάδες μονοδρομίαςMon(f),Mon(fσ) είναι ισόμορφες.

Απόδειξη: i)Μιας και η σ είναι αυτομορφισμός έχουμε

deg f = [M(S) :M(f)] = [M(Sσ) :M(fσ)] = deg(fσ)

ii), iii) Όπως έχουμε δει f(P ) = a σημαίνει

vP (R ◦ f) = ef (P )orda(R)

για κάθε ρητή συνάρτησηR. Άρα το να δείξουμε ότι fσ(Pσ) = aσ είναι ισοδύναμο
με το να δείξουμε ότι

vPσ (Rσ ◦ fσ) = efσ (Pσ)ordaσ (R
σ)

για κάθε ρητή συνάρτησηRσ . Αλλά

vPσ (Rσ◦fσ) = vPσ ((R◦f)σ) = vP (R◦f) = ef (P )orda(R) = efσ (Pσ)ordaσ (R
σ)

μιας και
ordPσ (fσ) = vPσ (fσ) = vP (f) = ordP (f)

και όμοια
ordaσ (R

σ) = vaσ (R
σ) = va(R) = orda(R)

iv)Προφανής συνέπεια των ii), iii).
v)Από i) και iii) (ίδιοι δείκτες διακλάδωσης για f, fσ) παρατηρούμε ότι η ταυ-

τότητα Riemann-Hurwitz είναι ίδια για τις f, fσ και άρα το γένος της S είναι ίσο με
της Sσ .

vi)Αν h ∈ Aut(s, f) τότε

fσ = (f ◦ h)σfσ ◦ hσ

vii)Εφαρμόζουμε το vi) στις κανονικοποιήσεις των (S, f), (Sσ, fσ).
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3.7 Κριτήριο ορισιμότητας πάνω απ΄τοQ

Θα διατυπωʆ σουμε και θα αποδειʆξουμε εʆνα κριτηʆ ριο για το αν μια επιφαʆ νεια
Riemann οριʆζεται παʆ νω απ’τοQ. Αν μια επιφαʆ νεια Riemann Χ οριʆζεται παʆ νω αποʆ
εʆνα σωʆ μα αριθμωʆ ν, δηλαδηʆ αν υπαʆ ρχει εʆνα πολυωʆ νυμο F (x) ∈ Q τεʆτοιο ωʆ στε
X = XF τοʆ τε η τροχιαʆ του {Fσ}σ∈Gal(C) ειʆναι πεπερασμεʆνη αʆ ρα και οι κλαʆ σεις
ισομορφιʆας επιφανειωʆ ν RiemannXFσ ειʆναι πεπερασμεʆνες. Όπως θα δουʆ με αυτηʆ
ειʆναι και ικανηʆ συνθηʆ κη για να οριʆζεται μιαX παʆ νω απ’τοQ.

Θεώρημα 3.26 (κριτήριο ορισιμότητας) Γιαμιασυμπαγήκαι συνεκτική επιφά-
νεια Riemann τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) ΗX ορίζεται πάνω απ’τοQ

(ii) Η τροχιά {Xσ}σ∈Gal(C) είναι πεπερασμένη. (ως προς ισομορφία επιφανειών
Riemann)

Για την αποʆ δειξη θα χρειαστουʆ με καʆ ποια Ληʆ μματα και να υπενθυμιʆσουμε καʆ -
ποια πραʆ γματα αποʆ τις υπερβατικεʆς επεκταʆ σεις

Ορισμός 3.27 i) Έστωμια επέκτασηL/K . Έναπερασμένοσύνολο{z1, z2, . . . zk} ⊂
L λέγεται αλγεβρικά ανεξάρτητο (πάνω από το K) αν δεν υπάρχει μη-
μηδενικό πολυώνυμο f(X1, . . . Xk) ∈ K[X1, . . . Xk] με f(z1, . . . zk) = 0. Για
k = 1 το z είναι αλγεβρικά ανεξάρτητο πάνω απ το K αν και μόνο αν είναι
υπερβατικό. Όταν δεν αναφέρεται το σώμαK εννοούμε ότιK = Q.

ii) Ένας μορφισμόςQ-αλγεβρών

s : Q[z1, z2, . . . zk]→ C

όπου {z1, z2, . . . zk} αλγεβρικά ανεξάρτητο θα λέγεται εξειδίκευση (specia-
lization). Ο αριθμός

maxi(|zi − s(zi)|)

θα λέγεται απόσταση (distance) της ειδίκευσης.

iii) Για μια ειδίκευση s και ένα πολυώνυμο F (z1, z2, . . . zk) ορίζουμε το

F s := F (s(z1), s(z2), . . . s(zk))

Λήμμα 3.28 Έστω z1, . . . zk ∈ C αλγεβρικά ανεξάρτητα ένα u ∈ C αλγεβρικό
πάνω απ’τοQ[z1, . . . zk] με ελάχιστο πολυώνυμοms

u(X) και μια ειδίκευση

s : Q[z1, . . . zk]→ C

η s επεκτείνεται σε έναν μορφισμό

sb : Q[z1, . . . zk, u]→ C

θέτοντας s(u) = b όπου b οποιαδήποτε ρίζα του πολυωνύμουms
u.

Απόδειξη:Για κάθε στοιχείο x =
∑
aiu

i, ai ∈ Q[z1, . . . zk] ορίζουμε

sb(x) =
∑

asi b
i
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που είναι μορφισμόςQ-αλγεβρών, εάν δείξουμε ότι είναι καλάορισμένηαπεικόνιση,
δηλαδή ότι δεν εξαρτάται από την συγκεκριμένη αναπαράσταση του x.

Έστω x = x =
∑
ciu

i μια άλλη αναπαράσταση του x, τότε
∑

(ai − ci)ui = 0
που συνεπάγεται ότι

∑
(ai − ci)X

i = p(X)mu(X) για κάποιο πολυώνυμο p ∈
Q(z1, . . . zn)[X]. Από το Λήμμα του Gauss έχουμε ότι p ∈ Q[z1, . . . zn][X]. Άρα

0 = ps(b)ms
u(b) =

∑
asi b

i −
∑

csi b
i

και άρα ∑
asi b

i =
∑

csi b
i

Λήμμα 3.29 Έστω u = u1, . . . un ∈ C οι ρίζες τουmu(X) και
δ = mink,l(|uk − ul|). Τότε υπάρχει ϵ(u) > 0 τέτοιο ώστε αν

s : Q[z1, . . . zk]→ C

μια ειδίκευση όπως παραπάνω τότε με

maxi(|zi − s(zi)|) < ϵ(u)

τότε το πολυώνυμοms
u(X) έχει μοναδική ρίζα us με την ιδιότητα

|u− us| < δ

Απόδειξη: Γράφουμε mu(X) στη μορφή mu(X) = an
∏
(X − ui) και έστω

(q1, . . . qn) μια ειδίκευση απόστασης ϵ. Όσο το ϵ μικραίνει, οι συντελεστές του ms
u

πλησιάζουν τους συντελεστές τουmu. Άρα asn ̸= 0 και γράφουμεms
u = asn

∏
(X −

ci). Επιπλέον η διαφορά

|mu(uj)−ms
u(uj)| = |ms

u(uj)| = |asn|
∏
|uj − ci|

γίνεται οσοδήποτε μικρή και άρα ένας παράγοντας έστωο |uj−cj |πρέπει να γίνεται
και αυτός οσοδήποτε μικρός. Συνεπώς για αρκετά μικρό ϵ έχουμε ότι για κάθε uj
υπάρχει ένα ας πούμε cj ρίζα τουms

u με

|uj − cj | < δ/2

Θέτουμε τώρα us = c1 και παρατηρούμε ότι

|u1 − c2| < δ/2

τότε
|u1 − u2| ≤ |u1 − c2|+ |u2 − c2| < 2

δ

2
= δ

το οποίο είναι άτοπο.

Ορισμός 3.30 Μιαειδίκευσηθαλέγεταιαπειροστή (inϔinitesimal)ανηαπόσταση
της είναι μικρότερη από το ϵ(u) όπως αυτό ορίστηκε στο προηγούμενο λήμμα.

Μπορουʆ με τωʆ ρα να ολοκληρωʆ σουμε την αποʆ δειξη του Κριτηριʆου
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Αποʆ δειξη Θεωρηʆ ματος 3.26: ΈστωΣ1 = {z1, . . . zd} εʆνα μεγιστικοʆ υποσυʆ νολο
αλγεβρικαʆ ανεξαʆ ρτητων στοιχειʆων των συντελεστωʆ ν του F (X,Y ). Αποʆ το Θεωʆ -
ρημα Πρωταρχικουʆ στοιχειʆου για τις διαχωριʆσιμες επεκταʆ σεις εʆχουμε οʆ τι η επεʆ-
κταση που παραʆ γεται αποʆ οʆ λους τους συντελεστεʆς του F ειʆναι της μορφηʆ ς

K1 = Q(Σ1, v)

για καʆ ποιο v αλγεβρικοʆ παʆ νω αποʆ τοQ(Σ1) με ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο

mv(X) =

n∑
aiX

i ∈ Q[Σ1]

Για εʆνα στοιχειʆο σ ∈ Gal(C), οριʆζουμε το σωʆ μα

K2 = σ(K1) = Q(σ(z1, . . . , σ(zd), σ(v))

που παραʆ γεται αποʆ τους συντελεστεʆς του Fσ . Θεωρουʆ με τωʆ ρα εκειʆνα τα σ ∈
Gal(C) τεʆτοια ωʆ στε το συʆ νολο

Σ2 = {z1, z2, . . . zd, zd+1 := σ(z1) . . . z2d := σ(zd)}

να ειʆναι αλγεβρικαʆ ανεξαʆ ρτητο. Αποʆ την συνθηʆ κη του κριτηριʆου για τις πεπερα-
σμεʆνες κλαʆ σεις, εʆχουμε οʆ τι υπαʆ ρχουν αρκεταʆ τ, β ∈ Gal(C) για τα οποιʆα υπαʆ ρχει
ισομορφισμοʆ ς

Φ : SF τ → SFβ

και αʆ ρα ισομορφισμοʆ ς
Ψ = Φτ

−1

→ SFσ

για σ = τ−1 ◦ β.
Στη συνεʆχεια επεκτειʆνουμε κι αʆ λλο το συʆ νολο Σ2 προσθεʆτοντας συντελεστεʆς

αποʆ οʆ λα τα πολυωʆ νυμα
Pi, Qi, Ui, Vi, T,Hi,H

τα οποιʆα εμπλεʆκονται στις αντιʆστοιχες εξισωʆ σεις για τον Φ οʆπως στην Προʆ ταση
3.6 και το Θεωʆ ρημα 3.7. Συγκεκριμεʆνα, θεωρουʆ με Σ3 = {z1, z2, . . . zn} μια μεγι-
στικηʆ τεʆτοια επεʆκταση ωʆ στε το συʆ νολο να παραμεʆνει αλγεβρικαʆ ανεξαʆ ρτητο και
θεωρουʆ με το σωʆ μα που παραʆ γεται αποʆ ταK1,K2 και οʆ λους αυτουʆ ς τους συντε-
λεστεʆς το οποιʆο θα ειʆναι της μορφηʆ ς

K3 = Q(Σ3, u)

Για j = d+ 1, . . . , n, εʆστω qj ∈ Q(i) εʆτσι ωʆ στε η ειδιʆκευση

s : Q[z1, z2, . . . zn, u]→ C

zj 7→ qj

να ειʆναι απειροστηʆ . Θεωρουʆ με τον T υποδακτυʆ λιο τουK3 = Q(z1, z2, . . . zn, v))
των στοιχειʆων

z =
A(z1, z2, . . . zn, v)

B(z1, z2, . . . zn, v)

οʆπουA,B πολυωʆ νυμα που s(B) ̸≡ 0. Τοʆ τε η s επεκτειʆνεται μοναδικαʆ σε

s : T → C
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θεʆτοντας s(A/B) := s(A)/s(B). Και επιπλεʆον σε

s : T [X,Y ]→ C[X,Y ]

Τωʆ ρα αν επιλεʆξουμε τα qi εʆτσι ωʆ στε να ειʆναι αρκεταʆ κονταʆ στα zi δηλαδηʆ η αποʆ -
σταση της s να ειʆναι αρκεταʆ μικρηʆ , τοʆ τε το συʆ νολο των συντελεστωʆ ν των

Pi, Qi, Ui, Vi, T,Hi,H

θα ανηʆ κει στον T και αʆ ρα θα μπορουʆ με να εφαρμοʆσουμε την s σε ταυτοʆ τητες με
αυταʆ τα πολυωʆ νυμα.

Αποʆ Θεωʆ ρημα 3.7 και εʆνα καʆ ρο τεʆτοιες πολυωνυμικεʆς ταυτοʆ τητες συμπεραιʆ-
νουμε οʆ τι υπαʆ ρχει εʆνας ισομορφισμοʆ ς

Ψs : SF s → S(Fσ)s

Εκ κατασκευηʆ ς, οι συντελεστεʆς του (Fσ)s, ανηʆ κουν στο σωʆ μα πουπαραʆ γεται αποʆ
τους qj μαζιʆ με το s(σ(v)) το οποιʆο πρεʆπει να ειʆναι ριʆζα του (mσ

v )
s ∈ Q(i)[X] και

αʆ ρα ειʆναι αλγεβρικοʆ ς. Άρα (Fσ)s ∈ Q[X].
Τεʆλος,F s = F αφουʆ το s(v)πρεʆπει να ειʆναι ριʆζα τουmv(X) = ms

v(X). Έχουμε
οʆ τι για αρκεταʆ μικρηʆ αποʆσταση της ειδιʆκευσης s το s(v) πηγαιʆνει οʆ σο κονταʆ θεʆ-
λουμε στο v και αʆ ρα συμπιʆπτει με το v.

3.8 Η κατεύθυνση (b)⇒ (a)

Με το θεωʆ ρημα 3.26 πλεʆον στο οπλοσταʆ σιο μας μπορουʆ με να ολοκληρωʆ σουμε
την αʆ λλη κατευʆ θυνση του θεωρηʆ ματος του Belyi.

Αποʆ δειξη του Θεωρηʆ ματος 3.1 : ( (b)⇒ (a))

ΛοʆγωτουΘεωρηʆ ματος3.26αρκειʆ ναδειʆξουμεοι υπαʆ ρχουνπεπερασμεʆνες κλαʆ -
σεις ισομορφιʆας. Έστω t : X → P1C εʆνα Belyi ζευʆ γος με βαθμοʆ deg t = d. Τοʆ τε
για καʆ θε σ ∈ Gal(C) αποʆ Θεωʆ ρημα 3.25 ο

tσ : Xσ → P1C

ειʆναι μορφισμοʆ ς Belyi βαθμουʆ παʆ λι d (με τις ιʆδιες κριʆσιμες τιμεʆς). Άραηοικογεʆνεια
{fσ}σ επαʆ γει πεπερασμεʆνους διαφορετικουʆ ς μορφισμουʆ ς μονοδρομιʆας

Mfσ : π1(P1C \ {0, 1,∞})→ Σd

και αʆ ρα αποʆ θεωʆ ρημα 1.34 οι κλαʆ σεις ισομορφιʆας ειʆναι πεπερασμεʆνες.
Χρησιμοποιωʆ ντας τη θεωριʆα που εʆχουμε αναπτυʆ ξει μεʆχρι τωʆ ρα μπορουʆ με επι-

πλεʆον να αποδειʆξουμε το ακοʆ λουθο:

Πρόταση 3.31 Έστω (S, f) ένα ζεύγος Belyi, τότε το (S, f) ορίζεται πάνω απ΄τοQ.
Απόδειξη:Έστω (S, f) ένα ζεύγος Belyi, με S = SF για και

f(x, y) =
P1(x, y)

Q1(x, y)

Πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει ένα ανάγωγο πολυώνυμοG με συντελεστές σε ένα
σώμα αριθμών, ένας ισομορφισμός

Φ = (V1/W1, V2/W2) : SF → SG
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και μια απεικόνιση h ∈ M(SG) που να ορίζεται πάνω από το Q έτσι ώστε το ακό-
λουθο διάγραμμα να είναι μεταθετικό.

..
..SF ..SG

. ..P1C

.

Φ

.f. h

Για να το αποδείξουμε αυτό αρκεί να μιμηθούμε αυτά που κάναμε στην απόδειξη
του κριτηρίου ορισιμότητας. ΈστωK1 = Q(z1, z2 . . . zd, v) το σώμα που παράγεται
από τους συντελεστές των F, P1, Q1 και θεωρούμε ένα σ ∈ Gal(C) με

{z1, z2, . . . zd, σ(z1), σ(z2), . . . }

αλγεβρικά ανεξάρτητο. Επίσης το σώμα που παράγεται από τους συντελεστές των
Fσ, fσ είναι το

K2 = Q(zd+1 . . . z2d, σ(v))

Μιας και όλα τα καλύμματα (Sfσ , fσ), σ ∈ Gal(C) έχουν τον ίδιο βαθμό και τις
ίδιες κρίσιμες τιμές, τότε από Πρόταση 1.38 υπάρχουν πεπερασμένες κλάσεις ισο-
μορφίας. Άρα υπάρχει ένα σ ∈ Gal(C έτσι ώστε τα (SF , f) , (SFσ , fσ) αν είναι
ισοδύναμα, δηλαδή υπάρχει ισομορφισμός

Φ =

(
V1
W1

,
V2
W2

)
: SF → SFσ

έτσι ώστε να ισχύει fσ ◦ Φ = f . Με παρόμοια επιχειρηματολογία όπως στην πα-
ράγραφο 3.3 μπορούμε να δούμε ότι η ταυτότητα αυτή είναι ισοδύναμη με μια της
μορφής

(3.5) W k
1W

d
2 (P

σ
1 (V1/W1, V2/W2)Q1 −Qσ1 (V1/W1, V2/W2)P1 = HF

(μαζί φυσικά με τις ταυτότητες που εκφράζουν το ότι οΦ είναι ισομορφισμός. Έστω
τώρα

K3 = Q(z1, z2, . . . zr, u)

το σώμα που παράγεται από τους συντελεστές των (3.1) - (3.5). Θεωρούμε πάλι την
ειδίκευση

s : Q(z1, . . . zr)→ C

zj 7→ qj

για j = d+1, . . . , 2d. Με qj ∈ Q(i) έτσι ώστε η s να αποτελεί απειροστή ειδίκευση.
Όπως στη απόδειξη του κριτηρίου εφαρμόζουμε την s αν έχει αρκετά μικρή από-
σταση σε όλες τις ταυτότητες (3.1) - (3.5) και παίρνουμε ένα κάλυμμα (SG, h) =
((SFσ )s, Sfσ)s) που λύνει το αρχικό πρόβλημα.

3.9 Που κολλάει η Εικασία abc?

Παρ’οʆ λο που το βασικοʆ ενδιαφεʆρον για τις απεικονιʆσεις Belyi εʆχει να καʆ νει με
τα dessins και την δραʆ ση Galois, υπαʆ ρχουν διαʆφορες συνδεʆσεις τους με αʆ λλα μα-
θηματικαʆ αντικειʆμεναφαινομενικαʆ αʆ σχεταοʆπωςτοΘεωʆ ρημαDavenport-Stothers-
Zanier, τα πολυωʆ νυμα Jacobi, την καμπυʆ λη του Fermat, τα συʆ νολα της Julia, την
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εξιʆσωση του Pell κτλ. Ο ενδιαφεροʆ μενος αναγνωʆ στης παραπεʆμπεται στο εξαιρε-
τικοʆ [13].

Κλειʆνοντας αυτοʆ το κεφαʆ λαιο, θα παρουσιαʆ σουμε εν συντομιʆα μια αναπαʆ -
ντεχη συʆ νδεση με την περιβοʆ ητη Εικασιʆα abc.

Ξεκιναʆ με με 3 ακεʆραιους αριθμουʆ ς a, b, c ∈ N που δεν εʆχουν κανεʆναν κοινοʆ
πρωʆ το παραʆ γοντα (η Εικασιʆα πηʆ ρε το οʆ νομα της αποʆ την συνηʆ θη επιλογηʆ γραμ-
μαʆ των για τις μεταβλητεʆς) και ικανοποιουʆ ν την εξιʆσωση

a+ b = c

Υπενθυμιʆζουμε οʆ τι το ριζικό ενοʆ ς αριθμουʆ n ∈ N ειʆναι το γινοʆ μενο των διακεκρι-
μεʆνων πρωʆ των παραγοʆ ντων του και συμβολιʆζεται με rad(n). Δηλαδηʆ αν η αναʆ -
λυση του n σε πρωʆ τους ειʆναι

n = pa11 p
a2
2 . . . pakk

τοʆ τε rad(n) = p1p2 . . . pk .
H Εικασιʆα abc μας προκαλειʆ να συγκριʆνουμε το c με το rad(abc). Καʆ ποιος θα

περιʆμενε εκ πρωʆ της οʆψεως το c να ειʆναι συνηʆ θως πολυʆ μεγαλυʆ τερο μιας και το
c ειʆναι πολυʆ πιο μεγαʆ λο απ’το rad(c) και το rad(abc) ειʆναι το radc πολλαπλασια-
σμεʆνο με τους διακεκριμεʆνους πρωʆ τους παραʆ γοντες των a, b.

Κι οʆ μως! Η Εικασιʆα abc ισχυριʆζεται ακριβωʆ ς το αντιʆθετο! Λεʆει οʆ τι αν υψωʆ -
σουμε το rad(abc) σε μια δυʆ ναμη ελαʆ χιστα μεγαλυʆ τερη του 1, τοʆ τε ξεπερναʆ ει το c
εκτοʆ ς αποʆ πεπερασμεʆνα αντιπαραδειʆγματα.

Συγκεκριμεʆνα:
Εικασία abc (Oesterle-Masser 1985) Για καʆ θε ϵ > 0, για οʆ λες, εκτοʆ ς αποʆ πε-

περασμεʆνες, τις τριαʆ δες θετικωʆ ν ακεραιʆων (a, b, c) που δεν εʆχουν κανεʆνα κοινοʆ
παραʆ γοντα και ικανοποιουʆ ν

a+ b = c

ισχυʆ ει
c < rad(abc)1+ϵ

Ορισμός 3.32 Έστω (a, b, c) όπως παραπάνω τότε ορίζουμε την ποσότητα

q :=
logc

lograd(abc)

η Εικασία abc λέει ότι τριάδες με q > 1 + ϵ είναι σπάνιες.

Παρατήρηση 3.33 Υπάρχουν ακολουθίες τριάδων με q > 1 και άρα δεν μπορούμε
να γλυτώσουμε το ϵ στην εκφώνηση της Εικασίας. Για παράδειγμα, θεωρούμε την

1 + (2k − 1) = 2k

τότε rad(abc) = 2rad(2k − 1) και αν θέσουμε k = 6n τότε το 63 = 26 − 1|2k − 1
και άρα 9|2k − 1 συνεπώς 2rad(2k − 1) ≤ 2/3(2k − 1) < 2k − 1 και άρα για κάθε
n, rad(abc) < c.

Ένα εντυπωσιακοʆ διαισθητικοʆ συμπεʆρασμα αποʆ την Εικασιʆα abc ειʆναι οʆ τι αν
κατασκευαʆ σουμε εʆναν τεραʆ στιο αριθμοʆ c παιʆρνοντας μικρουʆ ς πρωʆ τους και υψωʆ -
νοντας το γινοʆ μενο τους σε πολυʆ μεγαʆ λες δυναʆ μεις, τοʆ τε αν γραʆψουμε το c ως
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αʆ θροισμα, οι οʆ ροι του αθροιʆσματος θα πρεʆπει να διαιρουʆ νται με μεγαʆ λους (σχε-
τικαʆ με το c) πρωʆ τους! Η Εικασιʆα abc ειʆναι αποʆ αυτεʆς τις πολυʆ σπαʆ νιες προταʆ σεις
που συνδεʆουν την προσθετικηʆ με την πολλαπλασιαστικηʆ δομηʆ των αριθμωʆ ν.

Η Εικασιʆα abc θεωρειʆται πολυʆ σημαντικηʆ διοʆ τι εʆχει ηʆ δη εʆναν μακρυʆ καταʆ -
λογο συνεπειωʆ ν που αποτελειʆται αποʆ γνωσταʆ αποτελεʆσματα οʆπως η εικασιʆα του
Mordell και μια ασθενηʆ μορφηʆ του Τελευταιʆου Θεωρηʆ ματος του Fermat, αλλαʆ και
πολλαʆ ανοιχταʆ προβληʆ ματα και εικασιʆες οʆπως η Εικασιʆα του Szpiro, η Εικασιʆα
Erdos-Woods, η Εικασιʆα Fermat-Catalan κτλ.

Τον Αυʆ γουστο του 2012 o Shinichi Mochizuki, εʆνας Ιαʆ πωνας μαθηματικοʆ ς που
δουλευʆ ει απομονωμεʆνος αποʆ τους συναδεʆλφους του, ανεʆβασε μια σειραʆ αʆ ρθρων
με μια νεʆα μαθηματικηʆ θεωριʆα που εκτοʆ ς των αʆ λλων ισχυριʆζεται οʆ τι συνεπαʆ γεται
τηνΕικασιʆα abc.Μεʆχρι τωʆ ρα (Δεκεʆμβριος 2013), η μαθηματικηʆ κοινοʆ τηταδεν εʆχει
καταφεʆρει να επιβεβαιωʆ σει ηʆ να καταρριʆψει τον ισχυρισμοʆ αυτοʆ ν.

Ας δουʆ με πως η Εικασιʆα abc συνεπαʆ γεται αʆ μεσα μια ασθενηʆ μορφηʆ του Τελευ-
ταιʆου Θεωρηʆ ματος του Fermat

Πρόταση 3.34 Αν ισχύει η Εικασία abc τότε όλες μαζί οι εξισώσεις

xn + yn = zn

για n ≥ 4 έχουν το πολύ πεπερασμένες ρίζες. (μια τριάδα (x, y, z) θεωρείται λύση
αν οι x, y, z είναι πρώτοι μεταξύ τους)

Απόδειξη:Έστω μια λύση (x, y, z), τότε rad(xnynzn) ≤ xyz < z3 , και άρα

q(xn, yn, zn) =
logzn

lograd(xnynzn)
>

logzn

logz3
= n/3 > 1

Και άρα υπάρχουν το πολύ πεπερασμένες τέτοιες λύσεις.

Αποʆ υπολογιστικηʆ ς σκοπιαʆ ς το μοʆ νο που θα μπορουʆ σε να καʆ νει κανειʆς ειʆναι να
ψαʆ ξει τριαʆ δες (a, b, c)μεμεγαʆ λο q(a, b, c). Τορεκοʆ ρ μεʆχρι τωʆ ρα (Δεκεʆμβριος, 2013),
ειʆναι η

2 + 310109 = 235

με q = 1.6299 . . . . Για c < 1018 εʆχουν βρεθειʆ μοʆ λις 160 τριαʆ δες με q > 1.4 και
γενικαʆ τριαʆ δες με q > 1.2 θεωρουʆ νται σπαʆ νιες.

Παραδείγματα 3.35 Τα καλά παραδείγματα όπως παραπάνω πρέπει να παραγο-
ντοποιούνται με καλό τρόπο, κάποιοι ερευνητές όπως οN.Magot [15] σκέφτηκαν ότι
οι απεικονίσεις Belyi πάνω απ΄το Q είναι ήδη καλά παραγοντοποιημένες και άρα
ίσως με αντικατάσταση και λίγη τύχη ίσως δώσουν ενδιαφέροντα παραδείγματα.
Πράγματι, αν θεωρήσουμε το παράδειγμα

f(x) =
64x3

(x+ 9)(x+ 1)
, f(x)− 1 = − (x2 − 18x− 27)2

(x+ 9)3(x+ 1)

αν ο x είναι ρητός x = a/b τότε οι παραπάνω ισότητες γίνονται

64a3b+ (a2 − 18ab− 27b2)2 = (a+ 9b)3(a+ b)

αντικαθιστώντας με (a, b) = (−32, 23) παίρνουμε

112 + 325673 = 22123
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με q = 1.62599 . . . , το δεύτερο μεγαλύτερο ρεκόρ τριάδας ως τώρα! H παραπάνω
απεικόνιση έχει παράξει ως τώρα 43 τριάδες με q > 1.2 εκ των οποίων οι 11 ήταν
καινούργιες. Με παρόμοιες μεθόδους ο L.Habsieger [13] βρήκε μερικές εκατοντάδες
καινούργιες τριάδες με q > 1.2. Παρ’όλα αυτά η ακριβής σύνδεση της Εικασίας abc
και των ζευγών Belyi παραμένει ένα μυστήριο.



Κεφάλαιο 4

Τα Παιδιά Ζωγραφίζουν

Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ , οι πρωταγωνιστεʆς επιτεʆλους καʆ νουν την εμφαʆ νιση τους.
Οριʆζουμε τα dessins και διʆνουμε εʆναν χαρακτηρισμοʆ τους μεʆσω μεταθεʆσεων. Στη
συνεʆχειααποκαλυʆ πτεται ηπραγματικηʆ τουςφυʆ ση, ειʆναι απλαʆ εʆναςσυνδυαστικοʆ ς
τροʆπος να περιγραφουʆ ν τα ζευʆ γη Belyi! Περιγραʆφουμε την κομψηʆ αυτηʆ αντιστοι-
χιʆα και στην συνεʆχεια παραθεʆτουμε τον πραγματικοʆ λοʆγο για τον οποιʆο ενδιαφεʆ-
ρεται κανειʆς για αυταʆ , την δραʆ ση της αποʆ λυτης ομαʆ δας Galois. Στις ενοʆ τητες 4.4,
4.5 αναφεʆρονται τα πρωʆ τα ενδιαφεʆροντα αποτελεʆσματα της θεωριʆας που ειʆναι
η πιστοʆ τητα της δραʆ σης αυτηʆ ς στα dessins γεʆνους g.

4.1 Dessins και μεταθέσεις

Ορισμός 4.1 Ένα (Grothendieck) dessin d’enfant ή απλώς dessin είναι ένα ζεύ-
γος (S,D), όπουS είναι μιαπροσανατολισμένη, συμπαγής και συνεκτική επιφάνεια,
D ένα πεπερασμένο γράφημα πάνω στην S, έτσι ώστε:
(i) ΤοD είναι συνεκτικό.

(ii) ΤοD είναι διμερές και χρωματισμένο με δυο χρώματα μαύρο και λευκό.

(iii) Το S \ D είναι (τοπολογικά) μια ξένη ένωση δίσκων. Κάθε συνεκτική συνι-
στώσα του S \D θα λέγεται όψη (face) του dessin.

Στον παραπάνω ορισμό επιτρέπεται τα γραφήματα να έχουν πολλαπλές ακμές με-
ταξύ δυο κορυφών καθώς και ακμές με ένα άκρο (βρόγχους).

Το γένος του dessin θα είναι απλά το γένος της S. Δυο dessins (S1, D1), (S2, D2)
θα λέγονται ισοδύναμα αν υπάρχει ένας ομοιομορφισμός από την S1 στην S2 που
διατηρεί τον προσανατολισμό και ο περιορισμός στο D1 επάγει ισομορφισμό με-
ταξύ τωνD1, D2 (ως χρωματισμένα γραφήματα).

Παρατήρηση 4.2 Στην πραγματικότητα η συνθήκη (i) είναι συνέπεια της συνθή-
κης (iii), μιας και ένα μονοπάτι που συνδέει δυο σημεία τουD πάνω στην επιφάνεια
S , είναι ομοτοπικό με ένα μονοπάτι πάνω στο σύνορο των όψεων και άρα ομοτο-
πικό με ένα μονοπάτι πάνω στοD.

Παρατήρηση 4.3 Μερικέςφορέςησυνθήκη (ii) παραλείπεται, και θεωρούνται des-
sins οποιαδήποτε γραφήματα μιας και κάθε γράφημα μπορεί να γίνει διχρωματι-
σμένο προσθέτοντας στο μέσο κάθε ακμής μια (λευκή) κορυφή. Τα dessins που προ-
κύπτουν με αυτό τον τρόπο βέβαια έχουν όλες τις λευκές κορυφές τους με βαθμό 2.
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Αλλά αυτό δεν είναι τόσο περιοριστικό όσο φαίνεται (βλέπε παρατήρηση 4.14). Τα
εμβαπτισμένα γραφήματα πάνω σε επιφάνειες αναφέρονται συχνά στη βιβλιογρα-
φία ως maps, ενώ τα διχρωματισμένα ως hypermaps.

Παρατήρηση 4.4 Τι μπορεί να πάει στραβά όταν εμφυτεύσουμε ένα διχρωματι-
σμένο γράφημα σε μια συμπαγή επιφάνεια ώστε να μην αποτελεί dessin ; Από την
παρατήρηση 4.2 μόνο η συνθήκη (iii) μπορεί να παραβιαστεί. Πράγματι ενδέχεται
κάποια συνεκτική συνιστώσα του S \ D να μην είναι ομοιομορφική με δίσκο. Για
παράδειγμα στο σχήμα 4.1 η εξωτερική συνιστώσα δεν είναι απλά συνεκτική (ο κόκ-
κινος βρόγχος είναι μη-τετριμμένος):

Σχηʆ μα 4.1: Αυτοʆ δεν ειʆναι dessin

Παραδείγματα 4.5 Όταν ένα dessin είναι εμβαπτισμένο πάνω στη σφαίρα τότε
μπορούμε να το σχεδιάσουμε στο επίπεδο θεωρώντας την εμφύτευση του επιπέ-
δου στη σφαίρα μέσω της στερεογραφικής προβολής. Από δω και πέρα όλα τα des-
sins που σχεδιάζονται χωρίς υποκείμενη επιφάνεια θα θεωρούνται πάνω στην P1C.
Από το σχήμα 4.2 παίρνουμε μια πρώτη γεύση από dessins πάνω στη σφαίρα. Επι-
πλέον το ίδια αφηρημένο γράφημα μπορεί να εμφανίζεται σε διαφορετικές επιφά-
νειες όπως στο σχήμα 4.3.

Ορισμός 4.6 Έστω (S,D) ένα dessin, μεm το πλήθος ακμές τις οποίες αριθμούμε
με τους 1, 2, . . . ,m. Ορίζουμε δυο μεταθέσειςσ0, σ1 στηνSm, την συμμετρική ομάδα
σεm σύμβολα. Θεωρούμε μικρές ανοικτές γειτονιές γύρω από τις λευκές κορυφές
έτσι ώστε να μην περιέχουν άλλη κορυφή και ορίζουμε σ0(i) = j αν σε μια περι-
στροφή γύρω από την λευκή κορυφή της ακμής i μέσα στην γειτονιά, με την θετική
φορά, συναντάμε τηνακμή j. Όμοια για τις μαύρες κορυφέςσχηματίζουμε τηνσ1. Το
ζεύγος (σ0, σ1) λέγεταιαναπαράστασημεταθέσεων (permutation representation)
του (S,D).

Παρατήρηση 4.7 Οι κύκλοι της σ0 είναι σε αντιστοιχία με τις λευκές κορυφές του
D, ενώ οι κύκλοι της σ1 με τις μαύρες αντίστοιχα. Επιπλέον, κύκλοι της σ0σ1 αντι-
στοιχούν στις όψεις τουD, ενώ η συνεκτικότητα του γραφήματος συνεπάγεται ότι
η ομάδα που παράγεται από τις σ0, σ1 δρα μεταβατικά στις ακμές.

Λαμβαʆ νοντας υποʆψη τηνπαραπαʆ νωπαρατηʆ ρησημπορουʆ με ναυπολογιʆσουμε
το γεʆνος ενοʆ ς dessin D αποʆ την αναπαραʆ σταση μεταθεʆσεων του χρησιμοποιωʆ -
ντας την χαρακτηριστικηʆ Euler.

Πρόταση 4.8 Έστω (S,D) ένα dessin με γένος g και αναπαράσταση μεταθέσεων
(σ0, σ1), σi ∈ Smτότε ισχύει:

2− 2g = |κύκλοι της σ0|+ |κύκλοι της σ1| −m+ |κύκλοι της σ1σ0|
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Σχηʆ μα 4.2: Μερικαʆ παραδειʆγματα dessins
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Σχηʆ μα 4.3: Δυʆ ο διαφορετικαʆ dessins με το ιʆδιο υποκειʆμενο γραʆφημα

Παρατήρηση 4.9 Τι συμβαίνει όμως στην αναπαράσταση μεταθέσεων αν αλλά-
ξουμε την αρίθμηση των ακμών; Αν θεωρήσουμε μια νέα αρίθμηση μετονομάζοντας
τις ακμές με μια σ ∈ Sm τότε για το νέο ζεύγος αναπαράστασης μεταθέσεων έχουμε

(σ′
0, σ

′
1) = (σ−1σ0σ, σ

−1σ1σ)

Το ζεύγος λοιπόν είναι καλά ορισμένο μόνο ως προς κλάσεις συζυγίας.

Πρόταση 4.10 Έστω ένα ζεύγος σ0, σ1 ∈ Sm με την ομάδα την οποία παράγουν
να δρα μεταβατικά σταm σύμβολα. Τότε υπάρχει ένα dessinS,D με αναπαράσταση
μεταθέσεων (σ0, σ1). Επιπλέον, κάθε δυο dessins με συζυγή αναπαράσταση μεταθέ-
σεων είναι ισοδύναμα.

4.2 Αντιστοιχία μεταξύ Dessins και ζευγών Belyi

Ορισμός 4.11 Έστω (S,D) ένα dessin, σε κάθε όψη διαλέγουμε ένα (εσωτερικό)
σημείο και το μαρκάρουμε με ∗. Ενώνουμε κάθε ∗ με όλες τις κορυφές του συνόρου
της όψης με ακμές που δεν τέμνονται στο εσωτερικό της όψης. Έτσι δημιουργείται
ένα κάλυμμα της S από τρίγωνα, το οποίο θα λέγεται τριγωνική αποσύνθεση του
D και θα συμβολίζεται T (D) (η αποσύνθεση αυτή δεν αποτελεί τριγωνοποίηση με
την τοπολογική έννοια μιας και τα τρίγωνα επιτρέπεται να τέμνονται σε πάνω από
μια ακμές). Τα τρίγωνα είναι δυο ειδών: αυτά που η καμπύλη

◦ → • → ∗ → ◦

είναι θετικά προσανατολισμένη ως σύνορο του τριγώνου και λέμε ότι είναι τύπου
+ , ενώ τα υπόλοιπα λέμε ότι είναι τύπου - . Λόγω κατασκευής σε κάθε ακμή τουD
εφάπτονται δυο τρίγωνα διαφορετικού τύπου. Τώρα για κάθε τρίγωνο T+ ∈ T (D),
τύπου + θεωρούμε έναν ομοιομορφισμό

f+T : T → H+
:= H ∪ R ∪∞

με

(4.1) f(◦) = 0, f(•) = 1, f(∗) =∞

και ο περιορισμός στο ∂T να είναι ομοιομορφισμός στο R ∪ {∞}. Αντίστοιχα για
τρίγωνα − τύπου -, θεωρούμε ομοιομορφισμούς

f−T− : T− → H−

όπου H− είναι το κλειστό κάτω ημιεπίπεδο, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συν-
θήκες (4.1) και ο περιορισμός στο ∂T− να είναι ομοιομορφισμός με το R ∪ {∞}.
Επιπλέον θέλουμε όταν δυο τρίγωνα T1, T2 διαφορετικού τύπου τέμνονται σε μια
ακμή e του dessin, τότε στην τομή τους T1 ∩ T2 οι fT1 , fT2 να συμπίπτουν.
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Πρόταση 4.12 Υπάρχει οικογένεια ομοιομορφισμών fT που να πληρεί τις προϋ-
ποθέσεις όπως παραπάνω και μια συνεχής απεικόνιση fT (D) : S → P1C που να
συμφωνεί με την {fT } στα τρίγωνα και ο περιορισμός

fT (D)| : S \ f−1{0, 1,∞} → P1C \ {0, 1,∞}

να είναι τοπολογικό κάλυμμα, δηλαδή ένα ζεύγος Belyi. Επιπλέον, για κάποια άλλη
επιλογήομοιομορφισμώνf ′T (D) προκύπτει ένα ισοδύναμοδιακλαδιζόμενοκάλυμμα,
δηλαδή η κλάση ισοδυναμίας του (S, fT (D)) εξαρτάται μόνο απ’ την κλάση ισοδυ-
ναμίας τουD, και άρα την γράφουμε fD .

Απόδειξη:Θασκιαγραφήσουμε τις κύριες ιδέες τηςαπόδειξης. Αρχικάκάθεομοιο-
μορφισμός από μια ακμή της ενός τριγώνου T σε ένα τμήμα του ∂H = R ∪ {∞}
επεκτείνεται σε έναν ομοιομορφισμό από ολόκληρο το ∂T στο ∂H. Επιπλέον, κάθε
ομοιομορφισμός από

∂T → ∂H

επεκτείνεται σε ομοιομορφισμό
T → H

Συνεπώς μπορούμε να “κολλήσουμε” αρχικά μεταξύ τους τους περιορισμούς των
αυτομορφισμών πάνω στις ακμές και στη συνέχεια να τους επεκτείνουμε στο εσω-
τερικό της κάθε όψης. Άρα εξαιρώντας τις κορυφές, μπορούμε να μαζέψουμε τους
ομοιομορφισμούς σε ένα τοπολογικό κάλυμμα. Θεωρώντας στην S την (μοναδική)
δομή επιφάνειας Riemann ώστε η f να είναι ολόμορφη έχουμε ότι το (S, f) είναι
ζεύγος Belyi.

Έστω τώρα μια άλλη επιλογή τριγώνων L(D) = {L±
i } και ομοιομορφισμών

h±L : L→ ∂H±

με hL(D) : S → P1C τον μορφισμό που επάγουν. H τριγωνική αποσύνθεση θα είναι
στην ουσία η ίδια υπό την έννοια ότι θα υπάρχουν ομοιομορφισμοί

F±
i : T±

i → L±
i

που ορίζονται από την σχέση

F±
i = (h±i )

−1 ◦ f±i

οι οποίοι αν κολληθούν δημιουργούν έναν ομοιομορφισμό F : S → S έτσι ώστε το
ακόλουθο διάγραμμα να είναι μεταθετικό:

..
..S ..S

. ..P1C

.

F

.f. h

δηλαδή οF είναι ισομορφισμός ζευγών Belyi και άρα η f δεν εξαρτάται από την επι-
λογή των τριγώνων και των ομοιομορφισμών f±i και άρα μπορούμε να γράφουμε
fD αντί για fT (D).

Έχουμε καταφεʆρει δηλαδηʆ να δειʆξουμε τη μια κατευʆ θυνση της αντιστοιχιʆας
που στοχευʆ ουμε.
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Πόρισμα 4.13 Υπάρχει μια καλά ορισμένη απεικόνιση

{Κλάσεις ισοδυναμίας των Dessins} → {Κλάσεις ισοδυναμίας ζευγών Belyi}

(S,D) 7→ (S, fD)

Έστω τωʆ ρα εʆνα ζευʆ γος Belyi (S, f) οριʆζουμε Df = f−1([0, 1]), και χρωματιʆ-
ζουμε τα σημειʆα f−1(0) λευκαʆ και τα σημειʆα f−1(1) μαυʆ ρα.
Πρόταση 4.14 (i) Το (S,Df ) είναι ένα dessin d’enfant.

(ii) Κάθε ένα από τα σύνολα

f−1[∞, 0], f−1[0, 1], f−1[1,∞]

είναι ένωση τοπολογικών διαστημάτωνπου όλα μαζί αποτελούν τις ακμές της
τριγωνικής αποσύνθεσης T (Df ).

(iii) f = fDf
.

Απόδειξη: Εφαρμόζοντας την πρόταση 1.32, έχουμε τα εξής συμπεράσματα:

(a) Για κάθε P ∈ f−1[0, 1], έχουμε έναν (τοπολογικό) δίσκο∆P γύρω από το P ,
με την f να είναι στο∆P της μορφής z 7→ zef (P ). Άρα για ϵ αρκετά μικρό, το

f−1[0, ϵ] ∩∆P

είναι μια συλλογή ξένων διαστημάτων που αρχίζουν από το P .

(b) Το f−1(P1C\ [0, 1]) = S \Df είναι μια ξένη ένωση (τοπολογικών) δίσκων με
κέντρα qi ∈ f−1(∞) και σε κάθε τέτοιο δίσκο ο περιορισμός της f είναι της
μορφής

z 7→ zef (qi)

(c) H f επάγει μια προβολή κάλυψης

f | : S \ f−1({0, 1,∞})→ P1C \ {0, 1,∞}

Για το (i), σίγουρα το Df είναι ένα διχρωματισμένο γράφημα και από το (b) είναι
dessin.

Για τα (ii), (iii) θεωρούμε το μεταθετικό διάγραμμα

..
..H+ \ {0, 1,∞} ..S \ f−1({0, 1,∞})

. ..P1C \ {0, 1,∞}

.i.

ĩ

. f

όπου ĩ είναι μια ανύψωση της εμφύτευσης

i : H+ \ {0, 1,∞} ↪→ P1C \ {0, 1,∞}

Η μεταθετικότητα του διαγράμματος συνεπάγεται ότι η ĩ είναι 1-1. Επιπλέον, η ĩ
επεκτείνεται ως εξής, θεωρούμε το σημείο P ∈ f−1(0) με ĩ(ϵ) ∈ ∆P όπως στο (a).
Αντίστοιχα ορίζουμε τα ĩ(1), ĩ(∞) και άρα μπορούμε να θεωρήσουμε το τρίγωνο

T := ĩ(H+
)

Με την ίδια διαδικασία για ανυψώσεις τουH− παίρνουμε τρίγωνα τύπου -. Μαζεύ-
οντας τα όλα μαζί έχουμε μια τριγωνική αποσύνθεση της S με f = fD .
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Πόρισμα 4.15 H παρακάτω απεικόνιση είναι καλά ορισμένη

{Κλάσεις ισοδυναμίας ζευγών Belyi} → {Κλάσεις ισοδυναμίας Dessins}

(S, f) 7→ (S,Df )

Δηλαδή το (S,Df ) είναι ένα dessin και η κλάση ισοδυναμίας του εξαρτάται από την
κλάση ισοδυναμίας του (S, f).

Συνδυαʆ ζοντας τα ποριʆσματα 4.13 , 4.15 καταληʆ γουμε στην αντιστοιχιʆα:

Θεώρημα 4.16 (Αντιστοιχία Grothendieck) Οι παρακάτω απεικονίσεις είναι η
μια αντίστροφη της άλλης.

{Κλάσεις ισοδυναμίας των Dessins} ←→ {Κλάσεις ισοδυναμίας ζευγών Belyi}

(S,D) 7−→ (S, fD)

(S,Df )←−[ (S, f)
Παραδείγματα 4.17 Ας δούμε μερικά dessins που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένα
ζεύγη Belyi.

(i) Για S = P1C, f1(z) = z3 το αντίστοιχο dessin είναι:

Σχηʆ μα 4.4:

(ii) f2(z) = 1− z3 = 1− f1(z)

Σχηʆ μα 4.5:

(iii) f3(z) = (4−z)(1+2z)2

27z (Σχήμα 4.6)

(iv) f4(z) = 4(z−1)3

27z = 1− f3(z) (Σχήμα 4.7)

(v) f5(z) = z3+3z2

4 (Σχήμα 4.8)

(vi) f6(z) = z3

z3−1 (Σχήμα 4.9)
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Σχηʆ μα 4.6:

Σχηʆ μα 4.7:

Σχηʆ μα 4.8:

Σχηʆ μα 4.9:

Σχηʆ μα 4.10:
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(vii) Θεωρούμε την επιφάνεια S που αντιστοιχεί στην ελλειπτική καμπύλη

C : {y2 = x3 + 1}

και την απεικόνιση f7(x, y) = 1
2 (1 + y) (Σχήμα 4.10).

Παρατήρηση 4.18 Τα dessins που όλες οι λευκές τους κορυφές έχουν βαθμό δυο
θα λέγονται clean. Για αυτού του είδους τα dessins έγραψε ο Grothendieck. Ξεκινώ-
ντας με ένα αυθαίρετο dessin (S,D), μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα clean dessin
(S,Dc) στην ίδια επιφάνεια με έναν απλό τρόπο.

Θεωρούμε το αντίστοιχο ζεύγος Belyi (S, fD). H συνδυαστική διαδικασία κατά
την οποία θεωρούμε όλες τις αρχικές κορυφές τουD μαύρες και προσθέτουμε μια
λευκή κορυφή στο μέσο κάθε ακμής μπορεί να υλοποιηθεί φορμαλιστικά ως εξής:

Θεωρούμε το dessin (S,Dc) που αντιστοιχεί στο ζεύγος Belyi

(S, g = 1 + 4f(f − 1))

Δηλαδή g = c ◦ f όπου

c(x) = 1 + 4x(x− 1) = 4

(
x− 1

2

)2

παρατηρούμε ότι
c(0) = c(1) = 1, c(∞) =∞

και η μοναδική κρίσιμη τιμή του c είναι το 0, μιας και το μοναδικό σημείο διακλά-
δωσης του είναι το 1

2 . Από την πρόταση 1.35 παίρνουμε για τις κρίσιμες τιμές της
g:

crit(g) = crit(c ◦ f) = crit(c) ∪ c(critf) = {0, 1,∞}

και συνεπώς είναι μορφισμόςBelyi. Επιπλέον για κάθεP ∈ g−1(0), είναι f(P ) =
1
2 και άρα ο δείκτης διακλάδωσης πάλι από 1.35 είναι

eg(P ) = ef (P )ec(f(P )) = 1 · ec
(
1

2

)
= 2

δηλαδή όλες οι λευκές κορυφές έχουν βαθμό 2.

4.3 Δράση Galois

Όπως εʆχουμε ηʆ δη δει, η ομαʆ δαGal(C) δρα παʆ νω στις επιφαʆ νειες Riemann και
τους μορφισμουʆ ς. Μιας και τα ζευʆ γη Belyi οριʆζονται παʆ νω αποʆ τοQ επαʆ γεται μια
δραʆ ση της αποʆ λυτης ομαʆ δας GaloisGQ και αʆ ρα μια δραʆ ση παʆ νω στα dessins. Για
εʆνα dessin (S,D) και εʆνα στοιχειʆο σ ∈ Gal(Q) το (S,D)σ οριʆζεται μεʆσω του κα-
νοʆ να:

..
..D ..Dσ

..(SD, fD) ..(SσD, f
σ
D)

.
σ
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οʆπου (SD, fD) ειʆναι το ζευʆ γος Belyi που αντιστοιχειʆ στοD, οποʆ τε οριʆζουμε τοDσ

να ειʆναι το dessin που αντιστοιχειʆ στο συζυγεʆς ζευʆ γος (SσD, fσD).

Θεώρημα 4.19 ΈστωD ένα dessin, τότε τα ακόλουθα μένουν αναλλοίωτα υπό τη
δράση της απόλυτης ομάδας GaloisGQ.

(i) Το πλήθος των ακμών,

(ii) Το πλήθος των λευκών κορυφών, των μαύρων κορυφών και των όψεων.

(iii) O βαθμός των λευκών και των μαύρων κορυφών καθώς και ο βαθμός των
όψεων.

(iv) Το γένος.

(v) Η ομάδα μονοδρομίας.

(vi) H ομάδα αυτομορφισμών.

Απόδειξη: Άμεση συνέπεια του θεωρήματος 3.25.

Στη συνεʆχεια, θα αποδειʆξουμε την πιστοʆ τητα της δραʆ σης Galois στα dessins
γεʆνους g. Θα ξεκινηʆ σουμε με την περιʆπτωση g = 0.

Παραδείγματα 4.20 Θεωρούμε τα dessins που μοιάζουν με τα σύμβολα του αρ-
σενικού και του θηλυκού. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι δεν είναι στην ίδια τροχιά
Galois μιας και οι λίστες τωνβαθμών τους δεν συμπίπτουν. Ας δούμεποια είναι απει-
κόνιση Belyi που αντιστοιχεί στο σύμβολο του θηλυκού.

Επιλέγουμε τις λευκές κορυφές του να είναι το 0 και το 1 όπως φαίνεται στο
σχήμα και το κέντρο της εξωτερικής συνιστώσας να είναι το∞ (υπενθυμίζουμε ότι
η επιφάνεια είναι ηP1C. Έστωακόμα b να είναι το εσωτερικό σημείο τηςφραγμένης
συνιστώσας με f(b) =∞.

Από τις προ-εικόνες του 0, έχουμε ότι ως προς πολλαπλασιασμό με σταθερά θα
πρέπει

f(z) =
z4(z − 1)2

P (z)

μιας και οι λευκές κορυφές έχουν βαθμούς (και άρα δείκτες διακλάδωσης) 4,2 . Και
P (z) κάποιο πολυώνυμο. Αφού η όψη του b έχει βαθμό 2 έχουμε ότι το z− b διαιρεί
τοP (z) αλλά το (z−b)2 όχι. Επιπλέον η εξωτερική όψη έχει βαθμό 10 άρα το z =∞
είναι προ-εικόνα του∞ με πολλαπλότητα 5, άρα στο z =∞ έχει πόλο τάξης 5.

Συμπεραίνουμε ότι

f(z) =
z4(z − 1)2

z − b
Παραγωγίζοντας παίρνουμε

f ′(z) =
z3(z − 1)(5z2 + (−3− 6b)z + 4b))

(z − b)2

και μιας και πρέπει η f ′(z) να έχει διπλή ρίζα (λόγω της μαύρης κορυφής βαθμού 3)
πρέπει η διακρίνουσα του 5z2 + (−3− 6b)z + 4b) πρέπει αν είναι 0 και άρα

36b2 − 44b+ 9 = 0
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0 

1

1

0 

Σχηʆ μα 4.11: Τα συʆ μβολα του αρσενικουʆ και του θηλυκουʆ ανηʆ κουν σε διαφορετι-
κεʆς τροχιεʆς Galois καʆ θε μια αποʆ τις οποιʆες εʆχει δυο στοιχειʆα

άρα

b =
−9 + 2

√
10

18
ή b =

−9− 2
√
10

18

Παρατηρώντας το διπλανό dessin στο σχήμα 4.11 έχουμε ότι ισχύουν τα ίδια επι-
χειρήματα και συνεπώς κάθε μια επιλογή του b αντιστοιχεί σε ένα από αυτά τα δυο.
Επιπλέον ένα στοιχείο της ομάδας Galois δρα στην f αν και μόνο αν ικανοποιεί

√
10 7→ −

√
10

και άραστέλνει το έναστοάλλο. Καταλήγουμε λοιπόνστοότι η εν λόγωτροχιάGalois
περιέχει ακριβώς δυο στοιχεία!

Για το σύμβολο του αρσενικού, με παρόμοια επιχειρήματα έχουμε

f(z) =
z3(z − 1)2

z − b

και παραγωγίζοντας

f ′(z) =
z2(z − 1)(4z2 + (−2− 5b)z + 3b))

(z − b)2

και μιας και πάλι υπάρχει διπλή ρίζα, η διακρίνουσα που μηδενίζεται είναι

25b2 − 28b+ 4 = 0

και καταλήγουμε και πάλι σε μια τροχιά Galois με δυο στοιχεία όπως πριν.
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4.4 Πιστότητα της δράσης Galois στο γένος 0

Υπενθυμιʆζουμε τον ορισμοʆ της πιστοʆ τητας μιας δραʆ σης:

Ορισμός 4.21 ’Έστω μια δράση μιας ομάδας G σε ένα σύνολο X , αυτή θα λέγε-
ται πιστή (faithful) αν δεν υπάρχουν μη-ταυτοτικά στοιχεία της G που να δρουν
τετριμμένα σε όλο τον χώρο δηλαδή αν g ∈ G με

∀x ∈ X, gx = x

τότε g = 1.

Οι πιστεʆς δραʆ σεις εʆχουν ιδιαιʆτερη σημασιʆα μιας και αφουʆ κανεʆνα στοιχειʆο δεν
δρα τετριμμεʆνα , “καμιʆα πληροφοριʆα” για την ομαʆ δα δε χαʆ νεται μεʆσω της δραʆ σης
κι εʆτσι μπορουʆ με να “δουʆ με” ολοʆ κληρη την ομαʆ δα μεʆσω της δραʆ σης αυτηʆ ς.

Ισχυροʆ τερα, θα δειʆξουμε οʆ τι η δραʆ σηGalois ειʆναι πιστηʆ παʆ νωσταδεʆντρα (des-
sins με μοʆ νο μια οʆψη). Το γεʆνος των δεʆντρων ειʆναι 0 αφουʆ εʆχουν μοʆ νο μια οʆψη και
μπορουʆ ν παρασταθουʆ ν ως πολυωʆ νυμα με το πολυʆ δυο (πεπερασμεʆνες) κριʆσιμες
τιμεʆς και φυσικαʆ τον ποʆ λο στο αʆ πειρο.

Ορισμός 4.22 Ένα πολυώνυμο λέγεται πολυώνυμο Shabat, αν έχει το πολύ δυο
πεπερασμένες κρίσιμες τιμές.

Πριν αποδειʆξουμε το θεωʆ ρημα, καταγραʆφουμε εʆνα τεχνικοʆ ληʆ μμα που θα χρεια-
στειʆ

Λήμμα 4.23 (i) Έστω δυο μονικά πολυώνυμα h1, h2 ∈ k[x] ίδιου βαθμού, όπου
k ένα υπόσωμα του C, με h1(0) = h2(0). Και δυο άλλα πολυώνυμα g1, g2 με

g1 ◦ h1 = g2 ◦ h2

Τότε h1 = h2.

(ii) Έστω δυο πολυώνυμα h1, h2 ∈ k[x] ίδιου βαθμού. Και δυο άλλα πολυώνυμα
g1, g2 με

g1 ◦ h1 = g2 ◦ h2

τότε υπάρχουν σταθερές c, d ∈ k× με h2 = ch1 + d.
Απόδειξη: (i) Έστω

h1(z) = zm + am−1z
m−1 + · · ·+ a1z

h2(z) = zm + bm−1z
m−1 + · · ·+ b1z

g1(z) = cnz
n + cn−1z

n−1 + · · ·+ c1z + c0

g2(z) = dnz
n + bn−1z

n−1 + · · ·+ d1z + d0

Τότε
g1 ◦ h1 = g2 ◦ h⇔

cn(z
m+am−1z

m−1+· · ·+a1z)n+cn−1(z
m+am−1z

m−1+· · ·+a1z)n−1+. . . c0 =

= dn(z
m+bm−1z

m−1+ · · ·+b1z)n+dn−1(z
m+bm−1z

m−1+ · · ·+b1z)n−1+ . . . d0
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Συγκρίνοντας μεγιστοβάθμιους συντελεστές παίρνουμε cn = dn. Ενώ για τους συ-
ντελεστές βαθμού nm− 1, παίρνουμε

ncnam−1 = ndnbm−1 ⇒ am−1 = bm− 1

και παρόμοια για βαθμού nm− 2

cn

((
n

2

)
a2m−1 + nam−2

)
= dn

((
n

2

)
b2m−1 + nbm−2

)
⇒ am−2 = bm−2

επαγωγικά βλέπει κανείς ότι ο συντελεστής του nm − j όρου του g1 ◦ h1 είναι πο-
λυώνυμο στους συντελεστές με δείκτες μεγαλύτερους τουnm−j και γραμμικό στον
anm−j , άρα η αντίστοιχη σχέση για το g2 ◦ h2 συνεπάγεται τελικά ότι

anm−j = bnm−j

(ii) Έστω
h1(z) = amz

m + am−1z
m−1 + · · ·+ a1z

h2(z) = bmz
m + bm−1z

m−1 + · · ·+ b1z

και g1, g2 όπως παραπάνω. Θεωρούμε τα

h̃1 := (h1 − a0)/am h̃2 := (h2 − b0)/bm

g̃1(x) := amx+ a0 g̃2(x) := g2(bmx+ b0)

και βλέπουμε ότι
g̃1 ◦ h̃1 = g1 ◦ h1 = g2 ◦ h2 = g̃2 ◦ h̃2

και άρα από (i) έχουμε ότι h̃1 = h̃2 που δίνει

h1 = amh̃1 + a0 = amh̃2 + a0 = am(h2 − b0)/bm + a0

δηλαδή υπάρχουν σταθερές όπως θέλαμε.

Θεώρημα 4.24 Η δράση της απόλυτης ομάδας Galois Gal(Q) στα δέντρα (ισοδύ-
ναμα στα πολυώνυμα Shabat) είναι πιστή. Ειδικότερα, η δράση στα dessins γένους
0 είναι πιστή.

Απόδειξη: (Lenstra) Έστω ένα μη τετριμμένο σ ∈ Gal(Q) και ένα a ∈ Q με
σ(a) ̸= a. Θα κατασκευάσουμε ένα δέντρο το οποίο δεν σταθεροποιείται από την σ.

Θεωρούμε ένα πολυώνυμο fa ∈ Q(a)[x] με

f ′a(x) = x(x− 1)(x− a)

δηλαδή διακλαδίζεται πάνω στο {0, 1, a}. Από Λήμματα 3.4, 3.5 υπάρχει ένα πολυώ-
νυμο q ∈ Q[x] με

Fa = q ◦ fa
να είναι πολυώνυμο Shabat. Τώρα δρώντας η σ έχουμε

Fσa = qσ ◦ fσa = q ◦ fσ(a)

Έστω τώρα ότι τα ζεύγη (P1C, Fa), (P1C, F σa ) είναι ισοδύναμα, δηλαδή υπάρχει ένα
μετασχηματισμός T με το διάγραμμα:
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..
..P1C ..P1C

. ..P1C

..
Fa

.

T

. Fσ
a

να είναι μεταθετικό. Μιας και T (∞) =∞ έχουμε ότι T (z) = cz + d. Και άρα

q ◦ fa(cz + d) = Fa(cz + d) = Fσa = q ◦ fσ(a)(z)

Από το λήμμα 4.23, έχουμε ότι υπάρχουν e, f έτσι ώστε

fa(cz + d) = efσ(a)(z) + f

Από κατασκευή, τα σημεία διακλάδωσης του fa έχουν δείκτες διακλάδωσης 2,3 και
4. Το δεξί μέλος έχει τα ίδια σημεία διακλάδωσης με το fσ(a) ενώ το αριστερό έχει
ως σημεία διακλάδωσης τις εικόνες των 0, 1, a μέσω του T−1. Και επειδή οι δείκτες
διακλάδωσης είναι διαφορετικοί , ξέρουμε ποιο σημείο απεικονίζεται σε ποιο. Συ-
γκεκριμένα αν x1, x2, x3 είναι τα σημεία διακλάδωσης της fa(cz + d) τότε

cx1 + d = 0, cx2 + d = 1, cx3 + d = a

οπότε αφού συμπίπτουν με τα σημεία διακλάδωσης του efσ(a)(z) + f έχουμε ότι

x1 = 0, x2 = 1, x3 = σ(a)

και άρα συμπεραίνουμε ότι
c = 1, d = 0

που δίνουν
σ(a) = a

το οποίο είναι άτοπο.

4.5 Πιστότητα της δράσης για g ≥ 1

Πρωʆ τα θα αποδειʆξουμε την περιʆπτωση g = 1 ( ελλειπτικεʆς καμπυʆ λες). Αυτοʆ
ειʆναι εʆνα ευʆ κολο συμπεʆρασμα αποʆ την ταξινοʆ μηση των καμπυλωʆ ν αυτωʆ ν μεʆσω
της j-invariant. Έστω C/C μια ελλειπτικηʆ καμπυʆ λη, υπενθυμιʆζουμε οʆ τι : [17]

(i) Οριʆζεται εʆνας μιγαδικοʆ ς αριθμοʆ ς j(C) που ειʆναι ρητηʆ συναʆ ρτηση των συ-
ντελεστωʆ ν του πολυωνυʆ μου που οριʆζει την C και λεʆγεται j-invariant της
καμπυʆ λης.

(ii) Μια αʆ λλη καμπυʆ λη C ′ ειʆναι ισοʆ μορφη με την C αν και μοʆ νο αν

j(C ′) = j(C)

δηλαδηʆ η j-invariant ειʆναι μια πληʆ ρης αναλλοιʆωτη.

(iii) Για καʆ θε μιγαδικοʆ αριθμοʆ j υπαʆ ρχει καμπυʆ λη C με j(C) = j.
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Πρόταση 4.25 Η δράση τηςGal(Q) στα dessins γένους 1 είναι πιστή
Απόδειξη:Ηαπόδειξη είναι απλώςηπαρατήρησηότι ηGal(Q)δραστην j-invariant

της αντίστοιχης καμπύλης. Δηλαδή

j(Cσ) = σ(j(C))

Άρα αν σ ∈ Gal(Q), με σ(a) ̸= a και ένα dessin με καμπύλη C έτσι ώστε j(C) = a.
Τότε j(Cσ) = σ(j(C)) = σ(a) άρα η C,Cσ δεν είναι ισόμορφες, συνεπώς ούτε τα
dessins τους.

Στη συνεʆχεια αποδεικνυʆ ουμε την περιʆπτωση g > 1. Θα χρησιμοποιηʆ σουμε για
την αποʆ δειξη εʆνα αποτεʆλεσμα αποʆ την θεωριʆα των υπερελλειπτικωʆ ν καμπυλωʆ ν,
το οποιʆο ξεκαθαριʆζει ποʆ τε δυο τεʆτοιες καμπυʆ λες ειʆναι ισοʆ μορφες. [5]

Θεώρημα 4.26 Έστω δυο υπερελλειπτικές καμπύλες

{y2 =

2g+2∏
i=1

(x− ai)} και {y2 =

2g+2∏
i=1

(x− bi)

είναι ισόμορφες αν και μόνο αν υπάρχει μετασχηματισμός MöbiusM ∈ PSL(2,C),
με

M({a1, a2, . . . a2g+2}) = {b1, b2, . . . b2g+2}

Θεώρημα 4.27 Η δράση τηςGal(Q) στις υπερελλειπτικές καμπύλες γένους g > 1
είναι πιστή. Ειδικότερα, η δράση στα dessins γένους g είναι πιστή. [5]

Απόδειξη:Έστω ένα σ ∈ Gal(Q) με σ ̸= 1, και ένα a ∈ Q με σ(a) ̸= a. Θεωρούμε
την οικογένεια υπερελλειπτικών καμπυλών:

Cn := {y2 = (x− 1)(x− 2) . . . (x− (2g + 1)(x− (a+ n)))}

Θα δείξουμε ότι υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε η Cn να μην είναι ισόμορφη με την Cσn .
Έστω πως δεν υπάρχει, δηλαδή για κάθε n οι Cn, Cσn είναι ισόμορφες. Άρα από

θεώρημα 4.26, υπάρχειMn ∈ PSL(2,C) μετασχηματισμός Möbius με

Mn({1, 2, . . . 2g + 1, a+ n}) = {1, 2, . . . 2g + 1, σ(a) + n}

Αφού ο Mn απεικονίζει τρία ρητά σημεία σε ρητά σημεία, μπορούμε να τον γρά-
ψουμε με ρητούς συντελεστές,Mn ∈ PSL(2,Q).

Επίσης μιας και a+ n /∈ Q έχουμε ότι

Mn(a+ n) = σ(a) + n

Από την άλλη, επειδή ένας μετασχηματισμός Möbius καθορίζεται πλήρως από το
που στέλνει τρία σημεία, έχουμε ότι το σύνολο

{Mn, n ∈ N}

περιλαμβάνει πεπερασμένους τέτοιους.
Θεωρούμε τρεις διακεκριμένους ακεραίους p, q, r μεMp =Mq =Mr . Ορίζουμε

επίσης τονM(z) :=Mp(a+ z)− σ(a), και βλέπουμε ότι

M(p) =Mp(a+ p)− σ(a) = p
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M(q) =Mp(a+ q)− σ(a) =Mq(a+ q)− σ(a) = q

M(r) =Mp(a+ r)− σ(a) =Mr(a+ r)− σ(a) = r

δηλαδή οM συμφωνεί με τον ταυτοτικό μορφισμό σε τρία σημεία και άρα είναι ο
ταυτοτικός μορφισμός. Άρα

Mp(a+ z) = z + σ(a)⇒Mp(z) = z + σ(a)− a

Συνεπώς έχουμε

Mp(i) = i+ σ(a)− a := li ∈ {1, 2, . . . 2g + 1}, i = 1, 2 . . . 2g + 1

και άρα
σ(a)− a = l1 − 1 = l2 − 2 = . . . l2g+1 − (2g + 1)

αλλά l1 − 1 ≥ 0 ενώ l2g+1 − (2g + 1) ≤ 0! Άρα όλες οι παραπάνω ισότητες είναι 0,
και άρα και σ(a) = a που αποτελεί αντίφαση.

Καʆ που εδωʆ τελειωʆ νει η προσπαʆ θεια εισαγωγηʆ ς στο κοʆ σμο των dessins, ο εν-
διαφεροʆ μενος αναγνωʆ στης παραπεʆμπεται στο [13] το οποιʆο αναδεικνυʆ ει τις διαʆ -
φορες πτυχεʆς των dessins και τις συνδεʆσεις τους με αʆ λλους κλαʆ δους των Μαθη-
ματικωʆ ν και της Φυσικηʆ ς.
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