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Πρόλογος

Στην πτυχιακή αυτή εργασία ϑα ασχοληθούµε µε ένα από τα σπουδαίοτερα

προβλήµατα της Θεωρίας Αριθµών την υπόθεση του Riemann για τη ζ - συνάρτηση.

Αρχικά ϑα ορίσουµε τη ζ - συνάρτηση σαν µια σειρά Dirichlet και ϑα δούµε τα

χωρία σύγκλισής της. Η ζ - συνάρτηση συγκλίνει στο ηµιεπίπεδο του µιγαδικού

επιπέδου που ορίζεται από την Re(z) ≥ 1. Η συναρτησιακή εξίσωση µας δίνει την

δυνατότητα να ορίσουµε την ζ-συνάρτηση ως µια µερόµορφη συνάρτηση σε όλο

το µιγαδικό επίπεδο εκτός από τον πόλο στο s = 1. Περιγράφουµε τα αναλυτικά

εργαλεία που χρειαζόµαστε για να σκιαγραφήσουµε την αποδείξη της συναρτησι-

ακής της εξίσωσης. Από την συναρτησιακή εξίσωση υπολογίζουµε τις τετριµµένες

ϱίζες της ζ - συνάρτησης και διατυπώνουµε την υπόθεση του Riemann για τις

µη τετριµµένες ϱίζες της. Η απόδειξη της υπόθεσης Riemann είναι ένα ανοιχτό

πρόβληµα, από τα σηµαντικότερα για την ϑεωρία αριθµών και τα µαθηµατικά

γενικότερα.

Θα µπορούσε να πει κανείς ότι διαισθητικά η ζ-συνάρτηση περιγράφει την

κατανοµή των πρώτων του δακτυλίου των ακεραίων Z του σώµατος των ϱητών

αριθµών. Υπάρχουν γόνιµες γενικεύσεις της ζ-συνάρτησης για αλγεβρικά σώµατα

αριθµών και πολλές ιδιότητες ενός σώµατος αριθµών αποτυπώνονται στην Ϲήτα

συνάρτηση του.

Από την άλλη µεριά τα σώµατα Q και Fp(t) παρουσιάζουν πολλές οµοιότητες.

Οι δακτύλιοι των ακεραίων τους Z, Fp[t] είναι για παράδειγµα και οι δύο µονοδιάσ-

τατοι δακτύλιοι του Dedekind. Οι αλγεβρικές επεκτάσεις του σώµατος Fp(t)
αντιστοιχούν σε σώµατα συναρτήσεων αλγεβρικών καµπυλών και τα ονοµάζουµε

αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων µίας µεταβλητής. Η ϑέαση των σωµάτων αυτών

ως σώµατα συναρτήσεων καµπυλών προσθέτει στο οπλοστάσιο µας ένα πλήθος

γεωµετρικών εργαλείων.
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Στην πτυχιακή αυτή εργασία προσπαθούµε να δόσουµε µία γενίκευση της ζ-

συνάρτησης. Οδηγούµαστε και πάλι σε µία µερόµορφη συνάρτηση στο µιγαδικό

επίπεδο, η οποία περιέχει όλη την πληροφορία για το πλήθος των σηµείων της

αντίστοιχης καµπύλης πάνω από κάθε επέκταση Fpr του Fp. Το ενδιαφέρον σχετικά

µε την ζ-συνάρτηση ενός σώµατος συναρτήσεων είναι ότι αθροίζεται σε µία ϱήτη

συνάρτηση στο C(t). Τοπολογικές και γεωµετρικές ιδιότητες της ζ-συνάρητησης

όπως για παράδειγµα το γένος της καµπύλης εµφανίζονται στην ϱητή γραφή της ζ-

συνάρτησης. Το κυριότερο όµως χαρακτηριστικό της ζ-συνάρτησης είναι ότι οι ϱίζες

της ικανοποιούν την υπόθεση Riemann.

Πρώτος ο A. Weil παρατήρησε ότι τα σηµεία µίας καµπύλης πάνω από το Fpr

είναι τα σταθερά σηµεία του οµοµορφισµού του Frobenious x 7→ xpr

και επιρεασ-

µένος από τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου της αλγεβρικής τοπολογίας κατάφερε

να δώσει µία «απόδειξη», υπό την προϋπόθεση ότι µία «κατάλληλη» συνοµολογιακή

ϑεωρία για αλγεβρικές καµπύλες υπήρχε. Την ϑεωρία αυτή την κατασκεύασε ο A.

Grothendick και η χρήση αυτής της ϑεωρίας οδήγησε τον P. Deligne στην απόδειξη

της εικασίας του Riemann για τις ζ-συναρτήσεις αλγεβρικών πολλαπλοτήτων.

Εµείς ϑα περιοριστούµε σε αλγεβρικές καµπύλες και στα σώµατα συναρτήσεων

τους και ϑα παρουσιάσουµε µία ϐατή απόδειξη της εικασίας του Riemann η οποία

οφείλεται στον Bombieri.

Αφού ορίσουµε τα εργαλεία και τις έννοιες που ϑα χρειαστούµε όπως του αλγε-

ϐρικού σώµατος συναρτήσεων, των ϑέσεων και των διαιρετών και την σύνδεσή τους

µε την γεωµετρία ϑα ορίσουµε την ζ-συνάρτηση ενός αλγεβρικού σώµατος συναρτή-

σεων και ϑα υπολογίσουµε την ϱητή έκφραση µε την ϐοήθεια του ϑεωρήµατος των

Riemann-Roch. Τέλος ϑα περιγράψουµε την απόδειξη της εικασίας του Riemann

και το ϕράγµα των Hasse-Weil



Περιεχόµενα

Πρόλογος iv

1 Οι συναρτήσεις Γάµµα και Ζήτα και οι L -σειρές 1

1.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Σειρές Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Η Γάµµα συνάρτηση του Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Η συναρτησική εξίσωση της ζ(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων 15

2.1 Θέσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Το Σώµα των ϱητών συναρτήσεων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 ∆ιαιρέτες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 Το ϑεώρηµα Riemman - Roch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Αλγεβρικές καµπύλες και αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων 39

3.1 Αφινική πολλαπλότητα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2 Προβολική πολλαπλότητα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Κάλυµµα προβολικής πολλαπλότητα µε αφινική πολλαπλότητα . . . 43

3.4 Το προβολικό κάλυµµα µιας αφινικής πολλαπλότητας . . . . . . . . 44

3.5 Ρητές απεικονίσεις και µορφισµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.6 Αλγεβρικές καµπύλες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4 Αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων / πεπερασµένων σωµάτων σταθερών 49

4.1 Η ζ-συνάρτηση του σώµατος συναρτήσεων . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2 Το ϑεώρηµα των Hasse-Weil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Βιβλιογραφία 80

vii



viii ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Οι συναρτήσεις Γάµµα και Ζήτα και οι L-σειρές

1.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό σκοπός µας είναι να µελετήσουµε τη Ϲήτα συνάρτηση του Rie-

mann ως µια σειρά Dirichlet και να µελετήσουµε την συναρτησιακή της εξίσωση.

Το  ο Euler έδωσε µια εναλλακτική απόδειξη του ϑεωρήµατος του Ευκλείδ-

η για την ύπαρξη άπειρων πρώτων αριθµών, αποδεικνύοντας ότι η σειρά
∑

p∈P p
−1

αποκλίνει, δηλαδή, ∑
p∈P

p−1 = ∞

P το σύνολο των πρώτων αριθµών

Αυτό το συµπέρανε από το γεγονός ότι η συνάρτηση

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

R3s>1= ∞, όταν s→ 1.

(Την απόδειξη ότι η απειρία των πρώτων αριθµών σχετίζεται µε την απόκλιση της

ζ - συνάρτησης του Euer ϑα την αποδείξουµε στο τέλος αυτής της ενότητας.)

Ο Riemann, µελετώντας την ζ - συνάρτηση του Euler, ϑεώρησε την µεταβλητή

s να είναι ένας µιγαδικός αριθµός της µορφής s = σ + it, όπου σ και t είναι πραγ-

µατικοί αριθµοί. Την σπουδαιότητα αυτής της ϑεώρησης ϑα την δούµε παρακάτω.
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2 Οι συναρτήσεις Γάµµα και Ζήτα και οι L-σειρές

1.2 Σειρές Dirichlet

Πριν αρχίσουµε να µιλάµε για τις σειρές Dirichlet ϑα πούµε δυο λόγια για τη σύγκ-

λιση σειρών και γινοµένων.

Ορισµός 1.1 (Σύγκλιση σειρών) ΄Εστω {an}∞n=1, n ∈ N µία ακολουθία πραγµατικών

αριθµών. Θα λέµε ότι η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό ` και ϑα

γράφουµε
∑∞

n=1 an = `, αν και µόνον αν η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων

σn = a1 + a2 + · · ·+ an, n ∈ N συγκλίνει στο ` δηλαδή limn→∞ σn = `.

Σηµείωση 1.2 Από τον προηγούµενο ορισµό αν ` = +∞ ϑα λέµε ότι η σειρά∑∞
n=1 an απειρίζεται ϑετικά, ενώ αν ` = −∞ ϑα λέµε ότι η σειρά

∑∞
n=1 an απειρίζε-

ται αρνητικά. Γενικά αν η σειρά απειρίζεται είτε ϑετικά είτε αρνητικά ϑα λέµε ότι

σειρά αποκλίνει.

Ορισµός 1.3 (Απόλυτη σύγκλιση σειρών) Θα λέµε ότι η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει

απόλυτα αν και µόνον αν η σειρά
∑∞

n=1 |an| συγκλίνει.

Σηµείωση 1.4 Η απόλυτη σύγκλιση µιας σειράς συνεπάγεται την απλή σύγκλιση

της, δηλαδή

∞∑
n=1

|an| < +∞⇒
∞∑

n=1

an < +∞.

Ορισµός 1.5 (Σύγκλιση άπειρου γινοµένου) ΄Εστω {zn}∞n=1 µία ακολουθία µη µη-

δενικών µιγαδικών αριθµών. Θα λέµε ότι το άπερο γινόµενο
∏∞

n=1 zn συγκλίνει σ’ έ-

να µη µηδενικό αριθµό `, αν η ακολουθία των µερικών γινοµένων PN = z1 ·z2 · · · zN

συγκλίνει στο ` δηλαδή limN→∞ PN = `.

Σηµείωση 1.6 Από τον προηγούµενο ορισµό αν ` = 0 τότε λέµε ότι το άπειρο

γινόµενο αποκλίνει στο 0.

Θεώρηµα 1.7 (Dirichlet) Αν k > 0 και (h, k) = 1 τότε υπάρχουν άπειροι πρώτοι

στην αριθµητική πρόοδο nk + h, n = 0, 1, 2, 3, . . ..

Η απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος (παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [TOMA]) ϐασίζεται στις

L - σειρές Dirichlet, που ϑα µιλήσουµε γι’ αυτές λίγο παρακάτω.

Ορισµός 1.8 (Χαρακτήρας Dirichlet) ΄Εστω k ∈ N \ {0} και η πεπερασµένη οµά-

δα Z∗k = {n (mod k) : µκδ (n, k) = 1}. Κάθε οµοµορφισµός οµάδων

χ : Z∗k −→ C∗

ϑα λέγεται χαρακτήρας Dirichlet mod k.
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Σχόλιο 1.9 Από τον προηγούµενο ορισµό έχουµε ότι ο χ ορίζεται µόνο στα n για τα

οποία µκδ (n, k) = 1. Επεκτείνουµε λοιπόν τον ορισµό ως εξής

χ(n) =

{
n (mod k), αν µκδ (n, k) = 1

0, αν µκδ (n, k) > 1

και ϑα τον ονοµάζπυµε και πάλι χαρακτήρα Dirichlet.

΄Ωστε χαρακτήρας Dirichlet να είναι µία συνάρτηση χ : Z → C µε τις ακόλουθες

ιδιότητες :

i. Υπάρχει ϑετικός ακέραιος k τέτοιος ώστε χ(n) = χ(n + k) για όλους τους

ακεραίους n.

ii. χ(n) = 0 για κάθε n µε µκδ(n, k) > 1.

iii. χ(mn) = χ(m)χ(n) για όλους τους ακεραίους m και n.

iv. χ(1) = 1.

Ορισµός 1.10 Μια σειρά Dirichlet είναι µία σειρά της µορφής

∞∑
n=1

zne
−λns

όπου {λn} είναι ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε λ1 < λ2 < · · · < λn → ∞,

zn αυθαίρετοι µιγαδικοί αριθµοί και s = σ + it ∈ C

Παράδειγµα 1.11 ΄Εστω λn = log n η σείρα Dirichlet γράφεται ως

∞∑
n=1

zn

ns

zn=f(n)

=
∞∑

n=1

f(n)
ns

όπου f(n), αριθµητική συνάρτηση.

Τη σειρά αυτή ϑα τη λέµε συνήθη σειρά Dirichlet.

Ορισµός 1.12 ΄Εστω k ∈ N και χ είναι ένας χαρακτήρας Dirichlet mod k. Η L-

σειρά Dirichlet ορίζεται ως εξής :

L(s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)
ns

Αφού |χ(n)| = 1 για κάθε ϕυσικό αριθµό n, έπεται ότι

∣∣∣ χ(n)
ns

∣∣∣≤ 1
nσ , άρα η L(s/x)

συγκλίνει απόλυτα για σ > 1.

Θεώρηµα 1.13 ΄Εστω ότι η σειρά
∑∞

n=1 |f(n)n−s| δεν συγκλίνει για όλα τα s ούτε

αποκλίνει για όλα τα s. Τότε υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός σa, που λέγεται

τετµηµένη απόλυτης σύγκλισης, τέτοιος ώστε η σιερά
∑∞

n=1 f(n)n−s
να συγκλίνει

απόλυτα για σ > σa, ενώ για σ < σa η σειρά να µην συγκλίνει απόλυτα.
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Απόδειξη : ΄Εστω D το σύνολο των πραγµατικών σ, για τους οποίους η σειρά

∞∑
n=1

|f(n)n−s|

αποκλίνει. Το D 6= ∅, διότι η σειρά δε συγκλίνει για όλους τους s, ενώ το D είναι

άνω ϕραγµένο, διότι η σειρά δεν αποκλίνει για όλα τα s. Εποµένως το D έχει

ένα ελάχιστο άνω ϕράγµα, που το ονοµάζουµε σa. Αν σ < σa, τότε σ ∈ D, διότι

διαφορετικά, το σ ϑα ήταν άνω ϕράγµα για το D, µικρότερο από το ελάχιστο άνω

ϕράγµα. Αν σ > σa, τότε σ 6∈ D, διότι το σa είναι άνω ϕράγµα για το D. 2

Παράδειγµα 1.14 Η συνάρτηση Ϲήτα του Riemann.

Η σειρά Dirichlet
∑∞

n=1 n
−s

συγκλίνει απόλυτα για σ > 1. ΄Οταν s = 1, η σειρά

αποκλίνει, οπότε σa = 1. Το άθροισµα αυτής της σειράς συµβολίζεται µε ζ(s) και

λέγεται συνάρτηση Ϲήτα του Riemann.

Σηµείωση 1.15 Αρχικά η συνάρτηση Ϲήτα του Riemann ορίζεται για σ > 1, κάνον-

τας χρήση της συναρτησιακής εξίσωσης, που ϑα µελετήσουµε παρακάτω, ϑα την

ορίσουµε σε όλο το C \ {1}.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε την έννοια της πολλαπλασιαστικής συνάρτησης και

αποδείξουµε το ϑεώρηµα που συνδέει µια άπειρη, συγκλίνουσα απόλυτα σειρά µε το

γινόµενο Euler. Αρχικά ας δούµε πως η σύγκλιση µιας µιγαδικής σειράς συνδέεται

µε τη σύγκλιση ενός άπειρου γινοµένου µιγαδικών όρων.

Πρόταση 1.16 Αν zn 6= −1 , n = 1, 2, . . . , το
∏∞

n=1(1 + zn) συγκλίνει αν και

µόνον αν η σειρά
∑∞

n=1 log(1 + zn) συγκλίνει (µε log z συµβολίζουµε τον κύριο

κλάδο του αλγορίθµου, δηλαδή −π < Im log z = arg z ≤ π).

Απόδειξη : Θέτουµε SK =
∑K

n=1 log(1 + zn). Τότε PK = eSK και , αν SK → S,

έχουµε PK → P = eS
. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι PK → P 6= 0. Τότε κάποιος

κλάδος του λογαρίθµου (τον οποίο ϑα συµβολίζουµε µε log∗) είναι συνεχής στο P

και log∗ PK → log∗ P όταν K →∞. Ορίζουµε επαγωγικά ακεραίους bn έτσι ώστε

K∑
n=1

(
log(1 + zn) + 2πbn

)
= log∗ PK .

Αφού η log∗ PK συγκλίνει, η σειρά

K∑
n=1

(
log(1 + zn) + 2πibn

)
συγκλίνει. Εποµένως, log(1+ zn)+2πibn → 0 όταν n→∞. Αφού zn → 0 και log
είναι ένας κύριος κλάδος του λογαρίθµου, έπεται ότι bn = 0, αν το n είναι αρκετά

µεγάλο. Συνεπώς, η σειρά
∑∞

n=1 log(1 + zn) συγκλίνει. 2
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Πρόταση 1.17 Αν η σειρά
∑∞

n=1 |zn| συγκλίνει, τότε το
∏∞

n=1(1 + zn) συγκλίνει

απόλυτα.

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι η
∑∞

n=1 |zn| συγκλίνει σ’ έναν αριθµό K, τέτοιον ώστε

για n > K να ισχύει |zn| < 1
2 . Τότε, αν n > K,

|log(1 + zn)| =
∣∣∣∣zn −

zn
2

2
+
zn

3

3
− · · ·

∣∣∣∣ ≤ |zn|
(

1 +
1
2

+
1
4

+ · · ·
)
≤ 2 |zn| .

Εποµένως, η σειρά
∑∞

n=K+1 log(1 + zn) συγκλίνει και, από την προηγούµενη πρό-

ταση, συγκλίνει και το απειρογινόµενο
∏∞

n=1(1 + zn). 2

Ορισµός 1.18 Λέµε ότι το άπειρο γινόµενο

∞∏
n=1

(1 + zn)

συγκλίνει απόλυτα, αν το άπειρο γινόµενο

∞∏
n=1

(1 + |zn|)

συγκλίνει.

Ορισµός 1.19 Η συνάρτηση f : N → C ϑα λέγεται πολλαπλασιαστική συνάρτηση

όταν

f(mn) = f(m)f(n)

για όλους τουςm,n ∈ N µε (m,n) = 1 και υπάρχει τουλάχιστον ένας n0 ∈ N τέτοιος

ώστε f(n0) 6= 0. Επιπλέον ϑα λέγεται πλήρως πολλαπλασιαστική συνάρτηση όταν

απαλείψουµε τον περιορισµό (m,n) = 1.

Παράδειγµα 1.20 Ο χαρακτήρας Dirichlet είναι µία πλήρως πολλαπλασιαστική

συνάρτηση.

Θεώρηµα 1.21 (Γινόµενο Euler ) Αν f πολλαπλασιατική και
∑∞

n=1 f(n) απολύτως

συγκλίνουσα τότε

∞∑
n=1

f(n) =
∏
p∈P

{
1 + f(p) + f(p2) + · · ·

}
και το απειρογινόµενο συγκλίνει απολύτως. Αν f πλήρως πολλαπλασιαστική τότε

∞∑
n=1

f(n) =
∏
p∈P

1
1− f(p)

.
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Απόδειξη : Αρχικά ορίζουµε

P (x) :=
∏
p≤x

{
1 + f(p) + f(p2) + · · ·

}
Το P (x) είναι πεπερασµένο γινόµενο απόλυτα συγκλινουσών σειρών, συνεπώς µ-

πορούµε να πολλαπλασιάσουµε ή να αλλάξουµε τη σειρά των όρων, χωρίς να

αλλάξει το άθροισµα. Θα έχουµε δηλαδή γινόµενα της µορφής

f(pa1
1 )f(pa2

2 ) · · · f(pan
n ) = f(pa1

1 p
a1
1 · · · pa1

n )

Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της αριθµητικής :

Κάθε ϕυσικός αριθµός n > 1 αναπαρίσταται σε γινόµενο πρώτων αρι-

ϑµών. Η αναπαράσταση αυτή είναι µοναδική αν αγνοήσουµε τη διάταξη

των παραγόντων του γινοµένου.

έχουµε ότι :

P (x) =
∑
n∈A

f(n)

όπου A = {n ∈ N
∣∣ οι πρώτοι παράγοντες του n είναι όλοι ≤ x}. Εποµένως

∞∑
n=1

f(n)− P (x) =
∑
n∈B

f(n)

όπου B = {n ∈ N
∣∣ ∃p ∈ P, p|n, τέτοιος ώστε p > x}. ΄Αρα∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

f(n)− P (x)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

|f(n)| ≤
∑
n>x

|f(n)|

Τώρα αφού
∑∞

n=1 |f(x)| συγκλίνει, έπεται ότι για x → ∞ το
∑∞

n>x |f(x)| → 0.

Επίσης από την πρόταση 1.17 γνωρίζουµε ότι :∏
(1 + zn) συγκλίνει απόλυτα ⇐⇒

∑
|zn| συγκλίνει.

Επίσης έχουµε ότι∑
p≤x

|f(p) + f(p2) + · · · | ≤
∑
p≤x

(
|f(p)|+ |f(p2)|+ · · ·

)
≤

∞∑
n=2

|f(n)|.

Αφού όλα τα µερικά αθροίσµατα είναι πεπερασµένα, η σειρά ϑετικών όρων∑
p∈P

|f(p) + f(p2) + · · · |

συγκλίνει, οπότε και το αντίστοιχο άπειρο γινόµενο συγκλίνει απόλυτα. Τώρα αν

η f είναι πλήρως πολλαπλασιαστική τότε f(pn) = f(p)n
για κάθε πρώτο p και

έχουµε συγκλίνουσες γεωµετρικές σειρές µε αθροίσµα
1

1−f(p) .

΄Αρα αποδείξαµε ότι
∞∑

n=1

f(n) =
∏
p∈P

1
1− f(p)

.

2
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Παράδειγµα 1.22 Η σειρά Dirichlet µπορεί να εκφραστεί σαν γινόµενο Euler

∞∑
n=1

f(n)
ns

=
∏
p∈P

1
1− f(p)p−s

;

Απόδειξη : Από προηγούµενο ϑεώρηµα η σειρά Dirichlet συγκλίνει απόλυτα για

σ > σa ∈ R.

Θέτω g(n) = f(n)
ns , η οποία είναι µια πολλαπλασιαστική συνάρτηση διότι f πολ-

λαπλασιαστική ⇒ g(mn) = f(mn)
(mn)s = f(m)

ms

f(n)
ns = g(m)g(n) για όλους τους

m,n ∈ N µε (m,n) = 1 και υπάρχει τουλάχιστον ένας n0 ∈ N τέτοιος ώστε

g(n0) 6= 0. Εποµένως έχουµε από το προηγούµενο ϑεώρηµα για την g(n) ότι

∞∑
n=1

g(n) =
∏
p∈P

{
1 + g(p) + g(p2) + · · ·

}
⇒

∞∑
n=1

f(n)
ns

=
∏
p∈P

{
1 +

f(p)
ps

+
f(p2)
p2s

+ · · ·
}

Αν f πλήρως πολλαπλασιαστική συνάρτηση ⇒ g πλήρως πολλαπλασιαστική

συνάρτηση. Εποµένως από το προηγούµενο ϑεώρηµα για τη g(n) έχουµε

∞∑
n=1

g(n) =
∏
p∈P

1
1− g(p)

⇒
∞∑

n=1

f(n)
ns

=
∏
p∈P

1
1− f(p)p−s

2

Παράδειγµα 1.23 Η ζ(s) συνάρτηση του Riemann µπορεί να εκφραστεί σαν γινόµενο

Euler

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

=
∏
p∈P

1
1− p−s

Απόδειξη : Από προηγούµενο παράδειγµα η ζ(s) συγκλίνει απόλυτα για σ > 1.
Θέτω g(n) = 1

ns , η οποία είναι πολλαπλασιαστική και πλήρως πολλαπλασιαστική

(προφανές).

Εποµένως

∞∑
n=1

g(n) =
∏
p∈P

1
1− g(p)

⇒
∞∑

n=1

1
ns

=
∏
p∈P

1
1− p−s

.

2

Τώρα, µπορούµε να απόδειξουµε την απειρία των πρώτων αριθµών.

Απόδειξη : Γνωρίζουµε ότι η σειρά
∑∞

n=1
1
n αποκλίνει και συγκεκριµένα απειρίζεται

ϑετικά. ΄Αρα από το ϑεώρηµα 1.21 προκύπτει ότι για f(n) = 1
n έχουµε :

∞∑
n=1

1
n

=
∏
p∈P

1
1− p−1
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αφού το άθροισµα απειρίζεται ϑετικά και το άπειρο γινόµενο ϑα απειρίζεται, εποµέν-

ως
∏

p∈P

(
1− 1

p

)
ϑα αποκλίνει στο 0, δηλαδή η κολουθία των µερικών γινοµένων

ϑα συγκλίνει στο 0, αλλά από την πρόταση 1.17 αφού το γινόµενο
∏

p∈P

(
1− 1

p

)
αποκλίνει στο 0 άρα και η σειρά

∑
p∈P

∣∣∣ 1p ∣∣∣ αποκλίνει. Τελικά

∑
p∈P

1
p

= +∞.

2

1.3 Η Γάµµα συνάρτηση του Euler

Για το υπόλοιπο του κεφαλαίου ϑα χρειαστούµε κάποιες από τις ιδιότητες της Γ-

συνάρτησης, έτσι στην ενότητα αυτή ϑα τις παραθέσουµε παραθέσουµε αν και δεν

ϑα µας χρειαστούν όλες. Αρχικά ϑα ορίσουµε την Γ-συνάρτηση.

Ορισµός 1.24 (Γ-συνάρτηση) Η Γ-συνάρτηση ορίζεται να είναι το γενικευµένο ολοκ-

λήρωµα

Γ(s) =
∫ ∞

0

e−tts
dt

t

για Re(s) > 0.

Ιδιοτητες :

1. Γ(1) = 1

2. Γ(s+ 1) = sΓ(s)

3. Γ(s)Γ(1− s) = π
sin(πs) ∀ s ∈ C \ Z.

4. Γ
(

s
2

)
Γ
(

s+1
2

)
=
√
π21−sΓ(s) ∀ s ∈ C \ {−n | n ∈ N∗} .

5. Γ(s+ 1) = s! για s ∈ N

Για τις αποδείξεις αυτών των ιδιοτήτων παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [ΓΙΑΝΑΝ].

1.4 Η συναρτησική εξίσωση της ζ(s)

Σ’ αυτή την ενότητα, όπως αναφέρει και ο τίτλος, ϑα αποδείξουµε την συναρτησι-

ακή εξίσωση της Ϲ-συνάρτησης, που απεδείχθει από τον Riemann στο άρθρο του

το . Η συναρτησιακή εξίσωση εκφράζει το ζ(s) ως συνάρτηση του ζ(1 − s).
΄Ετσι µε τον τρόπο αυτό µπορούµε να υπολογίσουµε τη Ϲ-συνάρτηση και για αρν-

ητικά s. Για παράδειγµα: ζ(−2), ζ(−4), . . . που αποτελούν τις τετριµµένες ϱίζες της

ζ - συνάρτησης.

Πριν προχωρίσουµε στην απόδειξη ϑα αναφέρουµε κάποιες προτάσεις και ορισ-

µούς που ϑα χρειαστούµε στη συνέχεια.
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Ορισµός 1.25 (Μετασχηµατισµός Mellin) Ο µετασχηµατισµός Mellin µιας συνάρτησης

f είναι

{Mf}(s) = φ(s) =
∫ ∞

0

f(t)ts
dt

t
.

Παρατήρηση 1.26 Ειδικότερα ο µετασχηµατισµός Mellin είναι ο µετασχηµατισµός

που σχετίζει τη συνηθισµένη σειρά Dirichlet f(s) =
∑∞

n=1 ann
−s

µε τη δυναµοσειρά

µε τους ίδιους συντελεστές F (s) =
∑∞

n=1 ans
n

ως εξής :

f(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

F (e−t)ts−1 dt.

Ορισµός 1.27 Ορίζουµε τη ϑήτα συνάρτηση ως εξής

Θ(t) :=
+∞∑

n=−∞
e−πtn2

(t > 0).

Πρόταση 1.28 Η ϑήτα συνάρτηση Θ(t) επαληθεύει την παρακάτω συναρτησιακή

εξίσωση

Θ(t) =
1√
t
Θ
(

1
t

)
.

Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [ΓΙΑΝΑΝ].

Πρόταση 1.29 Για t→ 0+
έχουµε :∣∣Θ(t)− t−

1
2
∣∣ < e−c/t

όπου c ϑετική σταθερά.

Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [ΓΙΑΝΑΝ].

Ορισµός 1.30 Μία συνάρτηση λέγεται αναλυτική σ’ ένα σηµείο z αν είναι παραγ-

ωγίσιµη σε µία περιοχή του z. Οµοίως λέγεται αναλυτική σ’ ένα σύνολο S αν είναι

παραγωγίσιµη σε όλα τα σηµεία ενός ανοικτού συνόλου που περιέχει το S.

Ορισµός 1.31 ΄Εστω f(z) = A(z)/B(z) µε A,B να είναι αναλυτικές στο z0 µε

A(z0) 6= 0 και B(z0) = 0, τότε λέµε ότι η f έχει πόλο στο z0.

Ορισµός 1.32 ΄Εστω f(z) = A(z)/B(z) και

f(z) =
∞∑
−∞

Ck(z − z0)k

σε µια τρυπηµένη περιοχή του z0, ο Res(f ; z0) λέγεται υπόλοιπο της f στο z0. Αν η

f(z) έχει απλό πόλο στο z0 τότε

Res(f ; z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z) =
A(z0)
B′(z0)

.
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Ορισµός 1.33 (Μερόµορφη συνάρτηση) Μερόµορφη λέµε µια µιγαδική συνάρτηση,

η οποία στο C εκτός από πόλους δεν έχει άλλα ανώµαλα σηµεία. Καθε µερόµορφη

συνάρτηση µπορεί να γραφεί ως πηλίκο δύο ακέραιων συναρτήσεων (ακέραια λέγε-

ται η συνάρτηση που είναι ορισµένη και αναλυτική στο C).

Πρόταση 1.34 Μία µιγαδική συνάρτηση f = u + iv είναι παραγωγίσιµη στο z αν

ικανοποιείται η Εξίσωση Cauchy - Riemann

fy = ifx(
fx = lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)
h

και fy = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)
h

)
ή ισοδύναµα

ux = vy και uy = −vx.

Θεώρηµα 1.35 Η Ϲήτα συνάρτηση του Riemann η οποία ορίζεται, κατ’ αρχήν, για

Re(s) > 1 επεκτείνεται αναλυτικά σ’ όλο το µιγαδικό s-επίπεδο, εκτός από µοναδικό

απλό πόλο στη ϑέση s = 1 µε ολοκληρωτικό υπόλοιπο ίσο προς 1. Αν Λ(s) :=
π−s/2Γ

(
s
2

)
ζ(s) τότε η Λ(s) παραµένει αναλλοίωτη αν

s 7→ 1− s Λ(s) = Λ(1− s)

δηλαδή η ζ(s) επαληθεύει τη συναρτησιακή εξίσωση

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s).

Απόδειξη : Για να καταλήξουµε στο Ϲητούµενο ϑα χρησιµοποιήσουµε τον µετασχη-

µατισµό Mellin, που αναπτύξαµε παραπάνω∫ ∞

0

Θ(t)ts
dt

t
.

΄Οπως ορίσαµε προηγούµενα

Θ(t) =
∞∑

n=−∞
e−πtn2

συνεπώς για µεγάλο t και n 6= 0 όλοι οι όροι ϕθίνουν στο 0, ενώ για n = 0 η Θ(t)
τείνει στο 1. Από την άλλη µεριά για πολύ µικρό t και κοντά στο 0 η πρόταση

1.29 λέει ότι η Θ(t) τείνει στο t−1/2
. Επειδή όµως ϑέλουµε ο µετασχηµατισµός µας

να συγκλίνει και στα δύο άκρα ϑα πρέπει να προσθέσουµε διαφορετικούς όρους,

επιπλέον ϑα πρέπει να ϑέσουµε s = s/2 γιατί διαφορετικά ϑα πάρουµε την τιµή

ζ(2s) αντι για ζ(s) που ϑέλουµε.

Ορίζουµε λοιπόν

φ(s) :=
∫ ∞

1

ts/2
(
Θ(t)− 1

) dt
t

+
∫ 1

0

ts/2

(
Θ(t)− 1√

t

)
dt

t
.
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Τώρα ϑα ελέγξουµε αν οι ποσότητες Θ(t)−1 και Θ(t)− 1√
t

συγκλίνουν για κάθε

s. Αρχικά η ποσότητα

Θ(t)− 1 =
∞∑

n=−∞
e−πtn2

− 1 = 2
∞∑

n=1

e−πtn2 t→∞−→ 0 ∀ s ∈ C

αλλά και η ποσότητα Θ(t)− 1√
t

από την πρόταση (1.29) συγκλίνει για κάθε s.

Αφού η Θ(t) όταν t → 0 ϕράσεται από την t−
1
2 , στο διάστηµα (0, 1] µπορούµε

να πάρουµε s τέτοιο ώστε Re(s) > 1, συνεπώς το ολοκλήρωµα∫ 1

0

ts/2

(
Θ(t)− 1√

t

)
dt

t

είναι ∫ 1

0

t
s
2 Θ(t)

dt

t
−
∫ 1

0

t
s−1
2
dt

t
=

∫ 1

0

t
s
2 Θ(t)

dt

t
− 2
s− 1

t
2

s−1

∣∣∣1
0

=
∫ 1

0

t
s
2 Θ(t)

dt

t
− 2
s− 1

.

Εποµένως για s ∈ C µε Re(s) > 1 έχουµε

φ(s) = 2
∞∑

n=1

∫ ∞

1

e−πtn2
t

s
2
dt

t
+

(∫ 1

0

t
s
2
dt

t
+ 2

∞∑
n=1

∫ 1

0

e−πtn2
t

s
2
dt

t
− 2
s− 1

)

= 2
∞∑

n=1

∫ ∞

0

e−πtn2
t

s
2
dt

t
+

2
s
t

2
s

∣∣∣1
0
− 2
s− 1

= 2
∞∑

n=1

∫ ∞

0

e−πtn2
t

s
2
dt

t
+

2
s
− 2
s− 1

.

Τώρα µε τη χρήση του µετασχηµατισµού Mellin∫ ∞

0

ts−1e−nt dt = n−sΓ(s)

µπορούµε να ϑέσουµε c = n, για κάθε σταθερά c > 0 και να πάρουµε∫ ∞

0

tse−ct dt

t
= c−sΓ(s). (1.1)

Αν ϑέσουµε c = πn2
και s 7→ s/2 και πολλαπλασιάσουµε την φ(s) που υπ-

ολογίσαµε παραπάνω µε 1/2 και αντικαταστήσουµε τον µετασχηµατισµό Mellin της

σχέσης (1.1) παίρνουµε

1
2
φ(s) =

∞∑
n=1

(πn2)−
s
2 Γ
(s

2

)
+

1
s

+
1

1− s

= π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) +

1
s

+
1

1− s
.
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΄Οπως δείξαµε τα ολοκληρώµατα που ορίζουν την φ(s) συγκλίνουν για κάθε s,

συνεπώς η φ(s) είναι µία ακέραια συνάρτηση του s. Εποµένως, υπάρχει µερόµορφη

συνάρτηση του s σε όλο το µιγαδικό επίπεδο, η

π
s
2

Γ
(

s
2

) (1
2
φ(s)− 1

s
+

1
1− s

)
= ζ(s)

η οποία είναι η ζ(s) για Re(s) > 1. Επειδή πs/2
, 1/

(
Γ(s/2)

)
και φ(s) είναι όλες

ακέραιες συναρτήσεις, έπεται ότι οι µόνοι πιθανοί πόλοι είναι για s = 0 και s = 1.

Αλλά κοντά στο s = 0 µπορούµε να αντικαταστήσουµε το sΓ(s/2) του παρονοµαστή

µε

2
(s

2

)
Γ
(s

2

)
= 2Γ

(s
2

+ 1
)
6= 0 καθώς s→ 0

Σηµείωση 1.36 Η ανωτέρω σχέση προκύπτει µε τη ϐοήθεια της ιδιότητας 2 της Γ
συνάρτησης, δηλαδή

Γ(s+ 1) = sΓ(s)
s 7→ s

2=⇒ Γ
(s

2
+ 1
)

=
(s

2

)
Γ
(s

2

)
.

΄Αρα έχουµε µοναδικό πόλο για s = 1 του οποίου το ολοκληρωτικό υπόλοιπο

είναι

lim
s→1

(s− 1)
π

s
2

Γ( s
2 )

(
1
2
φ(s)− 1

s
+

1
s− 1

)
=

π
1
2

Γ
(

1
2

) (∗)

Από την ιδιότητα 4 της Γ έχουµε ότι

Γ
(s

2

)
Γ
(
s+ 1

2

)
=

√
π21−sΓ(s) (για s = 1)

Γ
(

1
2

)
Γ
(

1 + 1
2

)
=

√
π21−1Γ(1)

(
Γ(1) = 1

)
Γ
(

1
2

)
= π

1
2

΄Αρα τελικά

(∗) ⇒ π
1
2

Γ
(

1
2

) =
π

1
2

π
1
2

= 1.

Μένει λοιπόν να δείξουµε την συναρτησιακή εξίσωση.

΄Εχουµε

Λ(s) =
1
2
φ(s)− 1

s
− 1
s− 1

. (1.2)

Επειδή η s 7→ 1− s αφήνει αναλοίωτο το 1/s+ 1/(s− 1) αρκεί φ(s) = φ(1− s).
Τώρα χρειαζόµαστε την συναρτησιακή εξίσωση της ϑήτα συνάρτησης (πρόταση

1.28)

Θ(t) =
1√
t
Θ
(

1
t

)
.

Αν στον ορισµό της φ(s) αντικαταστήσουµε το t µε
1
t παίρνουµε :

φ(s) =
∫ 1

0

t−
s
2

[
Θ
(

1
t

)
− 1
]
dt

t
+
∫ ∞

1

t−
s
2

[
Θ
(

1
t

)
−
√
t

]
dt

t
(1.3)



Η συναρτησική εξίσωση της ζ(s) 13

οπότε η πρόταση 1.29 µας δίνει

(1.3) =
∫ 1

0

t−
s
2

(√
tΘ(t)− 1

) dt

t
+
∫ ∞

1

t−
s
2

(√
tΘ(t)−

√
t
) dt

t

=
∫ 1

0

t
1−s
2

(
Θ(t)− 1√

t

)
dt

t
+
∫ ∞

1

t
1−s
2 (Θ(t)− 1)

dt

t

= φ(1− s).

Αποδείξαµε λοιπόν αυτό που Ϲητούσαµε φ(s) = φ(1 − s) και εποµένως Λ(s) =
Λ(1− s). Καταλήξαµε τελικά τη συναρτησιακή εξίσωση της ζ - συνάρτησης. 2

Παρατήρηση 1.37 Η πληροφορία ότι το s είναι ένας µιγαδικός αριθµός είναι πολύ

συµαντική. Αρχικά η ζ - συνάρτηση ορίζεται για Re(s) > 1, δηλαδή σε ανοικτό

και συνεκτικό χωρίο. Επιπλέον, από την συναρτησιακή εξίσωση επεκτείνεται στο

ηµιεπίπεδο µε Re(s) < 0. ΄Αρα από την µιγαδική ανάλυση και λόγω αναλυτικής

συνέχισης η επέκταση αυτή είναι µοναδική.

Στη συνέχεια ϑα µορφοποιήσουµε την συναρτησιακή εξίσωση ώστε να µπορέ-

σουµε να ϐρούµε τις τετριµµένες ϱίζες της συνάρτησης ζ του Riemann.

Υπολογισµός των τετριµµένων ϱιζών της ζ-συνάρτησης.

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s) ⇒

ζ(s) = πs− 1
2
Γ
(

1−s
2

)
Γ
(

s
2

) ζ(1− s) (1.4)

Πρώτα ϑα απλοποιήσουµε την ποσότητα

Γ
(

1−s
2

)
Γ
(

s
2

) .

Από την ιδιότητα 3 της Γ-συνάρτησης εύκολα υπολογίζουµε ότι :

Γ
(s

2

)
=

π

Γ
(
1− s

2

)
sinπ s

2

και αν αντικαταστήσουµε το προηγούµενο στην ποσότητα
Γ( 1−s

2 )
Γ( s

2 )
ϑα έχουµε

Γ
(

1−s
2

)
Γ
(
1− s

2

)
sin
(
π s

2

)
π

.

Θέτουµε s = 1− s (ο µετασχηµατιµός είναι καλός αφού είναι αντιστρέψιµος), ε-

ποµένως η ποσότητα Γ
(

1−s
2

)
Γ
(
1− s

2

)
γίνεται Γ

(
s
2

)
Γ
(

1+s
2

)
η οποία από την ιδιότη-

τα 4 της Γ-συνάρτησης για ισούται µε

√
π21−sΓ(s).

και αντιστρέφοντας τον µετασχηµατισµό έχουµε

Γ
(

1−s
2

)
Γ
(

s
2

) = π−1/22sΓ(1− s) sin
(
π
s

2

)
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αντικαθιστούµε στην συναρτησιακή εξίσωση και παίρνουµε

ζ(s) = πs−12sΓ(1− s) sin
(
π
s

2

)
ζ(1− s)

Οι τετριµµένες ϱίζες της συναρτησιακής εξίσωσης είναι οι ϱίζες του ηµιτόνου που

ϐρίσκεται µέσα στην συναρτησική εξίσωση, δηλαδή

sin
(
π
s

2

)
= 0 ⇒ sin

(
π
s

2

)
= sin 0 ⇒ s =

{
4m

4m+ 2
m ∈ Z∗

Μπορούµε να γενικεύσουµε τις ϱίζες της συναρτησιακής εξίσωσης και ϑα έχουµε

s = 2k, k ∈ Z∗. ΄Οµως για τις ϑετικές τιµές του k ϑα πάρουµε τις τιµές της ζ -

συνάρτησης ζ(2), ζ(4), . . . οι οποίες δεν είναι µηδέν. Συνεπώς οι τετριµµένες ϱίζες

της ζ - συνάρτησης ορίζονται για τις αρνητικές τιµές του k. ΄Αρα οι τετριµµένες ϱίζες

της ζ - συνάρτησης είναι

s = −2k, k ∈ N∗.

Σηµείωση 1.38 Θα πρεπει s 6= 1, αφού για s = 1 η ζ(s) δεν συγκλίνει και επιπλέον

τις τιµές s = −k στις οποίες η Γ-συνάρτηση έχει πόλους τάξης 1.

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να ορίσουµε την εικασία του Riemann.

Η εικασία του Riemman

Οι µη τετριµµένες ϱίζες της ζ-συνάρτησης έχουν πραγµατικό µέρος

1/2.

Παράδειγµα 1.39 Από τον προηγούµενο υπολογισµό για το s διαλέγουµε k = 1
και k = 2 έτσι έχουµε s = −2 και s = −4 άρα ζ(−2) = 0 και ζ(−4) = 0.

Παράδειγµα 1.40

ζ(2) =
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6

(΄Ενας τρόπος να υπολογίσουµε την ζ(2) είναι να υπολογίσουµε το πλήρες σύστηµα

Fourier της συνάρτησης f(x) = x, x ∈ [−1, 1]).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων

2.1 Θέσεις

Σηµείωση 2.1 (Ορισµός)

i. Αν η ϕ : R→ R′ είναι οµοµορφισµός και 1− 1 λέγεται µονοµορφισµός.

ii. Αν η ϕ : R→ R′ είναι οµοµορφισµός και επί λέγεται επιµορφισµός.

iii. Αν η ϕ : R→ R′ είναι οµοµορφισµός και 1− 1 και επί λέγεται ισοµορφισµός.

Ορισµός 2.2 ΄Εστω F ένα σώµα και K υπόσωµα του F .

i. Το F/K λέγεται επέκταση σώµατος. Θεωρώντας το F ως έναν διανυσµατικό

χώρο πάνω από το K, η διάστασή του ονοµάζεται ϐαθµός του F/K και συµ-

ϐολίζεται µε [F : K].

ii. Το F/K λέγεται πεπρασµενη επέκταση αν [F : K] = n < ∞. Τότε υπάρχει

µία ϐάση {a1, . . . , an} του F/K, δηλαδή κάθε γ ∈ F γράφεται µε µοναδικό

τρόπο στη µορφή

γ =
n∑

i=1

ciai µε ci ∈ K.

Αν F/K και M/F είναι πεπερασµένες επεκτάσεις, τότε και το M/K είναι

πεπερασµένη επέκταση και ισχύει

[M : K] = [M : F ] · [F : K].

15
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iii. ΄Ενα στοιχείο a ∈ F καλείται αλγεβρικό πάνω από το Κ αν υπάρχει µη

µηδενικό πολυώνυµο f(x) ∈ K[x] (K[x]: ο δακτύλιος πολυωνύµων του x µε

συντελεστές από τοK) έτσι ώστε f(a) = 0. Αν δεν υπάρχει πολυώνυµο που να

ικανοποιεί τις παραπάνω προΰποθέσεις τότε το στοιχείο a δεν είναι αλγεβρικό

πάνω από το K, το a τότε καλείται υπερβατικό πάνω από το Κ.

iv. Η επέκταση σώµατος F/K λέγεται αλγεβρική επέκταση αν όλα τα στοιχεία

a ∈ F είναι αλγεβρικά πάνω από το K.

Σχόλια 2.3

i. ΄Εστω γ1, . . . , γr ∈ F . Το µικρότερο υπόσωµα του F το οποίο περιέχει το K

και όλα τα στοιχεία γ1, . . . , γr το συµβολίζουµε µε K(γ1, . . . , γr). Η επέκ-

ταση K(γ1, . . . , γr)/K είναι πεπερασµένη αν-ν όλα τα γi, i = 1, . . . , r είναι

αλγεβρικά πάνω από το Κ.

ii. Ειδικότερα το a ∈ F είναι αλγεβρικό πάνω από το K αν και µόνο αν [K(a) :
K] <∞.

Παράδειγµατα 2.4

i. Το Q(
√

2) είναι µια πεπερασµένη επέκταση του Q, µε [Q(
√

2) : Q] = 2. Το√
2 είναι αλγεβρικό πάνω του Q, εφόσον υπάρχει µη µηδενικό πολυώνυµο

f(x) = x2 − 2 ∈ Q[x], του οποίου ο

√
2 είναι ϱίζα.

ii. Οµοίως το C είναι µια πεπερασµένη επέκταση του R, µε [C : R] = 2. Το i είναι

αλγεβρικό πάνω από το Q, αφού είναι ϱίζα του (x2 + 1) ∈ R[x].

iii. Οι αριθµοί π και e είναι υπερβατικοί πάνω από το Q. ΄Οµως οι π και e είναι

αλγεβρικοί πάνω από το R ως ϱίζες των (x − π) ∈ R[x] και (x − e) ∈ R[x]
αντίστοιχα.

Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να αναφέρουµε την αιτιολόγηση της έκφρασης «πάνω

από» που ϑα χρησιµοποιούµε συχνά στη συνέχεια του κεφαλαίου.

Σχόλιο 2.5 ΄ΕστωK είναι ένα σώµα. ΄Οταν µιλάµε για µια επέκταση ενός σώµατος,

για παράδειγµα F , πάνω από το K µπορούµε να δούµε το F σαν ένα διανυσµατικό

χώρο πάνω από το K όπου η πρόσθεση διανυσµάτων ταυτίζεται µε τη συνήθη πρόσ-

ϑεση του σώµατος F και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιαµός ενός στοιχείου του F µε ένα

στοιχείο του K ταυτίζεται µε τον συνήθη πολλαπλασιασµό στο F .

΄Ενα απλό παράδειγµα είναι το εξής

Παράδειγµα 2.6 Για κάθε σώµα K µπορούµε να δούµε τον K[x] ως διανυσµατικό

χώρο πάνω από το K, στον οποίο η πρόσθεση διανυσµάτων ταυτίζεται µε τη συνήθη

πρόσθεση πολυωνύµων του K[x] και το ϐαθµωτό γινόµενο ενός στοιχείου του K[x]
µε ένα στοιχείο του K ταυτίζεται µε το γινόµενο στον K[x].
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Ορισµός 2.7 (Αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων) ΄Ενα αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων

F/K µίας µεταβλητής πάνω από το K είναι µία επέκταση σώµατος F (⊇ K) έτσι

ώστε F να είναι µία πεπερασµένη αλγεβρική επέκταση του K(x) για κάποια x ∈ F
τα οποία είναι υπερβατικά πάνω από το K. Για συντοµία το F/K το λέµε σώµα

συναρτήσεων.

Για εκείνα τα στοιχεία του F που είναι υπερβατικά πάνω από το K ισχύει η

ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 2.8 ΄Ενα στοιχείο z ∈ F είναι υπερβατικό πάνω από το K αν και µόνο

αν [F : K(z)] <∞.

Απόδειξη : (=⇒)
΄Ενα z ∈ F λέµε ότι είναι υπερβατικό πάνω από το K, αν δεν υπάρχει ανάγωγο

πολυώνυµο ελαχίστου µε συντελεστές από το K που να έχει ως ϱίζα το z, δηλαδή

F∣∣ πεπερασµένη

K(z)∣∣ άπειρη

K

εποµένως [F : K(z)] <∞.

(⇐=)
Αν [F : K(z)] < ∞ και z αλγεβρικό τότε [K(z) : K] < ∞. Εποµένως [F :

K] = [F : K(z)] · [K(z) : K] <∞. ΄Ατοπο, άρα z υπερβατικό πάνω από το K. 2

Ορισµός 2.9 Το σύνολο

K̃ := {z ∈ F : z είναι αλγεβρικό πάνω από το K}

λέγεται σώµα των σταθερών του F/K.

Παρατηρήσεις 2.10

i. Το K̃ είναι υπόσωµα του F .

Πράγµατι, αν a, β αλγεβρικά στοιχεία του F , αρκεί να δείξουµε ότι a+ β, a ·
β,−a και a−1

(µε a 6= 0) είναι επίσης αλγεβρικά. Αφού a είναι αλγεβρικό

ισχύει [K(a) : K] <∞. Επιπλέον το β είναι αλγεβρικό πάνω από το K άρα

είναι και αλγεβρικό πάνω απο το σώµα K(a). ΄Αρα το σώµα K(a, β) είναι

µία πεπερασµένη επέκταση του K(a), δηλαδή [K(a, β) : K(a)] <∞. Επειδή

K ⊂ K(a), το [K(a, β) : K] είναι επίσης πεπερασµένο. ΄Αρα κάθε στοιχείο

του K(a, β) είναι αλγεβρικό πάνω από το K. Τα στοιχεία a+ β, a · β,−a και

a−1
ϐρίσκονται όλα στο K(a, β). ΄Αρα είναι αλγεβρικά.
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ii. Ισχύει ότι K ⊆ K̃ ⊂ F και ότι το F/K̃ είναι σώµα συναρτήσεων πάνω από το

K̃.

iii. ΤοK ϑα λέγεται αλγεβρικά κλειστό στοF (δηλαδή κάθε µη σταθερό πολυώνυ-

µο στον K[x] έχει µία ϱίζα στο K) αν K̃ = K.

Παράδειγµατα 2.11 Το απλούστερο παράδειγµα ενός αλγεβρικού σώµατος συναρτή-

σεων είναι το σώµα των ϱητών συναρτήσεων.

Το F/K ονοµάζεται ϱητό αν F = K(x) για κάποιο x ∈ F υπερβατικό πάνω από

το K.

Κάθε στοιχείο z(6= 0) ∈ K(x) γράφεται µε µοναδικό τρόπο

z = a ·
∏

i

pi(x)n
i (2.1)

όπου a(6= 0) ∈ K, τα pi(x) ∈ K[x] έχουν µεγιστοβάθµιο συντελεστή µονάδα (µονικά

πολυώνυµα) και είναι ανάγωγα, ni ∈ Z.

Σχόλια 2.12

i. ΄Ενα αυθαίρετο σώµα συναρτήσεων F/K (το οποίο δεν είναι απαραίτητα ϱητό)

συχνά αναπαρίσταται ως µία απλή αλγεβρική επέκταση σώµατος, του σώµατος

των ϱητών συναρτήσεων K(x), δηλαδή F = K(x, y), όπου ϕ(y) = 0 για

κάποια ανάγωγα πολυώνυµα ϕ(t) ∈ K(x)[t].

ii. Αν F/K δεν είναι ϱητό σώµα συναρτήσεων, δεν είναι σαφές αν κάθε µη µη-

δενικό στοιχείο z ∈ F δέχεται ανάλυση ανάλογης της (2.1). Πράγµατι δεν

είναι ξεκάθαρο τι εννοούµε όταν λέµε ανάγωγο στοιχείο του F . ΄Ενα άλλο

πρόβληµα σχετικά µε την (2.1) είναι το ακόλουθο :

Πρόβληµα: ∆ίνονται τα στοιχεία a1, . . . , an ∈ K. Να ϐρείτε όλες τις ϱητές

συναρτήσεις f(x) ∈ K(x) µε προκαθορισµένη τάξη ϱιζών (ή πόλων) στα

a1, . . . , an.

Για να απαντήσουµε σε τέτοια προβλήµατα εισάγουµε τις έννοιες των δακτυλί-

ων εκτίµησης και των ϑέσεων.

Ορισµός 2.13 (∆ακτύλιος εκτίµησης) ΄Ενας δακτύλιος εκτίµησης ενός σώµατος συναρτή-

σεων F/K είναι ένας δακτύλιος O ⊆ F µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

i. K ⊂ O ⊂ F και

ii. Για κάθε z ∈ F το z ∈ O ή z−1 ∈ O.

Παρατηρήσεις 2.14 Στην περίπτωση του σώµατος των ϱητών συναρτήσεων K(x)
δοθέντος ενός ανάγωγου πολυωνύµου p(x) ∈ K[x] ϑεωρούµε το σύνολο

Op(x) :=
{
f(x)
g(x)

: f(x), g(x) ∈ K[x] και p(x) 6 |g(x)
}
.

Εποµένως,
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i. το Op(x) είναι ένας δακτύλιος εκτιµήσεων του K(x)/K

Απόδειξη : Πράγµατι Op(x) ⊂ K(x) και για κάθε z ∈ K(x) το z ∈ Op(x) ή

z−1 ∈ Op(x). Κάθε z ∈ K(x) είναι της µορφής f(x)/g(x) όπου f(x), g(x) ∈
K[x] και p(x) ανάγωγο πολυώνυµο του K[x] τότε p(x) 6 |f(x). 2

ii. αν q(x) είναι ένα άλλο ανάγωγο πολυώνυµο, τότε Op(x) 6= Oq(x).

Πρόταση 2.15 ΄ΕστωO ένας δακτύλιος εκτίµησης του σώµατος συναρτήσεωνF/K.

Τότε

i. ο O είναι ένας τοπικός δακτύλιος, δηλαδή ο O έχει µοναδικό µέγιστο ιδεώδες

P := O \ O∗ όπου το σύνολο

O∗ =
{
z ∈ O : υπάρχει w ∈ O µε zw = 1

}
είναι η οµάδα των µονάδων του O,

ii. για x(6= 0) ∈ F , το x ∈ P αν-ν x−1 6∈ O και

iii. για το σώµα K̃ των σταθερών του F/K έχουµε ότι K̃ ⊆ O και K̃ ∩ P = {0}.

Απόδειξη :

i. Θα δείξουµε ότι το P = O \ O∗ είναι ιδεώδες του O.

(α΄) Το 0 ∈ P .

(ϐ΄) ΄Εστω ότι x ∈ P και z ∈ O. Τότε xz 6∈ O∗ γιατί αλλιώς το x ϑα

µπορούσε να είναι µονάδα. Πράγµατι αν z ∈ O τότε xz = u ∈ O∗

οπότε xu−1 = z−1
άρα z είναι µονάδα οπότε και x µονάδα. Εποµένως

xz ∈ P .

(γ΄) ΄Εστω ότι x, y ∈ P . Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέ-

σουµε ότι x/y ∈ O. Τότε 1 + x/y ∈ O και x+ y = y(1 + x/y) ∈ P από

το ϐ΄.

΄Αρα το P είναι ιδεώδες του O. Ως γνήσιο ιδεώδες του O δεν µπορεί να

περιέχει µονάδα οπότε είναι το µοναδιαίο µέγιστο ιδεώδες.

ii. ΄Εχουµε ότι x ∈ F άρα

x ∈ O ή x−1 ∈ O (2.2)

και x ∈ P άρα

x ∈ O και x 6∈ O∗. (2.3)

Από τις (2.2) και (2.3) συνεπάγεται και αντιστρόφως ότι x−1 6∈ O.
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iii. ΄Εστω ότι z ∈ K̃. Υποθέτουµε ότι z 6∈ O. Τότε z−1 ∈ O, εφόσον O είναι

δακτύλιος εκτίµησης. Από την άλλη, αφού z−1
είναι αλγεβρικό πάνω από το

K, υπάρχουν στοιχεία a1, . . . , ar ∈ K µε

ar(z−1)r + · · ·+ a1z
−1 + 1 = 0

ή

z−1
(
ar(z−1)r−1 + · · ·+ a1

)
= −1

Εποµένως

z = −
(
ar(z−1)r−1 + · · ·+ a1

)
∈ K[z−1] ⊆ O.

΄Ετσι z ∈ O. Η ισχύς της K̃ ∩ P = {0} είναι προφανής. 2

Θεώρηµα 2.16 ΄ΕστωO ένας δακτύλιος εκτίµησης του σώµατος συναρτήσεωνF/K

και P είναι το µοναδικό του µέγιστο ιδεώδες. Τότε :

i. Το P είναι κύριο ιδεώδες.

ii. Αν P = tO, τότε κάθε z(6= 0) ∈ F έχει µοναδική αναπαράσταση, της µορφής

z = tnu

για κάποια n ∈ Z, u ∈ O∗.

iii. ΄Εστω ότι το O είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Ακριβώς, αν P = tO και

I(6= {0}) ⊆ O είναι ιδεώδες, τότε I = tnO για κάποια n ∈ N.

Σηµείωση 2.17 (Ορισµός) ΄Ενας δακτύλιος µε τις παραπάνω ιδιότητες καλείται δι-

ακριτός δακτύλιος εκτίµησης.

Λήµµα 2.18 ΄Εστω O είναι ένας δακτύλιος εκτίµησης ενός αλγερικού σώµατος

συναρτήσεωνF/K, P το µέγιστο ιδεώδες του και x(6= 0) ∈ P . ΄Εστω x1, x2, . . . , xn ∈
P έτσι ώστε x1 = x και xi ∈ xi+1P για i = 1, . . . , n − 1. Τότε έχουµε n ≤ [F :
K(x)] <∞.

Απόδειξη : Το ότι [F : K(x)] <∞ προκύπτει από τις προτάσεις 2.8 και 2.15. ΄Ετσι

µένει να δείξουµε ότι τα x1, . . . , xn είναι γραµµικώς ανεξάρτητα πάνω από το K(x).
Για το λόγο αυτό υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας µη τετριµµένος γραµµικός συνδιασµός

n∑
i=1

ϕixi = 0 µε ϕi ∈ K(x).

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι όλα τα ϕi είναι πολυώνυµα του x και ότι το x δεν

τα διαιρεί όλα. Θέτουµε ai := ϕi(0) ως τον σταθερό όρο του ϕi και ορίζουµε

j ∈ {1, . . . , n} µε την υπόθεση aj 6= 0 αλλά ai = 0 για όλα τα i > j. ΄Εχουµε

λοιπόν

−ϕjxj =
∑
i 6=j

ϕixi (2.4)
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µε ϕi ∈ O για i = 1, . . . , n (εφόσον x = x1 ∈ P ), xi ∈ xjP για i < j και φi = xgi

για i > j, όπου gi τα πολυώνυµα του x. ∆ιαιρώντας την (2.4) µε xj προκύπτει

−ϕj =
∑
i<j

ϕi ·
xi

xj
+
∑
i>j

x

xj
· gixi.

τα αθροίσµατα του δευτέρου µέλους ανήκουν στο P , εποµένως ϕj ∈ P . Από την

άλλη ϕj = aj +xgj µε gj ∈ K[x] ⊆ O και x ∈ P , έτσι ώστε aj = ϕj−xgj ∈ P ∩K.

΄Ατοπο, γιατί aj 6= 0. ΄Αρα τα x1, . . . , xn είναι γραµµικώς ανεξάρτητα πάνω από το

K(x). 2

Απόδειξη : (Θεωρήµατος 2.16)

i. Υποθέτουµε ότι το P δεν είναι κύριο ιδεώδες. ΄Εστω επίσης ένα στοιχείο

x1(6= 0) ∈ P . Αφού P 6= x1O, υπάρχει q2 ∈ P \ x1O. Τότε x2x
−1
2 6∈ O,

οπότε x−1
2 x1 ∈ P από την πρόταση 2.15.ii. ΄Ετσι x1 ∈ x2P . Με επαγωγή

παίρνουµε µία άπειρη ακολουθία x1, x2, x3, . . . στο P , τέτοια ώστε xi ∈ xi+1P

για κάθε i ≥ 1. Ατοπο, από το λήµµα 2.18. ΄Αρα το P είναι κύριο ιδεώδες

του O.

ii. ΄Εστω ότι z ∈ F . Τότε z ∈ O ή z−1 ∈ O, οπότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι

z ∈ O. Αν z ∈ O∗ τότε z = t0z. ΄Αρα ισχύει. Αν z ∈ P υπάρχει ένα µέγιστο

m ≥ 1 µε z ∈ tmO, εφόσον το µήκος της ακολουθίας

x1 = z, x2 = tm−1, x3 = tm−2, . . . , xm = t

ϕράσεται λόγω του λήµµατος 2.18. Γράφουµε z = tmu µε u ∈ O. Τότε το

u πρέπει να είναι µονάδα του O (αλλιώς u ∈ P = tO και έτσι u = tw µε

w ∈ O και z = tm+1w ∈ tm+1O. Ατοπο, γιατί το m είναι µέγιστο µ¨ αυτή

την ιδιότητα). ΄Αρα z = tmu µε m ∈ Z και u ∈ O∗.

Μοναδικότητα: Αν z = tmu = tsv όπου u, v ∈ O∗ καιm ≤ s, τότε u = ts−mv

οπότε s = m και u = v.

iii. ΄Εστω ότι το I(6= {0}) ⊆ O είναι ένα ιδεώδες. Το σύνολο

A := {r ∈ N : tr ∈ I}

δεν είναι κενό

(
αν x(6= 0) ∈ I τότε x = tru µε u ∈ O και tr = xu−1 ∈ I

)
.

Θέτουµε n := min(A). Απαιτούµε I = tnO. tnO ⊆ I ισχύει, εφ¨ όσον

tn ∈ I. ΄Εστω y ∈ I µε y 6= 0. ΄Εχουµε y = tsw µε w ∈ O∗ και s ≥ 0.

΄Ετσι ts ∈ I και s ≥ n. Εποµένως y = tnts−nw ∈ tnO. ΄Αρα I ⊆ tnO. ΄Αρα

I = tnO. 2

Ορισµός 2.19

i. Μία ϑέση P του σώµατος συναρτήσεων F/K είναι το µέγιστο ιδεώδες κάποιου

δακτυλίου εκτίµησης O του F/K. Κάθε στοιχείο t ∈ P έτσι ώστε P = tO
ονοµάζεται πρώτο στοιχείο για το Ρ.
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ii. PF := {P : P είναι µία ϑέση του F/K}

Αν O είναι ένας δακτύλιος εκτίµησης του F/K και το P το µέγιστο ιδεώδες του,

τότε το O ορίζεται µοναδικά από το P , δηλαδή

O = {z ∈ F : z−1 6∈ P}

(πρόταση 2.15). Εποµένως τοOP (:= O) ονοµάζεται δακτύλιος εκτίµησης της ϑέσης

P .

Ορισµός 2.20 Μία διακριτή εκτίµηση του F/K είναι µία συνάρτηση υ : F →
Z ∪ {∞} µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. υ(x) = ∞⇔ x = 0.

2. υ(xy) = υ(x) + υ(y), ∀x, y ∈ F.

3. υ(x+ y) ≥ min{υ(x), υ(y)}, ∀x, y ∈ F .

4. Υπάρχει ένα στοιχείο z ∈ F µε υ(z) = 1 και

5. υ(a) = 0, ∀ a(6= 0) ∈ K.

Το σύµολο ∞ εκφράζει τα στοιχεία που δεν ανήκουν στο Z έτσι ώστε ∞ + ∞ =
∞+ n = n+∞ = ∞ και ∞ > m για όλα τα m,n ∈ Z.

Από τις ιδιότητες (2) και (4) του ορισµού 2.20 προκύπτει αµέσως ότι η υ : F →
Z ∪ {∞} είναι 1-1 και επί.

Λήµµα 2.21 (Ισχυρή Τριγωνική Ανισότητα) ΄Εστω υ µία διακριτή εκτίµηση τουF/K

και x, y ∈ F µε υ(x) 6= υ(y). Τότε

υ(x+ y) = min{υ(x), υ(y)}.

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι

υ(ay) = υ(a) + υ(y) = 0 + υ(y) = υ(y)

για a(6= 0) ∈ K (Ιδιότητες (2) και (5) του ορισµού 2.20). Ειδικότερα

υ(−y) = υ(−1 · y) = υ(−1) + υ(y) = 0 + υ(y) = υ(y).

Εφόσον υ(x) 6= υ(y) µπορούµε να υποθέσουµε υ(x) > υ(y). Υποθέτουµε ότι

υ(x + y) 6= min{υ(x), υ(y)} και έτσι υ(x + y) > υ(y) από την ιδιότητα (3) του

ορισµού 2.20. Οπότε έχουµε υ(x) = υ
(
(x+y)−y

)
≥ min{υ(x+y), υ(y)} > υ(x).

Ατοπο! ΄Αρα υ(x+ y) = min{υ(x), υ(y)}. 2
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Ορισµός 2.22 Σε κάθε ϑέση P ∈ PF αντιστοιχίζουµε µία συνάρτηση υp : F →
Z ∪ {∞} (η οποία µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι µία διακριτή εκτίµηση του F/K).

∆ιαλέγουµε ένα πρώτο στοιχείο t για το P . Τότε κάθε z(6= 0) ∈ F έχει µοναδική

αναπαράσταση z = tnu µε u ∈ O∗P και n ∈ Z. Ορίζουµε υP (z) := n και υP (0) :=
∞.

Παρατήρηση 2.23 Ο προηγούµενος ορισµός εξαρτάται µόνο από το P και όχι από

την επιλογή του t. Αν t′ (τυχαίο στοιχείο) είναι ένα άλλο πρώτο στοιχείο για το P τότε

P = tO = t′O. ΄Ετσι t = t′w για κάποια w ∈ O∗P . Εποµένως tnu = (t′nwn)u =
t′n(wnu) µε wnu ∈ O∗P .

Θεώρηµα 2.24 ΄Εστω F/K ένα σώµα συναρτήσεων. Τότε

i. Για κάθε ϑέση P ∈ PF , η συνάρτηση υp που ορίστηκε πιο πάνω είναι µία

διακριτή εκτίµηση του F/K. Επιπλέον έχουµε

OP = {z ∈ F : υP (z) ≥ 0} (2.5)

O∗P = {z ∈ F : υP (z) = 0} (2.6)

P = {z ∈ F : υP (z) > 0} (2.7)

Τέλος ένα στοιχείο x ∈ F είναι ένα πρώτο στοιχείο για το P αν και µόνο αν

υP (x) = 1.

ii. Αντιστρόφως. Υποθέτουµε ότι υ είναι µία διακριτή εκτίµηση του F/K. Τότε το

σύνολο

P := {z ∈ F : υ(z) > 0}

είναι µία ϑέση του F/K και το

OP = {z ∈ F : υ(z) ≥ 0}

είναι ο αντίστοιχος δακτύλιος εκτίµησης.

iii. Κάθε δακτύλιος εκτίµησης O του F/K είναι ένας µέγιστος, γνήσιος υποδακ-

τύλιος του F .

Απόδειξη :

i. Η υP έχει τις ιδιότητες (1), (2), (4) και (5) του ορισµού 2.20. Θ¨ αποδείξουµε

ότι ισχύει και η (3). ΄Εστω ότι x, y ∈ F µε υP (x) = n και υP (y) = m.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι n ≤ m < ∞. ΄Ετσι x = tnu1 και y = tmu2 µε

u1, u2 ∈ O∗P . Τότε

x+ y = tnu1 + tmu2 = tn(u1 + tm−nu2) = tnz

µε z ∈ OP . Αν z = 0 έχουµε

υP (x+ y) = ∞ > min{n,m}
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αλλιώς z = tk · u µε k ≥ 0 και u ∈ O∗P . Εποµένως

υP (x+ y) = υP (tn+ku) = n+ k ≥ n = min{υP (x), υP (y)}.

΄Αρα υP είναι µία διακριτή εκτίµηση του F/K. Τέλος αν x ∈ F είναι ένα

πρώτο στοιχείο για το P ⇔ x = x1u µε u ∈ O∗P ⇔ υP (x) = 1.

ii. Πράγµατι, το OP είναι δακτύλιος εκτίµησης αφού αν z ∈ F τότε υ(z) ≥ 0
οπότε z ∈ OP ή υ(z) < 0 οπότε υ(z−1) = −υ(z) > 0 και z−1 ∈ OP .

Οι µονάδες του OP είναι τα z ∈ F ώστε υ(z) = 0 και το µέγιστο ιδεώδες

αποτελείται από αυτά που έχουν ϑετική εκτίµηση.

iii. ΄Εστω O ένας δακτύλιος εκτίµησης του F/K, P το µέγιστο του ιδεώδες, υP η

διακριτή εκτίµηση που αντιστοιχεί στο P και z ∈ F \O. Θέλουµε να δείξουµε

ότι F = [z]. ΄Εστω ένα αυθαίρετο στοιχείο y ∈ F τότε υP (yz−k) ≥ 0 για

αρκετά µεγάλο k ≥ 0
(
υP (z−1) > 0

)
εφόσον z 6∈ O. Συνεπώς w := yz−k ∈

O και y = wzk ∈ O[z]. ΄Αρα F ⊆ O[z] και επειδή O[z] ⊆ F έχουµε

F = O[z].
2

΄Εστω P µία ϑέση του F/K και OP ο δακτύλιος εκτίµησης της. Εφόσον P είναι ένα

µέγιστο ιδεώδες, ο δακτύλιος κλάσης υπολοίπων OP /P είναι σώµα. Για x ∈ OP

ορίζουµε x(P ) ∈ OP /P να είναι η κλάση των υπολοίπων του xmoduloP , για

x ∈ F \ OP ϑέτουµε x(P ) := ∞ (το σύµβολο ∞ δεν έχει έννοια µε τον ορισµό

2.20).

Από την πρόταση 2.15 ξέρουµε ότι K ⊆ OP και K ∩ P = {0}. ΄Ετσι η απεικόνιση

OP → OP /P δηµουργεί µία κανονική εµφύτευση του K στο OP /P . Στο εξής ϑα

ϑεωρούµε το K πάντα ως υπόσωµα του OP /P µέσω αυτής της εµφύτευσης. Αυτό

εφαρµόζεται και για το K̃ αντί για το K. ΄Ετσι µπορούµε να ϑεωρούµε το K̃ ως

υπόσωµα του OP /P .

Σηµείωση 2.25 (Ορισµός : Εµφύτευση σωµάτων) ΄ΕστωF, F ′ δύο σώµατα, ϑα λέµε

ότι το F εµφυτεύεται στο F ′ και ϑα γράφουµε F ↪→ F ′ αν υπάρχει φ : F → F ′ η

οποία να είναι οµοµορφισµός.

Ορισµός 2.26 ΄Εστω P ∈ PF .

i. FP := OP /P είναι ένα σώµα κλάσης υπολοίπων του P . Η απεικόνιση x 7→
x(P ) από το F στο FP ∪ {∞} ονοµάζεται απεικόνιση κλάσης υπολοίπων µε

εκτίµηση στο P . Μερικές ϕορές ϑα χρησιµοποιήσουµε επίσης τον συµβολισµό

x+ P := x(P ) για x ∈ OP .

ii. degP := [FP : K] ονοµάζεται ϐαθµός του P .

Παρατήρηση 2.27 Ο ϐαθµός µιας ϑέσης είναι πάντα πεπερασµένος.
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Πρόταση 2.28 Αν P είναι µία ϑέση του F/K και x(6= 0) ∈ P τότε degP ≤ [F :
K(x)] <∞.

Απόδειξη : [F : K(x)] < ∞ ισχύει από την πρόταση 2.8. Οπότε µένει να δείξουµε

ότι για οποιαδήποτε στοιχεία z1, . . . , zn ∈ OP των οποίων οι κλάσεις υπολοίπων

z1(P ), . . . , zn(P ) ∈ FP είναι γραµµικά ανεξάρτητες πάνω από το K, είναι και

γραµµικά ανεξάρτητες πάνω από το K(x).
Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας µη τεριµµένος γραµµικός συνδυασµός

n∑
i=1

ϕizi = 0 (2.8)

µε ϕi ∈ K(x). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε ότι τα ϕi είναι πολυώνυµα

του x και δεν είναι όλα διαιρετά από το x δηλαδή ϕi = ai + xgi µε ai ∈ K, gi ∈
K[x] όχι όλα τα ai = 0. Εφόσον x ∈ P και gi ∈ OP , ϕi(P ) = ai(P ) = ai.

Εφαρµόζοντας την απεικόνιση κλάσης υπολοίπων στην (2.8) έχουµε

0 = 0(P ) =
n∑

i=1

ϕi(P )zi(P ) =
n∑

i=1

aizi(P ) (2.9)

Ατοπο, γιατί τα zi(P ), . . . , zn(P ) είναι γραµµικά ανεξάρτητα πάνω από το K. 2

Πόρισµα 2.29 Το σώµα K̃ των σταθερών του F/K είναι µία πεπερασµένη επέκταση

του K.

Απόδειξη : Το PF 6= ∅ (αποδεικνύεται παρακάτω). Επιλέγουµε κάποια P ∈ PF .

Εφόσον K̃ έχει εµφυτευθεί στο FP µέσω της απεικόνισης κλάσης υπολοίπωνOP →
FP , έπεται ότι

[K̃ : K] ≤ [FP : K] <∞. (2.10)

2

Σχόλιο 2.30 Για την περίπτωση που degP = 1 έχουµε FP = K και η απεικόνιση

κλάσης υπολοίπων απεικονίζει το F στο K ∪ {∞}. Ειδικότερα αν K είναι ένα

αλγεβρικά κλειστό σώµα, κάθε ϑέση έχει ϐαθµό 1, οπότε µπορούµε να διαβάσουµε

ένα στοιχείο z ∈ F ως µία συνάρτηση

z :

{
PF → K ∪ {∞}
P → z(P )

. (2.11)

Για το λόγο αυτό το F/K λέγεται σώµα συναρτήσεων. Τα στοιχεία του K που

ερµηνεύονται ως συναρτήσεις µε την έννοια της (2.11) είναι σταθερές συναρτήσεις

γι’ αυτό το λόγο το K ονοµάζεται σώµα σταθερών του F .

Ορισµός 2.31 ΄Εστω z ∈ F και P ∈ PF . Λέµε ότι :
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• το P είναι ϱίζα του z ⇔ υP (z) > 0.

• το P είναι πόλος του z ⇔ υP (z) < 0.

Αν υP (z) = m > 0, P είναι ϱίζα του z τάξης m. Αν υP (z) = −m < 0, P είναι

πόλος του z τάξης m.

Θεώρηµα 2.32 ΄Εστω F/K ένα σώµα συναρτήσεων και R ένας υποδακτύλιος του

F µε K ⊆ R ⊆ F . ΄Εστω ότι {0} 6= I $ R ένα γνήσιο ιδεώδες του R. Τότε υπάρχει

µία ϑέση P ∈ PF τέτοια ώστε I ⊆ P και R ⊆ OP .

Πριν προχωρίσουµε στην απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα παραθέσουµε το λήµµα του

Zorn, που ϑα χρειστούµε στη συνέχεια.

Λήµµα 2.33 (Zorn) Αν S είναι ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο τέτοιο ώστε κάθε

αλυσίδα στο S να έχει ένα άνω ϕράγµα στο S, τότε το S έχει τουλάχιστον ένα µέγιστο

στοιχείο.

Σηµείωση 2.34 ΄Ενα υποσύνολο T ενός µερικά διατεταγµένου συνόλου S λέγεται

αλυσίδα αν οποιαδήποτε δύο στοιχεία a και b του S είναι συγκρίσιµα.

΄Ενα στοιχείο u ∈ S λέγεται άνω ϕράγµα ενός υποσυνόλου A ενός µερικά διατεταγ-

µένου συνόλου S αν a ≤ u, ∀ a ∈ A.

΄Ενα στοιχείο m ενός µερικά διατεταγµένου συνόλου S λέγεται µεγιστικό αν δεν

υπάρχει s ∈ S τέτοιο ώστε m < s.

Απόδειξη : (Θεωρήµατος)

Θεωρούµε το σύνολο

F := {S : S είναι υποδακτύλιος του F µε R ⊆ S και IS 6= S} (2.12)

(εξ’ ορισµού, IS είναι το σύνολο όλων των πεπερασµένων αθροισµάτων
∑
aνsν

µε aν ∈ I, sν ∈ S. IS είναι ένα ιδεώδες του S). R ∈ F άρα F 6= ∅ και F
είναι επαγωγικώς διατεταγµένο. Πράγµατι, αν H ⊆ F είναι ολικώς διατεταγµένο

υποσύνολο του F τότε T :=
⋃
{S : S ∈ H} είναι υποδακακτύλιος του F µε R ⊆ T .

΄Εχουµε να αποδείξουµε ότι IT 6= T . Υποθέτουµε ότι αυτό δεν ισχύει, τότε 1 =∑n
ν=1 aνsν µε aν ∈ I, sν ∈ T . Εφόσον H είναι ολικά διατεταγµένο υπάρχει ένα

S0 ∈ H τέτοιο ώστε s1, . . . , sn ∈ S0, έτσι

1 =
n∑

ν=1

aνsν ∈ IS0. (2.13)

Ατοπο, άρα IT 6= T .

Από το λήµµα του Zorn (ϐλ. ανωτέτρω) το F περιέχει ένα µέγιστο στοιχείο, δηλαδή

ένας δακτύλιος O ⊆ F τέτοιος ώστε R ⊆ O ⊆ F, IO 6= O και O µέγιστο µε αυτές

τις ιδιότητες.
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Θα δείξουµε τώρα ότι το O είναι δακτύλιος εκτίµησης του F/K. Εφόσον I 6= {0}
και IO 6= O έχουµε O $ F και I ⊆ O \ O∗. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα στοιχείο

z ∈ F µε z 6∈ O και z−1 6∈ O. Τότε IO[z] = O[z] και IO[z−1] = O[z−1] και

µπορούµε να ϐρούµε a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ IO µε

1 = a0 + a1z + · · ·+ anz
n

και (2.14)

1 = b0 + b1z
−1 + · · ·+ bmz

−m
(2.15)

µε n ≥ 1 και m ≥ 1. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι m, n έχουν επιλεχθεί να είναι

τα µικρότερα δυνατά και m ≤ n. Πολλαπλασιάζοντας την (2.14) µε 1− b0 και την

(2.15) µε anz
n

παίρνουµε

1− b0 = (1− b0)a0 + (1− b0)a1z + · · ·+ (1− b0)anz
n

και (2.16)

0 = (b0 − 1)anz
n + b1anz

n−1 + · · ·+ bmanz
n−m. (2.17)

Στη συνέχεια προσθέτουµε κατά µέλη τις (2.16) και (2.17) και έχουµε

1 = c0 + c1z + · · ·+ cn−1z
n−1

(2.18)

µε συντελεστές ci ∈ IO. Ατοπο λόγω του ελαχίστου του n στην (2.14). ΄Αρα z ∈ O
ή z−1 ∈ O οπότε O είναι δακτύλιος εκτίµησης του F/K. 2

Πόρισµα 2.35 ΄Εστω F/K σώµα συναρτήσεων, z ∈ F υπερβατικό πάνω από τοK.

Τότε z έχει µία τουλάχιστον ϱίζα και έναν τουλάχιστον πόλο. Ειδικότερα PF 6= ∅.

Απόδειξη : Θεωρούµε τον δακτύλιο R = K[z] και το ιδεώδες I = zK[z]. Από το

ϑεώρηµα 2.32 υπάρχει µία ϑέση P ∈ PF µε z ∈ P , οπότε P είναι µία ϱίζα του z.

Οµοίως z−1
έχει µία ϱίζα Q ∈ PF , τότε Q είναι ένας πόλος του z. 2

2.2 Το Σώµα των ϱητών συναρτήσεων

Για να κατανοήσουµε τις προηγούµενες έννοιες της προηγούµενης παραγράφου ϑα

τις µελετήσουµε στην περίπτωση του σώµατος των ϱητών συναρτήσεων F = K(x),
όπου x είναι υπερβατικό πάνω από τοK. Για πολυώνυµο p(x) ∈ K(x), ανάγωγο µε

µεγιστοβάθµιο συντελεστή 1 (µονικό πολυώνυµο) ϑεωρούµε τον δακτύλιο εκτίµησης

Op(x) :=
{
f(x)
g(x)

: f(x) , g(x) ∈ K[x], p(x) - g(x)
}

(2.19)

του K(x)/K µε µέγιστο ιδεώδες

Pp(x) =
{
f(x)
g(x)

: f(x) , g(x) ∈ K[x], p(x) | f(x), p(x) - g(x)
}
. (2.20)

Στην ειδική περίπτωση που το p(x) είναι γραµµικό, δηλαδή g(x) = x− a µε a ∈ K
γράφουµε συντόµως

Pa := Px−a ∈ PK(x). (2.21)
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Υπάρχει ένας άλλος δακτύλιος εκτίµησης του K(x)/K, δηλαδή

O∞ :=
{
f(x)
g(x)

: f(x) , g(x) ∈ K[x], deg f(x) ≤ deg g(x)
}
. (2.22)

µε µέγιστο ιδεώδες

P∞ :=
{
f(x)
g(x)

: f(x) , g(x) ∈ K[x], deg f(x) < deg g(x)
}
. (2.23)

αυτό ονοµάζεται άπειρη ϑέση του K(x).

Παρατήρηση 2.36 Οι χαρακτηριµοί που αναφέραµε παραπάνω εξαρτώνται από

την ειδική επιλογή του γεννήτορα x του K(x)/K.

Παράδειγµα 2.37 K(x) = K(1/x) και η άπειρη ϑέση µε εκτίµηση στο 1/x είναι η

ϑέση P0 µε εκτίµηση στο x.

Πρόταση 2.38 ΄Εστω F = K(x) το σώµα των ϱητών συναρτήσεων.

i. ΄Εστω P = Pp(x) ∈ PK(x) η ϑέση που ορίστηκε στην σχέση (2.20) όπου

p(x) ∈ K[x] είναι ένα ανάγωγο πολυώνυµο. Τότε p(x) είναι ένα πρώτο

στοιχείο του για το P , και η αντίστοιχη διακριτή εκτίµηση υP µπορεί να περι-

γραφεί ως εξής :

Αν z ∈ K(x)\{0} γράφεται στη µορφή z = p(x)n
(

f(x)
g(x)

)
µε n ∈ Z, f(x) , g(x) ∈

K[x], p(x) - f(x) και p(x) - g(x) τότε υP (z) = n.

Το σώµα κλάσης υπολοίπωνK(x)P = OP /P είναι ισοµορφικό µε τοK[x]/
(
p(x)

)
.

Ο ισοµορφισµός είναι

φ :

{
K[x]/

(
p(x)

)
→ K(x)P

f(x) mod p(x) 7→ f(x)(P )
.

Συνεπώς, degP = deg p(x).

ii. Στην ειδική περίπτωση που p(x) = x − a µε a ∈ K, ο ϐαθµός του P = Pa

είναι 1 και η απεικόνιση κλάσης υπολοίπων δίνεται από

z(P ) = z(a) για z ∈ K(x), (2.24)

όπου z(a) ορίζεται ως εξής :z = f(x)/g(x) µε σχετικά πρώτα πολυώνυµα

f(x) , g(x) ∈ K[x]. Τότε

z(a) =

{
f(a)/g(a) αν g(a) 6= 0

∞ αν g(a) = 0
.
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iii. Τέλος, έστω P = P∞ είναι η άπειρη ϑέση του K(x)/K που ορίστηκε στη

σχέση (2.23). Τότε degP∞ = 1. ΄Ενα πρώτο στοιχείο για την P∞ είναι το

t = 1/x. Η αντίστοιχη δακριτή εκτίµηση δίνεται από τη σχέση

υ∞

(
f(x)
g(x)

)
= deg g(x)− deg f(x) (2.25)

όπου f(x) , g(x) ∈ K[x]. Η απεικόνιση κλάσης υπολοίπων που αντιστοιχεί

στην P∞ ορίζεται από την z(P∞) = z(∞) για z ∈ K(x) όπου z(∞) ορίζεται

ως εξής :

Αν z =
anx

n + · · ·+ a0

bmxm + · · ·+ b0
µε an, bm 6= 0, (2.26)

τότε

z(∞) =


an

bm
αν n = m

0 αν n < m

∞ αν n > m

.

iv. K είναι το πλήρες σώµα σταθερών του K(x)/K.

Απόδειξη :

i. ΄Εστω P = P∞, p(x) ∈ K[x] ανάγωγο πολυώνυµο. Το ιδεώδες Pp(x) ⊆ Op(x)

παράγεται από το p(x) οπότε το p(x) είναι ένα πρώτο στοιχείο για το P . Για

ν’ αποδείξουµε ότι K(x)P είναι ισόµορφο µε το K[x]/
(
p(x)

)
ϑεωρούµε τον

οµοµορφισµό

ϕ :

{
K[x]/

(
p(x)

)
→ K(x)P

f(x) 7→ f(x)(P )
.

Ο πυρήνας της ϕ είναι το ιδεώδες που παράγεται από το p(x). Επιπλέον η ϕ

είναι 1 − 1 και επί. Αν z ∈ Op(x), µπορούµε να γράψουµε

z =
u(x)
υ(x)

µε u(x), υ(x) ∈ K[x] (2.27)

έτσι ώστε p(x) - υ(x). ΄Ετσι υπάρχουν a(x), b(x) ∈ K[x] µε

a(x)p(x) + b(x)υ(x) = 1, (2.28)

εποµένως

z = 1z =
(
a(x)p(x) + b(x)υ(x)

)
u(x)
υ(x)

=
a(x)u(x)
υ(x)

p(x) + b(x)u(x) (2.29)

και z(P ) =
(
b(x)u(x)

)
(P ) είναι στην εικόνα της ϕ. ΄Αρα η ϕ δηµιουργεί έναν

ισοµορφισµό φ : K[x]/
(
p(x)

)
→ K(x)p.
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ii. Τώρα P = Pa µε a ∈ K. Αν f(x) ∈ K[x] τότε (x− a) |
(
f(x)− f(a)

)
, όπου

f(x)(P ) =
(
f(x)− f(a)

)
(P ) + f(a)(P ) = f(a). (2.30)

΄Ενα αυθαίρετο στοιχείο z ∈ OP µπορεί να γραφεί z = f(x)/g(x) µε f(x), g(x) ∈
K[x] και (x− a) - g(x), εποµένως g(x)(P ) = g(a) 6= 0 και

z(P ) =
f(x)(P )
g(x)(P )

=
f(a)
g(a)

= z(a). (2.31)

iii. Θα δείξουµε ότι 1/x είναι ένα πρώτο στοιχείο για το P∞. Θεωρούµε κάποιο

στοιχείο z = f(x)
g(x) ∈ P∞ έτσι ώστε deg f < deg g. Τότε z = 1

x
xf
g µε deg (xf) ≤

deg g οπότε z ∈
(

1
x

)
O∞ απ’ όπου έπεται ότι

1
x είναι ένα πρώτο στοιχείο για το

P∞.

iv. Επιλέγουµε µια ϑέση P του K(x)/K ϐαθµού 1 (π.χ.: P = Pa µε a ∈ K). Το

σώµα K̃ των σταθερών του K(x) εµφυτεύεται στο σώµα κλάσης υπολοίπων

K(x)P , οπότε K ⊆ K̃ ⊆ K(x)P = K. 2

Θεώρηµα 2.39 ∆εν υπάρχουν άλλες ϑέσεις για το σώµα των ϱητών συναρτήσεων

K(x)/K εκτός από τις ϑέσεις Pp(x) και P∞ που ορίστηκαν από τις σχέσεις (2.20)

και (2.23).

Απόδειξη : Είναι αρκετό να δείξουµε το ακόλουθο :

∆ίνεται µία ϑέση P ∈ PK(x), P 6= P∞, τότε υπάρχει ένα ανάγωγο πολυώνυµο

p(x) ∈ K[x] έτσι ώστε Op(x) = OP .

Πρώτη Περίπτωση:

Υποθέτουµε ότι x ∈ OP . Τότε K[x] ⊆ OP . Θέτουµε I := K[x] ∩ P αυτό είναι

ένα ιδεώδες του K[x] και µάλιστα πρώτο ιδεώδες. Η απεικόνιση κλάσης υπολοίπων

δηµιουργεί µία εµφύτευση

K[x]/I ↪→ K(x)P (2.32)

συνεπώς I 6= {0} από την πρόταση 2.28 έπεται ότι υπάρχει ένα ανάγωγο πολυώνυµο

µε µεγιστοβάθµιο συντελεστή 1 (µοναδικά ορισµένο) p(x) ∈ K[x] έτσι ώστε I =
K(x) ∩ P = p(x)K[x]. Κάθε g(x) ∈ K[x] µε p(x) - g(x) δεν ανήκει στο I, έτσι

g(x) 6∈ P και 1/g(x) ∈ OP από την πρότση 2.15. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι

Op(x) :=
{
f(x)
g(x)

: f(x) , g(x) ∈ K[x], p(x) - g(x)
}
⊆ OP . (2.33)

Ως δακτύλιοι εκτίµησης είναι µέγιστοι γνήσιοι υποδακτύλιοι του K[x] (Θεώρηµα

2.24) έχουµε OP = Op(x).

∆εύτερη Περίπτωση:

Τώρα x 6∈ OP . Συµπεραίνουµε ότι

K[x−1] ⊆ OP , x−1 ∈ P ∩K[x−1] (2.34)
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και

P ∩K[x−1] = x−1K[x−1]. (2.35)

΄Οπως στην πρώτη περίπτωση,

Op(x) ⊇
{
f(x−1)
g(x−1)

: f(x−1) , g(x−1) ∈ K[x−1], f(x−1) - g(x−1)
}

={
a0 + a1x

−1 + · · ·+ anx
−n

b0 + b1x−1 + · · ·+ bmx−m
: b0 6= 0

}
=

{
a0x

m+n + a1x
m+n−1 + · · ·+ anx

m

b0xm+n + b1xm+n−1 + · · ·+ bmxn
: b0 6= 0

}
={

u(x)
υ(x)

: u(x) , υ(x) ∈ K[x], deg u(x) ≤ deg υ(x)
}

= O∞.

΄Ετσι OP = O∞ και P = P∞. 2

Πόρισµα 2.40 Οι ϑέσεις του K(x)/K ϐαθµού 1 είναι σε 1 − 1 αντιστοιχία µε το

K ∪ {∞}.

Σχόλιο 2.41 Στο προηγούµενο πόρισµα όταν λέµε {∞} ϑεωρούµε το∞ σαν σηµείο.

2.3 ∆ιαιρέτες

Από εδώ και στο εξής το F/Kϑα ϑεωρείται ως ένα αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων

µίας µεταβλητής έτσι ώστε το K να είναι το πλήρες σώµα των σταθερών του F/K.

Ορισµός 2.42 Η ελεύθερη αβελιανή οµάδα η οποία παράγεται από τις ϑέσεις του

F/K συµβολίζεται µε DF και λέγεται οµάδα των διαιρετών του F/K. Τα στοιχεία

του DF λέγονται διαιρέτες του F/K.

Με άλλα λόγια ένας διαιρέτης είναι ένα τυπικό άθροσµα της µορφής

D =
∑

P∈PF

nPP µε nP ∈ Z σχεδόν όλα ίσα µε 0.

Ορισµός 2.43 Ο ϕορέας του D ορίζεται ως εξής

suppD := {P ∈ PF : nP 6= 0}.

Πολλές ϕορές είναι ϐολικό να γράφουµε

D =
∑
P∈S

nPP,

όπου το S ⊆ PF είναι ένα πεπερασµένο σύνολο µε suppD ⊆ S.

Ορισµός 2.44
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i. ΄Ενας διαιρέτης της µορφής D = P µε P ∈ PF ονοµάζεται πρώτος διαιρέτης.

ii. ∆ύο διαιρέτες D =
∑
nPP και D′ =

∑
n′PP προσθέτονται µε τον εξής τρόπο

D +D′ =
∑

P∈PF

(nP + n′P )P.

iii. Το µηδενικό στοιχείο της οµάδας των διαιρετών DF είναι ο διαιρέτης

0 :=
∑

P∈PF

rPP µε όλα τα rP = 0.

iv. Για Q ∈ PF και D =
∑
nPP ∈ DF ορίζουµε

υQ(D) := nQ.

Εποµένως

suppD := {P ∈ PF : υP (D) 6= 0}

και

D =
∑

P∈supp D

υ(D) · P.

v. Μία µερική διάταξη στο DF ορίζεται ως εξής

D1 ≤ D2 ⇐⇒ υ(D1) ≤ υ(D2), ∀P ∈ PF .

vi. ΄Ενας διαιρέτης D ≥ 0 καλείται ϑετικός (effective).

vii. Ο ϐαθµός ενός διαιρέτη ορίζεται µέσω της σχέσης

degD :=
∑

P∈PF

υP (D) · degP

η οποία παράγει τον ακόλουθο οµοµορφισµό

deg : DF → Z.

Ορισµός 2.45 ΄Εστω 0 6= x ∈ F . Ας συµβολίσουµε µε Z το σύνολο των ϱιζών και

µε N το σύνολο των πόλων του x στο PF . Τότε ορίζουµε

i. τον µηδενικό διαιρέτη του x µέσω της σχέσης

(x)0 :=
∑
P∈Z

υP (x)P, (2.36)

ii. τον πόλο διαιρέτη του x µέσω της

(x)∞ :=
∑

P∈N

(
− υ(x)

)
P, (2.37)
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iii. τον κύριο διαιρέτη του x µέσω της

(x) := (x)0 − (x)∞. (2.38)

Προφανώς

(x)0 ≥ 0, (x)∞ ≥ 0, (x) =
∑

P∈PF

υ(x)P. (2.39)

Τα στοιχεία του x(6= 0) ∈ F τα οποία είναι σταθερά χαρακτηρίζονται ως εξής

x ∈ F ⇒ (x) = 0.

Παράδειγµα 2.46 Να ϐρεθούν οι divisors και ο ϐαθµός τους, της συνάρτησης

(x− 5)(x− 6)
3x7

.

Απόδειξη :

υ(x=5)

(
(x−5)(x−6)

3x7

)
= 1

υ(x=6)

(
(x−5)(x−6)

3x7

)
= 1

υ(x=0)

(
(x−5)(x−6)

3x7

)
= −7

υ∞

(
(x−5)(x−6)

3x7

)
= υ∞

(
(x− 5)(x− 6)

)
+ υ∞(3x7)

= υ∞(x− 5) + υ∞(x− 6) + υ∞(3x7)
= 2− 7 = −5

(F ) = 1 · P(x=5) + 1 · P(x=6) − 7 · P(x=0) + 5 · Px=∞

΄Αρα deg(F ) = 0.

2

Ορισµός 2.47 Το σύνολο

PF :=
{
(x) : x(6= 0) ∈ F

}
ονοµάζεται οµάδα κυρίων διαιρετών του F/K.

Πρόταση 2.48 Η οµάδα κυρίων διαιρετών του F/K είναι µία υποοµάδα του DF

εφόσον για 0 6= x, y ∈ F ισχύει ότι

(x · y) = (x) + (y).

Απόδειξη :

(x · y) =
∑

P∈PF
υP (xy)P =

=
∑

P∈PF

(
υP (x) + υP (y)

)
P =

=
∑

P∈PF
υP (x)P +

∑
P∈PF

υP (y)P =
= (x) + (y).

2
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Ορισµός 2.49 Η οµάδα πηλίκο CF := DF /PF ονοµάζεται οµάδα κλάσης δι-

αιρετών. Για ένα διαιρέτη D ∈ DF , το αντίστοιχο στοιχείο στην οµάδα πηλίκο

CF συµβολίζεται µε [D], ο διαιρέτης κλάσης του D.

Ορισµός 2.50 ∆ύο διαιρέτες D,D′ ∈ DF είναι ισοδύναµοι (συµβ. D ∼ D′
) αν

[D] = [D′], δηλαδή D = D′ + (x) για κάποια x ∈ F \ {0}.

Σηµείωση 2.51 Η σχέση ∼ του προηγούµενου ορισµού είναι σχέση ισοδυναµίας

αφού ισχύουν τα ακόλουθα

M [D] = [D′] άρα D ∼ D′
προφανώς ισχύει η ανακλαστική ιδιότητα.

M Αν D ∼ D′
τότε [D] = [D′] ⇒ [D′] = [D], εποµένως D′ ∼ D. ΄Αρα ισχύει η

συµµετρική ιδιότητα.

M Αν D ∼ D′
και D′ ∼ D′′

τότε [D] = [D′] και [D′] = [D′′] ⇒ [D] = [D′′],
εποµένως D ∼ D′′

. ΄Αρα ισχύει η µεταβατική ιδιότητα.

Ορισµός 2.52 Για έναν διαιρέτη A ∈ DF ϑέτουµε

L(A) := {x ∈ F : (x) ≥ −A} ∪ {0}.

Παρατήρηση 2.53 Ο προηγούµενος ορισµός µας λέει ότι αν

A =
r∑

i=1

niPi −
s∑

j=1

mjQj ni,mj > 0

τότε το L(A) περιέχει όλα τα στοιχεία x ∈ F έτσι ώστε

i. το x έχει ϱίζες τάξης µεγαλύτερης ή ίσης του mj στα Qj για j = 1, 2, . . . , s και

ii. το x µπορεί να έχει πόλους µόνο στις ϑέσεις P1, P2, . . . , Pr µε την τάξη πόλου

στα Pi να ϕράσεται από τα ni (i = 1, 2, . . . , r).

Σχόλια 2.54 ΄Εστω ότι A ∈ DF . Τότε

i. το x ∈ L(A) αν και µόνο αν υP (x) ≥ −υP (A) για όλα τα P ∈ PF

ii. το L(A) 6= {0} αν και µόνο αν υπάρχει ένας διαιρέτης A ∼ A′ µε A′ ≥ 0.

Απόδειξη :

i. Εφόσον x ∈ L(A) ⇔ x ∈ F όπου

(x) ≥ −A ⇔
∑
υP (x)P ≥ −

∑
υP (A)P

⇔ υP (x) ≥ −υP (A).
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ii. (=⇒)

Αν L(A) 6= {0} τότε υπάρχει x ∈ L(A) µε (x) ≥ −A. ΄ΑραA′ = (x)+A ≥ 0.

(⇐=)

Αν A ∼ A′ τότε υπάρχει διαιρέτης x ∈ F\{0} έτσι ώστε A′ = (x) + A ≥ 0.

΄Αρα x ∈ L(A) αφού (x) ≥ −A.
2

Λήµµα 2.55 ΄Εστω ότι A ∈ DF . Τότε έχουµε ότι

i. Το L(A) είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το K.

ii. Αν A′ είναι ένας διαιρέτης ισοδύναµος του A τότε L(A) ' L(A′) (ισόµορφοι

ως διανυσµατικοί χώροι πάνω από το K).

Απόδειξη :

i. ΄Εστω ότι x, y ∈ L(A) και a ∈ K. Τότε για κάθε P ∈ PF ϑα είναι

υP (x+ y) ≥ min
{
υP (x), υP (y)

}
≥ −υP (A)

(µέσω του σχολίου 2.54.i) και

υP (ax) = υP (a) + υP (x) = 0 + υP (x) ≥ −υP (A)

(επίσης µέσω του σχολίου 2.54.i). ΄Αρα x + y και ax ανήκουν στο L(A).
Εποµένως το L(A) είναι ένας διανυσµαικός χώρος.

ii. Αν A ∼ A′ τότε A = A′ + (z) µε z ∈ F\{0}. Θεωρούµε την απεικόνιση

ϕ :

{
L(A) → F

x 7→ xz

και έστω ότι x, y ∈ L(A) και a ∈ K. Τότε

ϕ(x+ y) = (x+ y)z = xz + yz = ϕ(x) + ϕ(y)

και

ϕ(ax) = (ax)z = a(xz) = aϕ(x)

΄Αρα η ϕ είναι Κ-γραµµική και η εικόνα της περιέχεται στο L(A′). Οµοίως η

απεικόνιση

ϕ′ :

{
L(A′) → F

x 7→ xz−1

είναι Κ-γραµµική από το L(A′) στο L(A). Οι απεικονίσεις ϕ και ϕ′ είναι η

µία αντίστροφη της άλλης, άρα η ϕ είναι ισοµορφισµός µεταξύ των L(A) και

L(A′).
2
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Ορισµός 2.56 Για έναν διαιρέτηA ∈ DF , ο ακέραιος dimA := dimL(A) καλείται

η διάσταση του διαιρέτη A.

Πρόταση 2.57 Ισοδύναµοι διαιρέτες έχουν τον ίδιο ϐαθµό και την ίδια διάσταση,

έστω A′ ∼ A µε A,A′ ∈ DF ισχύει degA = degA′ και dimA = dimA′.

Απόδειξη : ΄Εχουµε A′ ∼ A ⇒ A = A + (x)
(
(x) κύριος διαιρέτης

)
εποµένως

degA′ = deg
(
A + (x)

)
= degA + deg(x) = degA. Τώρα για τη διάσταση ισχύει

ότι dimA := dimL(A) εποµένωςL(D) = {f : (f)+D ≥ 0} και ο πολλαπλασιαµός

µε x ορίζει έναν ισοµορφισµό στους διανυσµατικούς χώρους

L(A) −→ L
(
A+ (x)

)
f 7−→ f + (x)

και από τις δνώσεις µας στην άλγεβρα ισόµορφοι διανυσµατικοί χώροι έχουν την

ίδια διάσταση. ΄Αρα dimA = dimA′. 2

Λήµµα 2.58 Ισχύουν τα ακόλουθα

i. L(0) = K.

ii. Αν A < 0 τότε L(A) = {0}.

Απόδειξη :

i. Αν (x) = 0 τότε 0 6= x ∈ K και κατά συνέπεια K ⊆ L(0).

Αντιστρόφως αν 0 6= x ∈ L(0) τότε (x) ≥ 0. Αυτό σηµαίνει ότι το x δεν

έχει πόλους, άρα από το πόρισµα 2.35, x ∈ K εποµένως L(0) ⊆ K. ΄Αρα

L(0) = K.

ii. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα στοιχείο 0 6= x ∈ L(A). Τότε (x) ≥ −A > 0
(εφόσον A < 0) οπότε το x έχει τουλάχιστο µία ϱίζα αλλά δεν έχει πόλους,

το οποίο όµως είναι αδύνατο. ΄Αρα δεν υπάρχει x 6= 0 µε x ∈ L(A), οπότε

L(A) = {0}.
2

Στη συνέχεια ϑέλουµε να αποδείξουµε ότι ο L(A) είναι πεπερασµένης διάστασης

για κάθε A ∈ DF . Με dimV ϑα συµβολίζουµε απο εδώ και στο εξής την διάσταση

ενός διανυσµαικού χώρου V .

Λήµµα 2.59 ΄Εστω A,B διαιρέτες του F/K µε A ≤ B. Τότε έχουµε ότι L(A) ⊆
L(B) και dim

[
L(B)/L(A)

]
≤ degB − degA.

Απόδειξη : Αν x ∈ L(A) τότε (x) ≥ −A ≥ −B. ΄Αρα x ∈ L(B) και έτσι L(A) ⊆
L(B).
Για να αποδείξουµε την δεύτερη σχέση ϑα υποθέσουµε αρχικά ότι B = A + P για
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κάποια P ∈ PF . ∆ιαλέγουµε ένα στοιχείο t ∈ F µε υP (t) = υP (B) = υP (A) + 1.

Για x ∈ L(B) έχουµε

(x) ≥ −B ⇔ υP (x) ≥ −υP (B) = υP (t)

απ’ όπου

υP (x) + υP (t) ≥ 0 ⇔ υP (xt) ≥ 0

και έτσι xt ∈ OP . ΄Αρα έχουµε µία Κ-γραµµική απεικόνιση

ψ :

{
L(B) → FP

x 7→ (xt)(P )
.

Το x ∈ Ker(ψ) αν και µόνο αν

υP (xt) > 0 ⇔ υP (x) + υP (t) > 0
⇔ υP (x) > −υP (t) = −υP (B) = −υP (A)− 1

δηλαδή υP (x) ≥ −υP (A). ΄Αρα Ker(ψ) = L(A) και η ψ δίνει µία Κ-γραµµική

1− 1 απεικόνιση από το L(B)/L(A) στο FP . Οπότε

dim
[
L(B)/L(A)

]
≤ dimFP = degB − degA 2

2.4 Το ϑεώρηµα Riemman -Roch

Θεώρηµα 2.60 (Riemman -Roch) ΄Εστω F ένα αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων.

Υπάρχει ένας διαιρέτης W ο οποίος λέγεται κανονικός διαιρέτης και για κάθε A ∈
DF ικανοποιεί την σχέση

dimL(A) = degA+ 1− g + dim(W −A) (2.40)

για έναν αριθµό g που λέγεται γένος του αλγεβρικού σώµατος F .

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [HENS], σελίδα 28.

Παρατήρηση 2.61 Στον προηγούµενο ορισµό είπαµε ότι dimA := dimL(A), συνεπώς

η σχέση (2.40) γίνεται

dimA = degA+ 1− g + dim(W −A). (2.41)

Πόρισµα 2.62 Για έναν κανονικό διαιρέτη W , έχουµε

degW = 2g − 2 και dimW = g.

Απόδειξη : Για διαιρέτη A = 0 η διάσταση του διανυσµατικού χώρου dimL(0) =
dim 0 = 1, συνεπώς από την σχέση (2.41) έχουµε

1 = deg 0 + 1− g + dimW =⇒ dimW = g
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και επειδή ϐρήκαµε ότι dimW = g πάλι από το ϑεώρηµα Riemman - Roch για

A = W έχουµε

g = degW + 1− g + dim(W −W ) =⇒ degW = 2g − 2.

2

Για την απόδειξη του επόµενου ϑεωρήµατος ϑα χρειαστούµε την ακόλουθη πρό-

ταση.

Πρόταση 2.63 ΄Εστω A ∈ DF . Αν degA < 0 τότε dimA = 0.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι dimA > 0 από το σχόλιο (2.54) υπάρχει ένας ϑετικός διαιρέτης

A′ ∼ A εποµένως degA = degA′ ≥ 0, άτοπο διότι έχουµε υποθέσει ότι degA < 0.

΄Αρα αν degA < 0 τότε dimA = 0. 2

Θεώρηµα 2.64 Αν A είναι ένας διαιρέτης του F/K ϐαθµού degA ≥ 2g − 1 τότε

dimA = degA+ 1− g.

Απόδειξη : Από το ϑεώρηµα Riemman - Roch ισχύει

dimA = degA+ 1− g + dim(W −A)

όπου W είναι ένας κανονικός διαιρέτης. Για να αποδείξουµε το Ϲητούµενο αρκεί να

δείξουµε ότι dim(W −A) = 0. Επειδή degW = 2g− 2 και degA ≥ 2g− 1 έχουµε

ότι deg(W −A) < 0, συνεπώς από την πρόταση (2.63) dim(W −A) = 0. 2

Παράδειγµα 2.65 Αν το g = 0 και A > 0 από το ϑεώρηµα Riemman - Roch έχουµε

ότι

L
(∑

niPi

)
=
∑

ni + 1.

Απόδειξη :

dimL
(∑

niPi

)
= deg

∑
niPi + 1− g + dim

(
W −

∑
niPi

)
= deg

∑
niPi + 1

=
∑

ni + 1

2
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Αλγεβρικές καµπύλες και αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑεωρούµε ότι το K είναι ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα.

3.1 Αφινική πολλαπλότητα

Ορισµός 3.1 Ο n - διάστατος αφινικός χώρος An = An(K) είναι ένα σύνολο που

αποτελείται απ’ όλες τις n - άδες των στοιχείων του K.

Σηµείωση 3.2 Θα λέµε ότι ένα στοιχείο P := (a1, . . . , an) ∈ An
είναι ένα σηµείο

και a1, . . . , an είναι οι συντεταγένες του P .

Ορισµός 3.3 ΄Εστω K[x1, . . . , xn] ο δακτύλιος πολυωνύµων µε συντελεστές από

το K. ΄Ενα υποσύνολο V ⊆ An
καλείται αλγεβρικό σύνολο αν υπάρχει σύνολο

M ⊆ K[x1, . . . , xn] τέτοιο ώστε

V =
{
P ∈ An

∣∣F (P ) = 0 ∀F ∈M
}
.

Ορισµός 3.4 Μία προδθετική υποοµάδα I του δακτυλίου K[x1, . . . , xn] καλείται

ιδεώδες αν για κάθε r ∈ K[x1, . . . , xn] και για κάθε x ∈ I το rx ∈ I.

Πρόταση 3.5 ΄Εστω ένα αλγεβρικό σύνολο V ⊂ An
, το σύνολο των πολυωνύµων

I(V ) =
{
F ∈ K[x1, . . . , xn]

∣∣F (P ) = 0 ∀P ∈ V
}

είναι ιδεώδες τουK[x1, . . . , xn] και µπορεί να παραχθεί από πεπερασένα το πλήθος

πολυώνυµα, F1, . . . , Fr ∈ K[x1, . . . , xn], εποµένως έχουµε

V =
{
P ∈ An

∣∣F1(P ) = · · · = Fr(P ) = 0
}
.

39
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Ορισµός 3.6 ΄Ενα αφινικό αλγεβρικό σύνολο V καλείται ανάγωγο αν δεν µπορεί

να γραφεί σαν ένωση δύο µη κενών αλγεβρικών υποσυνόλων του V , δηλαδή αν

δεν υπάρχει V1, V2 ⊆ V τέτοια ώστε V = V1 ∪ V2.

Σχόλιο 3.7 Μπορούµε να πούµε ότι το αφινικό αλγεβρικό σύνολο V είναι ανάγωγο

αν και µόνο αν το ιδεώδες I(V ) είναι πρώτο, δηλαδή αν P1, P2 ∈ I(V ) µε P1 ·P2 ∈
I(V ) τότε ή P1 ∈ I(V ) ή P2 ∈ I(V ).

Ορισµός 3.8 Μία αφινική πολλαπλότητα είναι ένα ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο.

΄Οπως αναφέραµε προηγουµένως, I(V ) είναι ιδεώδες τουK[x1, . . . , xn] συνεπώς

µπορούµε να ορίσουµε τον δακτύλιο πηλίκο του K[x1, . . . , xn] να είναι

Γ(V ) := K[x1, . . . , xn]/I(V ).

Παρατήρηση 3.9 Επειδή η αφινική πολλαπλότητα V ⊆ An
, εξ’ ορισµού, είναι ένα

ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο έπεται ότι το ιδεώδες I(V ) είναι πρώτο συνεπώς Γ(V )
είναι ακέραια περιοχή. ΄Αρα

Γ(V ) =
{
f = F + I(V )

∣∣F ∈ K[x1, . . . , xn]
}
,

ορίζεται η απεικόνιση {
f : V −→ K

P 7−→ F (P )

Ορισµός 3.10 Το σώµαK(V ) := Quot
(
Γ(V )

)
καλείται σώµα των ϱητών συναρτή-

σεων του V και περιέχει το K σαν υπόσωµα, δηλαδή K ⊂ K(V ).

Ορισµός 3.11 ΄Εστω K(V )/K είναι µία επέκταση σωµάτων. ΄Ενα πεπερασµένο

υποσύνολο {g1/h1, . . . , gn/hn} ∈ K(V ) καλείται αλγεβρικά ανεξάρτητο υπεράνω

του K αν δεν υπάρχουν µη µηδενικά πολυώνυµα f(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn]
τέτοια ώστε f

(
g1/h1, . . . , gn/hn

)
= 0.

Παρατήρηση 3.12 ΄Ενα υποσύνολο S ⊆ K(V ) είναι αλγεβρικά ανεξάρτητο υπ-

εράνω του Κ αν όλα τα πεπερασµένα υποσύνολά του είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα

υπεράνω του Κ.

Ορισµός 3.13

i. Μία ϐάση υπερβατικότητας του K(V )/K είναι ένα µέγιστο αλγεβρικό υπ-

οσύνολο του K(V ).

ii. ∆ύο ϐάσεις υπερβατικότητας έχουν τον ίδιο πληθικό αριθµό που λέγεται ϐα-

ϑµός υπερβατικότητας του K(V )/K.

Ορισµός 3.14 Η διάσταση µίας αφινικής πολλαπλότητας V είναι ο ϐαθµός υπερ-

ϐατικότητας του K(V )/K.
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Για ένα σηµείο P ∈ V ϑεωρούµε τον τοπικό δακτύλιο της V στο P

OP (V ) =
{
f ∈ K(V )

∣∣∣∣f =
g

h
, g, h ∈ Γ(V ) και h(P ) 6= 0

}
µε σώµα πηλίκο K(V ) που έχει µοναδικό µέγιστο ιδεώδες το σύνολο

MP (V ) =
{
f ∈ K(V )

∣∣∣∣f =
g

h
, g, h ∈ Γ(V ) , h(P ) 6= 0 και g(P ) = 0

}
.

3.2 Προβολική πολλαπλότητα

Ορίζουµε στο σύνολο An+1 \ {(0, . . . , 0)} µία σχέση ισοδυναµίας ∼ η οποία δίνεται

από

(a0, . . . , an) ∼ (b0, . . . , bn) ⇐⇒ ∃ 0 6= λ ∈ K τέτοιο ώστε bi = λai, i = 1, . . . , n.

Η κλάση ισοδυναµίας του (a0, . . . , an) µε την σχέση ισοδυναµίας ∼ συµβολίζετε

µε (a0 : · · · : an).

Ορισµός 3.15 Ο n - διάστατος προβολικός χώρος Pn = Pn(K) είναι ένα σύνολο

που αποτελείται από όλες τις κλάσεις ισοδυναµίας, δηλαδή

Pn =
{
(a0 : · · · : an)

∣∣ai ∈ K, όχι όλα τα ai = 0
}
.

Σηµείωση 3.16 Θα λέµε ότι ένα στοιχείο P := (a0 : · · · : an) ∈ Pn
είναι ένα σηµείο

και τα a0, . . . , an ϑα είναι οι οµογενείς συντεταγµένες του P .

Ορισµός 3.17

i. ΄Ενα µονόνυµο ϐαθµού d είναι ένα πολυώνυµοG ∈ K[x0, . . . , xn] της µορφής

G = a ·
n∏

i=0

xdi
i , µε a ∈ K και

n∑
i=0

di = d.

ii. ΄Ενα πολυώνυµο F καλείται οµογενές πολυώνυµο αν το F είναι άθροισµα

µονονύµων του ίδιου ϐαθµού.

iii. ΄Ενα ιδεώδες I ⊆ K[x0, . . . , xn] το οποίο γεννάται από οµογενή πολυώνυµα

καλείται οµογενές ιδεώδες.

Πρόταση 3.18 ΄Εστω ένα οµογενές πολυώνυµο F ∈ K[x0, . . . , xn]. Για κάθε P =
(a0 : · · · : an) ∈ Pn

F (P ) = 0 ⇐⇒ F (a0, . . . , an) = 0 ⇐⇒ F (λa0, . . . , λan) = 0.

Απόδειξη :

F (λa0, . . . , λan)
F

οµογενές

= λd · F (a0, . . . , an) = λd · 0 = 0,

όπου d = degF . 2
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Ορισµός 3.19 ΄Ενα υποσύνολο V ⊆ Pn
είναι ένα προβολικό αλγεβρικό σύνολο

αν υπάρχει ένα σύνολο από οµογενή πολυώνυµα M ⊆ K[x0, . . . , xn] τέτοιο ώστε

V =
{
P ∈ Pn

∣∣F (P ) = 0 ∀F ∈M
}
.

Ορισµός 3.20 Το ιδεώδες I(V ) ⊆ K[x0, . . . , xn] το οποίο γεννάται από οµογενή

πολυώνυµα F µε F (P ) = 0 ∀P ∈ V καλείται οµογενές ιδεώδες του V .

Ορισµός 3.21 ΄Ενα προβολικό αλγεβρικό σύνολο V καλείται ανάγωγο αν δεν

µπορεί να γραφεί σαν ένωση δύο µη κενών αλγεβρικών υποσυνόλων του V , δηλαδή

αν δεν υπάρχουν V1, V2 ⊆ V τέτοια ώστε V = V1 ∪ V2.

Σχόλιο 3.22 Μπορούµε να πούµε ότι το προβολικό αλγεβρικό σύνολο V είναι ανάγ-

ωγο αν και µόνο αν το οµογενές ιδεώδες του I(V ) είναι πρώτο στο K[x0, . . . , xn].

Ορισµός 3.23 Μία προβολική πολλαπλότητα είναι ένα ανάγωγο προβολικό αλγε-

ϐρικό σύνολο.

΄Οπως και στην αφινική πολλαπλότητα επειδή I(V ) είναι ένα οµογενές πρώτο

ιδεώδες του K[x0, . . . , xn] µπορούµε και πάλι να ορίσουµε τον δακτύλιο πηλίκο του

K[x1, . . . , xn] να είναι

Γh(V ) := K[x0, . . . , xn].

Παρατήρηση 3.24 Επειδή η προβολική πολλαπλότητα V ⊆ Pn
, εξ’ ορισµού, εί-

ναι ένα ανάγωγο, προβολικό αλγεβρικό σύνολο έπεται ότι το ιδεώδες I(V ) είναι

οµογενές πρώτο ιδεώδες συνεπώς Γh(V ) είναι ακέραια περιοχή. ΄Αρα

Γh(V ) =
{
f = F + I(V )

∣∣F ∈ K[x0, . . . , xn]
}

όπου F ∈ K[x0, . . . , xn] οµογενές πολυώνυµο ϐαθµού degF = d.

Ορισµός 3.25 Το σώµα των ϱητών συναρτήσεων της V ⊆ Pn
ορίζεται ως

K(V ) :=
{
g

h

∣∣∣∣ g, h ∈ Γh(V ) είναι στοιχεία του ίδιου ϐαθµού και h 6= 0
}

και είναι υπόσωµα του Quot
(
Γh(V )

)
.

Ορισµός 3.26 Η διάσταση µιας προβολικής πολλαπλότητας V είναι ο ϐαθµός υπ-

ερβατικότητας του K(V )/K.

Θέτουµε P να είναι ένα σηµείο της προβολκής πολλαπλότητας V ∈ Pn
, P =

(a0 : · · · : an) ∈ V και f ∈ K(V ). Γράφουµε f = g/h όπου g = G+I(V ) ∈ Γh(V )
και h = H + I(V ) ∈ Γh(V ) και G,H ∈ K[x0, . . . , xn] είναι οµογενή πολυώνυµα

ϐαθµού d.

Για 0 6= λ ∈ K ισχύει

G(λa0, . . . , λan)
H(λa0, . . . , λan)

=
λd ·G(a0, . . . , an)
λd ·H(a0, . . . , an)

=
G(a0, . . . , an)
H(a0, . . . , an)

,
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µπορούµε τώρα να ϑέσουµε

f(P ) =
G(a0, . . . , an)
H(a0, . . . , an)

∈ K,

αν H(P ) 6= 0. Μπορούµε συνεπώς να πούµε ότι η f ορίζεται στο P και f(P ) είναι

η τιµή της f στο P .

Για ένα σηµείο P ∈ V ϑεωρούµε τον τοπικό δακτύλιο της V στο P

OP (V ) =
{
f ∈ K(V )

∣∣ f ορίζεται στο P
}

µε µέγιστο ιδεώδες

MP (V ) =
{
f ∈ OP (V )

∣∣ f(P ) = 0
}
.

3.3 Κάλυµµα προβολικής πολλαπλότητα µε αφινική

πολλαπλότητα

Για 0 ≤ i ≤ n ορίζουµε µια απεικόνιση ϕi : An → Pn
µε

ϕi(a0, . . . , an) =
(
a0 : · · · : ai−1 : 1 : ai : · · · : an−1

)
Η ϕi είναι µία 1 − 1 και επί απεικόνιση από τον An

στο σύνολο

Ui =
{
(c0 : · · · : cn) ∈ Pn

∣∣ ci 6= 0
}

και ο προβολικός χώρος Pn
είναι η ένωση όλων των Ui, δηλαδή

Pn =
n⋃

i=0

Ui

έτσι ο Pn
καλύπτεται από n+ 1 αντίγραφα του αφινικού χώρου.

΄Εστω V ⊆ Pn
µία προβολική πολλαπλότητα, τότε V =

⋃n
i=0

(
V ∩Ui

)
. Υποθέ-

τουµε ότι V ∩ Ui 6= ∅. Τότε

Vi := ϕ−1
i

(
V ∩ Ui

)
⊆ An.

Προφανώς Vi είναι µία αφινική πολλαπλότητα και συνεπώς το ιδεώδες της είναι

I(Vi) =
{
F (x0, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn)

∣∣F ∈ I(V )
}

Για διευκόλυνση µας ϑα περιοριστούµε µόνο στην περίπτωση όπου i = n και

εποµένως V ∩ Un 6= ∅.

Ορισµός 3.27 ΄Εστω Hn := Pn \ Un =
{
(a0 : · · · : an) ∈ Pn

∣∣ an = 0
}

. Hn

καλείται το υπερεπίπεδο στο άπειρο και τα P ∈ V ∩Hn είναι τα σηµεία της V στο

άπειρο.
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Υπάρχει ένας ϕυσικόςK - ισοµορφισµόςα : K(V ) → K(Vn). ΄ΟπουK(V ) είναι

το σώµα των ϱητών συναρτήσεων της προβολικής πολλαπλότητας της V και K(Vn)
το σώµα των ϱητών συναρτήσεων της αφινικής πολλαπλότητας Vn που ορίσαµε

παραπάνω.

Ο ισοµορφισµός αυτός ορίζεται ως ακολούθως :

Θέτουµε f = g/h ∈ K(V ) όπου g, h ∈ Γh(V ) είναι πολυώνυµα του ίδιου ϐαθµού

και h 6= 0. Στη συνέχεια διαλέγουµε οµογενή πολυώνυµα G,H ∈ K[x0, . . . , xn]
τα οποία αντιπροσωπεύονται από τα g και h αντίστοιχα. Θέτουµε τώρα G∗ =
G(x0, . . . , xn−1, 1) ∈ K[x0, . . . , xn−1] καιH∗ = H(x0, . . . , xn−1, 1) ∈ K[x0, . . . , xn−1].
Ο δακτύλιος πυλίκο της αφινικής πολλαπλότητας Vn είναι

Γ(Vn) = K[x0, . . . , xn−1]/I(Vn)

και η κλάση υπολοίπων των πολυωνύµων G∗ και H∗ στο Γ(Vn) είναι g∗ και h∗

αντίστοιχα. Τότε α(f) = g∗/h∗. Οι τοπικοί δακτύλιοιOP (V ∩Un) καιOϕ−1
n (P )(Vn)

είναι ισόµορφοι γιατί από τον ισοµορφισµό α που ορίσαµε ο τοπικός δακτύλιος του

σηµείου P ∈ V ∩Un απεικονίζεται στον τοπικό δακτύλιο του σηµείου ϕ−1
n (P ) ∈ Vn.

3.4 Το προβολικό κάλυµµα µιας αφινικής πολλαπλότη-

τας

Για ένα πολυώνυµο F = F (x0, . . . , xn) ∈ K[x0, . . . , xn−1] ϐαθµού d, ϑέτουµε

F ∗ = xd
n · F (x0/xn, . . . , xn−1/xn) ∈ K[x0, . . . , xn].

Το F ∗ είναι ένα οµογενές πολυώνυµο ϐαθµού d, n+ 1 πολλαπλοτήτων.

Ορισµός 3.28 Προβολικό κάλυµµα µιας αφινικής πολλαπλότητας V ⊆ An
καλεί-

ται µία προβολική πολλαπλότητα V̄ ⊆ Pn
που ορίζεται ως

V̄ :=
{
P ∈ Pn

∣∣F ∗(P ) = 0 ∀F ∈ I(V )
}
.

Παρατήρηση 3.29

i. Μπορούµε να ξαναβρούµε την V από την V̄ µε την ίδια διαδικασία που περι-

γράψαµε στην προηγούµενη παράγραφο, δηλαδή

V = φ−1
n

(
V̄ ∩ Un

)
=
(
V̄
)
n
.

ii. Το σώµα των ϱητών συναρτήσεων του V και του V̄ είναι ισόµορφα.

iii. Η διάσταση του V και του V̄ είναι ίσες, δηλαδή dimV = dim V̄ .
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3.5 Ρητές απεικονίσεις και µορφισµοί

΄Εστω V ⊆ Pm
καιW ⊆ Pn

είναι δύο προβολικές πολλαπλότητες. Υποθέτουµε ότι

F0, . . . , Fn ∈ K[x0, . . . , xm] είναι οµογενή πολυώνυµα µε τις ακόλουθες ιδιότητες

i. degF0 = · · · = degFn.

ii. Fi ∈ I(V ), όχι για όλα τα i.

iii. ∀H ∈ I(W ) ισχύει ότι H(F0, . . . , Fn) ∈ I(V ).

iv. FiGj ≡ FjGi modI(V ) για 0 ≤ i, j ≤ n.

Θέτουµε Q ∈ V και υποθέτουµε ότι Fi(Q) 6= 0 για τούλαχιστον ένα 0 6= i 6= n(
από το ( ii) ώστε να υπάρχει ένα σηµείο

)
. Τότε το σηµείο

(
F0(Q) : · · · : Fn(Q)

)
∈

Pn
επεκτείνεται στο W από το ( iii). Θέτουµε (G0, . . . , Gn) να είναι µία n - άδα

οµογενών πολυωνύµων τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι συνθήκες ( i), ( ii) και ( iii)

που αναφέραµε παραπάνω.

Λέµε ότι οι n - άδες των πολυωνύµων

(
F0, . . . , Fn

)
και

(
G0, . . . , Gn

)
είναι ισοδύ-

ναµα αν ισχύει η συνθήκη ( iv.).

Η κλάση ισοδυναµίας του (F0, . . . , Fn) µε την σχέση ισοδυναµίας ∼ ϕαίνεται

από την σχέση

φ = (F0 : · · · : Fn)

και η φ : V →W καλείται ϱητή απεικόνιση.

Ορισµός 3.30 Μία ϱητή απεικόνιση φ = (F0 : · · · : Fn) ορίζεται ατο σηµείο P ∈ V
αν υπάρχουν οµογενή πολυώνυµα G0, . . . , Gn ∈ K[x0, . . . , xn] τέτοιο ώστε φ =
(G0 : · · · : Gn) και Gi(P ) 6= 0 για τουλάχιστον ένα i.

Τότε ϑέτουµε

φ(P ) =
(
G0(P ) : · · · : Gn(P )

)
∈W

και σύµφωνα µε τα ( i) και ( iv) η συνάρτηση φ είναι καλά ορισµένη.

Ορισµός 3.31 ΄Εστω δύο πολλαπλότητες V1 και V2 είναι birational αν υπάρχουν

ϱητές απεικονίσεις φ1 : V1 → V2 και φ2 : V2 → V1 τέτοιο ώστε φ1 ◦ φ2 είναι η

ταυτοτική απεικόνιση του V2 και φ2 ◦ φ1 είναι η ταυτοτική απεικόνιση του V1.

Παρατήρηση 3.32 Οι πολλαπλότητες V1 και V2 είναι birational αν και µόνο αν τα

σώµατα των ϱητών συναρτήσεων τους K(V1) και K(V2) είναι K - ισόµορφα.

Ορισµός 3.33

i. Μία ϱητή απεικόνιση φ : V → W η οποία ορίζεται για κάθε P ∈ V καλείται

µορφισµός.
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ii. Η απεικόνιση φ είναι ισόµορφη αν υπάρχει µορφισµός ψ : W → V τέτοιος

ώστε η σύνθεση των φ ◦ ψ και ψ ◦ φ να είναι η ταυτοτική απεικόνιση των W

και V αντίστοιχα.

Παρατήρηση 3.34 Για την περίπτωση ( ii), του προηγούµενου ορισµού, τα V και W

λέµε ότι είναι ισόµορφα.

Πόρισµα 3.35 Η ένοια της ισοµορφίας µεταξύ πολλαπλοτήτων συνεπάγεται την

αµφίρητη ισοδυναµία. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.

3.6 Αλγεβρικές καµπύλες

Ορισµός 3.36 Μία προβολική (αφινική) αλγεβρική καµπύλη V είναι µία προβο-

λική (αφινική) πολλαπλότητα διάστασης 1 (εννοούµε µόνο ανάγωγες καµπύλες).

Παρατήρηση 3.37 Επειδή η διάσταση της πολλαπλότητας είναι 1, το σώµα των

ϱητών συναρτήσεων K(V ) στο V είναι ένα αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων µιας

µεταβλητής.

Ορισµός 3.38 ΄Ενα σηµείο P ∈ V είναι non-singular αν ο τοπικός δακτύλιος

OP (V ) είναι ένας διακριτός δακτύλιος εκτίµησης.

Σχόλιο 3.39 Αν OP (V ) είναι διακριτός δακτύλιος εκτίµησης τότε OP (V ) είναι πε-

ϱιοχή κυρίων ιδεωδών µε ακριβώς ένα µέγιστο ιδεώδες 6= {0}.

Πρόταση 3.40 Σε µία καµπύλη υπάρχουν µόνο πεπερασµένα το πλήθος singular

σηµεία.

Ορισµός 3.41 Μία καµπύλη V λέγεται non-singular (ή λεία) αν όλα τα σηµεία

P ∈ V είναι non-singular.

Ορισµός 3.42 Μία επίπεδη αφινική καµπύλη είναι µια αφινική καµπύλη V ⊆ A2
.

Ορισµός 3.43 Το ιδεώδες I(V ) ⊆ K[x0, x1] µιας αφινικής καµπύλης V γεννάται

από ανάγωγο πολυώνυµο G ∈ K[x0, x1] (το οποίο είναι µοναδικό πάνω από έναν

σταθερό παράγοντα).

Σχόλιο 3.44 Αντίστροφα από τον προηγούµενο ορισµό, δίνεται ένα ανάγωγο πολυώνυ-

µο G ∈ K[x0, x1], το σύνολο V =
{
P ∈ A2

∣∣G(P ) = 0
}

είναι µία επίπεδη αφινική

καµπύλη και το G γεννά τα αντίστοιχα ιδεώδη I(V ).

Για να ελέγχουµε αν ένα σηµείο P ∈ V είναι non-singular ή όχι ακολουθούµε

το παρακάτω κριτήριο.

Κριτήριο Jacobi.

΄Ενα σηµείο P ∈ V είναι non-singular αν και µόνο αν

Gx0(P ) 6= 0 ή Gx1(P ) 6= 0,
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όπου Gxi
∈ K[x0, x1] είναι οι µερικές παράγωγοι του πολυωνύµου G ως προς xi

και i = 0, 1.

Ορισµός 3.45 Μία επίπεδη προβολική καµπύλη είναι µια προβολική καµπύλη

V ⊆ P2
.

Ορισµός 3.46 Το ιδεώδες I(V ) ⊆ K[x0, x1] µιας προβολικής καµπύλης V γεν-

νάται από ανάγωγα πολυώνυµα H ∈ K[x0, x1, x2].

Το αντίστοιχο Κριτήριο Jacobi της προβολικής πολλαπλότητας µας λέει ότι ένα

σηµείο P ∈ V είναι non-singular αν και µόνο αν

Hxi
6= 0 για ένα τουλάχιστον i = 0, 1, 2.

Σηµείωση 3.47 Αν V =
{
P ∈ A2

∣∣G(P ) = 0
}

είναι µία επίπεδη αφινική καµπύλη

µε ένα ανάγωγο πολυώνυµο G ∈ K[x0, x1] ϐαθµού d, το προβολικό κάλυµµα

V̄ ⊆ P2
είναι το σύνολο από τις ϱίζες του οµογενούς πολυωνύµου

G∗ = xd
2 ·G

(
x0

x2
,
x1

x2

)
.

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε ϱητές απεικονίσεις φ : V → W , όπου V , W είναι

προβολικές καµπύλες. Τότε τα ακόλουθα ισχύουν

i. Η απεικόνιση φ ορίζεται σε όλα τα non-singular σηµεία P ∈ V . Εποµένως,

αν V είναι µια non-singular καµπύλη τότε η φ είναι ένας µορφισµός.

ii. Αν V είναι µια non-singular καµύλη και φ µη σταθερή απεικόνιση τότε η φ

είναι µορφισµός.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων / πεπερασµένων σωµάτων

σταθερών

Σ’ αυτό το κεφάλαιο ϑα ϑεωρούµε F/Fq να είναι ένα αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων

(υπερβατικής διάστασης 1) γένους g µε σώµα σταθερών το πεπερασµένο σώµα Fq

δηλαδή Fq είναι αλγεβρικά κλειστό στο F (Fq = {z ∈ F : z αλγεβρικό /Fq}).

4.1 Η ζ-συνάρτηση του σώµατος συναρτήσεων

Από το κεφάλαιο 2 γνωρίζουµε ότι :

i. DF είναι η οµάδα των διαιρετών

ii. ένας divisor ορίζεται ως :

A =
∑

P∈PF

aPP

και λέµε ότι A > 0 ⇐⇒ aP > 0.

Λήµµα 4.1 Για κάθε n ≥ 0 υπάρχουν πεπερασµένοι το πλήθος ϑετικοί διαιρέτες

ϐαθµού n.

Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο S := {P ∈ PF
∣∣ degP ≤ n}, για πρώτους

divisor, είναι πεπερασµένο. ∆ιαλέγουµε λοιπόν ένα στοιχείο του F αλλά όχι του Fq,

έστω δηλαδή x ∈ F�Fq και ϑεωρούµε το σύνολο S0 := {P0 ∈ PFq(x)

∣∣ degP0 ≤ n}.
Προφανώς P ∩Fq(x) ∈ S0 ∀P ∈ S και κάθε P0 ∈ S0 έχει πεπερασµένες το πλήθος

επεκτάσεις στο F . ΄Εχουµε λοιπόν να δείξουµε ότι το S0 είναι πεπερασµένο σύνολο.

Εφόσον τα σηµεία του Fq(x) (εκτός από τον πόλο του x) αντιστοιχούν σε ανάγωγα

49
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µονικά πολυώνυµα p(x) ∈ Fq[x] µε τον ίδιο ϐαθµό S0 είναι πεπερασµένο σύνολο.

2

Για λόγους πλήρους κατανόησης των όσων ακολουθήσουν ας παραθέσουµε γνώ-

σεις για τους διαιρέτες, που αποκτήσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο.

i. PF < DF και PF είναι οι κύριοι διαιρέτες και ορίζονται ως εξής

(x) =
∑

P∈PF

uP (x)P, µε 0 6= x ∈ F

ii. Η οµάδα πηλίκο CF = DF /PF καλείται η οµάδα κλάσης διαιρετών του F/Fq.

iii. A, B ∈ DF δύο διαιρέτες, τους λέµε ισοδύναµους και γράφουµε A ∼ B αν

B = A+ (x) για κάποιο κύριο διαιρέτη (x) ∈ PF .

iv. Ο διαιρέτης κλάσης του A στην οµάδα κλάσης διαιρετών CF είναι ο [A].

v. Αν A ∼ B ⇐⇒ A ∈ [B] ⇐⇒ [A] = [B].

vi. Ισοδύναµοι διαιρέτες έχουν την ίδια τάξη και την ίδια διάσταση

deg[A] = degA και dim[A] = dimA

Ορισµός 4.2 Το σύνολο

D0
F := {A ∈ DF

∣∣ degA = 0} < DF ,

καλείται οµάδα των διαιρετών ϐαθµού 0 και το σύνολο

C0
F := {[A] ∈ CF

∣∣ deg[A] = 0}

καλείται οµάδα κλάσης διαιρετών ϐαθµού 0.

Πρόταση 4.3 Η οµάδα κλάσης δαιρετών ϐαθµού 0 (C0
F ) είναι µία πεπερασµένη

οµάδα και ορίζουµε την class group στο F/Fq να είναι h := hF := ord C0
F .

Απόδειξη : ∆ιαλέγουµε έναν διαιρέτη B ∈ DF ϐαθµού n := degB ≥ g (g είναι το

γένος του αλγεβρικού σώµατος συναρτήσεωνF ). Θεωρούµε το σύνολο των διαιρετών

κλάσης ϐαθµού n

Cn
F := {[C] ∈ CF

∣∣ deg[C] = n}.

Η απεικόνιση {
C0

F −→ Cn
F

[A] 7−→ [A+B]

είναι 1-1 και επι, αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι το σύνολο Cn
F είναι πεπερασµένο.

Θέλουµε ∀ [C] ∈ Cn
F να υπάρχει ένας διαιρέτης A ∈ [C] µε A ≥ 0. Πράγµατι,

εφόσον degC = n ≥ g, έχουµε από το ϑεώρηµα Riemann - Roch ότι dim[C] ≥
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n + 1 − g ≥ 1. Συνεπώς από το λήµµα 4.1 υπάρχουν πεπερασµένοι το πλήθος

ϑετικοί διαιρέτες ϐαθµού n. ΄Αρα Cn
F είναι πεπεραµένο. 2

Ορίζουµε τον ϑετικό ακέραιο 0 < ∂ ∈ Z µε

∂ := min{degA
∣∣A ∈ DF , degA > 0}.

Η εικόνα της απεικόνισης του ϐαθµού deg : DF → Z είναι υποοµάδα των ακεραίων

που γεννούται από το ∂ δηλαδή ισχύει Im(deg) = 〈∂〉 < Z και επιπλέον ο ϐαθµός

κάθε διαιρέτη του F/Fq είναι πολλαπλάσιο του ∂, δηλαδή degA = ∂k, k ∈ Z.

Για τη συνέχεια, ϑέλουµε να µελετήσουµε τους αριθµούς

An :=
∣∣{A ∈ DF |A ≥ 0, degA = n}

∣∣
deg A=∂k

=
∣∣{A ∈ DF |A ≥ 0, n = ∂k, k ∈ Z}

∣∣
Παρατηρούµε ότι

A0 = 1 και A1 =
∣∣{P ∈ PF : degP = 1}

∣∣. (4.1)

Λήµµα 4.4

i. An = 0 αν ∂ - n.

ii. Για µία fixed κλάση διαιρετών [C] ∈ CF , έχουµε∣∣{A ∈ [C]|A ≥ 0}
∣∣ = 1

q − 1

(
qdim[C] − 1

)
.

iii. Για κάθε ακέραιο n > 2g − 2 µε ∂ | n

An =
h

q − 1
(
qn+1−g − 1

)
.

Απόδειξη :

i. Παραπάνω ορίσαµε ότι An :=
∣∣{A ∈ DF |A ≥ 0, n = ∂k, k ∈ Z}

∣∣, συνεπώς

αν ∂ - n⇒ An = 0.

ii. Θέλουµε να δείξουµε ότι το πλήθος των ϑετικών διαιρετών 0 6= A ∈ [C], [C]
fixed κλάση διαιρετών είναι ίσο µε

1
q−1

(
qdim[C] − 1

)
. Αφού A ∈ [C] ⇔ A ∼

C ⇒ A = (x) + C, για κάποιο x ∈ F µε (x) ≥ −C ⇒ x ∈ L(C)�{0}.
Υπάρχουν ακριβώς qdim[C] − 1 στοιχεία του L(C)�{0} και δύο απ’ αυτά

δίνουν τον ίδιο διαιρέτη αν και µόνον αν διαφέρουν κατά ένα µη µηδενικό

σταθερό παράγοντα 0 6= a ∈ Fq.

iii. Υπάρχουν h = hF κλάσεις διαιρετών ϐαθµού n, [C1], [C2], . . . , [Ch]. Από το

προηγούµενο ερώτηµα και από το ϑεώρηµα Riemann - Roch∣∣{A ∈ [Cj ] : A ≥ 0}
∣∣ = 1

q − 1

(
qdim[Cj ] − 1

)
=

1
q − 1

(
qn+1−g − 1

)
.
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Κάθε διαιρέτης ϐαθµού n εκτέινεται σε ακριβώς µία από τις κλάσεις διαιρετών

[C1], [C2], . . . , [Ch], εποµένως για να υπολογίσουµε το An ϑα λογαριάσουµε

το άθροισµα σε όλες τις κλάσεις, δηλαδή

An =
n∑

j=1

∣∣{A ∈ [Cj ] : A ≥ 0}
∣∣ = h

q − 1
(
qn+1−g − 1

)
.

2

Ορισµός 4.5 Η δυναµοσειρά

Z(t) := ZF (t) :=
∞∑

n=0

Ant
n ∈ C[[t]]

όπου An :=
∣∣{A ∈ DF |A ≥ 0, degA = n}

∣∣ καλείται η Ϲήτα συνάρτηση του F/Fq.

Παρατηρήσεις 4.6

i. Θεωρούµε το t ως µιγαδική µεταβλητή.

ii. Η Z(t) είναι δυναµοσειρά υπεράνω του σώµατος των µιγαδικών αριθµών.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι η Ϲήτα συνάρτηση του F/Fq συγκλίνει για σε µία περιοχή

του 0.

Πρόταση 4.7 Η δυναµοσειρά Z(t) =
∑∞

n=0Ant
n

συγκλίνει για |t| < q−1
. Συγ-

κεκριµένα, για |t| < q−1
έχουµε :

i. Αν το αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων F/Fq είναι γένους g = 0 τότε

Z(t) =
1

q − 1

(
q

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
.

ii. Αν g ≥ 1, τότε Z(t) = F (t) +G(t) µε

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C],

(
όπου [C] τρέχει όλες τις κλάσεις διαιρετών [C] ∈ CF µε 0 ≤ deg[C] ≤ 2g−2

)
και

G(t) =
h

q − 1

(
q1−g (qt)2g−2+∂ 1

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
.

Απόδειξη :
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i. Αρχικά, αφού το αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων F/Fq είναι γένους g = 0
έχει class number h = 1, δηλαδή κάθε διαιρέτης A ϐαθµού µηδέν είναι

κύριος. Από το λήµµα 4.4.( iii) έχουµε ότι ∀ Z 3 n > 2g − 2 µε ∂ | n,

An = h
q−1

(
qn+1−g − 1

)
. Αφού g = 0 διαλέγουµε τον ακέραιο n = 0 > 2g−2

και από το ϑεώρηµα Riemann - Roch έχουµε ότι

dimA = degA+ 1− g
deg A=0

g=0= 1.

Μπορούµε να ϐρούµε ένα µη µηδενικό στοιχείο x 6= 0 µε (x) ≥ −A. Οι

διαιρέτες A και (x) είναι ϐαθµού 0. Συνεπώς A = −(x) =
(

1
x

)
είναι κύριος

διαρέτης.

Τώρα η Ϲήτα συνάρτηση του F/Fq από τα παραπάνω γίνεται

∞∑
n=0

Ant
n =

∞∑
n=0

A∂nt
∂n =

∞∑
n=0

1
q − 1

(
q∂n+1 − 1

)
t∂n

=
1

q − 1

(
q
∞∑

n=0

(qt)∂n −
∞∑

n=0

t∂n

)

=
1

q − 1

(
q

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
για |qt| < 1 ⇒ |t| < q−1

.

ii. Για g ≥ 1 οι υπολογισµοί είναι παρόµοιοι :

Z(t) =
∞∑

n=0

Ant
n =

∑
deg[C]≥0

∣∣{A ∈ [C] : A ≥ 0
∣∣ · tdeg[C]

=
∑

deg[C]≥0

qdim[C] − 1
q − 1

· tdeg[C]

=
1

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C]

+
1

q − 1

∑
deg[C]>2g−2

qdeg[C]+1−g · tdeg[C]

− 1
q − 1

∑
deg[C]≥0

tdeg[C] = F (t) +G(t),

µε

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C].

Τώρα για να αποδείξουµε ότι

G(t) =
1

q − 1

∑
deg[C]>2g−2

qdeg[C]+1−g · tdeg[C] − 1
q − 1

∑
deg[C]≥0

tdeg[C]
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ϑα κάνουµε κάποιους υπολογισµούς.

Για το πρώτο άθροισµα. Από το λήµµα 4.4 deg[C] > 2g − 2 µε

∂ | deg[C] ⇒ deg[C] = n∂ > 2g − 2 ⇒ n >
2g − 2
∂

⇒ n =
2g − 2
∂

+ 1

Για το δεύτερο άθροισµα. Αφού deg[C] ≥ 0 ϑέτω n = deg[C]. Συνεπώς

τελικά έχουµε

G(t) =
∞∑

n= 2g−2
∂ +1

hqn∂+1−g · tn∂ −
∞∑

n=0

htn∂

=
1

q − 1

(
hq1−g(qt)2g−2+∂ 1

1− (qt)∂
− h

1
1− t∂

)
=

h

q − 1

(
q1−g(qt)2g−2+∂ 1

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
.

Συνεπώς Z(t) = F (t) +G(t). 2

Πόρισµα 4.8 Η δυναµοσειρά Z(t) µπορεί να επεκταθεί σε µια ϱητή συνάρτηση του

C µε απλό πόλο στο t = 1.

Απόδειξη : Η G(t) έχεια απλό πόλο στο t = 1 γιατί 1/(1 − t∂) έχει απλό πόλο στο

στο t = 1, συνεπώς και η Z(t) έχει απλό πόλο στο t = 1. 2

Πρόταση 4.9 (Γινόµενο Euler ) Για |t| < q−1
η συνάρτηση Z(t) µπορεί να παρασ-

ταθεί σαν απολύτως συγκλίνον γινόµενο

Z(t) =
∏

P∈PF

(
1− tdeg P

)−1
. (4.2)

Για |t| < q−1
η συνάρτηση Z(t) 6= 0.

Απόδειξη : Το γινόµενο
∏

P∈PF

(
1 − tdeg P

)−1
για |t| < q−1

συγκίνει απόλυτα.

Εφόσον από την πρόταση 4.7∑
P∈PF

|t|deg P ≤
∞∑

n=0

An|t|n <∞.

Κάθε παράγοντας της (4.2) µπορεί να γραφεί σαν γεωµετρική σειρά και συνεπώς

παίρνουµε∏
P∈PF

(
1− tdeg P

)−1 =
∏

P∈PF

∞∑
n=0

tdeg(nP ) =
∑

0≤A∈DF

tdeg A =
∞∑

n=0

Ant
n = Z(t).

2

Στη συνέχεια, διαλέγουµε µία αλγεβρική κλειστότητα F̄q του σώµατος σταθερών Fq

και ϑεωρούµε την επέκταση του σώµατος σταθερών F̄ = F F̄q του σώµατος F/Fq.

Για κάθε r ≥ 1 υπάρχει ακριβώς µία επέκταση Fqr/Fq µε [Fqr : Fq] = r και ϑέτουµε

Fr := FFqr ⊆ F̄ .
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Ορισµός 4.10 ΄Εστω f(x) ∈ K[x] και ότι

f(x) = a(x− r1) · · · (x− rn)

µία παραγοντοποίηση του f(x), όπου a ∈ K. Το πολυώνυµο f(x) ονοµάζεται

διαχωρίσιµο όταν κανένα από τα (x− ri), µε i = 1, . . . , n δεν επαναλαµβάνεται.

Ορισµός 4.11 ΄Εστω L/K µία επέκταση σωµάτων.

i. Η επέκταση L/K ονοµάζεται κανονική αν κάθε πολυώνυµο f(x) ∈ K[x], που

έχει µία ϱίζα στο L έχει όλες τις ϱίζες στο L.

ii. ΄Ενα στοιχείο a ∈ L λέγεται διαχωρίσιµο, ή αν είναι υπερβατικό ή όταν το

ανάγωγο πολυώνυµό του είναι διαχωρίσιµο. Η επέκταση L/K λέγεται δι-

αχωρίσιµη αν κάθε στοιχείο της είναι διαχωρίσιµο.

iii. Μία κανονική και διαχωρίσιµη επέκταση ονοµάζεται επέκταση Galois.

Ορισµός 4.12 Αν L είναι ένα σώµα, τότε ονοµάζουµε αυτοµορφισµό του L µία

απεικόνιση σ : L −→ L η οποία είναι ισοµορφισµός (1-1 και επί).

Αν L/K είναι µία επέκταση σώµατος, τότε λέµε ότι ένας αυτοµορφισµός σ του L

διατηρεί σηµειακά σταθερό το K όταν σ(c) = c, ∀ c ∈ K.

Ορισµός 4.13 (Οµάδα Galois) ΄Εστω L/K µία επέκταση σώµατος, ονοµάζουµε

οµάδα Galois της επέκτασης, την οµάδα

Gal(L/K) = {σ
∣∣σ αυτοµορφισµός του L, σ(c) = c ∀ c ∈ K}

µε πράξη την σύνθεση των απεικονίσεων.

Ορισµός 4.14 ΄Εστω Fr/Fqr είναι µία αλγεβρική επέκταση του αλγεβρικού σώµα-

τος συναρτήσεων F/Fq. Για µία ϑέση P ∈ PF και µία ϑέση P ′ ∈ PFr
για την οποία

ισχύει ότι η ϑέση P ′ επεκτείνει την ϑέση P ορίζουµε τα ακόλουθα:

1. ConFr/F (P ) :=
∑

P ′|P e(P
′|P ) · P ′,

2. e(P ′|P ) := e µε υP ′(x) = e · υP (x) ∀x ∈ F .

Λήµµα 4.15

i. Fr/F είναι µία κυκλική επέκταση ϐαθµού r (Fr/F είναι επέκταση Galois µε

κυκλική οµάδα Galois τάξης r). Η οµάδα Galois Gal(Fr/F ) γεννάται από

έναν αυτοµορφισµό Frobenious σ : Fqr → Fqr µε σ(a) = aq
.

ii. Fqr είναι το πλήρες σώµα σταθερών του Fr.

iii. Το σώµα Fr/Fqr έχει το ίδιο γένος µε το σώµα F/Fq.
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iv. ΄Εστω P ∈ PF είναι µία ϑέση ϐαθµού m. Τότε το P διασπάται στο Fr σε

άθροισµα ϑέσεων, δηλαδή ConFr/F (P ) = P1 + · · ·+ Pd µε d := µκδ (m, r)
ανά δύο διαφορετικών ϑέσεων Pi ∈ PF r µε ϐαθµό degPi = m/d.

Ορισµός 4.16 Ορίζουµε τον διαιρέτη Diff(Fr/F ) :=
∑

P∈PF

∑
P ′|P d(P

′|P ) · P ′

και ο διαφορικός εκθέτης του P ′ υπεράνω του P ορίζεται d(P ′|P ) := −υP ′(t).

Θεώρηµα 4.17 (Τύπος γένους του Hurwitz)

a) F/Fq αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων γένους g µε Fq σώµα σταθερών του F

και Fqr/Fq είναι µία απλή επέκταση.

b) Fr/Fqr αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων γένους g′ και Fqr είναι το σώµα στα-

ϑερών του Fr.

Τότε έχουµε

2g′ − 2 =
[Fr : F ]
[Fqr : Fq]

(2g − 2) + degDiff(Fr/F ).

Για την απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [HENS], σελίδα

88.

Ορισµός 4.18 ΄ΕστωFr/F µία πεπερασµένη και διαχωρίσιµη επέκταση αλγεβρικών

σωµάτων αριθµών. Αν P ∈ PF και P ′ ∈ PFr έτσι ώστε P ′|P , τότε P ′|P είναι ram-

ified αν και µόνο αν P ′ ≤ Diff(Fr/F ). Σε όλες τις άλλες ϑέσεις P ∈ PF είναι

unramified στο Fr/F .

Απόδειξη :

(
Λήµµατος (4.15)

)
i. Γνωρίζουµε ότι η επέκταση Fqr/Fq είναι είναι κυκλική ϐαθµού r γιατί η οµά-

δα Galois Gal(Fqr/Fq) = 〈a 7→ aq〉, που γεννάται από τον αυτοµορφισµό

Frobenious a 7→ aq
είναι κυκλική τάξης r.

Θέλουµε να δείξουµε ότι [Fr : F ] = [Fqr : Fq] = r.

Η ανισότητα [Fr : F ] ≤ [Fqr : Fq] αποδεικνύεται εύκολα. Θα πρέπει να

δείξουµε ότι το ελάχιστο πολλυώνυµο s(t) ∈ Fq[t] µε s(a) = 0 είναι ανάγωγο

πολλυώνυµο στο F [t]. Υποθέτουµε το αντίθετο, έστω ότι υπάρχουν µονικά

πολλυώνυµα g(t), h(t) ∈ F [t] µε 1 ≤ deg g < deg s και 1 ≤ deg h < deg s
τέτοια ώστε s(t) = g(t) · h(t). Κάθε ϱίζα των g(t), h(t) στο Fr ϑα είναι ϱίζα

και του s(t) συνεπώς ϑα είναι αλγεβρική υπεράνω του Fq. Επειδή F/Fq (όπως

ορίσαµε στην αρχή του κεφαλαίου) είναι ένα αλγεβρικό σώµα συναρτήσεων

έχουµε ότι οι συντελεστές των πολυωνύµων είναι αλγεβρικοί υπεράνω του

Fq. Τέλος επειδή Fq είναι το πλήρες σώµα σταθερών του F (περιέχει δηλαδή

όλα τα στοιχεία του F τα οποία είναι αλγεβρικά υπεράνω του Fq) οι συντε-

λεστές των g(t), h(t) ϑα περιέχονται στο Fq, όµως αυτό έρχεται σε αντίθεση

µε τον αρχικό συλογισµό µας, δηλαδή ότι το s(t) είναι το ελαχίστου ϐαθµού

πολλυώνυµο. ΄Αρα δεν υπάρχουν τέτοια g(t), h(t) και συνεπώς το s(t) είναι

ανάγωγο στο F [t].
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ii. Θεωρούµε ένα στοιχείο δ ∈ Fr το οποίο είναι αλγεβρικό υπεράνω του Fqr και

ϑέλουµε να δείξουµε ότι δ ∈ Fqr . Το στοιχείο αυτό είναι αλγεβρικό υπεράν-

ω του Fq και υπάρχουν πεπερασµένα το πλήθος στοιχεία a1, . . . , ar ∈ Fqr

τέτοια ώστε δ ∈ F (a1, . . . , ar). Η επέκταση Fq(a1, . . . , ar)/Fq είναι πεπερασ-

µένη εποµένως Fq(a1, . . . , ar) = Fq(a) = Fqr για κάποιο a ∈ Fqr (εδώ ϑα

χρησιµοποιήσουµε την το γεγονός ότι Fq είναι το σώµα σταθερών του F ). Ε-

ϕόσον δ είναι αλγερικό υπεράνω του Fq µπορούµε να ϐρούµε β ∈ Fr µε

Fq(a, δ) = Fq(β). Επιπλέον F (β) = F (a, δ)
δ∈F (a)

= F (a) και από ( i) έχουµε

ότι

[Fq(β) : Fq] = [F (β) : F ] = [F (a) : F ] = [Fq(a) : Fq].

Συνεπώς δ ∈ Fq(β) = Fq(a) = Fqr .

iii. Από ( i) Fr είναι µία πεπερασένη απλή επέκταση του σώµατος συναρτήσεων F

ϐαθµού [Fr : F ] = [Fqr : Fq] = r. Θέτουµε P ∈ PF τέτοιο ώστε το ελάχισ-

το πολυώνυµο φ(t) ∈ Fq[t] µε φ(a) = 0 (από ( ii) το ελάχιστο πολυώνυµο

παραµένει ανάγωγο υπεράνω του F ) να έχει τους συντελεστές στον δακτύλιο

εκτίµησης P (δηλαδή a είναι ακέραιος αλγεβρικός υπεράνω του P ) επιπλέον

ϑέτουµε P ′ ∈ PFr µε τη ϑέση P ′ να είναι επέκταση της ϑέσης P (συµβ. P ′|P )

τότε

d(P ′|P ) ≤ υP ′
(
φ′(a)

)
µε φ′(t) =

d

dt
φ(t) ∈ Fq[t].

΄Οµως το a είναι απλή ϱίζα του ελαχίστου πολυωνύµου υπεράνω του Fq ε-

ποµένως φ′(a) 6= 0. Εφόσον φ′(a) ∈ Fqr ⇒ υP ′
(
φ′(a)

)
= 0. ΄Ετσι έχουµε

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ 0 ⇒ d(P ′|P ) = 0 και εποµένως Diff (Fr/F ) = 0.

Συνεπώς έχουµε ότι

2g′ − 2 =
r

r
(2g − 2) + deg 0 =⇒ 2g′ − 2 = 2g − 2 =⇒ g′ = g.

΄Αρα Fr/Fqr και F/Fq έχουν το ίδιο γένος.

iv. Από το ( iii) Diff (Fr/F ) = 0 συνεπώς P ′ � Diff (Fr/F ) (εξ’ ορισµού της

ϑέσης) άρα οι ϑέσεις P ∈ PF είναι unramified στο Fr/F . Θεωρούµε ότι

µερικές ϑέσεις P ′ ∈ PFr
επεκτείνουν την P .

Το σώµα υπολοίπων του σηµείου P ′ είναι η σύνθεση του Fqr µε το σώµα

υπολοίπων FP του σηµείου P . Θέτουµε z(P ′) ∈ (Fr)P ′ όπου z είναι ένα

στοιχείο του P ′ . Υπάρχει ένα ενδιάµεσο σώµα K τέτοιο ώστε Fq ⊆ K ⊆ Fqr

µε z ∈ L, ορίζουµε L := FK η επέκταση K/Fq είναι προφανώς πεπερασµένη

εφόσον ισχύει [Fqr : Fq] = [Fqr : K] · [K : Fq] και η επέκταση Fqr/Fq είναι

πεπερασµένη. Θέτουµε P1 := P ′ ∩ L και P2, . . . , Pδ να είναι οι άλλες ϑέσεις

του L/K που επεκτείνουν τη ϑέση P . Επιλέγουµε u ∈ L τέτοιο ώστε για τη

διακριτή εκτίµηση υ να ισχύουν

υP1(z − u) > 0 και υPi
(u) ≥ 0 µε 2 ≤ i ≤ δ.
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Επειδή υP1(z − u) > 0 από τον ορισµό (2.31) (z − u)(P1) = 0 ⇒ z(P1) =
u(P1) ⇒ z(P ′) = u(P ′) και το u ϐρίσκεται στο ακέραιο κάλλυµα του P στο

L. ΄Οπως είπαµε η επέκταση K/Fq είναι πεπερασµένη, έστω [K : Fq] = w,

ϑεωρούµε λοιπόν την ακόλουθη ϐάση ως ϐάση ακεραιότητας της επέκτασης

L/F για όλες τις ϑέσεις P ∈ PF , {1, b, . . . , bw−1}. Συνεπώς για οποιαδήποτε

άλλη ϐάση {g1, . . . , gw} της K/Fq

w−1∑
i=0

P · bi =
w∑

j=1

P · gj

και επειδή επιλέξαµε u ∈ L έχουµε ότι

u =
w∑

j=1

sj · gj µε sj ∈ P gj ∈ K.

Συνεπώς

z(P ′) = u(P ′) =
w∑

j=1

sj · gj ∈ FP Fqr .

Ορίζουµε l := εκπ(m, r). Επειδή FP = Fqm , η σύνθεση του Fqr µε το σώµα

υπολοίπων του σηµείου P είναι

Fqm · Fqr = Fql .

Εποµένως

degP ′ = [Fql : Fqr ] =
m

d
.

Τώρα µπορούµε να ϑεωρήσουµε έναν πρώτο διαιρέτη P ∈ PF . ∆ιαλέγουµε

x ∈ F τέτοιο ώστε ο P να είναι η µοναδική ϱίζα του x στο PF , έτσι ο µηδενικός

διαιρέτης (x)F
0 του x στο DF είναι της µορφής (x)F

0 = hP, h > 0.

(x)Fr
0 =

∑
P ′∈PFr

υP ′(x) · P ′ =
∑

P∈PF

∑
P ′|P e(P

′|P ) · υP (x) · P ′

=
∑

P∈PF
υP (x) · ConFr/F (P ) = ConFr/F

(∑
P∈PF

υP (x) · P
)

= ConFr/F

(
(x)Fr

0

)
= h · ConFr/F (P )

΄Εχουµε τώρα ότι

[Fr : Fqr (x)] = deg
(
(x)Fr

0

)
∀x ∈ Fr \ Fqr

= h · deg
(
ConFr/F (P )

)
(4.3)

Για να καταλήξουµε στο Ϲητούµενο πρέπει πρώτα να δείξουµε ότι

[Fr : Fqr (x)] = [F : Fq].

΄Εχουµε λοιπόν ότι [Fr : Fqr (x)] ≤ [F : Fq] και ϑέλουµε να δείξουµε ότι τα

στοιχεία γ1, . . . , γν ∈ F τα οποία είναι γραµµικά ανεξάρτητα υπεράνω του

Fq(x), είναι γραµµικά ανεξάρτητα και υπεράνω του Fqr (x). Υποθέτουµε ότι
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δεν είναι γραµµικά ανεξάτητα υπεράνω του Fqr (x) και ϑα καταλήξουµε σε

άτοπο. Αφού είναι γραµµικά εξαρτηµένα ∃ fi(x) ∈ Fq[x] τα οποία είναι ίσα

µε το µηδέν όχι για όλα τα 1 ≤ i ≤ ν έτσι ώστε να ισχύει

ν∑
i=1

fi(x) · γi = 0.

Στη συνέχεια πολλαπλασιάζοντας µε τον κοινό παρονοµαστή µπορούµε να

υποθέσυµε ότι όλα τα fi(x) ∈ Fqr [x]. Η παραπάνω σχέση µας δίνει το σύνολο

{xjγi|1 ≤ i ≤ ν και j ≥ 0}

το οποίο είναι γραµµικά εξαρτηµένο υπεράνω του Fqr άρα είναι γραµµικά

εξαρτηµένο υπεράνω του Fq, συνεπώς τα γ1, . . . , γν είναι γραµµικά εξαρτηµέ-

να υπεράνω του Fq(x). ΄Οµως εµείς υποθέσαµε ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητα

υπεράνω του Fq(x) και συνεπώς καταλήγουµε σε άτοπο όπως ϑέλουµε.

Συνεπώς η σχέση (4.3) γίνεται

h · deg
(
ConFr/F (P )

)
= [Fr : Fqr (x)] = [F : Fq] = deg

(
(x)F

0

)
= h · degP.

΄Αρα αφού deg
(
ConFr/F (P )

)
= deg(P ) = m συµπεραίνουµε ότιConFr/F (P ) =

P1 + · · ·+ Pd µε τις ϑέσεις Pi να είναι ϐαθµου m/d.
2

Πρόταση 4.19 ΄Εστω Z(t) (αντίστοιχα Zr(t)) ορίζουµε να είναι η Ϲήτα συνάρτηση

του F (αντίστοιχα του Fr = FFqr ). Τότε

Zr(tr) =
∏

ζr=1

Z(ζt) ∀ t ∈ C. (4.4)

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη αυτής της πρότασης ϑα αναφερθούµε σε µία

πολυωνυµική ταυτότητα.

΄Εστω r , m ∈ N και d = µκδ(m, r) τότε(
xr/d − 1

)d =
∏

ζr=1

(
x− ζm

)
. (4.5)

Παρατηρήσεις 4.20

i. Στο γινόµενο της σχέσης (4.5) το ζ τρέχει όλες τις r ϱίζες της µονάδας στο C.

ii. Τα δύο µέλη της (4.5) είναι µονικά πολυώνυµα ίδιου ϐαθµού.

iii. Κάθε r/d ϱίζα της µονάδας είναι πολλαπλότητας d.

Απόδειξη : (Πρότασης 4.19)

Θέλουµε να δείξουµε ότι

Zr(tr) =
∏

ζr=1

Z(ζt).
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Από την πρόταση (4.9) για |t| < q−1
έχουµε

Zr(tr) =
∏

P∈PF

∏
P ′|P

(
1− tr·deg P ′)−1

. (4.6)

Τώρα στη σχέση (4.5) ϑέτουµε x = t−m
και συνεπώς έχουµε :(

t−m·r/d − 1
)d =

∏
ζr=1

(
t−m − ζm

) ·tmr

=⇒

(
1− tm·r/d

)d =
∏

ζr=1

(
1− (ζ · t)m

)
(4.7)

Για τις σταθερές ϑέσεις P ∈ PF ϑέτουµε m := degP και d := µκδ(r,m)
εποµένως από τη σχέση (4.7) και το λήµµα (4.15) έχουµε∏

P ′|P

(
1− tr·deg P ′)

= (1− tr·m/d)d

=
∏

ζr=1

(
1− (ζ · t)m

)
=

∏
ζr=1

(
1− (ζ · t)deg P

)
(4.8)

΄Αρα από τις σχέσεις (4.8) και (4.6) έχουµε

Zr(tr) =
∏

P∈PF

∏
ζr=1

(
1− (ζ · t)deg P

)−1

=
∏

ζr=1

∏
P∈PF

(
1− (ζ · t)deg P

)−1

=
∏

ζr=1

Z(ζt)

2

Πόρισµα 4.21 (F. K. Schmidt) ∂ = 1

Απόδειξη : ΄Οπως έχουµε πει ο αριθµός ∂ είναι ϑετικός ακέραιος άρα 1 ≤ ∂ ∈ Z
και επιπλέον στην πολυωνυµική ταυτότητα της σχέσης (4.5) ο αριθµός r ∈ N άρα

1 ≤ r ∈ Z, συνεπώς µπορούµε να επιλέξουµε r = ∂ άρα για ζ∂ = 1 και εφόσον

∂ | degP ∀P ∈ PF έχουµε

Z(ζt) =
∏

P∈PF

(
1− (ζt)deg P

)−1 =
∏

P∈PF

(
1− tdeg P

)−1 = Z(t).

Χρησιµοποιώντας την προηγούµενη σχέση στο λήµµα (4.19) έχουµε Z∂(t∂) =
Z(t)∂

. Από το λήµµα (4.15) το σώµα συναρτήσεων Fr είναι επέκταση του σώµατος

συναρτήσεων F συνεπώς η Z(t) επεκτείνεται σε µία ϱητή συνάρτηση του C την

Z∂(t∂) και από το πόρισµα (4.8) έχει απλό πόλο στο t = 1, συνεπώς και η Z(t)∂

έχει απλό πόλο τάξης ∂ στο t = 1. ΄Αρα ∂ = 1. 2



Η ζ-συνάρτηση του σώµατος συναρτήσεων 61

Πόρισµα 4.22

i. Κάθε σώµα συναρτήσεων F/Fq γένους 0 είναι ϱητό και η Ϲήτα συνάρτησή του

είναι

Z(t) =
1

(1− t)(1− qt)
.

ii. Αν το σώµα συναρτήσεων F/Fq είναι γένους g ≥ 1 τότε η Ϲήτα συνάρτησή του

είναι της µορφής Z(t) = F (t) +G(t) µε

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C]

και

G(t) =
h

q − 1

(
qg · t2g−1 · 1

1− qt
− 1

1− t

)
.

Απόδειξη : Αρχικά για το ( i) να πούµε ότι κάθε σώµα συναρτήσεων γένους g = 0 έχει

έναν διαιρέτη, έστω A ∈ DF ϐαθµού degA = 1 και συνεπώς το αλγεβρικό σώµα

συναρτήσεων F/Fq είναι ϱητό. Το υπόλοιπο µέρος της απόδειξης έχει αποδειχθεί

στην πρόταση (4.7) και χρησιµοποιώντας το πόρισµα (4.21) έχουµε τελειώσει. 2

Πρόταση 4.23 (Συναρτησιακή εξίσωση της Ϲήτα συνάρτησης) Η Ϲήτα συνάρτηση του

F/Fq ικανοποιεί την συναρτησιακή εξίσωση

Z(t) = qg−1 · t2g−2 · Z
(

1
qt

)
. (4.9)

Απόδειξη : Θα διακρίνουµε δύο περιπτώσεις για το γένος g.

Περίπτωση α: g = 0.

Αν ϑέσουµε στην συναρτησιακή εξίσωση (4.9) g = 0 ϑα πάρουµε

Z(t) = q−1 · t−2 · Z
(

1
qt

)
το οποίο και ϑέλουµε να αποδείξουµε.

Τώρα αν στο πόρισµα (4.22.i) υπολογίσουµε την Ϲήτα συνάρτηση για t = 1/qt ϑα

πάρουµε

Z

(
1
qt

)
=

qt2

(1− t) · (1− qt)
⇒ Z

(
1
qt

)
= qt2Z(t) ⇒ Z(t) = q−1 · t−2 ·Z

(
1
qt

)
.

Περίπτωση ϐ: g ≥ 1.

Από το πόρισµα (4.22.ii) µπορούµε να γράψουµε την Ϲήτα συνάρτηση στη µορφή

Z(t) = F (t) +G(t).
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Αρχικά για ϑα αναφερθούµε στο F (t), γνωρίζουµε από προηγούµενα ότι

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C]

ΘέτουµεW να είναι ένας κανονικός διαιρέτης του F και από το ϑεώρηµα Riemann -

Roch έχουµε

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdeg[C]+1−g+dim[W−C] · tdeg[C]

=
1

q − 1
qg−1t2g−2

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdeg[C]−(2g−2)+dim[W−C] · tdeg[C]−(2g−2)

=
1

q − 1
qg−1t2g−2

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[W−C] ·
(

1
qt

)deg[W−C]

= qg−1t2g−2F

(
1
qt

)
Συνεπώς

F (t) = qg−1t2g−2F

(
1
qt

)
(4.10)

Χρησιµοποιήσαµε ότι deg[W ] = 2g − 2 και αν η κλάση διαιρετών [C] τρέχει όλους

τους διαιρέτες κλάσης µε 0 ≤ deg[C] ≤ 2g − 2 το ίδιο γίνεται και µε την κλάση

διαιρετών [W − C].
Αναφερόµενοι τώρα στη G(t), γνωρίζουµε από προηγούµενα ότι

G(t) =
h

q − 1

(
qg · t2g−1 · 1

1− qt
− 1

1− t

)
Αν ϑέσουµε t = 1/qt τότε

G

(
1
qt

)
=

h

q − 1

(
qt

1
1− qt

− q−g+1t−2g+2 1
1− t

)
και αν ϐγάλουµε κοινό παράγοντα την ποσότητα q−g+1t−2g+2

τότε

G

(
1
qt

)
= q−g+1t−2g+2 h

q − 1

(
qg · t2g−1 · 1

1− qt
− 1

1− t

)
︸ ︷︷ ︸

G(t)

Συνεπώς

G(t) = qg−1t2g−2G

(
1
qt

)
(4.11)

΄Αρα από τις σχέσεις (4.10) και (4.11) προκύπτει η συναρτησιακή εξίσωση της

Ϲήτα συνάρτησης

Z(t) = F (t) +G(t) = qg−1t2g−2F (1/qt) + qg−1t2g−2G(1/qt) ⇒

Z(t) = qg−1t2g−2 [F (1/qt) +G(1/qt)] ⇒

Z(t) = qg−1t2g−2Z(1/qt)

2
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Ορισµός 4.24 Το πολυώνυµο L(t) := LF (t) := (1 − t)(1 − qt)Z(t) ονοµάζεται

L - πολυώνυµο του F/Fq.

Παρατηρήσεις 4.25

i. Το L - πολυώνυµο είναι ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές (προφανές)

και είναι ϐαθµού degL(t) ≤ 2g, το οποίο είναι προφανές αφού

degZ(t) = max
{

degF (t) , degG(t)
}
≤ max{2g − 2 , 2g − 3} = 2g − 2

και

deg
[
(1− t)(1− qt)

]
= 2.

Συνεπώς,

degL(t) = deg
[
(1− t)(1− qt

]
+ degZ(t) ≤ 2g.

ii. Μέσω της L(t) µπορούµε να προσδιορίσουµε τους αριθµούς An µε n ≥ 0
εφόσον

Z(t) =
∞∑

n=0

Ant
n

άρα

L(t) = (1− t)(1− qt)
∞∑

n=0

Ant
n. (4.12)

Θεώρηµα 4.26

i. L(t) ∈ Z[t] και degL(t) = 2g.

ii. Η συναρτησιακή εξίσωση του L(t) είναι

L(t) = qgt2gL

(
1
qt

)
.

iii. L(1) = h, την τάξη του F/Fq.

iv. L(t) = a0 + a1t+ · · ·+ a2gt
2g

, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(α΄) a0 = 1 και a2g = qg
.

(ϐ΄) a2g−i = qg−iai µε 0 ≤ i ≤ g.

(γ΄) a1 = N − (q + 1) όπου N =
∣∣{P ∈ PF : degP = 1}

∣∣
v. Το L(t) παραγοντονποιείται στο C[t] στη µορφή

L(t) =
2g∏

i=1

(1− ait). (4.13)

Οι µιγαδικοί αριθµοί ai ∈ C για i = 1, . . . , g είναι ακέραιοι αλγεβρικοί που

µπορούν να διατεχθούν µε τέτοιο τρόπο ώστε να ισχύει ai · ag+i = q για

i = 1, . . . , g.
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vi. Αν Lr(t) := (1 − t)(1 − qrt)Zr(t) ορίζουµε να είναι το L - πολυώνυµο της

επέκτασης του σώµατος σταθερών Fr = FFqr , τότε

Lr(t) =
2g∏

i=1

(1− ar
i t), (4.14)

όπου ai ∈ C µε i = 1, . . . , 2g είναι οι αριθµοί που δίνονται από τη σχέση

(4.13).

Απόδειξη : Αρχικά υποθέτουµε ότι g = 0, όµως όλα τα παραπάνω ισχύουν τετριµένα,

εποµένως ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα δεχόµενοι ότι το γένος g ≥ 1.

i. Το έχουµε αποδείξει στην παρατήρηση (4.25).

ii. Στην πρόταση (4.23) απόδείξαµε ότι η συναρτησιακή είσωση του F/Fq είναι

Z(t) = qg−1t2g−2Z

(
1
qt

)
⇒ Z

(
1
qt

)
= q1−gt2−2gZ(t).

Αν ϑέσουµε t = 1/qt τότε

L

(
1
qt

)
=
(

1− 1
qt

)(
1− 1

t

)
Z

(
1
qt

)
άρα από την προηγούµενη σχέση συνεπάγεται ότι

L

(
1
qt

)
=

qt− 1
qt

· t− 1
t

· q1−g · t2−2gZ(t) ⇒

L

(
1
qt

)
= q−g · t−2g (1− t) · (1− qt) · Z(t)︸ ︷︷ ︸

L(t)

⇒

L

(
1
qt

)
= q−g · t−2g · L(t)

Συνεπώς

L(t) = qgt2gL

(
1
qt

)
.

iii. Γνωρίζουµε ότι η Ϲήτα συνάρτηση γράφεται ως

Z(t) = F (t) +G(t)

όπου F (t) και G(t) είναι οι συναρτήσεις για τις οποίες µιλήσαµε στο πόρισµα

(4.22.ii), άρα

L(t) = (1− t)(1− qt)Z(t) ⇒
L(t) = (1− t)(1− qt)

(
F (t) +G(t)

)
⇒

L(t) = (1− t)(1− qt)F (t) + (1− t)(1− qt)G(t)
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Ονοµάζουµε L1(t) := (1 − t)(1 − qt)F (t) και L2(t) := (1 − t)(1 − qt)G(t),
αντικαθισούµε τις συναρτήσεις F (t) και G(t) από το πόρισµα (4.22.ii) και

συνεπώς έχουµε

L1(t) = (1− t)(1− qt)F (t) =
1− t

q − 1

∑
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C]
(4.15)

και

L2(t) = (1− t)(1− qt)
h

q − 1

(
qg · t2g−1 · 1

1− qt
− 1

1− t

)
⇒

L2(t) =
h

q − 1
(
qg · t2g−1 · (1− t)− (1− qt)

)
(4.16)

Εποµένως η τιµή του L - πολυωνύµου για t = 1 είναι L(1) = L1(1) + L2(1),
από τις σχέσεις (4.15) και (4.16) έχουµε ότι L1(1) = 0 και L2(1) = h, άρα

L(1) = h.

iv. ∆είξαµε στο πρώτο σκέλος του ϑεωρήµατος αυτού ότι το L - πολυώνυµο είναι

ϐαθµού 2g, άρα το L - πολυώνυµο είναι της µορφής L(t) = a0 + a1t + · · · +
a2gt

2g
. Από την συναρτησιακή εξίσωση του L - πολυωνύµου έχουµε ότι L(t) =

qgt2gL(1/qt), συνεπώς

L(t) = qgt2g

(
a0 + a1

1
qt

+ · · ·+ a2g−1
1

q2g−1t2g−1
+ a2g

1
q2gt2g

)
⇒

L(t) = a0q
gt2g + a1q

g−1t2g−1 + · · ·+ a2g−1q
−g+1t+ a2gq

−g ⇒

L(t) =
a2g

qg
+
a2g−1

qg−1
t+ · · ·+ agt

g + · · ·+ a1q
g−1t2g−1 + a0q

gt2g

άρα

a0+a1t+ · · ·+agt
g + · · ·+a2gt

2g =
a2g

qg
+
a2g−1

qg−1
t+ · · ·+agt

g + · · ·+a0q
gt2g

εποµένως

a0 = a2g/q
g ⇒ a2g−0 = qg−0a0 ⇒

a1 = a2g−1/q
g−1 ⇒ a2g−1 = qg−1a1 ⇒

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ag = ag ⇒ a2g−g = qg−gag ⇒
.
.
.

.

.

.

.

.

.

a2g = a0q
g ⇒ a2g−0 = qg−0a0

Εποµένως από τον παραπάνω συλλογισµό δείξαµε ότι

a2g−i = qg−iai για i = 0, . . . , g. (4.17)
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Μας µένει λοιπόν να δείξουµε ότι a0 = 1, a1 = N − (q + 1) και a2g = qg
,

για τα a0 και a1 ϑα συγκρίνουµε τους συντελεστές των t0 και t1 αντίστοιχα

του L - πολυωνύµου της σχέσης (4.12) (για διευκόλινση µας ϑα αναπτύξουµε

το L - πολυώνυµο µόνο για τις τιµές που µας ενδιαφέρουν).

a0 + a1t = (1− t)(1− qt)
(
A0 +A1t

)
⇒

a0 + a1t = A1qt
3 +

[
A0q −A1(q + 1)

]
t2

+
[
A1 −A0(q + 1)

]
t+A0 (4.18)

Στη σχέση (4.18) απαλοίφουµε τους όρους A1qt
3

και

[
A0q−A1(q+1)

]
t2 που

δεν µας ενδιαφέρουν και εποµένως η σχέση (4.18) γίνεται

a0 + a1t = A0 +
[
A1 −A0(q + 1)

]
t.

Συνεπώς

a0 = A0 (4.19)

a1 = A1 −A0(q + 1) (4.20)

Από τον ορισµό των Ai µε i = 1, . . . , n είχαµε ορίσει ότι A0 = 1 και A1 ={
#P ∈ PF : degP = 1

}
= N , (ϐλ. 4.1), εποµένως οι σχέσεις (4.19) και

(4.20) γίνονται

a0 = 1 και a1 = N − (q + 1).

Χρησιµοποιώντας τώρα ότι a0 = 1 και τη σχέση (4.17) για i = 0 έχουµε

a2g = qga0 ⇒ a2g = qg.

v. Θεωρούµε το reciprocal πολυώνυµο

L⊥(t) := t2gL

(
1
t

)
= a0t

2g + a1t
2g−1 + · · ·+ a2g. (4.21)

Το reciprocal πολυώνυµο είναι ένα µονικό πολυώνυµο, εφόσον a0 = 1 όπως

έχουµε δείξει, µε συντελεστές στο Z, συνεπώς οι ϱίζες του reciprocal πολυωνύ-

µου a1, . . . , a2g ∈ C είναι ακέραιοι αλγεβρικοί αριθµοί και έχουµε

L⊥(t) =
2g∏

i=1

(t− ai)

και από τη σχέση (4.21) για t = 1/t έχουµε

L(t) = t2gL⊥
(

1
t

)
= t2g

2g∏
i=1

(1− ait)
t

=
2g∏

i=1

(1− ait).
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Παρατηρούµε ότι οι ϱίζες του L⊥(t) είναι αντίστροφες από τις ϱίζες του L(t)
εφόσον L(1/ai) = 0. Μπορούµε τώρα εύκολα να δούµε ότι η συναρτησιακή

εξίσωση του reciprocal πολυωνύµου από το ( ii) είναι

L⊥(t) = qg 1
t2g

L⊥
(q
t

)
.

Προφανώς οι ϱίζες του reciprocal πολυωνύµου είναι εκείνες για τις οποίες

L⊥(t) = 0 ⇐⇒ L⊥
(q
t

)
= 0.

Εποµένως οι ϱίζες είναι

a1,
q

a1
, . . . , ak,

q

ak
, q1/2, . . . , q1/2︸ ︷︷ ︸

m−ϕορές

,−q1/2, . . . ,−q1/2︸ ︷︷ ︸
n−ϕορές

.

Τα m, n είναι τέτοια ώστε το γινόµενο των ϱιζών να µας δίνει τον σταθερό όρο

της σχέσης (4.21), δηλαδή το a2g = qg
, εποµένως

a1 ·
q

a1
· · · · · ak ·

q

ak
·
(
q1/2

)m ·
(
− q1/2

)n = qg. (4.22)

Εφόσον qg
είναι µία ϑετική ποσότητα συνεπάγεται ότι ο αριθµός n είναι άρτιος,

συνεπώς η σχέση (4.22) διαµορφώνεται ως εξής :

qk+(1/2)·(m+n) = qg

άρα

k +
1
2
· (m+ n) = g ⇒ m+ n+ 2k = 2g

και από τη σχέση αυτή συµπεραίνουµε ότι και ο αριθµός m είναι άρτιος.

Μπορούµε συνεπώς να αναδιατάξουµε τους αριθµούς a1, . . . , a2g έτσι ώστε

ag+i = q/ai ⇒ aiag+i = q για i = 1, . . . , g.

vi. Θέλουµε να δείξουµε ότι το L - πολυώνυµο του Fr = FFqr είναι :

Lr(t) =
2g∏

i=1

(
1− ar

i t
)
. (4.23)

Χρησιµοποιώντας την σχέση (4.4) της πρότασης (4.19) και το L - πολυώνυµο

για t = ζt,

L(ζt) = (1− ζt)(1− qζt)Z(ζt) (4.24)

έχουµε :

Lr(tr) = (1− tr)(1− qrtr)Zr(tr)
(4.4)
= (1− tr)(1− qrtr)

∏
ζr=1

Z(ζt)

= (1− tr)(1− qrtr)
∏

ζr=1

L(ζt)
(1− ζt)(1− qζt)

(4.24)
=

∏
ζr=1

L(ζt)

=
2g∏

i=1

∏
ζr=1

(
1− aiζt

)
=

2g∏
i=1

(
1− ar

i t
r
)
.

Προφανώς αν ϑέσουµε tr = t, τότε αποδείξαµε την σχέση (4.23).
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2

Παρατήρηση 4.27 Το προηγούµενο ϑεώρηµα µας δείχνει ότι οι αριθµοί

N(F ) := N =
∣∣{P ∈ PF : degP = 1}

∣∣ (4.25)

εύκολα υπολογίζονται αν γνωρίζουµε το L - πολυώνυµο του F/Fq. Γενικότερα ϑεω-

ϱούµε ότι για r ≥ 1 ο αριθµός

Nr := N(Fr) =
∣∣{P ∈ PFr : degP = 1}

∣∣,
όπου Fr = FFqr είναι η επέκταση του σώµατος σταθερών του F/Fq ϐαθµού r.

Πόρισµα 4.28 Για κάθε r ≥ 1,

Nr = qr + 1−
2g∑

i=1

ar
i ,

όπου a1, . . . , a2g ∈ C είναι οι αντίστροφοι των ϱιζών του L(t)
(
ή διαφορετικά είναι

οι ϱίζες του L⊥(t)
)
. Ειδικότερα, εφόσον Nr = N(F ) έχουµε

N(F ) = q + 1−
2g∑

i=1

ai.

Απόδειξη : Στο ϑεώρηµα (4.26.iv) είδαµε ότι N − (q + 1) είναι ο συντελεστής του

t του πολυωνύµου L(t) και εφόσον Nr = N(F ) έχουµε ότι Nr − (qr + 1) είναι ο

συντελεστής του t του πολυωνύµου Lr(t). Από την άλλη, εφόσον

Lr(t) =
2g∏

i=1

(
1− ar

i t
)

ο συντελεστής του t είναι ο −
∑2g

i=1 a
r
i .

Συνεπώς

Nr = qr + 1−
2g∑

i=1

ar
i

και γενικότερα εφόσον Nr = N(F ) έχουµε

N(F ) = q + 1−
2g∑

i=1

ai.

2

Σηµείωση 4.29 Στην περίπτωση που γνωρίζουµε τους αριθµούς Nr για κατάλληλο

το πλήθος r, τότε ένα από τα Nr µπορεί να υπολογίσει τους συντελεστές του L(t).
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Πόρισµα 4.30 ΄Εστω το L - πολυώνυµο του F/Fq να είναι

L(t) =
2g∑

i=1

ait
i

και Sr := Nr − (qr + 1), τότε έχουµε :

i.

L′(t)/L(t) =
∞∑

r=1

Srr
r−1. (4.26)

ii. a0 = 1 και

iai = Sia0 + Si−1a1 + · · ·+ S1ai−1 (4.27)

για i = 1, . . . , g.

Εποµένως, δοθέντων Ni µε i = 1, . . . , g µπορούµε να προσδιορίσουµε το L(t) από

από τη σχέση (4.27) και τις εξισώσεις a2g−i = qg−iai για i = 1, . . . , g
(
ϐλ. ϑεώρηµα

(4.26.iv)

)
.

Απόδειξη :

i. ∆είξαµε στο ϑεώρηµα (4.26.v) ότι

L(t) =
2g∏

i=1

(1− ait),

και επιπλέον από στο προηγούµενο πόρισµα είδαµε ότι

−
2g∑

i=1

ar
i = Nr − (qr + 1)

ορ

= Sr

συνεπώς

L′(t)
L(t)

=
2g∑

i=1

−ai

(1− ait)
=

2g∑
i=1

(
(−ai) ·

∞∑
r=0

(ait)r

)

=
∞∑

r=1

(
−

2g∑
i=1

ar
i

)
tr−1 =

∞∑
r=1

Srt
r−1.

ii. Γνωρίζουµε από το ϑεώρηµα (4.26) ότι a0 = 1, και από τη σχέση (4.26) έχουµε

ότι

L′(t) = L(t) ·
∞∑

r=1

Srt
r−1 ⇒

a1 + 2a2t+ · · ·+ (2g)a2gt
2g−1 =

(
a0 + a1t+ · · ·+ a2gt

2g
)
·
∞∑

r=1

Srt
r−1

=⇒
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a1 = a0S1

2a2 = S2a0 + S1a1

3a3 = S3a0 + S2a1 + S1a2

4a4 = S4a0 + S3a1 + S2a2 + S1a3

.

.

.

Θέτουµε i τον συνελεστή του a του πρώτου µέλους (≡ δείκτη του a). Παρατηρούµε

λοιπόν ότι οι δείκτες του S ξεκινούν από το i και ϕθάνουν στο 1 και οι δείκτες

του a ξεκινούν από το 0 και ϕθάνουν στο i− 1. ΄Αρα οι συντελεστές των ti−1

για i = 1, . . . , g υπολογίζονται από την σχέση (4.27).

2

4.2 Το ϑεώρηµα των Hasse-Weil

Στην παράγραφο αυτή ϑα δώσουµε µία απόδειξη του ϑεωρήµατος των Hasse-Weil. Η

απόδειξη που ϑα δώσουµε οφείλεται στον Bombieri. Με F/Fq ϑα συµβολίζουµε ένα

σώµα συναρτήσεων µε σώµα σταθερών το Fq και το οποίο έχει γένος g. Γράφουµε

την Ϲήτα συνάρτηση ως

ZF (t) = LF (t)/(1− t)(1− qt).

Με α1, . . . , α2g ϑα συµβολίζουµε τα αντίστροφα των ϱιζών του LF . Θέτουµε

N(F ) = #{P ∈ PF : deg(P ) = 1}

και ϑεωρούµε την επέκταση των σταθερών Fr = FFqr και ϑέτουµε Nr = N(Fr).
Το αποτέλεσµα που ϑέλουµε να αποδείξουµε είναι το

Θεώρηµα 4.31 (Hasse-Weil) Τα αντίστροφα των ϱιζών του πολυωνύµου LF (t)
ικανοποιούν την

|αi| = q1/2, για i = 1, . . . , 2g.

Το ϑεώρηµα των Hasse-Weil είναι γνωστό ως η εικασία του Riemann για σώµατα

συναρτήσεων. Πράγµατι όπως έχουµε ορίσει η κλασική συνάρτηση του Riemann

δίνεται από τον

ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s,

όπου s ∈ C και Re(s) > 1. Ορίζουµε την απόλυτη νόρµα ενός divisor A ως

N (A) := qdeg(A).

΄Ετσι η απόλυτη νόρµα ενός πρώτου διαιρέτη είναι το πλήθος των στοιχείων που έχει

το σώµα υπολοίπων FP . Η συνάρτηση

ζF (s) := ZF (q−s),
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µπορεί να γραφεί ως

ζF (s) =
∞∑

n=0

Anq
−sn =

∑
A∈DF ,A≥0

N (A)−s,

το οποίο είναι το ανάλογο µε την Ϲήτα συνάρτηση του σώµατος των ϱητών αριθµών

και σε πλήρη αναλογία µε τον ορισµό των Ϲήτα συναρτήσεων σωµάτων αριθµών.

Παρατηρούµε ότι το ϑεώρηµα των Hasse-Weil λέει ότι

ζF (s) = 0 ⇒ ZF (q−s) = 0 ⇒ |q−s| = q−1/2.

Αφού δε |q−s| = q−Re(s), η τελευταία εξίσωση µεταφράζεται σε

ζF (s) = 0 ⇒ Re(s) = 1/2,

µία πολύ σηµαντική έκφραση του ϑεωρήµατος των Hasse-Weil είναι το παρακάτω

Θεώρηµα 4.32 Το πλήθος των ϑέσεων ϐαθµού ένα στο σώµα συναρτήσεων F/Fq

µπορεί να εκτιµηθεί µε ϐάση την παρακάτω ανισότητα :

|N − (q + 1)| ≤ 2gq1/2.

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι

N − (q + 1) = −
2g∑

i=1

αi.

και το Ϲητούµενο ϕράγµα προκύπτει άµεσα. 2

Προχωρούµε τώρα στην απόδειξη του ϑεωρήµατος των Hasse-Weil

Λήµµα 4.33 ΄Εστω m ≥ 1. Το ϑεώρηµα των Hasse-Weil ισχύει για το σώµα F/Fq

αν και µόνο αν ισχύει για την επέκταση Fm/Fqm .

Απόδειξη : Τα αντίστροφα των ϱιζών του LF (t) είναι τα α1, . . . , α2g. Από το ϑεώρηµα

(4.26) τα αντίστροφα των ϱιζών του Lm(t) είναι τα αm
1 , . . . , α

m
2g, όπου Lm(t) είναι το

L-πολυώνυµο του σώµατος Fm. Η απόδειξη του λήµµατος προκύπτει αν παρατηρή-

σουµε ότι

|αi| = q1/2 ⇔ |αm
i | = (qm)1/2.

2

Το παρακάτω λήµµα ανάγει την απόδειξη του ϑεωρήµατος Hasse-Weil στην απόδειξ-

η µίας ανισότητας που µοιάζει µε το ϕράγµα του ϑεωρήµατος 4.32.

Λήµµα 4.34 Αν υπάρχει µία σταθερά c ∈ R για την οποία για κάθε r ≥ 1 ισχύει η

ανισότητα

|Nr − (qr + 1)| ≤ cqr/2
(4.28)

τότε το ϑεώρηµα των Hasse-Weil είναι αληθές.
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Απόδειξη : Είναι γνωστό ότι |Nr − (qr + 1) =
∑2g

i=1 α
r
i , οπότε η (4.28) µας δίνει∣∣∣∣∣

2g∑
i=1

αr
i

∣∣∣∣∣ ≤ cqr/2, (4.29)

για κάθε r ≥ 1. Θεωρούµε την µερόµορφη συνάρτηση

H(t) :=
2g∑

i=1

αit

1− αit
.

Θέτουµε ρ := min{α−1
i : 1 ≤ i ≤ 2g}.Η ακτίνα σύγκλισης του αναπτύγµατος της

H(t) σε δυναµοσειρά υπολογίζεται σε ρ, αφού τα (α−1
1 , . . . , α−1

2g ) είναι οι µοναδικοί

πόλοι της H(t) και ρ είναι η απόσταση του 0 από κάθε πόλο. Από την άλλη για

|t| < ρ έχουµε

H(t) =
2g∑

i=1

∞∑
r=1

(αit)r =
∞∑

i=1

2g∑
i=1

αr
i t

r.

Από τα ϑεωρήµατα σύγκλισης της γεωµετρικής σειράς η παραπάνω σειρά αυτή

συγλίνει για |t| ≤ q1/2
, συνεπώς q1/2 ≤ ρ. ΄Αρα έχουµε ότι q1/2 ≥ |αi| για

i = 1, . . . , 2g. Αφού
∏2g

i=1 αi = qg
(
από το ϑεώρηµα (4.26)

)
καταλήγουµε στο ότι

|αi| = q1/2
. 2

Παρατηρούµε ότι η εξίσωση (4.28) είναι ισοδύναµη µε ένα άνω και κάτω ϕράγµα

για το Nr. ∆ηλάδη η (4.28) είναι ισοδύναµη µε την ύπαρξη δύο σταθερών c1, c2 > 0
ώστε

Nr ≤ qr + 1 + c1q
r/2

(4.30)

και

Nr ≥ qr + 1− c2q
r/2

(4.31)

για κάθε r ≥ 1. Το ϑεώρηµα των Hasse-Weil ϑα έχει αποδειχτεί αρκεί να αποδείξουµε

τις (4.30) και (4.31) για µία κατάλληλη επέκταση των σταθερών του F .

Πρόταση 4.35 Υποθέτουµε ότι το F/Fq ικανοποιεί τα παρακάτω

• Το q είναι τετράγωνο

• q > (g + 1)4.

Τότε το πλήθος N = N(F ) των ϑέσεων του F/Fq ϐαθµού ένα µπορεί να εκτιµηθεί

από την

N < (q + 1) + (2g + 1)q1/2.

Απόδειξη : Μπορούµε να υποθέσουµε ότι υπάρχει µία ϑέση Q στο PF ϐαθµού ένα

(διαφορετικά N = 0 και η πρόταση είναι τετριµµένη). Θέτουµε

q0 = q1/2, m := q0 − 1 και n := 2g + q0.
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Παρατηρούµε ότι

r := q − 1 + (2g + 1)q1/2 = m+ nq0.

Θα λέµε ότι ένας ϕυσικός αριθµός i είναι πολικός αριθµός στο Q αν και µόνο

αν υπάρχει x ∈ F ώστε (x)∞ = iQ, δηλαδή αν υπάρχει συνάρτηση x που να

παρουσιάζει µόνο στο Q πόλο τάξης i. Θέτουµε

T := {i|0 ≤ i ≤ m και το i είναι πολικός αριθµός του Q}

Για κάθε i ∈ T διαλέγουµε ένα ui ∈ F , ώστε (ui)∞ = iQ. Το σύνολο {ui, i ∈ T}
αποτελεί µία ϐάση του διανυσµατικού χώρου L(mQ). Θεωρούµε τον χώρο

L := L(mQ) · L(nQ)q0 ⊆ L(rQ).

Εξ’ ορισµού δηλαδή το σύνολο L αποτελείται από τα πεπερασµένα αθροίσµατα

της µορφής
∑
xνy

q0
ν µε xν ∈ L(mQ) και yν ∈ L(nQ). Το σύνολο L είναι ένας

διανυσµατικός χώρος υπέρ το Fq και L ⊆ L(rQ).
Θα κατασκευάσουµε ένα στοιχείο 0 6= x ∈ L ώστε να έχει ϱίζες σε όλα τα

P ∈ PF ϐαθµού ένα και είναι διαφορετικά του Q. Αν έχουµε κατασκευάσει ένα

τέτοιο στοιχείο τότε ο (x)0 ϑα έχει ϐαθµό :

deg(x)0 ≥ N − 1.

Από την άλλη, αφού x ∈ L ⊂ L(rQ) ϑα έχουµε

deg(x)0 = deg(x)∞ ≤ r = q − 1 + (2g + 1)q1/2.

Ο συνδιασµός των δύο παραπάνω ανισοτήτων ϑα µας δώσει το επιθυµιτό αποτέλεσµα.

Για να καταλήξουµε στην κατασκευή του παραπάνω επιθυµιτού x ϑα αποδείξουµε

τους ισχυρισµούς :

Ισχυρισµός 1. Κάθε y ∈ L µπορεί να γραφτεί µονοσήµαντα στην µορφή

y =
∑
i∈T

uiz
q0
i µε zi ∈ L(nQ), (4.32)

όπου η {ui|i ∈ T} είναι η ϐάση του L(mQ) που ορίσαµε παραπάνω. Το ότι κάθε

στοιχείο y γράφεται στην µορφή (4.32) είναι σαφές από τον ορισµό του L. Θα

αποδείξουµε την µοναδικότητα. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µία έκφραση

0 =
∑
i∈T

uix
q0
i (4.33)

όπου τα xi ∈ L(nQ) και δεν είναι όλα 0. Για ένα δείκτη i ∈ T µε xi 6= 0 έχουµε

vQ(uix
q0
i ) ≡ vQ(ui) ≡ −imodq0.

Αφού m = q0−1 οι αριθµού i ∈ T είναι ανά δύο διαφορετικοί modulo q0. Συνεπώς

η τριγωνική ανισότητα δίνει

vQ(
∑
i∈T

uix
q0
i ) = min{vQ(uix

q0
i ) : i ∈ T} 6= ∞.



74 Αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων / πεπερασµένων σωµάτων σταθερών

΄Αρα η (4.33) δεν µπορεί να ισχύει, άτοπο.

Ορίζουµε την συνάρτηση λ : L → L
(
(q0m+n)Q

)
η οποία δίνεται από τον τύπο :

λ

(∑
i∈T

uiz
q0
i

)
:=
∑
i∈T

uq0
i zi,

όπου τα zi ∈ λ(nQ). Από τον ισχυρισµό ένα η συνάρτηση είναι καλά ορισµέν-

η. Παρατηρούµε ότι δεν είναι Fq γραµµική αλλά είναι ένας οµοµορφισµός των

αβελιανών οµάδων των διανυσµατικών χώρων L και L
(
(q0m+ n)Q

)
.

Ισχυρισµός 2 Ο πυρήνας της λ δεν είναι 0. Αφού ο λ είναι ένας οµοµορφισµός

από το L στο L
(
(q0m+ n)Q

)
, αρκεί να δείξουµε ότι

dimL > dimL
(
(q0m+ n)Q

)
. (4.34)

Από τον ισχυρισµό 1 και από το ϑεώρηµα Riemann-Roch έχουµε

dimL = dim(mQ) · dim(nQ) ≥ (m+ 1− g)(n+ 1− g).

Από την άλλη, αφού

q0m+ n = q0(q0 − 1) + (2g + q0) = 2g + q0

έχουµε

dimL
(
(q0m+ n)Q

)
= (2g + q) + 1− g = g + q + 1.

Συνεπώς η (4.34) προκύπτει αν µπορέσουµε να δείξουµε ότι

(m+ 1− g)(n+ 1− g) > g + q + 1. (4.35)

Θεωρούµε τις παρακάτω ισοδυναµίες

(m+ 1− g)(n+ 1− g) > g + q + 1

⇔ (q0 − g)(2g + q0 + 1− g) > g + q1

⇔ q − g2 + q0 − g > g + q + 1

⇔ q0 > g2 + 2g + 1 = (g + 1)2

⇔ q > (g + 1)4.

Η τελευταία όµως ανισότητα είναι κοµάτι των υποθέσεων που έχουµε κάνει, οπότε η

(4.35) έχει αποδειχτεί.

Ισχυρισµός 3. ΄Εστω 0 6= x ∈ L ένα στοιχείο του πυρήνα του L και P 6= Q

είναι µία ϑέση ϐαθµού 1. Τότε x(P ) = 0.

Παρατηρούµε ότι y(P ) 6= ∞ για κάθε y ∈ L αφού το Q είναι ο µοναδικός πόλος

της συνάρτησης y. Επιπλέον, αφού Fq είναι το σώµα υπολοίπων του P , έχουµε
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ότι y(P )q = y(P ). ΄Εστω λοιπόν ένα στοιχείο x ∈ L µε λ(x) = 0. Γράφουµε

x =
∑

i∈T uiz
q0
i και έχουµε

x(P )q0 =

(∑
i∈T

ui(P ) · zi(P )q0

)q0

=

=
∑
i∈T

uq0
i (P ) · zi(P )q =

(∑
i∈T

uq0
i zi

)
(P ) = λ(x)(P ) = 0.

και ο ισχυρισµός έχει αποδειχτεί. 2

Η προηγούµενη πρόταση µας δίνει ένα άνω ϕράγµα για το πλήθος των ϑέσεων

ϐαθµού ένα. Προκειµένου να αποδείξουµε το κάτω ϕράγµα ϑα χρειαστούµε ένα

οµαδοθεωρητικό λήµµα:

Λήµµα 4.36 Θεωρούµε µία οµάδα G′ η οποία είναι το ευθή γινόµενο

G′ = 〈σ〉 ×G

µίας κυκλικής οµάδας 〈σ〉 και µίας υποοµάδας G ⊆ G′ ώστε |G| = m, |σ| = n και

m | n. Αν η H ⊆ G′ είναι µία υποοµάδα της G′ ώστε

|H| = ne και |H ∩G| = e, (4.36)

τότε υπάρχουν ακριβώς e το πλήθος υποοµάδες U ⊆ H ώστε

U είναι κυκλική τάξης n και U ∩G = {1}. (4.37)

Απόδειξη : Για ένα στοιχείο τ ∈ G ϑεωρούµε την κυκλική υποοµάδα 〈στ〉 ⊆ G′. Το

γινόµενο είναι ευθή άρα στ = τσ και συνεπώς |στ | = |σ| = n, αφού |τ | | n. Τα

στοιχεία λ ∈ G′ έχουν µοναδική αναπαράσταση ως γινόµενα λ = σiρ, όπου ρ ∈ G.

΄Αρα 〈στ〉 ∩ G = {1} και 〈στ〉 6= 〈στ ′〉 για τ 6= τ ′. Κάθε τ ∈ G δίνει λοιπόν µία

διαφορετική υποοµάδα U ⊂ G′ µε τις ιδιότητες (4.37).

Η υποοµάδα G ⊆ G′ είναι κανονική οπότε H/(H ∩ G) ∼= HG/G. Συνεπώς

οι ιδιότητες (4.36) δίνουν ότι HG = G′ αφού το πηλίκο HG/G έχει τάξη n, και

επιπλέον H/(H ∩ G) είναι κυκλική τάξης n. ∆ιαλέγουµε ένα στοιχείο λ0 ∈ H το

οποίο να έχει τάξη n modulo H ∩ G. Γράφουµε λ0 = σaτ ′, µε τ ′ ∈ G και a ∈ Z.

Παρατηρούµε ότι (a, n) = 1, διαφορετικά ϑα υπήρχε d µε 1 ≤ d < n ώστε σad = 1,

και τότε λd
0 = (τ ′)d ∈ H ∩G, και η τάξη του λ0 modulo H ∩G ϑα ήταν µικρότερη

του n.

Μπορούµε λοιπόν να διαλέξουµε κατάλληλη δύναµη t ώστε το λ = λt
0 να έχει

αναπαράσταση της µορφής λ = στ0, µε τ0 ∈ G. Πράγµατι αρκεί να διαλέξουµε

ως t τον αντίστοφο του a modulo n. Ας υποθέσουµε ότι, H ∩ G = {ψ1, . . . , ψe}.
Ορίζουµε

U (j) = 〈στψj〉 για j = 1, . . . , e.



76 Αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων / πεπερασµένων σωµάτων σταθερών

Οι υποοµάδες U (j) ⊆ H είναι κυκλικές τάξης n και είναι ανά δυό διαφορετικές και

U (j) ∩ F = {1}.
Αποµένει να δείξουµε ότι η H δεν περιέχει άλλη κυκλική υποοµάδα U τάξης

n µε U ∩ G = {1}. Πράγµατι, έστω U µία τέτοια υποοµάδα που να ικανοποιεί την

(4.37). ΄Οπως παραπάνω µπορούµε να ϐρούµε ένα γεννήτορα της U της µορφής

στ1 µε τ1 ∈ G. Αφού στ1 ∈ H και στ0 ∈ H έχουµε :

τ−1
0 τ1 = (στ0)−1(στ1) ∈ H ∩G = {ψ1, . . . , ψe}.

∆ηλαδή τ1 = τ0ψj για κάποιο j και U = 〈στ1〉 = 〈στ0ψj〉 = U (j)
. 2

Η επόµενη πρόταση είναι το ϐασικό ϐήµα στην απόδειξη ενός κάτω ϕράγµατος για το

Nr. Θεωρούµε ότι έχουµε την εξής κατάσταση E/L είναι µία επέκταση του Galois

από σώµατα συναρτήσεων ϐαθµού [E : L] = m και υποθέτουµε ότι το Fq είναι το

πλήρες σώµα των σταθερών των E και L. ∆ιαλέγουµε ένα ακέραιο n > 0 µε m | n
και ϑέτουµε E′ := EFqn και L′ := LFqn ⊆ E′ να είναι οι επεκτάσεις των σωµάτων

συναρτήσεων που προκείπτουν µε επέκταση των σταθερών. Η επέκταση E′/L είναι

Galois µε οµάδα Galois την G′ = 〈σ〉 × G, όπου G := Gal(E′/L′) ∼= Gal(E/L)
και σ είναι ο αυτοµορφισµός του Frobenious του σώµατος E′/E, δηλαδή σ(z) = z

για z ∈ E και σ(a) = aq
για a ∈ Fqn . Από το προηγούµενο λήµµα έχουµε ότι το

G′ περιέχει ακριβώς m το πλήθος κυκλικές υποοµάδες U ⊆ G′ µε |U | = n και

U ∩G = {1}, ας τις ονοµάσουµε U1, . . . , Un. Υποθέτουµε ότι U1 = 〈σ〉.
Ας είναι Ei το σταθερό σώµα της Ui για i = 1, . . . ,m. ΄Εχουµε ότι E1 = E και

µπορούµε να σχηµατίσουµε τον παρακάτω πύργο σωµάτων:

E′

〈σ〉

ssssssssssssssssssssssss

Ui

��
��

��
��

��
��

��
�� G

AA
AA

AA
AA

L′

n

��
��
��
��
��
��
��
�

E1 = E

m

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU · · ·Ei · · ·

m
III

III
III

I

L

Θα συµβολίζουµε µε g(Ei) το γένος του Ei και µε N(Ei) (αντ. µε N(L)) το πλήθος

των ϑέσεων ϐαθµού ένα των σωµάτων Ei (αντ. L).

Πρόταση 4.37 Με τους παραπάνω συµβολισµούς και υποθέσεις ισχύουν τα εξής

1. Το Fq είναι το πλήρες σώµα των σταθερών του Ei για 1 ≤ i ≤ m.

2. Το E′ = EiFqn και g(Ei) = g(E) για i = 1, . . . ,m.

3. m ·N(L) =
∑m

i=1N(Ei).
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Απόδειξη : Θα αποδείξουµε πρώτα τα 1,2. Παρατηρούµε ότι Ui∩G = {1}. Συνεπώς

από ϑεωρία Galois το E′ είναι η σύνθεση των σωµάτων Ei και L′, δηλαδή E′ =
EiL

′ = EiLFqn = EiFqn είναι η σταθερή επέκταση του Ei µε Fqn . Αφού [E′ :
Ei] = |Ui| = n το παραπάνω έχει ώς συνέπεια ότι το Fq είναι το πλήρες σώµα

των σταθερών του Ei. Το γένος είναι γεωµετρική αναλλοίωτος και παραµένει το

ίδιο µετά από επεκτάσεις των σταθερών, οπότε g(Ei) = g(E′) = g(E) για κάθε

i = 1, . . . ,m.

Θα αποδείξουµε τώρα το 3. Θεωρούµε τα σύνολα X := {P ∈ PL : deg(P ) = 1}
και για i = 1, . . . ,m τα σύνολα Xi : {Q ∈ PEi

: deg(Q) = 1}. Θα πρέπει να

αποδείξουµε ότι ∣∣∣∣∣
m⋃

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ = m · |X|. (4.38)

΄Εστω ένα P ∈ X. ∆ιαλέγουµε µία ϑέση P ′ ∈ PE′ που να ϐρίσκεται υπέρ του P και

ϑέτουµε P1 := P ′ ∩E τον περιορισµό της στο E. Ο δείκτης αδράνειας f(P1/P ) | m
αφού η επέκταση E/L είναι Galois και όλοι οι δείκτες των ϑέσεων που ϐρίσκονται

υπέρ το P είναι ίδιοι. Συνεπώς f(P1/P ) | n και το σώµα υπολοίπων του P ′ είναι

Fpn . ∆ηλάδη f(P ′/P ) = n. Θεωρούµε τον δείκτη διακλάδωσης e = e(P ′/P ) του

P στην επέκταση E′/L και έστω r το πλήθος των ϑέσεων του PE′ που επεκτείνουν

την P . ΄Εχουµε

mn = [E′ : L] = e(P ′/P )f(P ′/P )r = enr.

Συνεπώς m = er και η απόδειξη της (4.38) ανάγεται στης απόδειξη των παρακάτω

ισχυρισµών:

Ισχυρισµός 1 Για κάθε Q ∈ Xi µε Q | P υπάρχει ακριβώς µία ϑέση Q′ ∈ PE′

που επεκτείνει τον Q.

Ισχυρισµός 2 Για κάθε ϑέση Q′ ∈ PE′ µε Q′ | P υπάρχουν ακριβώς e το

πλήθος διαφορετικές ϑέσεις Q ∈
⋃m

i=1Xi ώστε Q′ | Q.

Θα αποδείξουµε το πρώτο ισχυρισµό. ΄Εστω Q′ ∈ PE′ ϑέση υπέρ της ϑέσης Q

του Xi και Q | P . Τότε

f(Q′/Q) = f(Q′/Q)f(Q/P ) = f(Q′/P ) = n.

Στον παραπάνω τύπο χρησιµοποιήσαµε ότι f(Q/P ) = 1 αφού το Q είναι µία ϑέση

του Xi. Συνεπώς f(Q′/Q) = [E′ : Ei] το οποίο δίνει ότι το Q′ είναι η µοναδική

επέκταση του Q στο E′ : Ei.

Θα αποδείξουµε τώρα τον δεύτερο ισχυρισµό. ΄Εστω Q′ ∈ PE′ µε Q′ | P . ΄Εστω

H = Gal(E′/L) η οµάδα ανάλυσης του Q′ υπέρ του P , Z το σταθερό σώµα του H

και PZ := Q′ ∩ Z. Τότε

|H| = e(Q′/P ) · f(Q′/P ) = en

και f(PZ/P ) = 1. Συνεπώς έχουµε ότι το Fq είναι το πλήρες σώµα σταθερών του

Z. Από την ϑεωρία Galois γνωρίζουµε ότι το σταθερό σώµα του H ∩ G είναι η



78 Αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων / πεπερασµένων σωµάτων σταθερών

σύνθεση των σωµάτων Z και L′. ΄Εχουµε λοιπόν ότι ZL′ = ZLFqn = ZFqn και

[ZFqn : Z] = n, αφού δείξαµε ότι το Fq είναι το πλήρες σώµα σταθερών του Z.

΄Ετσι έχουµε

|H ∩G| = [E′ : Z]/[ZL′ : Z] = ne/n = e.

Αφού το PZ δεν διακλαδίζεται στο ZL′ = ZFqn έχουµε ότι T := ZL′ είναι το σώµα

αδρανείας και H ∩G είναι η οµάδα αδρανείας του Q′/P .

Τώρα ϑα κάνουµε χρήση του λήµµατος 4.36: ακριβώς e το πλήθος από τις κυκ-

λικές οµάδες U1, . . . , Um ⊆ Gal(E′/L) τάξης n µε Ui ∩G = {1} περιέχονται στην

οµάδαH και ας τις ονοµάσουµεUi1 , . . . , Uie . ΘέτουµεQij := Q′∩Eij . Αφού ταEij

περιέχουν το σώµα ανάλυσης του Q′ υπέρ το P το Q′ είναι η µοναδική ϑέση του E′

υπέρ του Qij
. Από την άλλη e(Q′/Qij

) = 1 αφού το E′ είναι µία επέκταση των στα-

ϑερών του Eij
. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα f(Q′/Qij

) = [E′ : Eij
] = n = f(Q′/P )

συνεπώς deg(Qij ) = 1. Με αυτό τον τρόπο έχουµε κατασκευάσει e διαφορετικές

ϑέσεις Qij ∈
⋃m

i=1Xi ώστε Q′ | Qij .

Αντιστρόφως ας υποθέσουµε ότι Q ∈ Xi για κάποιο i ∈ {1, . . . ,m} και ότι

Q′ | Q. Τότε f(Q′/Q) = n. Οπότε Ui = Gal(E′ : Ei) περιέχεται στην οµάδα

ανάλυσης H του Q′ υπέρ το P , δηλαδή Ui είναι µία από τις οµάδες Uij
και Q είναι

η ϑέση Qij . Αυτό αποδεικνύει τον ισχυρισµό 2 και το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. 2

Επιστρέφουµε τώρα στην απόδειξη του ϑεωρήµατος Hasse-Weil. Θα πρέπει να

αποδείξουµε ένα κάτω ϕράγµα για το πλήθος Nr = N(Fr). Μπορούµε να διαλέξ-

ουµε ένα ϱητό σώµα συναρτήσεωνF0 = Fq(t) ώστε τοF/F0 να είναι µία διαχωρίσιµη

επέκταση, καθώς και µία επέκταση E ⊃ F ώστε η επέκταση E/F0 να είναι Galois.

Μπορεί το σώµα των σταθερών του E να είναι µία επέκταση Fqd του σώµατος Fq. Σε

αυτή την περίπτωση ϑεωρούµε τα σώµατα FFqd , F0Fqd = Fqd(t) αντί των σωµάτων

F, F0. Η επέκταση E/F0Fqd είναι Galois, οπότε αρκεί να αποδείξουµε το ϑεώρηµα

των Hasse-Weil για το σώµα FFqd/Fqd . Υποθέτουµε ότι λοιπόν χωρίς περιορισ-

µό της γενικότητας ότι το Fq είναι επίσης το πλήρες σώµα των σταθερών για το E.

Επιπλέον υποθέρουµε ότι

q είναι τετράγωνο, και q > (g(E) + 1)4. (4.39)

Θέτουµε m := [E : F ] και n := [E : F0] και ϑεωρούµε τις επεκτάσεις των σταθερών

E′ = EFqn , F ′ = FFqn καιF ′0 := F0Fqn . Από το λήµµα 4.36 υπάρχουν ακριβώςm

το πλήθος διαφορετικές κυκλικές υποοµάδες V1, . . . , Vm ⊆ Gal(E′/F ) τάξης n ώ-

στε Vi∩Gal(E′/F ′) = {1}. Από την άλλη πλευρά υπάρχουν n κυκλικές υποοµάδες

U1, . . . , Un ⊆ Gal(E′/F0) µε την ιδιότητα |Uj | = n και Uj ∩ Gal(E′/F ′0) = {1}.
Ισχύει ότι Vi ∩Gal(E′/F ′0) = {1} αφού το E′ είναι η σύνθεση του F ′0 µε το σταθερό

σώµα της Vi. Μπορούµε να υποθέσουµε λοιπόν ότι Vi = Ui για i = 1, . . . ,m. Θα

συµβολίζουµε µε Ei το σταθερό σώµα της Ui για i = 1, . . . , n. Η πρόταση 4.37 µας

δίνει ότι

m ·N(F ) =
m∑

i=1

N(Ei), (4.40)
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n ·N(F0) =
n∑

i=1

N(Ei). (4.41)

Αφού έχουµε υποθέσει τις (4.39) έχουµε τα άνω ϕράγµατα

N(Ei) ≤ q + 1 + (2g(E) + 1)q1/2,

για όλα τα 1 ≤ i ≤ n από την πρόταση 4.35. Οι ϑέσεις του F0 = Fq(t) ϐαθµού ένα

είναι ο πόλος του t και οι ϱίζες των t−α για κάθε α ∈ Fq. Συνεπώς N(F0) = q+1.

Αυτό το συνδιάζουµε µε τις (4.40,4.41) και έχουµε

m ·N(F ) = n ·N(F0) +
m∑

i=1

N(Ei)−
n∑

i=1

N(Ei) =

n(q + 1)−
n∑

i=m+1

N(Ei) ≥

≥ n(q + 1)− (n−m)(q + 1 + (2g(E) + 1)q1/2) =

m(q + 1)− (n−m)((2g(E) + 1)q1/2).

∆ηλαδή

N(F ) ≥ q + 1− n−m

m
(2g(E) + 1)q1/2.

Παρατηρούµε ότι οι αριθµοί m,n, g(E) είναι αναλλοίωτοι υπό επεκτάσεις των στα-

ϑερών, δηλαδή καταφέραµε να πετύχουµε ένα κάτω ϕράγµα

Nr ≥ qr + 1− c2q
r/2.
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