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Η κλασική ζ-συνάρτηση του Riemann

Η κλασική συνάρτηση του Riemann, ορίζεται για s ∈ C µε Re s > 1 ως

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=

∏
p∈Primes

(
1− 1

ps

)−1

.

Ο Bertrand Riemann στο µνηµειώδες άρθρο του

Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse

επέκτεινε την παραπάνω συνάρτηση σε µια αναλυτική συνάρτηση σε

όλο το µιγαδικό επίπεδο εκτός του απλού πόλου που έχει για s = 1.

Επίσης έδειξε ότι υπάρχει µια συµµετρία που συνδέει την τιµή της στο s

µε την τιµή της στο 1− s, που καλείται συναρτησιακή εξίσωση.

π−
s

2 Γ
(

s

2

)
ζ(s) = π−

1−s

2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s)

Υπόθεση Riemann: Οι µη τετριµένες ϱίζες της ζ-συνάρτησης του

Riemann έχουν πραγµατικό µέρος
1

2
.
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Αριθµητικά Σώµατα

L OL POL = Q
e1

1 · · ·Qer

r OL/Qi

K OK P OK/P

Για κάθε ιδεώδες Qi στην παραπάνω ανάλυση το πηλίκο OL/Qi είναι

µια πεπερασµένη επέκταση του πεπερασµένου σώµατος OK/P.

∆ηλαδή OK/P = Fq και OL/Q = Fqf . Τον αριθµό f που εξαρτάται από

την επιλογή των P,Q ϑα τον ονοµάζουµε ϐαθµό αδράνειας του Q

πάνω από το P. Ας υποθέσουµε ότι το L είναι µια αλγεβρική επέκταση

του K = Q. Για κάθε ιδεώδες Q του δακτυλίου OL ορίζεται η νόρµα

N(Q) = #OL/Q = pf για κάποιο πρώτο p (για τον πρώτο που γεννά το

κύριο ιδεώδες P του OK = Z που ϐρίσκεται κάτω από το Q).
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ζ-συνάρτηση σώµατος αριθµών

Για ένα σώµα αριθµών L ορίζεται η ζ-συνάρτησή του :

ζL(s) =
∑

ACOL

1

N(A)s
, s ∈ C,Re(s) > 1.

Αποδεικνύεται ότι η παραπάνω συνάρτηση δέχεται ένα γινόµενο Euler

ζL(s) =
∏

P πρώτο ιδεώδες

1

1− N(P)−s
,
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Οµάδα Ανάλυσης

Στην περίπτωση που η επέκταση L/K είναι Galois µε οµάδα Galois

Gal(L/K ) = G, έχουµε ότι η οµάδα G δρα µεταβατικά πάνω στα πρώτα

ιδεώδη Qi που ϐρίσκονται πάνω από ένα πρώτο ιδεώδες P δηλαδή για

κάθε Qi ,Qj υπάρχει gij ώστε gijQi = Qj . Στην περίπτωση αυτή όλοι οι

δείκτες ei είναι ίσοι.

Στην περίπτωση των Galois ακολουθώντας τον Hilbert µπορούµε να

ορίσουµε για κάθε πρώτο Q του δακτυλίου OL τις παρακάτω οµάδες :

Την οµάδα ανάλυσης

G(Q) := {σ ∈ G : σ(Q) = Q}

Την οµάδα αδράνειας

I(Q) := {σ ∈ G(Q) : σ(a) ≡ a modQ, a ∈ OL}
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Παρατηρούµε ότι αν P = Q ∩ OK η επέκταση
OL

Q
/OK

P
είναι Galois και η

οµάδα Galois της µπαίνει σε µια ϐραχεία ακριβή ακολουθία

1→ I(Q)→ G(Q)→ Gal
(
OL

Q
/
OK

P

)
→ 1. (1)
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Αυτοµορφισµός Frobenius

Είναι γνωστό ότι η οµάδα Galois της επέκτασης Gal
(OL

Q
/OK

P

)
είναι

κυκλική. Στην περίπτωση που το πεπερασµένο σώµα
OK

P
έχει q = ph-το

πλήθος στοιχεία, και το σώµα
OL

Q
έχει qf -το πλήθος στοιχεία, η οµάδα

Galois παράγεται από ένα στοιχείο τον αυτοµορφισµό του Frobenious:

F :
OL

Q
→ OL

Q

x 7→ x
q,

ο οποίος έχει τάξη f .
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Θα λέµε ότι ο πρώτος Q πάνω από τον P διακλαδίζεται µε ϐαθµό

διακλάδωσης e αν η οµάδα I(Q) είναι µη τετριµµένη και έχει τάξη e.

Είναι γνωστό ότι σε µια επέκταση σωµάτων αριθµών υπάρχουν

πεπερασµένοι πρώτοι που διακλαδίζονται.

Στην περίπτωση που δεν έχουµε διακλάδωση, παρατηρούµε από την

ϐραχεία ακριβή ακολουθία (1) ότι η οµάδα Galois της επέκτασης

Gal
(OL

Q
/OK

P

)
είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της οµάδας Gal(L/K ).

Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να «σηκώσουµε» τον γεννήτορα

Frobenious σε ένα µοναδικό στοιχείο της οµάδας Gal(L/K ), το οποίο

ϑα το συµβολίζουµε µε

[L/K ,Q] .
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Το παραπάνω σύµβολο εξαρτάται από την επιλογή του πρώτου Q που

επεκτείνει τον P. Αν έχουµε ένα διαφορετικό πρώτο Q′ που επεκτείνει

τον P, τότε αυτός ϑα είναι της µορφής Q′ = gQ, για κατάλληλη επιλογή

g ∈ Gal
(OL

Q
/OK

P

)
και σε αυτή την περίπτωση ϑα έχουµε[

L/K ,Q′
]

= g
−1 [L/K ,Q] g.

Στην περίπτωση που η οµάδα Gal(L/K ) είναι αβελιανή το σύµβολο είναι

ανεξάρτητο της επιλογής Q.
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L-σειρές του Artin

Θεωρούµε µια επέκταση Galois σωµάτων αριθµών L/K µε οµάδα G και

µία αναπαράσταση της G:

ρ : G → GL(V)

επί ενός πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικού χώρου V . ΄Εστω

V
I(Q) = {v ∈ V : gv = v για κάθε g ∈ I(Q)}.

Στον χώρο αυτό ορίζουµε την δράση της οµάδας Gal
(OL

Q
/OK

P

)
η οποία

είναι ισόµορφη µε την G(Q)/I(Q)

g modI(Q) · v = g · v.

Αν το P δεν διακλαδίζεται τότε V I(Q) = V .
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L-σειρές του Artin

Για κάθε πρώτο P ∈ P(K ) ϑεωρούµε τον γεννήτορα της κυκλικής

οµάδας Galois Gal
(OL

Q
/OK

P

)
τον οποίο ϐλέπουµε ως ένα στοιχείο

φQ/P της οµάδας πηλίκου G(Q)/I(Q). Ο ορισµός της L-σειράς του

Artin δίνεται από το παρακάτω γινόµενο :

L(s, ρ, L/K ) =
∏

P∈P(K)

det
(
1V − NP

−s · ρ(φQ/P)
)−1 |

V I(Q)
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Ιδιότητες

Για την L-σειρά του Artin µπορούµε να αποδείξουµε τις παρακάτω

ιδιότητες :

1. Η σειρά L(s, ρ, L/K ) συγκλίνει απόλυτα στο ηµιεπίπεδο Re(s) > 1,

και οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολά του.

2. Αν η ρ είναι µία πιστή αναπαράσταση της αβελιανής οµάδας G,

και χ ο χαρακτήρας τότε η L-σειρά του Artin ταυτίζεται µε την

L-σειρά του Dirichlet:

L(s, ρ, L/K ) = L(s, χ).

3. Στην περίπτωση που ρ είναι η τετριµµένη αναπαράσταση έχουµε

ότι

L(s, ρ, L/K ) = ζK (s).

4.

ζL(s) = ζK (s)
∏
ρ∈Ĝ

ρ 6=Id

L(s, ρ, L/K )deg ρ.
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Πίνακας γειτνίασης κορυφών

Ορισµός

΄Εστω V οι κορυφές ενός γραφήµατος X και n = |V(X)| ο αριθµός των

κορυφών του γραφήµατος. ∆εδοµένης µίας αρίθµησης των κορυφών

του γραφήµατος ο πίνακας γειτνίασης του X είναι ένας n× n πίνακας

µε εισόδους (i, j) 1 ≤ i, j ≤ n

aij =


ο αριθµός των ακµών

που συνδέουν την κορυφή i µε την κορυφή j
αν i 6= j

2× ο αριθµός των ϐρόχων στην κορυφή i αν i = j

Αν επιλέξουµε µία διαφορετική αρίθµηση των κορυφών τότε για τον νέο

πίνακα γειτνίασης A′ ισχύει

A
′ = TAT

−1

όπου ο T είναι ένας πίνακας µετάθεσης.

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 14/56



Πίνακας γειτνίασης κορυφών

Ορισµός

΄Εστω V οι κορυφές ενός γραφήµατος X και n = |V(X)| ο αριθµός των

κορυφών του γραφήµατος. ∆εδοµένης µίας αρίθµησης των κορυφών

του γραφήµατος ο πίνακας γειτνίασης του X είναι ένας n× n πίνακας

µε εισόδους (i, j) 1 ≤ i, j ≤ n

aij =


ο αριθµός των ακµών

που συνδέουν την κορυφή i µε την κορυφή j
αν i 6= j

2× ο αριθµός των ϐρόχων στην κορυφή i αν i = j

Αν επιλέξουµε µία διαφορετική αρίθµηση των κορυφών τότε για τον νέο

πίνακα γειτνίασης A′ ισχύει

A
′ = TAT

−1

όπου ο T είναι ένας πίνακας µετάθεσης.

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 14/56



Παράδειγµα

Παράδειγµα

Ο πίνακας γειτνίασης του πλήρους γραφήµατος K4 είναι ο
0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

 (2)
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Πρώτοι σε ένα γράφηµα

΄Εστω ένα γράφηµα X µε σύνολο ακµών E , m = |E|. Παίρνουµε και τις

δύο κατευθύνσεις στις ακµές και τις ονοµάζουµε ως εξής

e1, e2, . . . , em, em+1 = e
−1

1 , . . . , e2m = e
−1
m .

΄Ενα µονοπάτι ή περίπατος C = a1 · · · as , όπου aj είναι µια

κατευθυνόµενη ακµή λέµε ότι έχει πισογύρισµα, αν aj+1 = a
−1
j για

κάποιο j = 1, . . . , s − 1. ΄Ενα µονοπάτι C = a1 · · · as λέγεται ότι έχει

ουρά αν as = a
−1

1 .

΄Ενα κλειστό µονοπάτι καλείται πρώτο µονοπάτι αν δεν έχει

πισογυρίσµατα και ουρά και C 6= Df για f > 1 και D κλειστό µονοπάτι

στο X .

Παίρνουµε την κλάση ισοδυναµίας [C]

[C] = {a1 · · · as, a2 · · · asa1, . . . , asa1 · · · as−1}.

Οι πρώτοι είναι κλάσεις ισοδυναµίας πρώτων µονοπατιών.
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Η Ihara ζ-συνάρτηση

Η Ihara ζ-συνάρτηση για ένα πεπερασµένο συνεκτικό γράφηµα (χωρίς

κορυφές ϐαθµού 1) ορίζεται από την ακόλουθη συνάρτηση µιγαδικής

µεταβλητής u, µε |u| αρκούντως µικρό

ζX (u) = ζ(u, X) =
∏
[P]

(
1− u

v(P)
)−1

όπου το γινόµενο είναι πάνω από όλους τους πρώτους [P] στο X και

v(P) το µήκος του P.

΄Ενα άπειρο γινόµενο, ωστόσο...
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όπου το γινόµενο είναι πάνω από όλους τους πρώτους [P] στο X και

v(P) το µήκος του P.

΄Ενα άπειρο γινόµενο, ωστόσο...
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Η ζ-συνάρτηση Ihara ως ορίζουσα.

Ο πίνακας ακµών W1 ενός γραφήµατος X είναι ένας 2m× 2m

πίνακας µε είσοδο (a, b) που αντιστοιχεί στις κατευθυνόµενες ακµές a

και b. Αυτή η είσοδος (a, b) ισούται µε 1 αν t(a) = o(b) δηλαδή αν η

τερµατική κορυφή της ακµής a ταυτίζεται µε την αρχική κορυφή της

ακµής b και b 6= a−1 και 0 διαφορετικά.

Για την Ihara ζ-συνάρτηση έχουµε ότι ζX (u) = det(I − uW1)−1.

∆ηλαδή οι πόλοι της Ihara ζ-συνάρτησης είναι τα αντίστροφα των

ιδιοτιµών του πίνακα W1
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Οι πόλοι της ζ-συνάρτησης του Ihara

Οποτε η ακτίνα σύγκλισής της ως δυναµοσειρά γύρω από το 0 είναι

RX = ρ(W1)−1 όπου ρ(W1) = max{|λ|} µε λ ιδιοτιµή του πίνακα W1.

Ισχύει ότι

u
d

du
log ζX (u) =

∑
m≥1

Nmu
m.

όπου Nm το πλήθος των κλειστών µονοπατίων χωρίς πισογυρίσµατα και

ουρές, µήκους m.
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Θεώρηµα Bass Hasimoto

΄Εστω A ο πίνακας γειτνίασης του γραφήµατος X και Q ο διαγώνιος

πίνακας µε j−οστή είσοδο qj ώστε το qj + 1 να είναι ο ϐαθµός της

j−οστής κορυφής του X . Ας υποθέσουµε ότι το r είναι η ο ϐαθµός της

ϑεµελιώδους οµάδας του X , δηλαδή r − 1 = |E| − |V |. Τότε έχουµε

την ακόλουθη εξίσωση

ζX (u)−1 = (1− u
2)r−1

det(I − Au + Qu
2).

Παράδειγµα

Το πλήρες γράφηµα K4 έχει ζ-συνάρτηση του Ihara την

ζ−1

K4
= −(u − 1)2(u + 1)(2 u − 1)

(
2 u

2 + u + 1
)3
.
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Συναρτησιακές εξισώσεις

΄Εστω X ένα q + 1-κανονικό γράφηµα µε ελάχιστο ϐαθµό κορυφών 2

και n = |V |. Τότε έχουµε τις ακόλουθες συναρτησιακές εξισώσεις

1. ΛX (u) ≡ (1− u2)r−1+n/2(1− q2u2)n/2ζX (u) = (−1)nΛX (1/qu).

2. ξX (u) ≡ (1 + u)r−1(1− u)r−1+n(1− qu)nζX (u) = ξX (1/qu).

3. ΞX (u) ≡ (1− u2)r−1(1 + qu)nζX (u) = ΞX (1/qu).

Από τις παραπάνω συναρτησιακές εξισώσεις συµπεραίνουµε ότι

υπάρχει συµµετρία στην κατανοµή των πόλων της ζX (u) για κανονικά

γραφήµατα, δηλαδή αν η ζX (u) έχει ένα πόλο στο u τότε πρέπει να

έχει και ένα πόλο στο 1/qu.

Αν ϑέσουµε όπου u = q−s οι συναρτησιακές εξισώσεις συνδέουν το s

µε το 1− s κάτι που αποτελεί ανάλογο της συναρτησιακής εξίσωσης της

ζ-συνάρτησης του Riemann
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Υπόθεση Riemann για Γραφήµατα - Γραφήµατα Ramanujan

Υπόθεση Riemann

Υποθέτουµε ότι το X είναι ένα συνεκτικό (q + 1)-κανονικό γράφηµα

(χωρίς κορυφές ϐαθµού 1). Λέµε ότι η Ihara ζ-συνάρτηση ζX (q−s)
ικανοποιεί την υπόθεση Riemann ανν για 0 < Re s < 1

ζX (q
−s)−1 = 0 =⇒ Re s = 1/2.

Παρατηρούµε ότι αν u = q−s, Re s = 1/2 αντιστοιχεί σε |u| = 1/
√

q.

Γραφήµατα Ramanujan

΄Ενα συνεκτικό (q + 1)-κανονικό γράφηµα X λέγεται Ramanujan αν και

µόνο αν για

µ = max{|λ||λ ∈ SpectrumA, |λ| 6= q + 1}

έχουµε µ ≤ 2
√

q.
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Υπόθεση Riemann για Γραφήµατα - Γραφήµατα Ramanujan

Θεώρηµα

Για ένα συνεκτικό (q + 1) κανονικό γράφηµα X , η ζX (u) ικανοποιεί την

υπόθεση Riemann ανν το γράφηµα είναι Ramanujan.

Τα Ramanujan γραφήµατα είναι ϐέλτιστα expander γραφήµατα δηλαδή

ισχυρά συνεκτικά αλλά αραιά γραφήµατα.
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Expanders

Ορισµός

΄Εστω S, T υποσύνολα του συνόλου των κορυφών του X , ορίζουµε

E(S, T) = {e|e ακµή του X µε µία κορυφή στο S και την άλλη στο T}

Ορισµός

Αν το S είναι ένα σύνολο από κορυφές του X ορίζουµε το σύνορο του

S να είναι ∂S = E(S, X − S)

Ορισµός

΄Ενα γράφηµα X µε σύνολο κορυφών V και n = |V | έχει expansion ratio

h(X) = min
{S⊂V | |S|≤n/2}

|∂S|
|S|

.
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Expanders

Παρατηρούµε ότι h > 0 αν και µόνο αν το X είναι συνεκτικό. Επίσης για

οποιοδήποτε S µε |S| ≤ n/2 έχουµε ότι ϑS ≥ h|S|, οπότε αν το h δεν

είναι µικρό το S έχει πολλούς γείτονες εκτός του S από όπου προκύπτει

και το όνοµα expander (αυτό που εξαπλώνεται).

Ορισµός

Μία ακολουθία από k-κανονικά γραφήµατα {Xj} έτσι ώστε

|V(Xj)| → ∞ για j →∞ ονοµάζεται οικογένεια expander

γραφηµάτων αν υπάρχει ένα ε > 0 έτσι ώστε h(Xj) ≥ ε για κάθε j.

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 25/56



Expanders

Θεώρηµα Dodziuk, Alon, Milman

΄Εστω X ένα k-κανονικό συνεκτικό γράφηµα. Τότε ισχύει :

k − λ1

2
≤ h(X) ≤

√
2k(k − λ1).

όπου λ1 είναι η δεύτερη µεγαλύτερη ιδιοτιµή του πίνακα γειτνίασης.

Θεώρηµα Alon Boppana

Υποθέτουµε ότι η Xn είναι µία ακολουθία k-κανονικών συνεκτικών

γραφηµάτων και ότι ο αριθµός των κορυφών των Xn τείνει στο άπειρο

καθώς το n τείνει στο άπειρο. Τότε

lim inf
n→∞

λ1(Xn) ≥ 2
√

k − 1
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Ιδιότητες Ramanujan Γραφηµάτων

Expander-mixing lemma

΄Εστω X ένα συνεκτικό k-κανονικό µη διµερές γράφηµα µε n κορυφές

και

µ = max{|λ||λ ∈ Spectrum A, |λ| 6= k}.

Τότε για όλα τα σύνολα S, T από κορυφές του X έχουµε ότι∣∣∣∣E(S, T)− k|S||T |
n

∣∣∣∣ ≤ µ√|S||T |.
Μικρή διαµέτρος

΄Εστω το X ένα γράφηµα συνεκτικό, µη διµερές µε n κορυφές, τότε

diamX ≤ 1 +
log(n− 1)

log(k/µ)
.
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Ιδιότητες Ramanujan Γραφηµάτων-Τυχαίοι περίπατοι

Ο τυχαίος περιπατητής χάνεται

΄Εστω ένα γράφηµα X συνεκτικό µη διµερές k-κανονικό µε n κορυφές

και πίνακα γειτνίασης A. Αν T = (1/k)A για κάθε αρχικό διάνυσµα

πιθανότητας p(0) ισχύει ότι

lim
m→∞

p
(m) = lim

m→∞
T

m
p
(0) = u =

(
1

n
, · · · , 1

n

)t

Πόσο γρήγορα χάνεται ο περιπατητής

΄Εστω X ένα συνεκτικό, µη διµερές k-κανονικό γράφηµα µε n κορυφές

και πίνακα γειτνίασης A. Αν T = (1/k)A, για κάθε αρχικό διάνυσµα

πιθανότητας p(0), έχουµε ότι

||T m
p
(0) − u|| ≤

√
n

(µ
k

)m
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΄Υπαρξη και κατασκευασιµότητα Ramanujan Γραφηµάτων

Τα γραφήµατα Xp,q των Lubotzky,Phillips,Sarnak (1988)

Τα Xp,q είναι Cayley γραφήµατα της οµάδας

G = PGL(2,Fq) = GL(2,Fq)/Z(GL(2,Fq))
όπου GL(2,Fq) είναι η οµάδα των 2× 2 αντιστρέψιµων πινάκων µε

στοιχεία στο σώµα µε q στοιχεία και Z(GL(2,Fq) το κέντρο της οµάδας

που είναι το σύνολο των ϐαθµωτών πολλαπλασίων του ταυτοτικού

πίνακα. Επιλέγουµε έναν ακέραιο i ώστε i2 ≡ −1 mod4.

S =

{(
a0 + ia1 a2 + ia3

−a2 + ia3 a0 − ia1

)∣∣∣∣ a2
0 + a2

1 + a2
2 + a2

3 = p, a0 > 0,
a1, a2, a3 άρτιοι

}
΄Ενα ϑεώρηµα του Jacobi λέει ότι µε αυτές τις προυποθέσεις

|S| = p + 1. Μπορούµε να ελέγξουµε ότι το S είναι κλειστό ως προς

αντιστροφή πινάκων. Το γράφηµα Xp,q είναι η συνεκτική συνιστώσα του

Cayley γραφήµατος X(G, S) που περιέχει το ταυτοτικό στοιχείο.
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Γραφήµατα Ramanujan κάθε ϐαθµού (2013)

Ο Morgenstern επέκτεινε την κατασκευή των Lubotzky,Phillips,Sarnak σε

pa + 1-κανονικά Ramanujan γραφήµατα όπου p πρώτος και a ∈ N.

Οι Adam Marcus, Daniel Spielman και Nikhil Srivastava απέδειξαν ότι

υπάρχουν άπειρες οικογένειες διµερών Ramanujan γραφηµάτων για

κάθε ϐαθµό d > 2.

Η απόδειξη που παρέθεσαν είναι υπαρξιακή.
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Συντελεστές της αντίστροφης της ζ-συνάρτησης του Ihara

ζX (u)−1 = det(I −W1u) = c0 + c1u + c2u
2 + c3u

3 + · · ·+ c2mu
2m

όπου m = |E| ο αριθµός των ακµών του γραφήµατος X .

1. c0 = 1

2. c2m = (−1)m−n
∏

vi∈V
(d(vi)− 1).

3. Το c1 ισούται µε το αρνητικό του διπλασίου του πλήθους των

ϐρόχων στο X .

4. Αν X απλό το c3 ισούται µε το αρνητικό του διπλασίου του αριθµού

των τριγώνων στο X .

5. ΄Εστω g η περιφέρεια ενός απλού συνεκτικού γραφήµατος X ,

τότε, ck = 0 για 1 ≤ k < g. Επιπλέον το cg είναι το αρνητίκο του

διπλασίου του πλήθους των g-γώνων στο X .

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 31/56



Συντελεστές της αντίστροφης της ζ-συνάρτησης του Ihara

Γενικότερα το ci είναι το πλήθος των υπογραφηµάτων του συµµετρικού

διγραφήµατος D(X) µε i κορυφές που αποτελούνται από άρτιο αριθµό

κλειστών µονοπατιών χωρίς πισογυρίσµατα, ουρές και επαναλήψεις

ακµών µείον του πλήθους των υπογραφηµάτων του συµµετρικού

διγραφήµατος D(X) µε i κορυφές που αποτελούνται από περιττό

αριθµό κλειστών µονοπατιών χωρίς πισογυρίσµατα, ουρές και

επαναλήψεις ακµών.
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Παραδείγµατα

• • •

•

•

• • •

Σχήµα : ∆ύο γραφήµατα µε την ίδια ζ-συνάρτηση αλλά διαφορετικούς

αριθµούς κορυφών και συνεκτικών συνιστωσών.
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Παραδείγµατα
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Σχήµα : ∆ύο γραφήµατα µε την ίδια ζ-συνάρτηση, το ένα έχει κύκλο Hamilton

και το άλλο όχι.
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Θεωρία Galois σε Γραφήµατα

Αδιακλάδιστα καλύµµατα

΄Εστω ένα γράφηµα X χωρίς πολλαπλές ακµές και ϐρόχους. Θα λέµε

ότι το γράφηµα Y είναι ένα αδιακλάδιστο κάλυµµα του γραφήµατος X

αν υπάρχει µία απεικόνιση επικάλυψης π : Y → X που είναι µία επί

απεικόνιση γραφηµάτων ώστε για καθε x ∈ X και για κάθε y ∈ π−1(x)
οι κορυφές που είναι γειτονικές στο y ∈ Y να απεικονίζονται µία προς

µία επί των γειτονικών κορυφών του x ∈ X .

Ορισµός

΄Ενα µη κατευθυνόµενο πεπερασµένο γράφηµα Y είναι ένα

αδιακλάδιστο κάλυµµα του µη κατευθυνόµενου γραφήµατος X αν,

δίνοντας έναν αυθαίρετο προσανατολισµό στις ακµές του X υπάρχει

µια επιλογή προσανατολισµού για τις ακµές του Y και µια επί απεικόνιση

επικάλυψης π : Y → X που στέλνει τις γειτονίες του Y επί των γειτονιών

του X και διατηρεί τον προσανατολισµό των ακµών.

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 35/56



Θεωρία Galois σε Γραφήµατα

Αδιακλάδιστα καλύµµατα

΄Εστω ένα γράφηµα X χωρίς πολλαπλές ακµές και ϐρόχους. Θα λέµε

ότι το γράφηµα Y είναι ένα αδιακλάδιστο κάλυµµα του γραφήµατος X

αν υπάρχει µία απεικόνιση επικάλυψης π : Y → X που είναι µία επί

απεικόνιση γραφηµάτων ώστε για καθε x ∈ X και για κάθε y ∈ π−1(x)
οι κορυφές που είναι γειτονικές στο y ∈ Y να απεικονίζονται µία προς

µία επί των γειτονικών κορυφών του x ∈ X .

Ορισµός
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Κατασκεύη καλυµµάτων
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Σχήµα : Τετράεδρο και τετραγωνικό κάλυµµα
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Κανονικά Καλύµµατα

Μοναδικοτητα της ανύψωσης των µονοπατιών στα καλύµµατα.

Υποθέτουµε ότι το Y είναι ένα κάλυµµα του X και C ένα µονοπάτι στο X .

Τότε το C έχει µια µοναδική ανύψωση σε ένα µονοπάτι C̃ στο Y ,

δεδοµένου ότι έχουµε επιλέξει την αρχική κορυφή του C̃.

Κανονικά καλύµµατα

΄Ενα κάλυµµα Y/X µε d-ϕύλλα και απεικόνιση επικάλυψης π : Y → X

λέµε ότι είναι ένα κανονικό ή Galois κάλυµµα αν υπάρχουν d

αυτοµορφισµοί γραφηµάτων σi : Y → Y , i = 1, · · · , d ώστε

π ◦ σi = π. Η οµάδα Galois G(Y/X) είναι το σύνολο των απεικονίσεων

σi µε πράξη την σύνθεση. ΄Οταν λέµε αυτοµορφισµό γραφηµάτων

εννοούµε µια ένα προς ένα και επί απεικόνιση µεταξύ των κορυφών και

των κατευθυνόµενων ακµών του Y που διατηρεί τον προσανατολισµό.
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∆ράση της οµάδας Galois

΄Εστω Y/X ένα κανονικό κάλυµµα. Η οµάδα Galois G = G(Y/X) δρά

µεταβατικά στα ϕύλλα του καλύµµατος.

∆ιαλέγουµε ένα από τα ϕύλλα του Y και το ονοµάζουµε ϕύλλο 1. Η

εικόνα του ϕύλλου 1 κάτω από την δράση ενός στοιχείου g ∈ G ϑα

ονοµάζεται ϕύλλο g. Συνεπώς κάθε κορυφή x̃ στο Y µπορεί να

συµβολίζεται µοναδικά µε x̃ = (x, g), όπου x = π(x̃) και g είναι το

ϕύλλο που περιέχει το x̃ .

Η οµάδα Galois G(Y/X) δρα στα ϕύλλα του Y µέσω του

g ◦ ( ϕύλλο h) = ϕύλλο(gh):

g ◦ (x, h) = (x, gh) για, x ∈ X , g, h ∈ G

Συνεπάγεται ότι η δράση του g κινεί ένα µονοπάτι στο Y ως εξής :

g◦(µονοπατι από το (a, h) στο (b, j) ) = µονοπάτι από το (a, gh) στο

(b, gj).
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Θεµελιώδες Θεώρηµα Galois

Ορισµός

Ας υποθέσουµε ότι το Y είναι ένα κάλυµµα του X µε απεικόνιση

επικάλυψης π. Το γράφηµα X̃ είναι ένα ενδιάµεσο κάλλυµα του Y/X

αν το Y/X̃ είναι ένα κάλυµµα, το X̃/X είναι ένα κάλυµµα και οι

προβολές επικάλυψης π1 : X̃ → X και π2 : Y → X̃ έχουν την ιδιότητα

ότι π = π1 ◦ π2.

Ουσιαστικά, είναι η τριάδα (X̃ , π1, π2) που ορίζει ένα ενδιάµεσο

κάλυµµα.

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 39/56



Θεµελιώδες Θεώρηµα Galois

Ορισµός

Ας υποθέσουµε ότι το Y είναι ένα κάλυµµα του X µε απεικόνιση

επικάλυψης π. Το γράφηµα X̃ είναι ένα ενδιάµεσο κάλλυµα του Y/X

αν το Y/X̃ είναι ένα κάλυµµα, το X̃/X είναι ένα κάλυµµα και οι

προβολές επικάλυψης π1 : X̃ → X και π2 : Y → X̃ έχουν την ιδιότητα

ότι π = π1 ◦ π2.

Ουσιαστικά, είναι η τριάδα (X̃ , π1, π2) που ορίζει ένα ενδιάµεσο

κάλυµµα.

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 39/56



Θεµελιώδες Θεώρηµα Galois-Ορισµοί

Ορισµός
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Ας υποθέσουµε ότι ο i είναι ένα ισοµορφισµός µεταξύ των X̃ και X̃ ′

(που σηµαίνει ότι είναι ένα-προς -ένα και επί στις κορυφές και στις

κατευθυνόµενες ακµές). Αν ισχύει π1 = π′1 ◦ i ϑα λέµε ότι ο i είναι

ένας ισοµορφισµός καλυµµάτων και τα X̃ και X̃ ′ είναι ισόµορφα

καλλύµµατα του X . Αν, επιπλέον, έχουµε ότι i ◦ π2 = π′2 τότε λέµε ότι τα

X̃ και X̃ ′ είναι τα ίδια ή ίσα.
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Θεµελίώδες Θεώρηµα Galois

Ας υποθέσουµε ότι το Y/X είναι ένα αδιακλάδιστο κανονικό κάλυµµα

µε οµάδα Galois G = G(Y/X)

1. ∆εδοµένης µίας υποοµάδας H της G, υπάρχει ένα γράφηµα X̃

ενδιάµεσο στο Y/X έτσι ώστε H = G(Y/X̃). Γράφουµε

X̃ = X̃(H).

2. ΄Εστω X̃ να είναι ενδιάµεσο στο Y/X . Τότε υπάρχει υποοµάδα

H = H(X̃) της G ισόµορφη µε την G(Y/X̃).

3. ∆ύο ενδιάµεσα καλλύµατα X̃ και X̃ ′ είναι ίσα αν και µόνον αν το

H(X̃) = H(X̃ ′).

4. ΄Εχουµε ότι H(X̃(H)) = H και X̃(H(X̃)) = X̃ . Οπότε γράφουµε

X̃ ↔ H για την αντιστοιχία µεταξύ των X̃ ενδιάµεσων καλυµµάτων

στο Y/X και των υποοµάδων H της Galois οµάδας G = G(Y/X).

5. Αν X̃1 ↔ H1 και X̃2 ↔ H2 τότε το X̃1 είναι ενδιάµεσο στο Y/X̃2 ανν

H1 ⊂ H2.
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Συζυγή ενδιάµεσα καλύµµατα

Ορισµός

Υποθέτουµε ότι έχουµε τις ακόλουθες αντιστοιχίες µεταξύ ενδιάµεσων

καλυµµάτων και υποοµάδων του G :

X̃ ←→ H ⊂ G

X̃
′ ←→ gHg

−1 ⊂ G g ∈ G

τότε λέµε ότι τα X̃ και X̃ ′ είναι συζυγή.

Θεώρηµα

Τα ενδιάµεσα καλύµµατα X̃ και X̃ ′ στο Y/X µε οµάδα Galois G είναι

συζυγή ανν είναι ισόµορφα.

Θεώρηµα

Το X̃ είναι κανονικό κάλυµµα του X ανν η H είναι κανονική υποοµάδα

της G, και σε αυτή την περίπτωση G(X̃/X) ∼= G/H.
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Συζυγή ενδιάµεσα καλύµµατα
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Πρώτοι στα καλύµµατα

Αν ο [D] είναι ένας πρώτος στο κάλυµµα Y/X µε προβολή επικάλυψης

π και π(D) = Cf όπου [C] είναι ένας πρώτος στο X , ϑα λέµε ότι ο [D]
είναι ένας πρώτος του Y πάνω από το [C] ή, πιο απλά, ότι ο D είναι

ένας πρώτος πάνω από τον C (γράφουµε D|C). Το f = f(D, Y/X)
ορίζεται ως ο ϐαθµός αδρανείας του D ως προς το Y/X .

Αν το Y/X είναι κανονικό ο ϐαθµός του [D] πάνω από το C είναι ο ίδιος

για όλα τα [D] πάνω από το C. Αυτό δεν ισχύει πάντα για µη κανονικές

επεκτάσεις.

Θα συµβολίσουµε µε g = g(D, Y/X) τον αριθµό των πρώτων [D] πάνω

από το [C]
Για κανονικά αδιακλάδιστα καλύµµατα ισχύει ότι fg = d. -

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 43/56



Πρώτοι στα καλύµµατα

Αν ο [D] είναι ένας πρώτος στο κάλυµµα Y/X µε προβολή επικάλυψης

π και π(D) = Cf όπου [C] είναι ένας πρώτος στο X , ϑα λέµε ότι ο [D]
είναι ένας πρώτος του Y πάνω από το [C] ή, πιο απλά, ότι ο D είναι

ένας πρώτος πάνω από τον C (γράφουµε D|C). Το f = f(D, Y/X)
ορίζεται ως ο ϐαθµός αδρανείας του D ως προς το Y/X .

Αν το Y/X είναι κανονικό ο ϐαθµός του [D] πάνω από το C είναι ο ίδιος

για όλα τα [D] πάνω από το C. Αυτό δεν ισχύει πάντα για µη κανονικές

επεκτάσεις.

Θα συµβολίσουµε µε g = g(D, Y/X) τον αριθµό των πρώτων [D] πάνω

από το [C]
Για κανονικά αδιακλάδιστα καλύµµατα ισχύει ότι fg = d. -
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Πρώτοι στα καλύµµατα
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Ο αυτοµορφισµός Frobenius

Ορισµός Αυτοµορφισµού Frobenius

Υποθέτουµε ότι το Y/X είναι ένα κανονικό κάλυµµα µε οµάδα Galois

G = Gal(Y/X). ΄Εστω [C] ένας πρώτος στο X , έτσι ώστε το C ξεκινά

και τερµατίζει στην κορυφή a. ΄Εστω [D] ένας πρώτος του Y πάνω από

το C έτσι ώστε το D ξεκινά και τερµατίζει στην κορυφή (a, g) στο ϕύλλο

g ∈ G του Y . Αν ο ϐαθµός αδρανείας του D πάνω από το C είναι f τότε

το D είναι η ανύψωση του Cf που ξεκινά στο ϕύλλο g. Υποθέτουµε ότι

το C ανυψώνεται σε ένα µονοπάτι C̃ του Y που ξεκινά στο ϕύλλο g στο

(a, g) και τελειώνει στο ϕύλλο h του (a, h). Ορίζουµε τον

αυτοµορφισµό του Frobenius να είναι

[Y/X ,D] =

(
Y/X

D

)
= hg

−1 ∈ G.

Για να πάρουµε την κανονικοποιµένη µορφή του αυτοµορφισµού

Frobenius, αρκεί να πάρουµε g = 1, το ταυτοτικό της G.
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Η οµάδα ανάλυσης του D ως προς Y/X είναι

Z(D) = Z(D, Y/X) = {τ ∈ G|[τ ◦ D] = [D]}.
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Ιδιότητες του αυτοµορφισµού Frobenius

1. Για έναν πρώτο κύκλο D στο Y πάνω από το C στο X , ο

αυτοµορφισµός Frobenius είναι ανεξάρτητος της επιλογής του D

στην κλάση ισοδυναµίας του [D]. Οπότε µπορούµε να ορίσουµε

τον [Y/X , [D]] = [Y/X ,D].

2. Η τάξη του [Y/X ,D] στην G είναι ο ϐαθµός f = f(D, Y/X).

3. Αν τ ∈ G τότε [Y/X , τ ◦ D] = τ [Y/X ,D]τ−1.

4. Αν ο D ξεκινά στο ϕύλλο 1 τότε [Y/X ,D] = σ(C), ο

κανονικοποιηµένος αυτοµορφισµός Frobenius.

5. Η οµάδα Z(D) είναι η κυκλική υποοµάδα της G τάξης f που

παράγεται από τον [Y/X ,D]. Συγκεκριµένα, η Z(D) δεν εξαρτάται

από την επιλογή του D στην κλαση ισοδυναµίας του [D].

, Η ζ-συνάρτηση του Ihara 46/56



Ιδιότητες του αυτοµορφισµού Frobenius για ενδιάµεσα καλύµµατα

1. Ας υποθέσουµε ότι το X̃ είναι ένα ενδιάµεσο κάλυµµα του Y/X

που αντιστοιχεί στην υποοµάδα H του G = G(Y/X). ΄Εστω [D] µια

κλάση ισοδυναµίας των πρώτων κύκλων του Y τέτοια ώστε το D να

ϐρίσκεται πάνω από το C̃ στο X̃ . ΄Εστω f = f(D, Y/X) = f1f2, όπου

f2 = f(D, Y/X̃) και f1 = f(C̃, X̃/X). Τότε f1 είναι η ελάχιστη

δύναµη του [Y/X ,D] που ϐρίσκεται στην H, και έχουµε

[Y/X ,D]f1 = [Y/X̃ ,D]. (3)

2. Αν, επιπλέον,το X̃ είναι κανονικό πάνω από το X τότε ως στοιχείο

του H\G έχουµε το

[X̃/X , C̃] = H[Y/X ,D].
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Artin-Ihara L-σειρές

Ορισµός

Υποθέτουµε ότι το Y είναι ένα κανονικό αδιακλάδιστο κάλυµµα του X µε

οµάδα Galois G = G(Y/X). Αν ρ είναι είναι µία αναπαράσταση του G

µε ϐαθµό d = dρ και u είναι µια µιγαδική µεταβλητή µε |u| αρκούντως

µικρό, ορίζουµε την Artin-Ihara L-συνάρτηση

L(u, ρ, Y/X) =
∏
[C]

det
(

I − ρ([Y/X ,D])u
v(C)
)−1

,

όπου το γινόµενο διατρέχει τους πρώτους [C] του X και [D] είναι

αυθαίρετα επιλεγµένο από τους πρώτους στο Y πάνω από το C. Εδώ

[Y/X ,D] είναι ο αυτοµορφισµός Frobenius και v(C) το µήκος του

µονοπατιού C αντιπροσώπου του πρώτου [C]

Ισχύει ότι

L(u, 1, Y/X) = ζX (u)
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L-συναρτήσεις -Τύπος µε ορίζουσα

Ορισµός

Ορίζουµε τον Artinized πινακα γειτνίασης να είναι ο πίνακας που

κατασκευάζεται από block dρ × dρ που αντιστοιχούν στις

κατευθυνόµενες ακµές e, f , όπου το block (W1,ρ)e,f που αντιστοιχεί

στις ακµές e, f είναι το

(W1,ρ)e,f = (W1)e,f · ρ(σ(e)) =

{
ρ(σ(e)) αν t(e) = o(f)

0 διαφορετικά,

όπου ο σ(e) είναι ο κανονικοποιηµένος αυτοµορφισµός Frobenius που

αντιστοιχεί στην κατευθυνόµενη ακµή e και W1 είναι ο πίνακας ακµών

του X .

Θεώρηµα

Ισχύει ότι L(u, ρ, Y/X)−1 = det(I − uW1,ρ).
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Ιδιότητες της Artin-Ihara L-συνάρτησης

΄Εστω Y/X ένα κανονικό κάλυµµα µε οµάδα Galois G. Τότε :

1. L(u, ρ1 ⊕ ρ2) = L(u, ρ1)L(u, ρ2).

2. ΄Εστω ότι X̃ ένα ενδιάµεσο κάλυµµα στο Y/X και υποθέτουµε ότι

X̃/X είναι κανονικό, G = Gal(Y/X), H = Gal(Y/X̃). ΄Εστω ρ η

αναπαράσταση της G/H ∼= Gal(X̃/X). Οπότε η ρ µπορεί να

ειδωθεί ως µία αναπαράσταση της G (η ανύψωση της ρ). Τότε

L(u, ρ, Y/X) = L(u, ρ, X̃/X)

3. (επαγωγική ιδιότητα) Αν X̃ είναι ένα ενδιάµεσο κάλυµµα στο

κανονικό κάλυµµα Y/X και ρ είναι µία αναπαράσταση του

H = Gal(Y/X̃) ϑα συµβολίζουµε µε ρ# = IndG
H ρ την

αναπαράσταση που επάγεται από την ρ από την H στην G. Τότε

L(u, ρ#, Y/X) = L(u, ρ, Y/X̃)

Εδώ δεν υποθέτουµε ότι το X̃ είναι κανονικό πάνω από το X .
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Η παραγοντοποίηση της ζ-συνάρτησης του Ihara

Πόρισµα

Υποθέτουµε ότι το Y/X είναι κανονικό µε Galois οµάδα G = G(Y/X).

΄Εστω Ĝ να είναι ένα πλήρες σύνολο από µη ισοδύναµες ανάγωγες

µοναδιαίες αναπαραστάσεις της G. Τότε

ζY (u) = L(u, 1, Y/Y ) =
∏
ρ∈Ĝ

L(u, ρ, Y/X)dρ .
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Artinized πίνακας γειτνίασης

Για σ, τ ∈ G και κορυφές a, b ∈ X , ορίζουµε τον πίνακα A(σ, τ) να

είναι ο n× n πίνακας µε στοιχείο A(σ, τ)a,b ίσο µε τον αριθµό των

κατευθυνόµενων ακµών στο Y από το (a, σ) στο (b, τ). Εδώ σε κάθε

µη κατευθυνόµενη ακµή του Y δίνουµε και τις δύο κατευθύνσεις.

A(σ, τ) = A(1, σ−1τ) ≡ A(σ−1τ)
Για µία αναπαράσταση ρ της G(Y/X), ορίζουµε τον Artinized πίνακα

γειτνίασης Aρ ως

Aρ =
∑
σ∈G

A(σ)⊗ ρ(σ).

επίσης ϑέτουµε

Qρ = Q ⊗ Id ,

όπου Q είναι ο |V(X)| × |V(X)| διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία της

διαγωνίου που αντιστοιχούν στις ενδιάµεσες ακµές που αντιστοιχούν

στο a ∈ X και δίνονται απο το qa = (ϐαθµος του a)− 1 και d είναι ο

ϐαθµός της ρ.
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ϑεώρηµα Ihara-Bass για L-συναρτήσεις

Η block διαγωνόποίηση του πίνακα γειτνίασης ενός κανονικού

καλύµµατος

Υποθέτουµε ότι το Y/X είναι κανονικό µε οµάδα Galois G = G(Y/X).

΄Εστω Ĝ ένα πλήρες σύνολο από µη ισοδύναµες, ανάγωγες,

µοναδιαίες αναπαραστάσεις του G. Τότε µπορούµε να γράψουµε τον

πίνακα γειτνίασης του Y ως block διαγώνιο πίνακα µε block τους

πίνακες Aρ, ο καθένας επαναλαµβανόµενος dρ ϕορές καθώς οι ρ
διατρέχουν το Ĝ

Θεώρηµα

Με τις παραπάνω υποθέσεις και όρισµους έχουµε

L(u, ρ, Y/X)−1 = (1− u
2)r−1

det(I − Aρ + Qρu
2).

Εδώ r είναι ο ϐαθµός της ϑεµελιώδους οµάδας του X
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Η περίπτωση των 2-καλλυµάτων

Αν το Y/X είναι ένα 2-κάλυµµα τότε ο πίνακας γειτνίασης AY µπορεί να

γραφεί ως διαγώνιος δύο block πίνακας, ένα block το AX (ο πίνακας

γειτνίασης του X ) και ένα άλλο block το AA. Ο πίνακας AA έχει ως

στοιχεία που αντιστοιχουν σε δύο κορυφές a, b του X τα :

(AA)a,b =



+1

αν οι a και b ενώνονται µε µία ακµή στο X η οποία

ανυψώνεται σε µία ακµή του Y της οποίας τα άκρα

ϐρίσκονται στο ίδιο ϕύλλο

−1

αν οι a και b ενώνονται µε µία ακµή στο X η οποία

ανυψώνεται σε µία ακµή του Y της οποίας τα άκρα

ϐρίσκονται σε διαφορετικό ϕύλλο

0 αν οι a και b δεν ενώνονται µε ακµή στο X
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Εικασία των Bilu, Linial

Κάθε d-κανονικό γράφηµα X έχει ένα 2-κάλυµµα Y έτσι ώστε

SpectrumAY − SpectrumAX ⊂
[
−2
√

d − 1, 2
√

d − 1
]

όπου AY είναι ο πίνακας γειτνίασης του Y .

Μία εικασία που αφορά το ϕάσµα ιδιοτιµών του πίνακα AA.

Για διµερή γραφήµατα Απρίλιος (2013) από τους οι Adam Marcus,

Daniel Spielman και Nikhil Srivastava κάτι που αποδεικνύει ότι υπάρχουν

άπειρες οικογένειες Ramanujan γραφηµάτων για κάθε d ξεκινώντας

από το πλήρες d-κανονικό διµερές γράφηµα, που ως γνωστόν είναι

Ramanujan αφού οι ιδιοτιµές του εκτός των d και −d είναι 0, και

ανυψώνοντας κατάλληλα. Ωστόσο η απόδειξη που έδωσαν είναι

υπαρξιακή και έτσι δεν µας δείνει ακόµα αλγόριθµο για αυτό.
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Ερευνητικές Προτάσεις.

1. Γενίκευση Εικασίας Bilu-Linial- Ανάλογη απόδειξη-Καλύµµατα µε

κυκλικές ή τάξης πρώτου οµάδες Galois- Κατασκευασιµότητα-

∆ιερεύνηση της ύπαρξης k-κανονικών Ramanujan γραφηµάτων

για πλήθος κορυφών > k + 1

2. Αν εξειδικεύσω τις ακµές της edge ζ-συνάρτησης κατά στήλες

έχω πλήρη αναλοίωτη ;

3. Τυπικά Απειρογινόµενα- Ερωτήσεις -Ramanujan γραφήµατα

4. Μεταφορά Θεωρίας Number Fields-Function Fields σε γραφήµατα

(π.χ. Νοµος τετραγωνικής Αντιστροφής -Κυκλοτοµικά καλύµµατα

κτλ.)

5. Αρθρο Cioba-Murty Expander graphs and gaps between primes

και ϕραγµένα διαστήµατα διαδοχικών πρώτων (Κατασκευαστική).
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