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Αλγεβρικές Καµπύλες

X αλγεβρική καµπύλη, προβολική πάνω από ένα αλγεβρικά κλειστό

σώµα k .

X
n + Y

n = 1

Προβολική:

k
2 ⊂ P2(k) =

k
3 − {(0, 0, 0)}

∼

X
n + Y

n = Z
n
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k = C

Οι προβολικές αλγεβρικές καµπύλες υπέρ του σώµατος C είναι σε ένα

προς ένα και επί αντιστοιχία µε τις συµπαγείς επιφάνεις Riemann.

Αυτές είναι προσανατολίσιµες (εξισώσεις Cauchy-Riemann)

διδιάστατες επιφάνειες και τοπολογικά χαρακτηρίζονται από το γένος

τους.

g = 0 Η σφαίρα του

Riemann PC = C ∪ {∞}.

g = 1 Ελλειπτικές καµπύλες

g ≥ 2 Γενική περίπτωση
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Μοδυλι σπαςες

Γεωµετρικά σύνολα όπου κάθε σηµείο είναι µια κλάση ισοµορφίας

καµπυλών γένους g.

Αν g = 0 ο χώρος M0 αποτελείται από ένα σηµείο (Poincare

conjecture για επιφάνειες Riemann!)

Αν g = 1 ο χώρος M1 είναι η ευθεία k (η ευθεία των j-invariants)

Αν g ≥ 2 τότε ο Mg έχει διάσταση 3g − 3.

Υπάρχουν πολλές διαφορετικές έννοιες «ισοδυναµίας» καµπυλών.
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Αυτοµορφισµοί

X καµπύλη γένους g ≥ 2. Η οµάδα αυτοµορφισµών της είναι

πεπερασµένη.

Πρόβληµα: Με πόσους τρόπους µπορούµε να «παραµορφώσουµε»

την X διατηρόντας την ίδια οµάδα αυτοµορφισµών ;

Απάντηση Ακολουθόντας αναλλοίωτες κατευθύνσεις στον εφαπτόµενο

χώρο.
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Εφαπτόµενος χώρος

Ο εφαπτόµενος χώρος του Mg σε µία καµπύλη X ∈ Mg είναι το

H
1(X , TX ).

Μάλιστα

H
1(X , TX ) ∼= H

0(X ,Ω⊗2

X
)∗

dim→ 3g − 3.

Οι αναλλοίωτες κατευθύνσεις είναι τα στοιχεία

H
1(X , TX )G = H

0(X ,Ω⊗2

X
)G.

Για ένα G πρότυπο

MG = M ⊗K [G] K = M/(gm−m).
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Το πρόβληµα της Galois module δοµής

∆ίνεται ένα K [G]-module M. Θέλουµε να το διασπάσουµε σε

«απλούστερα» K [G]-modules.

Emmy Noether K [G]-µοδυλες↔
Αναπαραστάσεις της G

Ανάγωγες Αναπαραστάσεις

(δεν έχουν υπο-modules)

Αδιάσπαστες

Αναπαραστάσεις (δεν

διασπόνται σε ευθέα

αθροίσµατα

υποπαραστάσεων)
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Χαρακτηρισµός Αδιάσπαστων

Στην χαρακτηριστική 0 οι έννοιες του αδιάσπαστου και του ανάγωγου

ταυτίζονται. Στην πεπερασµένη χαρακτηριστική υπάρχουν αδιάσπαστες

που δεν είναι ανάγωγες.

Πρόβληµα: ∆ίνεται µία πεπερασµένη οµάδα. Μπορούµε να

χαρακτηρίσουµε τις αδιάσπαστες αναπαραστάσεις της·

Αν (|G|, p) = 1 εύκολο, όπως στην χαρατηριστική 0.

Αν (|G|, p) > 1 αρκεί να περιγράψουµε το p-κοµµάτι

Αν η G είναι µια p-οµάδα και είναι κυκλική τότε αυτό είναι εύκολο.

Αρκεί να περιγράψουµε την δοµή του γεννήτορα η οποία

αποτελείται από ένα Jordan block µήκους k , 1 ≤ k ≤ p.

Αν p περιττός πρώτος η G ∼= Z/pZ× Z/pZ η περιγραφή των

αδιάσπαστων αναπαραστάσεων ϑεωρείται αδύνατη.
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Είδικές περιπτώσεις

y
p

h − y =
g(x)

(x − a1)Φ(1) · · · (x − as)Φ(s)

Η G = (Z/pZ)h
είναι υποοµάδα της οµάδας αυτοµορφισµών

(Καρανικολόπουλος Math. Nach. 2011 ).

Η γενική κυκλική οµάδα

modular Θεωρία (Κ. - Καρανικολόπουλος J. of Number Theory 2013

Ακέραιες αναπαραστασεις (Κ - Καρανικολόπουλος Proc. AMS

2014).
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Η ηµιοµάδα του Weierstrass

Σταθεροποιούµε ένα σηµείο P ∈ X . Αν δοθεί n ∈ N υπάρχει

συνάρτηση f ∈ K := k(X) η οποία να έχει πόλο στο P τάξης n;

Οι ϕυσικοί αριθµοί µε αυτή την ιδιότητα αποτελούν µια ηµιοµάδα H(P),

την ηµιοµάδα του Weierstrass .

Ορίζουµε τον διανυσµατικό χώρο των συναρτήσεων που έχουν πόλο

µόνο στο P µε τάξη το πολύ n:

L(nP) = {f ∈ K : div(f) ≥ nP} ∩ {0}.

Παράδειγµα: X = P1, K = k(X) = k(x).

L(nP) = {f ∈ k[x] : deg f ≤ n} dim−→ n + 1.
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Ηµιοµάδα του Weierstrass και διαφορικά

n ∈ H(P) αν και µόνο αν `(nP) = `
(
(n− 1)P

)
+ 1.

`(nP) = n + 1− g + `(W − nP) [Θεώρηµα Riemann-Roch]

n ∈ H(P) αρκεί n ≥ 2g.

Υπάρχουν g το πλήθος ϕυσικοί αριθµοί που δεν ανήκουν στην

H(P). Τους αριθµούς αυτούς τους ονοµάζουµε gaps.

n 6∈ H(P) υπάρχει ω ∈ H
0(X ,ΩX ) µε ϱίζα τάξης n− 1.
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Αναπαραστάσεις και ηµιοµάδα του Weierstrass

Ας υποθέσουµε ότι chark = 0. Σε αυτή την περίπτωση G(P) κυκλική

οµάδα πεπερασµένης τάξης.

Θεωρούµε τα gaps 1 = i1 < i2 < · · · < ig . Θεωρούµε το µικρότερο

στοιχείο 0 6= d ∈ H(P). Για το gap i ϑεωρούµε το µικρότερο bi ∈ H(P)
µε bi ≡ i modd.

bi ≡ νid + i

Οι αριθµοί νi ταυτίζονται µε το πλήθος των gaps που είναι

ισοδύναµοι µε i modd.

Αν ν είναι ο χαρακτήρας της αναπαράστασης G(P) στο H
0(X ,ΩX )

ν =
d−1∑
i=1

νiχ
i

όπου χ είναι γεννήτορας της κυκλικής οµάδας G
∗.
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Πεπερασµένη χαρακτηριστική

Προβλήµατα:

Φαινόµενα modular αναπαραστάσεων

΄Αγρια διακλάδωση (Wild ramification)

Η οµάδα G(P) δεν είναι πλέον κυκλική αλλά δέχεται µια filtration

G0 > G1 > · · · > Gn > {1}

οµάδων Gi ώστε
G0

G1

= Z/mZ, (m, p) = 1

Gi/Gi+1 = Z/pZ⊕ · · · ⊕ Z/pZ.

Gi = {σ ∈ G(P) : σ(t) ≡ t modt
i+1

k[[t]]}

όπου

OX ,P = k[[t]].
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Το πήδηµα της filtration

Ερώτηση: Πότε Gi ≥ Gi+1; Τι σχέση υπάρχει µε το `(iP) 6= `
(
(i + 1)P

)
;

Απάντηση:

Κ. Math. Z. 2008 ΄Εστω m το πρώτο στοιχείο στην H(P) p - m. Αν

Gi > Gi+1 τότε i = m−mk , mk ∈ H(P).

Ερώτηση: Μπορούµε να χαρακτηρίσουµε ακριβέστερα τα πηδήµατα ;

Να υπολογίσουµε ακριβώς για ποιά k το m−mk είναι πήδηµα ;
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Harbater-Katz-Gabber καλύµµατα

Είναι καλύµµατα X → P1 µε p-οµάδα Galois διακλάδωση σε ένα µόνο

στοιχείο. Εµφανίζονται ως «συµπαγοποιήσεις» Galois επεκτάσεων

τοπικών δακτυλίων και είναι τα δοµικά στοιχεία ϑεωρίων local-global.

Κατασκευή: ΄Εστω mr το µικρότερο στοιχείο της H(P), p - m.

Συµβολίζουµε µε

0 = m0 < · · · < mr−1 < mr

τα στοιχεία της H(P) (που είναι διαιρετά µε p).

Υπάρχει µια ακολουθία αναπαραστάσεων

ρi : G1 → GL
(
L(miP)

)
η οποία αντιστοιχεί σε µια ϕθίνουσα ακολοθία οµάδων

G1 = ker ρ0 ⊇ ker ρ1 ⊇ ker ρ2 ⊇ · · · ⊇ ker ρr = {1}.

Θεωρούµε τα πηδήµατα ci της παραπάνω ακολουθίας.
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Harbater-Katz-Gabber καλύµµατα

Θεώρηµα (Κ.-Καρανικολόπουλος 2014)

Τα πηδήµατα της ramification filtration σε HKG-covers είναι τα

πηδήµατα της representation filtration.

Μπορούµε να διαλέξουµε γεννήτορες της H(P) οι οποίοι να είναι

της µορφής p
h

0 , p
h1λ1, . . . , p

hn−1λn−1, λn µε (λi , p) = 1. Τα

πηδήµατα είναι αριθµοί λi .
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Ολόµορφα διαφορικά σε HKG-καλύµµατα

Για κάθε µ ∈ H(P) διαλέγουµε fµ µε div(fµ)∞ = µP. f0 είναι τέτοιο

ώστε k(X)G1 = k(P1) = k(f0). Το σύνολο

{fµdf
⊗m

0 : deg divfi ≤ m(2g − 2)}

είναι ϐάση των m-ολόµορφων πολυδιαφορικών στο X .

Αν |G1| ≥ m(2g − 2) τότε το module είναι H
0(X ,Ω⊗m) είναι

αδιάσπαστο.

Ανοιχτό πρόβληµα:

Να υπολογιστεί το H
0(X ,Ω⊗m) (σε όρους της ramification filtration ή σε

άλλους όρους της καµπύλης X . )
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