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Η απόλυτη οµάδα Galois Gal(Q̄/Q)

Θεωρία Galois

Η ϑεωρία Galois των πεπερασµένων επεκτάσεων σωµάτων

επεκτείνεται σε άπειρες οµάδες, µε κατάλληλες τροποποίησεις (οι

οµάδες Galois είναι τοπολογικές οµάδες). Η οµάδα Galois της

επέκτασης k̄/k είναι το αντίστροφο όριο

Gal(k̄/k) = lim
←

Gal(K/k)

όπου το K διατρέχει τις πεπερασµένες οµάδες Galois του k .

Το αντίστροφο πρόβληµα της θεωρίας του Galois: ∆εν γνωρίζουµε τις

πεπερασµένες οµάδες που εµφανίζονται στο παραπάνω όριο.

Παράδειγµα: Gal(F̄p/Fp) = Ẑ.
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Αναπαραστάσεις Galois

∆εν µπορούµε να γράψουµε (εκτός από τον ταυτοτικό και την µιγαδική

συζυγία) κανένα στοιχείο της οµάδας Gal(Q̄/Q).

Μπορούµε να την καταλάβουµε µέσω των δράσεων της.

Ο κυκλοτοµικός χαρακτήρας είναι η συνάρτηση που προκύπτει από την

δράση της στην ένωση
⋃

n∈NQ(ζn), όπου το στοιχείο

Gal(Q̄/Q) 3 σ : σ(ζn) = ζdσ
n , dσ ∈ Z/nZ.

Με αυτό τον τρόπο ορίζεται µια αναπαράσταση, ο κυκλοτοµικός

χαρακτήρας:

χ : Gal(Q̄/Q)→ Ẑ = lim
←

n∈N

Z
nZ

σ 7→ (dσ)n∈N
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Αναπαραστάσεις Galois

Η αναπαράσταση αυτή ϐλέπει µόνο την αβελιανοποίηση της οµάδας,

αφού περιέχει τον µεταθέτη στον πυρήνα.

Θεωρία κλάσεων σωµάτων: Μελέτη αβελιανών επεκτάσεων του Q.

Η αριθµητική γεωµετρία µας έδωσε µια σειρά από παρόµοιες

αναπαραστάσεις. Οι n-ϱίζες της µονάδας είναι τα σηµεία

πεπερασµένης τάξης του κύκλου.

Μπορούµε να γενικεύσουµε ϑεωρώντας αναπαραστάσεις στα σηµεία

πεπερασµένης τάξης µιας ελλειπτικής καµπύλης ή γενικότερα µιας

αβελιανής πολλ/τας και µε αυτό τον τρόπο παίρνουµε αναπαραστάσεισ:

ρ : Gal(Q̄/Q)→ GL(2n, Ẑ).

Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι σε µια αβελιανή πολλ/τα τα σηµεία

πεπερασµένης τάξης είναι της µορφής (Z/nZ)2g .

, 6/29



Αναπαραστάσεις Galois

Η αναπαράσταση αυτή ϐλέπει µόνο την αβελιανοποίηση της οµάδας,

αφού περιέχει τον µεταθέτη στον πυρήνα.

Θεωρία κλάσεων σωµάτων: Μελέτη αβελιανών επεκτάσεων του Q.

Η αριθµητική γεωµετρία µας έδωσε µια σειρά από παρόµοιες

αναπαραστάσεις. Οι n-ϱίζες της µονάδας είναι τα σηµεία

πεπερασµένης τάξης του κύκλου.

Μπορούµε να γενικεύσουµε ϑεωρώντας αναπαραστάσεις στα σηµεία

πεπερασµένης τάξης µιας ελλειπτικής καµπύλης ή γενικότερα µιας

αβελιανής πολλ/τας και µε αυτό τον τρόπο παίρνουµε αναπαραστάσεισ:

ρ : Gal(Q̄/Q)→ GL(2n, Ẑ).
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Το σώµα µε ένα στοιχείο

Αλγεβρικές Πολλαπλότητες V ορισµένες στο Fp Θεωρούµε το

πλήθος των ϱητών τους σηµείων Nr = #V(Fpr ) πάνω από κάθε σώµα

Fpr . Σχηµατίζουµε την «γεννήτρια συνάρτηση»:

Z(X , t) = exp

( ∞∑
r=1

Nr

t r

r

)
∈ Q[[t]].

Παράδειγµα

X = P1, Nr = #P1(Fpr ) = pr + 1.

Z(P1, t) = exp

( ∞∑
r=1

(q
r + 1)

t r

r

)
=

1

(1− t)(1− qt)
.
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Το σώµα µε ένα στοιχείο ΙΙ

Οι παραπάνω ζ-συναρτήσεις ικανοποιούν την εικασία του Riemann. Το

Nr είναι τα σταθερά σηµεία του αυτοµορφισµού του Frobenious x 7→ xpr

.

Τύπος του σταθερού σηµείου του Lefschetz στην συνοµολογία etale.

Πως µπορούν να µετατραπούν οι παραπάνω ιδέες ώστε να

αποδείξουµε την εικασία του Riemann για την «κανονική» Ϲήτα

συνάρτηση ;

Σύγκριση των δακτυλίων Fp[t] και Z.
Αν P πρώτο πρώτο ιδεώδες του Fp[t] τότε το Fp[t]/P περιέχει πάντα το

σώµα Fp.

Στο Z δεν ισχύει κάτι τέτοιο. Τα σώµατα Z/P έχουν διαφορετικές

χαρακτηριστικές. Θα ϑέλαµε ένα κοινό «υπόσωµα» όλων αυτών των

σωµάτων.
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Το σώµα µε ένα στοιχείο ΙΙΙ

Υπάρχουν πολλές προσεγγίσεις για το πως ϑα πρέπει να µοιάζει µια

τέτοια ϑεωρία (Tits, Smirnov, Kapranov, Manin, Marcoli, Connes...)

Ας περιγράψουµε µια ϐασική ιδέα :

lim
q→1

Γραµµική ΄Αλγεβρα /Fq = Συνδιαστική.

Το παραπάνω δεν λέει και πολλά πράγµατα. Οι Kapranov και Smirnov

επιχειρηµατολογούν ότι

lim
q→1

GL(n,Fq) = Sn.

GL(n,F1d ) = (Z/dZ)n o Sn GL(n,F1d [t]) = (Z/dZ)n o Bn

Οι τελευταίες οµάδες εµφανίζονται στην ϑεωρία των framed braids.
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Categorification

Αντικατάσταση συνολοθεωρητικών εννοιών µε κατηγορικά

ανάλογα.

Επιτυχηµένη προσέγγιση στην Θεωρία κόµβων όπου οι ϕυσικοί

αριθµοί «κατηγοριοποιούνται» στην κατηγορία των διανυσµατικών

χώρων υπέρ πεπερασµένου σώµατος→ Khovanov homology.

Είναι ένα είδος αντίστροφης διαδικασίας του σώµατος µε ένα

στοιχείο.
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Αριθµητική Τοπολογία

΄Ηταν γνωστό στον ίδιο τον Gauss η σύνδεση του νόµου της

τετραγωνικής αντιστροφής µε τα linking numbers.

Αριθµητική Τοπολογία

πρώτα ιδεώδη κόµβοι

ιδεώδη links

οµάδα κλάσεων H1(M,Z)

K OK pOK = Pe
1 · · · Pe

r

Q Z pZ

M

��

L = K1 ∪ · · · ∪ Kr

��
S3 S1 → S3

Αυτοµορφισµός Frobenious Περιστροφή γύρω από τον κύκλο

Πρόβληµα: Ποιος είναι ο ϐαθύτερος λόγος αυτής της οµοιότητας ;
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Ο αυτοµορφισµός του Frobenious

΄Εστω K/Q πεπερασµένη Galois επέκταση του Q. ΄Εχουµε

pOK = Pe
1 · · · Pe

r .

∆ιαλέγουµε ένα πρώτο P1 | pOK .

G(P1) = {σ ∈ Gal(K/Q) : σ(P1) = P1}.

Παρατήρηση :

τG(P1)τ−1 = G(Pi) για κάποιο τ ∈ Gal(K/Q).

1→ T(P1)→ G(P1)→ Gal
(
OK/P1

Z/p

)
→ 1.
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Frobenious II

Η επέκταση OK/P1 υπέρ Z/p είναι µια πεπερασµένη επέκταση

πεπερασµένων σωµάτων. Η οµάδα Galois είναι κυκλική και παράγεται

από τον αυτοµορφισµό του Frobenious Fp : x 7→ xp.

Μέσω της ακριβούς ακολουθίας ο Fp γίνεται ένα στοιχείο της

Gal(K/Q):

1→ T(P1)→ G(P1)→ Gal
(
OK/P1

Z/p

)
→ 1.

Περνάµε στο αντίστροφο όριο και καταλήγουµε στο

p→ Fp ∈ Gal(Q̄/Q).

Ο ορισµός του Fp είναι καλά ορισµένος µέχρι συζυγίας.
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Τι είναι οι πρώτοι αριθµοί;

Είναι κάποιες κλάσεις συζυγίας στοιχείων της Gal(Q̄/Q).
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Κόµποι και κοτσίδες

Οι κοτσίδες κλείνουν σε links και οι κόµβοι ανοίγουν σε κοτσίδες

∆ύο κοτσίδες κλείνουν στον ίδιο κόµπο αν :

είναι συζυγείς.

η µία έχει µια κλωστή παραπάνω και προκύπτει από το

πολλαπλασιασµό της άλλης µε µια αντιµετάθεση των δύο

τελευταίων κλωστών.

∆ύο κοτσίδες αντιστοιχούν στον ίδιο κόµβο αν η µία προκύπτει από την

άλλη µε συνδυασµούς των δύο παραπάνω κινήσεων., 15/29



Η αναπαράσταση του Artin

Η οµάδα κοτσίδων δέχεται µια πιστή αναπαράσταση :

ρ : Bn → Aut(Fn)

Τοπολογία : Θεωρούµε τον χώρο

Cn = {z1, . . . , zn : zi ∈ C, |zi | < 1, zi 6= zj}

Είναι γνωστό ότι π1(Cn, x̄0) = Bn. Για σταθερό x̄ ∈ Cn ϑεωρούµε τον

δίσκο Dn από τον οποίο έχουµε αφαιρέσει τα σηµεία x̄ . Η

Fn = π1(Dn − x̄, x0). Η δράση προκύπτει από ϑεωρήµατα δράσης της

πρωταρχικής οµάδας της «ϐάσης» στην πρωταρχική οµάδα της «ίνας».

, 16/29
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Η οµάδα Gal(Q̄/Q) ως οµάδα κοτσίδων

Χρειαζόµαστε

µια ϑεωρία πρωταρχικών οµάδων, η

οποία να µπορεί να χειριστεί τα σώµατα

αριθµών και να ϐλέπει την απόλυτη

οµάδα Galois ως πρωταρχική οµάδα.

Αυτή η ϑεωρία είναι η ϑεωρία της etale

fundamental group του Grothendieck.

Η ϑεωρία αυτή έρχεται σε

πολλές εκδόσεις. Για σώµατα αριθµών

η οµάδα Galois είναι η πρωταρχική

οµάδα, ενώ για δακτυλίους Dedekind η

etale επεκτάσεις είναι οι αδικλάδιστες.

, 17/29



Η αναπαράσταση του Ihara

∆ιαλέγουµε τις ϱίζες a1, . . . , an ενός πολυωνύµου του Q[x] ϐαθµού n.

΄Εστω K η επέκταση του Q που αυτά παράγουν. Η οµάδα Gal(K/Q)
είναι µια υποοµάδα της Sn, και είναι ακριβώς η Sn αρκεί τα ai να είναι

αρκετά «γενικά».

Θεωρούµε το ∆ = P1(Q̄)− {a1, . . . , an,∞}. Παρατηρούµε ότι η

Gal(Q̄/Q) µεταθέτει τα σηµεία a1, . . . , an και επίσης δρα στο ∆.

Κοτσίδες: Bn mapping class group D2 − {P1, . . . , Pn}

, 18/29
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Η αναπαράσταση του Ihara

M

F̂n

Q̄[x]

Gal(Q̄/Q)

Q[x]

Για ευκολία ϑα περιοριστούµε σε «pure braids»:

a1, . . . , an ∈ Q. Θεωρούµε το σώµα Q̄[x] και την

µέγιστη (pro-`) M/Q̄[x] επέκταση που είναι αδια-

κλάδιστη στις ϑέσεις x − ai .

Η επέκταση M/Q̄ είναι «γεωµετρική» ενώ η επέ-

κταση M/Q̄ «αριθµητική».

0 // F̂n
// Gal(M/Q[t]) // Gal(Q̄[t]/Q[t]) // 0

πet
1 (D − {ai}) Gal(Q̄/Q)
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Η αναπαράσταση του Ihara

0 // F̂n
// Gal(M/Q[t]) // Gal(Q̄[t]/Q[t]) // 0

πet
1 (D − {ai}) Gal(Q̄/Q)

ρ∗ � // ρ

Η οµάδα Gal(Q̄/Q) δρα δια συζυγίας στην F̂n. Υπάρχει

αναπαράσταση :

ρ : Gal(Q̄/Q)→ Brn ⊂ Aut(F̂r).

Brn := {σ : σ(xi) ∼ x
`
i }.

, 20/29



Η αναπαράσταση του Ihara

Fn = 〈x1, . . . , xn+1|x1x2 · · · xn+1 = 1〉.

Τα στοιχεία της Gal(Q̄/Q), δρουν στους γεννήτορες της F̂n, ως

σ(xi) = aσ,ix
`σ
i a
−1
σ,i .

Το `σ είναι κοινό για όλα τα xi . Η συνάρτηση N : Bn → Ẑ είναι επί (δεν

είναι τετριµµένο) και η σύνθεση N ◦ ρ είναι ο κυκλοτοµικός χαρακτήρας.

Η συνάρτηση

ai : Gal(Q̄/Q)→ F̂r

είναι συνκύκλος.

Ερώτηση:
H

1(Gal(Q̄/Q), F̂r) =?

, 21/29
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Γραµµικές Αναπαραστάσεις

Κάθε χαρακτηριστική υποοµάδα H < F̂r µας δίνει αναπαραστάσεις στο

πηλίκο, αφού η συνάρτηση (G = Bn ή G = Gal(Q̄/Q) επάγει

αναπαράσταση

ρ : G → Aut(F̂n/H)

Η προφανής επιλογή είναι η H = F̂ ′r , οπότε έχουµε αναπαράσταση

ρ : G → GL
(
F̂

ab
n

)
= H1(D2 − a1, . . . , an).

Στην κλασική περίπτωση των κοτσίδων αυτή είναι η αναπαράσταση

Gassner.

, 22/29



Μια διάσηµη αλγεβρική καµπύλη

x
n + y

n = 1.

Είναι µια αλγεβρική καµπύλη Fn → P1,

Gal(Fn/P1) = Z/nZ× Z/nZ

Aut(Fn) = (Z/nZ× Z/nZ) o S3.

Η καµπύλη αυτή διακλαδίζεται σε τρία σηµεία του P1 τα {0, 1,∞} και

συνεπώς είναι πηλίκο του H = ˜P1 − {0, 1,∞} modulo µια τριγωνική

οµάδα Fuchs την

∆(n, n, n) = 〈x1, x0, x∞|xn
1 , x

n
0 , x

n
∞, x1x0x∞ = 1〉
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Αναπαραστάσεις µε ϐάση τις Καµπύλες Fermat

M

F̂n

F̂ ′′n

F̂ ′n K ′′

F̂ ′n/F̂ ′′n

K ur
n
? _oo

K ′

Zn

K unab
n
? _oo

Kn

Z/dZn

K = Q̄[x]

Gal(Q̄/Q)

Q[x]

K ′ =
⋃

n
Kn K ′′ =

⋃
n

K urab
n

Tate module: F̂ ′n/F̂ ′′n = Gal(K ′′/K ′)

Το Tate module µπορούµε να

το δούµε ως ένα module υπέρ

αντιµεταθετικό δακτύλιο A τυπικών

δυναµοσειρών.

ρ : Gal(Q̄/Q)→ GL(s,A)

s =
(

n

2

)
.

Τα Kn αντιστοιχούν στις γενικευµέ-

νες καµπύλες Fermat

, 24/29
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Γενικεύσεις καµπυλών Fermat

Οι καµπύλες Fermat δεν είναι ενδιαφέρουσες από πλευράς κόµβων, η

οµάδα B3 δεν είναι ενδιαφέρουσα. Γενικευµένες καµπύλες Fermat

F
n,λ̄, λ̄ = (λ1, . . . , λn−2). Για να απλοποιήσουµε την κατασκευή ας

υποθέσουµε ότι τα λi ∈ Q. «pure braids».

x
n
1 + x

n
2 + x

n
3 = 0

λ1x
n
1 + x

n
2 + x

n
3 = 0

...

λk−2x
n
1 + x

n
2 + x

n
3 = 0

∆ιακλαδισµένο κάλυµµα F
n,λ̄ → P1, σηµεία διακλάδωσης

0, 1,∞, λ1, . . . , λk−1.

Uniformization µέσω οµάδας Fuchs

Γ = 〈x1, . . . xk+1 : x
n
i = 1, x1x2 · · · xk+1 = 1〉.

, 25/29
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Γενικεύσεις καµπυλών Fermat

Gal(F
n,λ̄,P

1) = (Z/nZ)k

Aut(F
n,λ̄,P

1) = (Z/nZ)k+1 o Sk+2

Υπολογισµός Ιακωβιανής (είναι fiber product από καµπύλες Fermat. )

Καµπύλες Fermat, καµπύλες µε µιγαδικό πολλ/σµό σύνδεση µε Jacobi

sums. Τι συµβαίνει στην γενική περίπτωση· Ποια είναι η σχέση µε τα

Ramanujan sums;

, 26/29
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Πίσω στις κοτσίδες.

Η ϑεωρία των κοτσίδων δεν χρειάζονται p-αδικούς ;

p-adic framed braids: (Z`)n o Bn.

Θεωρούµε γεννήτορες t1, . . . , tn της υποοµάδας (Z`)n, και να τις

στείλουµε σε αυτοµορφισµούς της ελεύθερης pro-` οµάδας. Μια

τέτοια επιλογή ϑα ήταν να διαλέξουµε ένα στοιχείο α ∈ Z` και να

στείλουµε το ti στον αυτοµορφισµό xj 7→ xα
δi,j a

j .

Μια διαφορετική επιλογή αναπαράστασης (µε τοπολογικό

ενδιαφέρον, «κορδέλες» ) ϑα ήταν να διπλασιάσουµε τους

γεννήτορες τις ελεύθερης οµάδας (ή να πολλαπλασιάσουµε

κάθε γεννήτορα επί k ≥ 2) και να ϑεωρήσουµε την

αναπαράσταση του ti 7→ ρ(ti), ώστε ρ(ti)yi = yi ȳ
`
i και να αφήνει

τους άλλους γεννήτορες αναλλοίωτους.

Στην αβελιανοποίηση καταλήγουµε στην αναπαράσταση :

Z` 3 a 7→
(

1 a

0 1

)
, 27/29
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0 1

)
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Συµπεράσµατα

Σώµα µε ένα στοιχείο : πρώτοι↔ Frobenious

Αριθµητική τοπολογία : στοιχεία ίδιας οµάδας

Απόλυτη οµάδα Galois Μεταφορά ιδεών ανάµεσα σε κοτσίδες,

mapping class groups και αντιστρόφως.
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Ευχαριστώ πολύ

Ευχαριστώ πολύ !
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