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Μία απλή περίπτωση

Θεωρούµε ένα πολυώνυµο f(x, y) ∈ Z[x, y].

Στόχος Να ϐρεθούν οι ϱητές λύσεις, δηλαδή τα Ϲευγάρια

{(x, y) ∈ Q2 : ώστε f(x, y) = 0}.

Ισοδύναµα να ϐρεθούν οι λύσεις του οµογενοποιηµένου πολυωνύµου

F(x, y, z) ∈ Z[x, y, z]

{(x, y, z) ∈ Z3 : ώστε f(x, y, z) = 0}.

Παράδειγµα

f(x, y) = x
n + y

n + 1 = 0, F(x, y, z) = x
n + y

n + z
n = 0.
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Αριθµητική Γεωµετρία

Κάθε οµογενές πολυώνυµο καθορίζει µια συµπαγή επιφάνεια Riemann

στο προβολικό επίπεδο P2(C) η οποία έχει ένα τοπολογικό γένος g.

Η τοπολογία καθορίζει το πλήθος των λύσεων

1. g = 0 Η ∆ιοφαντική εξίσωση έχει καµία ή άπειρες λύσεις.

2. g = 1 Το σύνολο λύσεων έχει δοµή πεπερασµένα παραγόµενης

αβελιανής οµάδας Zr × torsion (Θεώρηµα Mordell)

3. g ≥ 2 Το σύνολο λύσεων είναι πεπερασµένο. (Εικασία Mordell,

Faltings 1984).
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Αριθµητική Ανάλυση

Ιδέα : λύσεις modulo pr

Λύνουµε την διοφαντική εξίσωση σε όλους τους δακτύλιους Z/prZ. Αν

κάτι δεν λύνεται στο Z/prZ δεν λύνεται και στο Q.

Σύγκριση δακτυλίων :

C[x] ←→ Z
(x − a) ←→ pZ πρώτα ιδεώδη

Απόκοµα σειρών Taylor ←→ Z/p
rZ

C[[x]] = lim
←

C[x]/(x − a)n ←→ Zp = lim
←

Z/p
nZ

Το σώµα Qp = Quot(Zp) είναι η πλήρωση του Q ως προς την p-αδική

µετρική.
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Local Global Principle

Θεώρηµα Hasse

Τετραγωνικές µορφές έχουν λύση στο Q αν και µόνο αν έχουν λύση

σε κάθε Qp και στο R.

Τι καλό έχει αυτό ;

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µεθόδους αριθµητικής ανάλυσης

(µέθοδος Νεύτωνα, επαναληπτικά σχήµατα κτλ) για να δείξουµε ότι

διοφαντικές εξισώσεις έχουν λύση.

Λήµµα Hensel - p-αδική µέθοδος Newton

΄Εστω f(x) ∈ Zp[x]. Αν f(a0) ≡ 0 modp και f ′(a0) 6= 0 modp, τότε

υπάρχει µοναδικός a ∈ Zp ώστε f(a) = 0 και a ≡ a0 modp.

Και για τις µη τετραγωνικές µορφές τι γίνεται ;

Η ϑεωρία διαταραχών µας δίνει συγκεκριµένες obstructions σε οµάδες

συνοµολογίας ώστε η τοπική λύση να δίνει καθολική.
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Γενίκες ∆ιοφαντικές εξισώσεις

Γενικότερα µια διοφαντική εξίσωση ορίζεται ως το σύνολο µηδενισµού

ενός συνόλου οµογενών πολυωνύµων που παράγεται από τα

f1, . . . , fr ∈ Z[x1, . . . , xr ]. Γεωµετρικά το σύνολο αυτό ϐρίσκεται µέσα

σε ένα προβολικό χώρο.

Θεωρούµε το πλήθος των λύσεων Nr πάνω από κάθε σώµα Fpr .

Σχηµατίζουµε την «γεννήτρια συνάρτηση»:

Z(X , t) = exp

( ∞∑
r=1

Nr

t r

r

)
∈ Q[[t]].

Παράδειγµα

X = P1, Nr = #P1(Fpr ) = pr + 1.

Z(P1, t) = exp

( ∞∑
r=1

(q
r + 1)

t r

r

)
=

1

(1− t)(1− qt)
.
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Εικασίες του Weil

1. Η Z(X , t) είναι ϱητή συνάρτηση του t .

2. Z(X , 1/qnt) = ±qnE/2tEZ(X , t), E = ∆ ·∆,∆ ⊂ X × X .

3. P0(t) = 1− t , P2n = 1− qnt και για κάθε 1 ≤ i ≤ 2n− 1,

Pi(t) ∈ Z[t],

Pi(t) =
∏

j

(1− aij t) µε |aij | = q
1/2.

Z(X , t) =
P1(t)P3(t) · · · P2n−1(t)

P0(t)P2(t) · · · P2n(t)
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Αλγεβρική Τοπολογία εν δράσει

Θεωρούµε το x ∈ F̄p. Είναι γνωστό ότι

f : x ∈ Fpr ⇔ x
pr

= x.

Τα σταθερά σηµεία του µορφισµού του Frobenious x 7→ xpr

του

συνόλου V είναι οι λύσεις που Ϲητάµε.

Τύπος σταθερών σηµείων του Lefschetz

Nr =
2n∑

i=0

(−1)iTr(f
r∗; H

i(X ,Ql)).

Λήµµα

Αν φ ενδοµορφισµός πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικού χώρου

exp

( ∞∑
r=1

Tr(φr ; V)
t r

r

)
= det(1− φt; V)−1
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Αλγεβρική Τοπολογία εν δράσει

Απόδειξη του Λήµµατος

Αν dim(V) = 1 τότε

exp

( ∞∑
r=1

λr t r

r

)
=

1

1− λt

Επαγωγή.

Απόδειξη εικασιών του Weil

Ρητή συνάρτηση : Λήµµα, τύπος σταθερού σηµείου του Lefschetz.

Pi(t) = det(1− f
∗
t; H

i(X ,Ql)).

Συναρτησιακή εξίσωση :Poincare duality!
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Εξειδίκευση στις Καµπύλες

Θεωρούµε την καµπύλη X γένους g.

Nr = 1− ar + q
r .

τότε

|ar | ≤ 2g
√

qr

Z(X , t) =
P1(t)

(1− t)(1− qt)
.

Καµπύλες µε µέγιστο πλήθος σηµείων ονοµάζονται «µέγιστες» και ο

υπολογισµός τους ενδιαφέρει την Θεωρία κωδίκων - Geometric

Goppa Codes.
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Καµπύλες µε µέγιστο πλήθος σηµείων ονοµάζονται «µέγιστες» και ο

υπολογισµός τους ενδιαφέρει την Θεωρία κωδίκων - Geometric

Goppa Codes.
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Ελλειπτικές Καµπύλες

Μια ελλειπτική καµπύλη πάνω από ένα σώµα K είναι µια καµπύλη που

δίνεται από την εξίσωση

E : y
2 = x

3 + ax + b ώστε 4a
3 + 27b

2 6= 0.

Το σύνολο των λύσεων E(K ) µαζί µε ένα επ΄ άπειρο σηµείο είναι

αβελιανή οµάδα.
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Ελλειπτικές Καµπύλες πάνω από πεπερασµένα σώµατα

Τα σηµεία E(Fp) αποτελούν µια πεπερασµένη οµάδα. Ασφαλώς

#E(Fp) ≤ q + 1− ar ≤ q + 1 + 2
√

q.

Το πρόβληµα του διακριτού λογαρίθµου

∆ίνονται σηµεία P, Q σε µία αβελιανή οµάδα για τα οποία γνωρίζουµε

ότι nP = Q. Να ϐρεθεί το n.

Το πρόβληµα είναι δύσκολο γιατί το εξυπνότερο που µπορούµε να

κάνουµε είναι να εφαρµόζουµε όλα τα n µέχρι να ϐρούµε το σωστό.

Αβελιανές οµάδες: F∗pr , E .

Αν η οµάδα E έχει µεγάλη τάξη τότε µπορεί να είναι γινόµενο µικρών

κυκλικών για παράδειγµα (Z/2Z)n και το πρόβληµα του διακριτού

λογαρίθµου εύκολο.

Το πρόβληµα του διακριτού λογαρίθµου είναι δύσκολο αν η ελλειπτική

καµπύλη έχει τάξη πρώτο αριθµό, άρα είναι κυκλική.
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Κατασκευή Ελλειπτικών Καµπυλών µε τάξη πρώτο αριθµό

1. Στην τύχη : Κατασκευάζουµε ελλιπτικές καµπύλες στην τύχη µέχρι

να πετύχουµε µία που να έχει σωστή τάξη.

2. Η µέθοδος του µιγαδικού πολλαπλασιασµού.

Θα ασχοληθούµε σε αυτή την διάλεξη µε την δεύτερη µέθοδο.
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Ελλειπτικές καµπύλες ως πηλίκα

Γενικά κάθε ελλειπτική καµπύλη πάνω από το C είναι πηλίκο του C
modulo µια διακριτή υποοµάδα L = Z + τZ, =(τ) > 0. Τα L, L′ δίνουν

την ίδια ελλειπτική καµπύλη αν και µόνο αν

τ ′ =
aτ + b

cτ + b
,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z).

Η συνάρτηση πηλίκο

H→ SL(2,Z)\H ∼= C

ονοµάζεται j-invariant. Επιπλέον είναι SL(2,Z)- αναλλοίωτη και άρα

περιοδική. ΄Εχει ανάπτυγµα Fourier q = e2πiτ ,

j(τ) =
1

q
+ 744 + 196884q + 21493760q

2 + 864299970q
3+
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j-invariant

Παρατηρήσεις: Οι συντελεστές του αναπτύγµατος Fourier είναι

ακέραιοι.

Σχετίζονται δε µε τις διαστάσεις των αναγωγών αναπαραστάσεων του

«τέρατος»: της µεγαλύτερης απλής οµάδας µε τάξη

808017424794512875886459904961710757005754368000000000.
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Σώµατα Αριθµών

΄Ενα σώµα αριθµών είναι µια πεπερασµένη επέκταση του Q, δηλαδή

ένα σώµα

K = Q[x]/f(x),

όπου το f(x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο του Q[x]. Ο δακτύλιος των

ακεραίων αλγεβρικών O είναι ο δακτύλιος όλων των στοιχείων

O = {x ∈ K : ώστε το x ικανοποιεί ένα µονικό πολυώνυµο f(x) ∈ Z[x]}.

Ο δακτύλιος O δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης αλλά κάθε

ιδεώδες του αναλύεται µε µοναδικό τρόπο σε γινόµενο πρώτων

ιδεωδών.

I = P
e1

1 · · · P
er

r .
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Οµάδα Κλάσεων

Θεωρούµε την ηµιοµάδα των ιδεωδών την οποία την εµπλουτίζουµε µε

τα κλασµατικά ιδεώδη τα οποία αποτελούν αβελιανές προσθετικές

υποοµάδες I του K ώστε για κάποιο x ∈ O το xI να γίνεται ιδεώδες του

O. Με αυτή την κατασκευή κατασκευάζουµε την οµάδα των

κλασµατικών ιδεωδών I(O).

Παράδειγµα: Τα κλασµατικά ιδεώδη του Z είναι τα
1

n
Z.

Θεωρούµε την υποοµάδα PI(O) των κυρίων κλασµατικών ιδεωδών aO,

όπου a ∈ K .

Το πηλίκο το ονοµάζουµε οµάδα κλάσεων

Cl(O) =
I(O)

PI(O)
.

Με µεθόδους κυρτών σωµάτων (γεωµετρία των αριθµών)

αποδεικνύεται ότι η οµάδα κλάσεων είναι πεπερασµένη.
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∆ιακλάδωση ( ramification)

Θεωρούµε µια επέκταση σωµάτων αριθµών L/K . ΄Ενα πρώτο ιδεώδες

P του OK µπορεί να ϑεωρηθεί ως ιδεώδες του OL ως POL. ∆εν είναι

όµως πρώτο κατανάγκη. ΄Εχει µια γραφή στην µορφή:

POL = Q
e1

1 · · ·Q
er

r ,

όπου τα Qi είναι πρώτα ιδεώδη του OL.

Αν όλα τα ei = 1 τότε ϑα λέµε ότι το P δεν διακλαδίζεται στην επέκταση

L/K . Αν κανένα πρώτο ιδεώδες δεν διακλαδίζεται τότε ϑα λέµε ότι η

επέκταση είναι αδιακλάδιστη.
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POL = Q
e1

1 · · ·Q
er

r ,
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Το σώµα του Hilbert

Θεώρηµα

Για κάθε σώµα αριθµών K υπάρχει µια Galois επέκταση HK το οποίο

ορίζεται να είναι η µέγιστη αδιακλάδιστη αβελιανή επέκταση του K .

Ισχύει ότι Gal(HK/K ) = Cl(OK ) Το σώµα αυτό το λέµε σώµα του Hilbert.

Παρατηρήσεις: Αδιακλάδιστες επεκτάσεις αντιστοιχούν στην ϑεωρία

επιφανειών Riemann σε τοπολογικά καλύµµατα. Σώµατα µε

Cl(OK ) = {1} δεν µπορούν να έχουν αδιακλάδιστα καλύµµατα και

είναι «απλά συνεκτικά». Το Q είναι απλά συνεκτικό. Το γεγονός ότι

«κάθε ιδεώδες του Z είναι κύριο», είναι το ανάλογο του ϑεωρήµατος

«κάθε διανυσµατική δέσµη είναι καθολικά τετριµµένη». Η οµάδα

Cl(OK ) ϑα λέγαµε ότι αντιστοιχεί στην π1(SpecOK )ab = H1(SpecOK ).
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D. Hilbert
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Κατασκευή του σώµατος του Hilbert

Υποθέτουµε ότι K = Q(
√
−d), d > 0, d ελεύθερος τετραγώνου.

Υπολογίζουµε ότι

OK =

{
Z[
√
−d] αν − d ≡ 2, 3 mod4

Z[ 1+
√
−d

2
] αν − d ≡ 1 mod4

Αυτοί είναι ενδοµορφισµοί κατάλληλης ελλειπτικής καµπύλης E µε

µιγαδικό πολλαπλασιασµό.
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Η οµάδα κλάσεων τετραγωνικού µιγαδικού σώµατος

Τετραγωνικές µορφές διακρίνουσας D

ax
2 + bxy + cy

2; b
2 − 4ac = −D, a, b, c ∈ Z (a, b, c) = 1

K.F. Gauss Disquisitiones Arithmeticae.

Θα λέµε ότι δυο τετραγωνικές µορφές είναι ισοδύναµες αν υπάρχει

µετασχηµατισµός της SL(2,Z) που να στέλνει την µία στην άλλη. Οι

κλάσεις ισοδυναµίας είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία µε την οµάδα

κλάσεων και µπορούµε να τις υπολογίσουµε γρήγορα αφού ένα

πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων είναι τα (a, b, c) ώστε

|b| ≤ a ≤
√

D

3
, a ≤ c, (a, b, c) = 1, b2 − 4ac = −D

αν |b| = a ή a = c τότε b ≥ 0.
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K.F. Gauss
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Μιγαδικός Πολλαπλασιασµός

Θεωρούµε τον δακτύλιο των ενδοµορφισµών µιας ελλειπτικής

καµπύλης. Στις περισσότερες περιπτώσεις End(E) ∼= Z.

[n] : E → E P 7→ nP

Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις όπου το End(E) είναι µια τάξη σε ένα

µιγαδικό τετραγωνικό σώµα αριθµών. Για παράδειγµα

End(C/Z[i]) = Z[i].

Πεπερασµένη Χαρακτηριστική

Ο ενδοµορφισµός του Frobenious F : x 7→ xp είναι στοιχείο του

End(E). Ικανοποιεί δε ένα χαρακτηριστικό πολυώνυµο

x
2 − tr(F)x + q = 0.

Np = p + 1± tr(F)
, ∆ιοφαντικές εξισώσεις, Θεωρία κλάσεων σωµάτων, κρυπτογραφία 27/57
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Θεώρηµα µιγαδικού πολλαπλασιασµού

Θεώρηµα

Θεωρούµε το τ ∈ H, το οποίο ικανοποιεί ένα µονικό πολυώνυµο στο

Z[x] ϐαθµού 2. Θέτουµε Eτ = C/(Z + τZ). Τότε

1. End(Eτ ) = Eτ .

2. j(τ) = j(Eτ ) είναι ακέραιος αλγεβρικός. Το ελάχιστο πολυώνυµο

δίνεται από την εξίσωση

HD(x) =
∏

[a,b,c]∈CL(K)

(
x − j

(
−b +

√
−D

2a

))
∈ Z[x].

3. Το j(τ) γεννά το σώµα του Hilbert.
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Kronecker’s Jugendtraum or Hilbert’s twelfth problem
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Kronecker’s Jugendtraum or Hilbert’s twelfth problem

Θεώρηµα Kronecker-Weber

Κάθε αβελιανή επέκταση περιέχεται σε µία κυκλοτοµική επέκταση

Q
(
exp

(
2πi

n

))
.

Kronecker’s Jugendtraum

Να παράγουµε σώµατα του Hilbert µε την ϐοήθεια µιγαδικών

συναρτήσεων.

Τι είναι γνωστό ;

Θεωρία µιγαδικού πολλαπλασιασµού για ελλειπτικές καµπύλες.

Γενικεύσεις των µιγαδικών τετραγωνικών επεκτάσεων CM-fields και

αβελιανές πολλαπλότητες (Shimura).
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Κατασκευή Ελλειπτικών Καµπυλών

1. Αρκεί να κατασκευάσουµε το j.

2. Το ϕράγµα του Hasse µας εξασφαλίζει ότι

Z := 4p − (p + 1−m)2 ≥ 0⇒ Z = Dv2.

3. Η εξίσωση

4p = u
2 + Dv

2

για κάποιο u ικανοποιεί την m = p + 1± u. Ο αρνητικός αριθµός

−D λέγεται CM διακρίνουσα για τον πρώτο p.

4.

x
2 − tr(F)x + p 7→ ∆ = tr(F)2 − 4p = −Dv

2.

, ∆ιοφαντικές εξισώσεις, Θεωρία κλάσεων σωµάτων, κρυπτογραφία 31/57



Κατασκευή Ελλειπτικών Καµπυλών

1. Αρκεί να κατασκευάσουµε το j.

2. Το ϕράγµα του Hasse µας εξασφαλίζει ότι

Z := 4p − (p + 1−m)2 ≥ 0⇒ Z = Dv2.

3. Η εξίσωση

4p = u
2 + Dv

2

για κάποιο u ικανοποιεί την m = p + 1± u. Ο αρνητικός αριθµός

−D λέγεται CM διακρίνουσα για τον πρώτο p.

4.

x
2 − tr(F)x + p 7→ ∆ = tr(F)2 − 4p = −Dv

2.

, ∆ιοφαντικές εξισώσεις, Θεωρία κλάσεων σωµάτων, κρυπτογραφία 31/57



Κατασκευή Ελλειπτικών Καµπυλών

1. Αρκεί να κατασκευάσουµε το j.

2. Το ϕράγµα του Hasse µας εξασφαλίζει ότι

Z := 4p − (p + 1−m)2 ≥ 0⇒ Z = Dv2.

3. Η εξίσωση

4p = u
2 + Dv

2

για κάποιο u ικανοποιεί την m = p + 1± u. Ο αρνητικός αριθµός

−D λέγεται CM διακρίνουσα για τον πρώτο p.

4.

x
2 − tr(F)x + p 7→ ∆ = tr(F)2 − 4p = −Dv

2.

, ∆ιοφαντικές εξισώσεις, Θεωρία κλάσεων σωµάτων, κρυπτογραφία 31/57



Κατασκευή Ελλειπτικών Καµπυλών

1. Αρκεί να κατασκευάσουµε το j.

2. Το ϕράγµα του Hasse µας εξασφαλίζει ότι

Z := 4p − (p + 1−m)2 ≥ 0⇒ Z = Dv2.

3. Η εξίσωση

4p = u
2 + Dv

2

για κάποιο u ικανοποιεί την m = p + 1± u. Ο αρνητικός αριθµός

−D λέγεται CM διακρίνουσα για τον πρώτο p.

4.

x
2 − tr(F)x + p 7→ ∆ = tr(F)2 − 4p = −Dv

2.

, ∆ιοφαντικές εξισώσεις, Θεωρία κλάσεων σωµάτων, κρυπτογραφία 31/57



Αναγωγή Ελλειπτικής Καµπύλης modp

E(C)

��

τ ∈ End(E(C))

��

j ϱίζα του HD(x) ∈ Z[x]

��
E(Fp) F ∈ End(E(Fp)) j ϱίζα του HD(x) modp ∈ Fp[x]
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Κατασκευή Ελλειπτικών Καµπυλών

1. ∆ιαλέγουµε ένα πρώτο p. ∆ιαλέγουµε την µικρότερη D µαζί µε

u, v ∈ Z ώστε να έχει λύση η 4p = u2 + Dv2.

2. Αν µία από τις τιµές p + 1− u, p + 1 + u έχει τάξη πρώτο αριθµό

τότε προχωράµε στην κατασκευή της ελλειπτικής καµπύλης. Αν όχι

δοκιµάζουµε άλλο p.

3. Υπολογίζουµε το πολυώνυµο Hilbert HD(x) ∈ Z[x] µε χρήση των

τιµών της j-invariant. Στην συνέχεια υπολογίζουµε το πολυώνυµο

HD(x) modp. Μία λύση του είναι η j-invariant που ψάχνουµε. Η

ελλειπτική καµπύλη µε αυτή την j-invariant j 6= 0, 1728 είναι η

y
2 = x

3 + 3kc
2
x + 2kc

3, k = j/(1728− j), c ∈ Fp
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Προβλήµατα και Βελτιώσεις

Οι συντελεστές του πολυωνύµου Hilbert γίνονται πολύ µεγάλοι πολύ

γρήγορα. ΄Ετσι το πολυώνυµο Hilbert για το Q(
√
−299) είναι :

x
8 + 391086320728105978429440x

7

−28635280874816126174326167699456x
6

+2094055410006322146651491130721133658112x
5−

186547260770756829961971675685151791296544768x
4

+6417141278133218665289808655954275181523718111232x
3

−19207839443594488822936988943836177115227877227364352x
2

+45797528808215150136248975363201860724351225694802411520x−

18273883965326272223717626628647422907813731016193733558272
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Εναλλακτικοί τρόποι να ορίσουµε το σώµα Hilbert

Η συνάρτηση η του Dedekind

η(τ) = exp

(
2πiτ

24

) ∞∏
n=1

(1− q
n), q = exp(2πiτ), τ ∈ H.

Οδηγεί στις συναρτήσεις Weber

f(z) = e
−πi/24

η( τ+1

2
)

η(τ)
, f1(τ) =

η( τ
2

)

η(τ)
, f2(τ) =

√
2
η(2τ)

η(τ)
.

Οι οποίες µπορούν να παράγουν επίσης το σώµα του Hilbert (D. Zagier-

N. Yui).

Τι ιδιαίτερο έχουν οι παραπάνω συναρτήσεις ;

Είναι modular functions

, ∆ιοφαντικές εξισώσεις, Θεωρία κλάσεων σωµάτων, κρυπτογραφία 35/57



Εναλλακτικοί τρόποι να ορίσουµε το σώµα Hilbert

Η συνάρτηση η του Dedekind

η(τ) = exp

(
2πiτ

24

) ∞∏
n=1

(1− q
n), q = exp(2πiτ), τ ∈ H.

Οδηγεί στις συναρτήσεις Weber

f(z) = e
−πi/24

η( τ+1

2
)

η(τ)
, f1(τ) =

η( τ
2

)

η(τ)
, f2(τ) =

√
2
η(2τ)

η(τ)
.

Οι οποίες µπορούν να παράγουν επίσης το σώµα του Hilbert (D. Zagier-

N. Yui).

Τι ιδιαίτερο έχουν οι παραπάνω συναρτήσεις ;

Είναι modular functions

, ∆ιοφαντικές εξισώσεις, Θεωρία κλάσεων σωµάτων, κρυπτογραφία 35/57



Εναλλακτικοί τρόποι να ορίσουµε το σώµα Hilbert

Η συνάρτηση η του Dedekind

η(τ) = exp

(
2πiτ

24

) ∞∏
n=1

(1− q
n), q = exp(2πiτ), τ ∈ H.

Οδηγεί στις συναρτήσεις Weber

f(z) = e
−πi/24

η( τ+1

2
)

η(τ)
, f1(τ) =

η( τ
2

)

η(τ)
, f2(τ) =

√
2
η(2τ)

η(τ)
.

Οι οποίες µπορούν να παράγουν επίσης το σώµα του Hilbert (D. Zagier-

N. Yui).

Τι ιδιαίτερο έχουν οι παραπάνω συναρτήσεις ;

Είναι modular functions
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D. Zagier - N. Yui
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Modular functions επιπέδου N

Θεωρούµε την οµάδα

Γ(N) =

{
A :=

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z) ώστε A ≡ I2 modN

}
.

Ο χώρος πηλίκο Γ(N)\H είναι επιφάνεια Riemann Y (N) η οποία

µπορεί να συµπαγοποιηθεί σε συµπαγή επιφάνεια Riemann X(N)
προσθέτοντας σηµεία στην ευθεία =(s) = 0. Τα στοιχεία του σώµατος

µεροµόρφων συναρτήσεων της X(N) τα λέµε modular συναρτήσεις

επιπέδου N.

Οι επιφάνειες Riemann X(N) αντιστοιχούν σε αλγεβρικές καµπύλες

ορισµένες στο σώµα Q(ζN)). Τα αναπτύγµατα Fourier των modular

συναρτήσεων έχουν συντελεστές στο Q(ζN).
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Modular functions επιπέδου N
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M. Eichler

‘‘There are five

elementary arithmetical

operations: addition,

subtraction,

multiplication, division,

and modular forms.’’
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Ο νόµος αντιστροφής του Shimura

Θεώρηµα

΄Εστω O = Z[θ] ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του

τετραγωνικού µιγαδικού σώµατος αριθµών K , και x2 + Bx + C το

ελάχιστο πολυώνυµο του θ. Θεωρούµε ένα ϕυσικό αριθµό N > 1 και

x1, . . . , xn τους γεννήτορες της οµάδας (O/NO)∗,

xi = ai + biθ ∈ Z[θ]. Θεωρούµε τον πίνακα

Ai =

(
ai − Bbi −Cbi

bi ai

)
.

Αν η f είναι µια modular function επιπέδου N και για όλους τους

πίνακες Ai ισχύει ότι

f(θ) = f
Ai (θ),Q(j) ⊂ Q(θ),

τότε το f(θ) γεννά το σώµα του Hilbert.
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G. Shimura - P. Stevenhagen - A. Gee
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S. Ramanujan

tn =
√

3
η(3τn)η(

1

3
τn+

2

3
)

η2(τn)
,

τn = − 1

2
+ i

√
n

2
, n ≡ 11 mod24

n pn(t)

11 t − 1

35 t2 + 1− 1

59 t3 + 2t − 1

83 t3 + 2t2 + 2t − 1

107 t3 − 2t2 + 4t − 1

Τα pn γενούν το σώµα του Hilbert
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B. Berndt & Heng Huat Chan
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B. Berndt & Heng Huat Chan

Απέδειξαν το ότι ο Ramanujan είχε δίκιο και έθεσαν το ερώτηµα πως

µπορούν να υπολογιστούν πολυώνυµα για µεγαλύτερες τιµές του n.

Ε. Κωνσταντίνου Α.Κ. απάντηση στο ερώτηµα.

p299(x) = x
8 + x

7 − x
6 − 12x

5 + 16x
4 − 12x

3 + 15x
2 − 13x + 1.
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Ε. Κωνσταντίνου
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H.H. Chan
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Μπορούµε να ϐρούµε νέες αναλλοίωτες ;

Η µέθοδος της αντιστροφής µας επιτρέπει να επαληθεύσουµε ότι µια

modular function κατασκευάζει το σώµα του Hilbert. Πως ϑα

κατασκευάσουµε νέες τέτοιες συναρτήσεις ;

΄Ολες οι γνωστές αναλλοίωτες προέκυψαν από εξαιρετικά έξυπνους

µαθηµατικούς.
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Νέες αναλλοίωτες για κοινούς ϑνητούς

Μπορούµε να ϐρούµε ένα πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικό

χώρο V αποτελούµενο από modular συναρτήσεις επιπέδου N ώστε η

GL(2,Z/NZ) να δρα στον V . Κάθε στοιχείο a ∈ GL(2,Z/NZ) µπορεί

να γραφεί ως ας b ·
(

1 0

0 d

)
, d ∈ Z/NZ∗ και b ∈ SL(2,Z/NZ).

Η οµάδα SL(2,Z/NZ) παράγεται από τα S =

(
0 1

−1 0

)
και

T =

(
1 1

0 1

)
.

Η δράση του S στις συναρτήσεις g ∈ V ορίζεται g ◦ S = g(−1/z) ∈ V

και η δράση του T ορίζεται ως g ◦ T = g(z + 1) ∈ V .
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∆ράσεις

Η δράση του πίνακα

(
1 0

0 d

)
δίνεται από την δράση των στοιχείων

σd ∈ Gal(Q(ζN)/Q) στους συντελεστές Fourier.

Αφού κάθε στοιχείο της SL(2,Z/NZ) γράφεται ως λέξη στα S, T
έχουµε µια συνάρτηση ρ

( O
NO
)∗ ρ

))φ // GL(2,Z/NZ) // GL(V), (1)

όπου φ είναι ο ϕυσικός οµοµορφισµός.
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Cocylces

Η συνάρτηση ρ όπως ορίστηκε δεν είναι οµοµορφισµός αλλά

ικανοποιεί την συνθήκη συνκύκλου :

ρ(στ) = ρ(τ)ρ(σ)τ (2)

και δίνει µια κλάση στην H1(G,GL(V)), όπου G = (O/NO)∗. Ο

περιορισµός της ρ στην υποοµάδα H της G που ορίζεται ως

H := {x ∈ G : det(φ(x)) = 1}

είναι οµοµορφισµός.
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Invariant Theory

∆ιαλέγουµε µια ϐάση e1, . . . , em του V

Η ϑεωρία αναλλοίωτων µας δίνει αποτελεσµατικούς τρόπους (Reynolds

operator, διαγονοποίηση) ώστε να υπολογίσουµε τον δακτύλιο

αναλλοίωτων Q(ζN)[e1, . . . , em]H .

∆ιαλέγουµε τον διανυσµατικό χώρο Vn των αναλλοίωτων πολυωνύµων

ϐαθµού n.

Η δράση του G/H στον Vn δίνει συνκύκλο

ρ′ ∈ H
1(Gal(Q(ζN))/Q),GL(Vn)).

Το πολυδιάστατο ϑεώρηµα 90 του Hilbert µας δίνει ότι υπάρχει ένα

P ∈ GL(Vn) ώστε

ρ′(σ) = P
−1

P
σ. (3)
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Υπολογισµός του P

Τροποποιηµένη µέθοδος του Glasby-Howlett probabilistic algorithm

BQ :=
∑
σ∈G/H

ρ(σ)Q
σ. (4)

Αν ϐρούµε ένα 2× 2 πίνακα στην GL(2,Q(ζN)) ώστε BQ είναι

αντιστρέψιµος τότε P := B
−1

Q .

Οι µη αντιστρέψιµοι πίνακες είναι σπάνιοι (σχηµατίζουν ένα Zariski

κλειστό σύνολο) στον χώρο των πινάκων. Η πρώτη τυχαία επιλογή του Q

δούλεψε πάντα !
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Τροποποιηµένη µέθοδος του Glasby-Howlett probabilistic algorithm

BQ :=
∑
σ∈G/H

ρ(σ)Q
σ. (4)

Αν ϐρούµε ένα 2× 2 πίνακα στην GL(2,Q(ζN)) ώστε BQ είναι

αντιστρέψιµος τότε P := B
−1

Q .
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Παραδείγµατα

Γενικευµένες συναρτήσεις Weber g0, g1, g2, g3

g0(τ) =
η( τ

3
)

η(τ)
, g1(τ) = ζ−1

24

η( τ+1

3
)

η(τ)
,

g2(τ) =
η( τ+2

3
)

η(τ)
, g3(τ) =

√
3
η(3τ)

η(τ)
,

Είναι modular functions επιπέδου 72.
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Παράδειγµα

Για n = −571 η οµάδα H έχει τάξη 144 και η G έχει τάξη 3456.

Υπολογίζουµε ότι τα πολυώνυµα

I1 := g0g2 + ζ6
72g1g3, I2 := g0g3 + (−ζ18

72 + ζ6
72)g1g2

είναι αναλλοίωτα υπό την δράση της H.

Τελικά αναλλοίωτα

e1 := (−12ζ
18

72
+ 12ζ

6

72
)g0g3 + 12ζ

6

72
g0g3 + 12g1g2 + 12g1g3,

e2 := 12ζ
6

72
g1g2 + (−12ζ

18

72
+ 12ζ

6

72
)g0g3 + (−12ζ

12

72
+ 12)g1g3 + 12ζ

12

72
g1g3

Κάθε Z-γραµµικός συνδιασµός των e1, e2 είναι επίσης αναλλοίωτο.
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Παραδείγµατα

Invariant polynomial

Hilbert t
5 + 400497845154831586723701480652800t

4+

818520809154613065770038265334290448384t
3+

4398250752422094811238689419574422303726895104t
2

−16319730975176203906274913715913862844512542392320t

+15283054453672803818066421650036653646232315192410112

t
5 − 5433338830617345268674t

4
+ 90705913519542658324778088t

3

g12
0
g12

1
+ g12

2
g12

3
−3049357177530030535811751619728t

2

−390071826912221442431043741686448t

- 12509992052647780072147837007511456

e1 t
5 − 936t

4 − 60912t
3 − 2426112t

2 − 40310784t − 3386105856

e2 t
5 − 1512t

4 − 29808t
3 + 979776t

2 + 3359232t − 423263232
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Ερωτήσεις - Προβληµατισµοί

1. Επιλογή των καλύτερων invariants Ισοδύναµο πρόβληµα µε την

ελαχιστοποίηση συνάρτησης ύψους σε ένα lattice.

2. Τα παραδείγµατα δείχνουν ότι οι καλύτερες αναλλοίωτες

προκύπτουν όταν οι class invariants είναι µονόνυµα.

3. Υπάρχουν τιµές n mod24 όπου δεν υπάρχουν µονονυµικά

αναλλοίωτα. Σε αυτή την περίπτωση η µέθοδος µας δίνει τα

αποτελεσµατικότερα αναλλοίωτα.
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Ευχαριστώ πολύ !
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