Askăseic Grammikăc ’Algebrac, Ful. 3 ParĹdosh: 22/10/2001 (1) Na deÐxete ìti ta dianÔsmata, v_1 = (0, 1, 1, 1), v_2 = (1, 0, 1, 1), v_3 = (1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0), sqhmatÐzoun mÐa bĹsh tou R^4 . Na ekfrastoÔn ta dianÔsmata (1, 1, 1, 1) kai (1, 0, 0, 0) san grammikoÐ sundiasmoÐ thc bĹshc {v_1, ..., v_4}.

(2) DeÐxte ìti to sÿma C jewroÔmeno wc dianusmatikìc qÿroc epÐ tou R, eÐnai diĹstashc 2. Pwc prèpei na eklèxoume to z = a + ib, ÿste ta z kai z̄ na sqhmatÐzoun bĹsh tou C ? UpologÐste tic suntetagmènec tou migadikoÔ arijmoÔ x + iy wc proc thn bĹsh {z, z̄} (3) ’Estw E_C dianusmatikìc qÿroc epÐ tou C . Na deÐxete ìti mporoÔme na efodiĹsoume ton E_C me thn domă dianusmatikoÔ qÿrou E_R upèr to R. An o E_C eÐnai peperasmènhc diĹstashc, na deÐxete ìti kai o E_R eÐnai peperasmènhc diĹstashc kai mĹlista isqÔei: dim_R E_R = 2 dim_R E_C .

(4) ’Estw E_C = C^2 . Na orÐsete ton E_R. Na deÐxete ìti o E = {(x, y) ∈ C^2 , x ∈ R, y ∈ R}, eÐnai upìqwroc tou E_R allĹ ìqi tou E_C .

(5) Se èna d.q. E diĹstashc 4 epÐ tou sÿmatoc R, anaferìmenoi sthn bĹsh {e_1, ..., e_4}, jewroÔme ta dianÔsmata:

v_1 = e_1 + 2e_2 + ae_3 + e_4, v_2 = ae_1 + e_2 + 2e_3 + 3e_4, v_4 = e_2 + be_3. Na kajorÐsete touc pragmatikoÔc arijmoÔc a, b, ètsi ÿste ta v_1, v_2, v_3 na eÐnai grammikĹ anexĹrthta. Poia sqèsh upĹrqei tìte metaxÔ twn v_1, v_2, v_3. PoiĹ eÐnai h diĹstash tou upìqwrou E^′ pou parĹgetai apì ta v_1, v_2, v_3? Dÿste mia bĹsh.

(6) ’Estw E = {f : [0, 1] → R, f suneqăc}, o dianusmatikìc qÿroc twn suneqÿn sunartăsewn sto [0, 1]. ’Estw F to sÔnolo twn sunartăsewn pou eÐnai stajerèc sto [0, 1], kai èstw G = {g ∈ E :

∫_1 0 g(t)dt = 0}. Na deÐxete ìti E = F ⊕ G. (7) ’Estw F_1, ..., F_n upìqwroi tou d.q. E. Na oristoÔn

• To H = F_1 + ... + F_n • To eujă Ĺjroisma E = F_1 ⊕ ... ⊕ F_n.

Na apodeÐxete thn isodunamÐa twn parakĹtw protĹsewn • E = F_1 ⊕ ... ⊕ F_n • E = F_1 + ... + F_n kai gia kĹje i ∈ {1, ..., n − 1}, (F_1 + ... + F_i) ∩ F_{i+1} = {0}. ApodeÐxte ìti ∀i ∈ {1, 2, ..., n − 1}, (F_1 + ... + F_i) ∩ F_{i+1} = {0} ⇒ ∀i ≠ jF_i ∩ F_j = {0}. ApodeÐxte ìti to antÐstrofo den eÐnai swstì.

(8) ’Estw E ènac K-dianusmatikìc qÿroc diastĹsewc n ≥ 2. ’Estw B = {e_1, ..., e_n} mÐa bĹsh tou E. Ta sÔnola B^′ = {e_1, e_1 +e_2, ..., e_1 +e_2 +...+e_n kai B^{′′} = {e_1 + e_2, e_2 + e_3, ..., e_{n−1} + e_n, e_n + e_1} eÐnai bĹseic tou E? To sÔnolo S = {e_i − e_j , 1 ≤ i < j ≤ n}, parĹgei to E?