Askăseic Grammikăc ’Algebrac, Ful. 1 ParĹdosh: 5/10/2001 (1) ’Estw E, F, G, H sÔnola kai èstw oi apeikonÐseic f : E → F, g : F → G, h : G → H. DeÐxte ìti g ∘ f kai h ∘ g eÐnai 1-1 kai epÐ an kai mìno an oi f, g, h eÐnai 1-1 kai epÐ (2) ’Estw E, èna mh kenì sÔnolo efodiasmèno me thn prĹxh ⋆, prosetairistikă kai tètoia ÿste gia kĹje x ∈ E, oi apeikonÐseic, γ_x kai δ_x, orismènec wc exăc

γ_x : { E → E t → x ⋆ t kai δ^x : { E → E t → t ⋆ x na eÐnai epÐ. Na deÐxete ìti h (E, ⋆) eÐnai omĹda (3) ’Estw E èna mh kenì sÔnolo kai a èna stoiqeÐo tou E. Na deÐxete ìti to sÔnolo twn 1-1 kai epÐ apeikonÐsewn tou E epÐ tou eautoÔ tou, oi opoÐec afănoun to a, ametĹblhto, sqhmatÐzoun omĹda me prĹxh thn sÔnjesh twn apeikonÐsewn.

(4) JewroÔme to sÔnolo K = {a + √ 2b; (a, b) ∈ Z^2}. DeÐxte ìti

• Gia kĹje a, b ∈ Z, (a + b √ 2 = 0) ⇔ (a = b = 0) • ApodeÐxte ìti to (K, +), eÐnai prosjetikă omĹda. • ApodeÐxte ìti to ginìmeno dÔo stoiqeÐwn tou K anăkei sto K. • ’Estw h sunĹrthsh ϕ : K → Z, h opoÐa stèlnei to a + b √ 2 sto ϕ(a + b √ 2) = a^2 − 2b^2. ApodeÐxte ìti ∀x, y ∈ K, ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

• DeÐxte ìti to sÔnolo twn stoiqeiÿn tou K gia ta opoÐa isqÔei (ϕ(x))^2 = 1, apoteloÔn omĹda me prĹxh ton pol/smo.

• EÐnai to K sÿma me prĹxeic thn sunăjh prìsjesh kai poll/smì? (5) Na kataskeuĹsete èna sÿma me 3 stoiqeÐa. UpĹrqei sÿma me tèssera stoiqeÐa?

(6) Sto sÔnolo E twn diatetagmènwn zeugÿn apì pragmatikoÔc arijmoÔc, jètoume (x, y) + (x^′, y^′) = (x + x^′, y + y^′), λ(x, y) = (λx, 0). Oi parapĹnw prĹxeic, orÐzoun dianusmatikì qÿro epÐ tou sÿmatoc twn pragmatikÿn arijmÿn?

(7) KajorÐste metaxÔ twn parakĹtw sunìlwn, autĹ ta opoÐa eÐnai dianusmatikoÐ qÿroi epÐ tou sÿmatoc twn pragmatikÿn arijmÿn:

• {f ∈ C^∞(R, R) : f^′ + 2f = 0}, me C^∞(R, R) sumbolÐzoume tic apeirodiaforÐsimec sunartăseic apì to R sto R. • {f ∈ C([a, b], R) : ∫_b a f(t)dt = 0}, C([a, b], R) sumbolÐzei tic suneqeÐc sunartăseic apì to [a, b] sto R. • {P ∈ R[x] : deg(P ) ≥ 4} • {P ∈ R[x] : P^′ diaireÐ to P }